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Лекция X: Движение заряженных частиц: интегрирование уравнений

Эйлера-Лагранжа

Содержание
лекции.
.

I Постоянные и однородные электромагнитные поля

I Движение в постоянном электрическом поле

I Движение в постоянном магнитном поле

I Движение в скрещенных полях

I Тормозное излучение и движение с учетом трения

I Ускорители элементарных частиц

Литература.
.
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Теория поля. М: Наука – любое издание, начиная с 1973 г.

2. Игнатьев Ю.Г. Аналитическая геометрия. Часть II. Аффинные и
евклидовы пространства. Учебное пособие. II семестр.
НИЛИТМО КФУ, 2013, Казань, - 188 с.
http://www.kpfu.ru/docs/F1788036257/Aff_Evk13.pdf

3. Игнатьев Ю.Г. Математическое и компьютерное моделирование
фундаментальных объектов и явлений в системе компьютерной
математики Maple. Лекции для школы по математическому
моделированию. Казань: Казанский университет, 2014. - 298 с.
ISBN 978-5-00019-150-7.
http://libweb.ksu.ru/ebooks/05-IMM/05_120_000443.pdf>
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Постоянные и однородные электромагнитные поля

I Постоянным электромагнитным полем называется поле, не зависящее от
времени в некоторой инерциальной системе отсчета:

Fik = Fik(r)⇒ E = E(r),H = H(r). (1)
Но тогда потенциалы поля можно выбрать также не зависящими от
времени:

Ai = Ai(r)⇒ A4 = ϕ(r); Aα = Aα(r);⇒ E = −∇ϕ, H = [∇A]. (2)
I На прошлой лекции мы получили релятивистскую связь между

кинетической энергией, импульсом и трехмерной скоростью:

u4 =
1√

1− v2

c2

; uα =
vα

c

1√
1− v2

c2

;

Ekin =
mc2√
1− v2

c2

= mc2u4; p =
mv√
1− v2

c2

(3)

I Также мы получили соотношение для скорости изменения кинетической
энергии:

dp

dt
= e
(
E+

1

c
[vH]

)
; (4)

dEkin
dt

= e(vE). (5)

I В случае постоянного поля (1) имеем вследствие (2):

(vE) = −
( ∂ϕ
∂xα

dxα

dt

)
≡ −

dϕ

dt
. (6)
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mc2√
1− v2

c2

= mc2u4; p =
mv√
1− v2

c2

(3)

I Также мы получили соотношение для скорости изменения кинетической
энергии:
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dt
= e
(
E+

1

c
[vH]

)
; (4)

dEkin
dt

= e(vE). (5)

I В случае постоянного поля (1) имеем вследствие (2):

(vE) = −
( ∂ϕ
∂xα

dxα

dt

)
≡ −

dϕ

dt
. (6)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля
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Постоянные и однородные электромагнитные поля
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Постоянные и однородные электромагнитные поля
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Постоянные и однородные электромагнитные поля
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Fik = Fik(r)⇒ E = E(r),H = H(r). (1)
Но тогда потенциалы поля можно выбрать также не зависящими от
времени:

Ai = Ai(r)⇒ A4 = ϕ(r); Aα = Aα(r);⇒ E = −∇ϕ, H = [∇A]. (2)
I На прошлой лекции мы получили релятивистскую связь между
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Постоянные и однородные электромагнитные поля

I Постоянным электромагнитным полем называется поле, не зависящее от
времени в некоторой инерциальной системе отсчета:

Fik = Fik(r)⇒ E = E(r),H = H(r). (1)
Но тогда потенциалы поля можно выбрать также не зависящими от
времени:

Ai = Ai(r)⇒ A4 = ϕ(r); Aα = Aα(r);⇒ E = −∇ϕ, H = [∇A]. (2)
I На прошлой лекции мы получили релятивистскую связь между

кинетической энергией, импульсом и трехмерной скоростью:
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c2
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= mc2u4; p =
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I Также мы получили соотношение для скорости изменения кинетической
энергии:

dp
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= e
(
E+

1

c
[vH]

)
; (4)

dEkin
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= e(vE). (5)

I В случае постоянного поля (1) имеем вследствие (2):

(vE) = −
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∂xα
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≡ −
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в однородном

электрическом поле.

I Таким образом, получим из (5)

E = Ekin + U =
mc2√
1− v2

c2

+ eϕ = Const (7)

– закон сохранения полной энергии заряженной частицы в постоянном
электромагнитном поле.

I Однородным электромагнитным полем называется электромагнитное поле,
тензор Максвелла которого постоянен в некоторой инерциальной системе
отсчета (доказать самостоятельно):

Fik = Const⇒ E = E0,H = H0 ⇒ ϕ = −E0r,A =
1

2
[Hr]. (8)

I Постоянство векторов напряженности однородного электромагнитного поля
позволяет выбрать специальную декартову систему координат с ортами,
коллинеарными этим напряженностям, что значительно упрощает
исследование движения. Рассмотрим движение в постоянном электри-
ческом поле E0 = (E0, 0, 0). Уравнения движения (4) легко интегрируются
первый раз (p0 = Const, для простоты выбираем систему отсчета, в
которой p10 = 0):

p1 = eE0t, p2 = p20, p
3 = p30;⇒ Ekin = c

√
m2c2 + p2 =

√
E20 + (ceE0t)2.(9)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в однородном

электрическом поле.

I Таким образом, получим из (5)

E = Ekin + U =
mc2√
1− v2

c2

+ eϕ = Const (7)

– закон сохранения полной энергии заряженной частицы в постоянном
электромагнитном поле.

I Однородным электромагнитным полем называется электромагнитное поле,
тензор Максвелла которого постоянен в некоторой инерциальной системе
отсчета (доказать самостоятельно):

Fik = Const⇒ E = E0,H = H0 ⇒ ϕ = −E0r,A =
1

2
[Hr]. (8)

I Постоянство векторов напряженности однородного электромагнитного поля
позволяет выбрать специальную декартову систему координат с ортами,
коллинеарными этим напряженностям, что значительно упрощает
исследование движения. Рассмотрим движение в постоянном электри-
ческом поле E0 = (E0, 0, 0). Уравнения движения (4) легко интегрируются
первый раз (p0 = Const, для простоты выбираем систему отсчета, в
которой p10 = 0):

p1 = eE0t, p2 = p20, p
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в однородном

электрическом поле.

I Таким образом, получим из (5)

E = Ekin + U =
mc2√
1− v2

c2

+ eϕ = Const (7)

– закон сохранения полной энергии заряженной частицы в постоянном
электромагнитном поле.

I Однородным электромагнитным полем называется электромагнитное поле,
тензор Максвелла которого постоянен в некоторой инерциальной системе
отсчета (доказать самостоятельно):

Fik = Const⇒ E = E0,H = H0 ⇒ ϕ = −E0r,A =
1

2
[Hr]. (8)

I Постоянство векторов напряженности однородного электромагнитного поля
позволяет выбрать специальную декартову систему координат с ортами,
коллинеарными этим напряженностям, что значительно упрощает
исследование движения. Рассмотрим движение в постоянном электри-
ческом поле E0 = (E0, 0, 0). Уравнения движения (4) легко интегрируются
первый раз (p0 = Const, для простоты выбираем систему отсчета, в
которой p10 = 0):

p1 = eE0t, p2 = p20, p
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в однородном

электрическом поле.

I Таким образом, получим из (5)

E = Ekin + U =
mc2√
1− v2

c2

+ eϕ = Const (7)

– закон сохранения полной энергии заряженной частицы в постоянном
электромагнитном поле.

I Однородным электромагнитным полем называется электромагнитное поле,
тензор Максвелла которого постоянен в некоторой инерциальной системе
отсчета (доказать самостоятельно):

Fik = Const⇒ E = E0,H = H0 ⇒ ϕ = −E0r,A =
1

2
[Hr]. (8)

I Постоянство векторов напряженности однородного электромагнитного поля
позволяет выбрать специальную декартову систему координат с ортами,
коллинеарными этим напряженностям, что значительно упрощает
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ческом поле E0 = (E0, 0, 0). Уравнения движения (4) легко интегрируются
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в однородном

электрическом поле.

I Таким образом, получим из (5)

E = Ekin + U =
mc2√
1− v2

c2

+ eϕ = Const (7)

– закон сохранения полной энергии заряженной частицы в постоянном
электромагнитном поле.

I Однородным электромагнитным полем называется электромагнитное поле,
тензор Максвелла которого постоянен в некоторой инерциальной системе
отсчета (доказать самостоятельно):

Fik = Const⇒ E = E0,H = H0 ⇒ ϕ = −E0r,A =
1

2
[Hr]. (8)

I Постоянство векторов напряженности однородного электромагнитного поля
позволяет выбрать специальную декартову систему координат с ортами,
коллинеарными этим напряженностям, что значительно упрощает
исследование движения. Рассмотрим движение в постоянном электри-
ческом поле E0 = (E0, 0, 0). Уравнения движения (4) легко интегрируются
первый раз (p0 = Const, для простоты выбираем систему отсчета, в
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в однородном

электрическом поле.

I Таким образом, получим из (5)

E = Ekin + U =
mc2√
1− v2

c2

+ eϕ = Const (7)

– закон сохранения полной энергии заряженной частицы в постоянном
электромагнитном поле.

I Однородным электромагнитным полем называется электромагнитное поле,
тензор Максвелла которого постоянен в некоторой инерциальной системе
отсчета (доказать самостоятельно):

Fik = Const⇒ E = E0,H = H0 ⇒ ϕ = −E0r,A =
1

2
[Hr]. (8)

I Постоянство векторов напряженности однородного электромагнитного поля
позволяет выбрать специальную декартову систему координат с ортами,
коллинеарными этим напряженностям, что значительно упрощает
исследование движения. Рассмотрим движение в постоянном электри-
ческом поле E0 = (E0, 0, 0). Уравнения движения (4) легко интегрируются
первый раз (p0 = Const, для простоты выбираем систему отсчета, в
которой p10 = 0):

p1 = eE0t, p2 = p20, p
3 = p30;⇒ Ekin = c
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в однородном

электрическом поле.

I Таким образом, получим из (5)

E = Ekin + U =
mc2√
1− v2
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+ eϕ = Const (7)

– закон сохранения полной энергии заряженной частицы в постоянном
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I Однородным электромагнитным полем называется электромагнитное поле,
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Движение в постоянном однородном электрическом поле.

I Для нахождения траектории частицы получим из соотношений (4) – (5)

vα =
c2pα

Ekin
⇒

dx1

dt
=

c2eE0t√
E20 + (ceE0t)2

(10)

dx2

dt
=

c2p20√
E20 + (ceE0t)2

;
dx3

dt
=

c2p30√
E20 + (ceE0t)2

. (11)

I Проводя элементарное интегрирование, найдем, полагая r(0) = 0
(протинтегрировать самостоятельно):

x1 =

√
E20 + (ceE0t)2

eE0
−
E0
eE0

; xσ =
pσ0 c
eE0

Arcch ceE0t
E0 ,

≡
pσ0 c

eE0
ln
ceE0t+

√
E20 + (ceE0t)2

E0
, (σ = 1, 2) (12)

I Исключая t в (12) с помощью (12), найдем в явном виде уравнение
траектории заряда в однородном электрическом поле – уравнение цепной
линии:

xσ =
pσ0 c

eE0
Arcch

√(
1 +

eE0x1

E0

)2

− 1. (13)
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Движение в постоянном однородном электрическом поле.

I Для нахождения траектории частицы получим из соотношений (4) – (5)

vα =
c2pα

Ekin
⇒

dx1

dt
=

c2eE0t√
E20 + (ceE0t)2

(10)

dx2

dt
=

c2p20√
E20 + (ceE0t)2

;
dx3

dt
=

c2p30√
E20 + (ceE0t)2

. (11)

I Проводя элементарное интегрирование, найдем, полагая r(0) = 0
(протинтегрировать самостоятельно):

x1 =

√
E20 + (ceE0t)2

eE0
−
E0
eE0

; xσ =
pσ0 c
eE0

Arcch ceE0t
E0 ,

≡
pσ0 c

eE0
ln
ceE0t+

√
E20 + (ceE0t)2

E0
, (σ = 1, 2) (12)

I Исключая t в (12) с помощью (12), найдем в явном виде уравнение
траектории заряда в однородном электрическом поле – уравнение цепной
линии:

xσ =
pσ0 c

eE0
Arcch

√(
1 +

eE0x1

E0

)2

− 1. (13)
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Движение в постоянном однородном электрическом поле.

I Для нахождения траектории частицы получим из соотношений (4) – (5)

vα =
c2pα

Ekin
⇒

dx1

dt
=

c2eE0t√
E20 + (ceE0t)2

(10)

dx2

dt
=

c2p20√
E20 + (ceE0t)2

;
dx3

dt
=

c2p30√
E20 + (ceE0t)2

. (11)

I Проводя элементарное интегрирование, найдем, полагая r(0) = 0
(протинтегрировать самостоятельно):

x1 =

√
E20 + (ceE0t)2

eE0
−
E0
eE0

; xσ =
pσ0 c
eE0

Arcch ceE0t
E0 ,

≡
pσ0 c

eE0
ln
ceE0t+

√
E20 + (ceE0t)2

E0
, (σ = 1, 2) (12)

I Исключая t в (12) с помощью (12), найдем в явном виде уравнение
траектории заряда в однородном электрическом поле – уравнение цепной
линии:

xσ =
pσ0 c

eE0
Arcch

√(
1 +

eE0x1

E0

)2

− 1. (13)
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Движение в постоянном однородном электрическом поле.

I Для нахождения траектории частицы получим из соотношений (4) – (5)

vα =
c2pα

Ekin
⇒

dx1

dt
=

c2eE0t√
E20 + (ceE0t)2

(10)

dx2

dt
=

c2p20√
E20 + (ceE0t)2

;
dx3

dt
=

c2p30√
E20 + (ceE0t)2

. (11)

I Проводя элементарное интегрирование, найдем, полагая r(0) = 0
(протинтегрировать самостоятельно):

x1 =

√
E20 + (ceE0t)2

eE0
−
E0
eE0

; xσ =
pσ0 c
eE0

Arcch ceE0t
E0 ,

≡
pσ0 c

eE0
ln
ceE0t+

√
E20 + (ceE0t)2

E0
, (σ = 1, 2) (12)

I Исключая t в (12) с помощью (12), найдем в явном виде уравнение
траектории заряда в однородном электрическом поле – уравнение цепной
линии:

xσ =
pσ0 c

eE0
Arcch

√(
1 +

eE0x1

E0

)2

− 1. (13)
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Движение в постоянном однородном электрическом поле.

I Для нахождения траектории частицы получим из соотношений (4) – (5)

vα =
c2pα

Ekin
⇒

dx1

dt
=

c2eE0t√
E20 + (ceE0t)2

(10)

dx2

dt
=

c2p20√
E20 + (ceE0t)2

;
dx3

dt
=

c2p30√
E20 + (ceE0t)2

. (11)

I Проводя элементарное интегрирование, найдем, полагая r(0) = 0
(протинтегрировать самостоятельно):

x1 =

√
E20 + (ceE0t)2

eE0
−
E0
eE0

; xσ =
pσ0 c
eE0

Arcch ceE0t
E0 ,

≡
pσ0 c

eE0
ln
ceE0t+

√
E20 + (ceE0t)2

E0
, (σ = 1, 2) (12)

I Исключая t в (12) с помощью (12), найдем в явном виде уравнение
траектории заряда в однородном электрическом поле – уравнение цепной
линии:

xσ =
pσ0 c

eE0
Arcch

√(
1 +

eE0x1

E0

)2

− 1. (13)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянном

однородном магнитном поле.

I В отсутствии электрического поля получим:

Ekin = E0 = Const⇒ (3)⇒ v = |v| = v0 = Const⇒ p =
E0
c2

v. (14)

I Для нахождения траектории частицы получим из уравнений (4)
dv

dt
=
ec

E0
[vH0]. (15)

I Умножая скалярно обе части соотношения (15) на H, получим следствия:
d(vH0)

dt
= 0⇒ (vH0) ≡ v0H0 cosα = Const⇒ α = α0 = Const, (16)

– угол между вектором магнитного поля и скоростью частицы сохраняется.
I Направим вектор магнитного поля вдоль оси OX, тогда уравнения

движения (15) примут вид:

dv1

dt
= 0;

dv2

dt
=
ecH0

E0
v3;

dv3

dt
= −

ecH0

E0
v2. (17)

I Введем релятивистскую ларморовскую частоту

ωH =
ecH0

E0
≡
eH0

mc

√
1−

v2

c2
. (18)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянном

однородном магнитном поле.

I В отсутствии электрического поля получим:

Ekin = E0 = Const⇒ (3)⇒ v = |v| = v0 = Const⇒ p =
E0
c2

v. (14)

I Для нахождения траектории частицы получим из уравнений (4)
dv

dt
=
ec

E0
[vH0]. (15)

I Умножая скалярно обе части соотношения (15) на H, получим следствия:
d(vH0)

dt
= 0⇒ (vH0) ≡ v0H0 cosα = Const⇒ α = α0 = Const, (16)

– угол между вектором магнитного поля и скоростью частицы сохраняется.
I Направим вектор магнитного поля вдоль оси OX, тогда уравнения

движения (15) примут вид:

dv1

dt
= 0;

dv2

dt
=
ecH0

E0
v3;

dv3

dt
= −

ecH0

E0
v2. (17)

I Введем релятивистскую ларморовскую частоту

ωH =
ecH0

E0
≡
eH0

mc

√
1−

v2

c2
. (18)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянном

однородном магнитном поле.

I В отсутствии электрического поля получим:

Ekin = E0 = Const⇒ (3)⇒ v = |v| = v0 = Const⇒ p =
E0
c2

v. (14)

I Для нахождения траектории частицы получим из уравнений (4)
dv

dt
=
ec

E0
[vH0]. (15)

I Умножая скалярно обе части соотношения (15) на H, получим следствия:
d(vH0)

dt
= 0⇒ (vH0) ≡ v0H0 cosα = Const⇒ α = α0 = Const, (16)

– угол между вектором магнитного поля и скоростью частицы сохраняется.
I Направим вектор магнитного поля вдоль оси OX, тогда уравнения

движения (15) примут вид:

dv1

dt
= 0;

dv2

dt
=
ecH0

E0
v3;

dv3

dt
= −

ecH0

E0
v2. (17)

I Введем релятивистскую ларморовскую частоту

ωH =
ecH0

E0
≡
eH0

mc

√
1−

v2

c2
. (18)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянном

однородном магнитном поле.

I В отсутствии электрического поля получим:

Ekin = E0 = Const⇒ (3)⇒ v = |v| = v0 = Const⇒ p =
E0
c2

v. (14)

I Для нахождения траектории частицы получим из уравнений (4)
dv

dt
=
ec

E0
[vH0]. (15)

I Умножая скалярно обе части соотношения (15) на H, получим следствия:
d(vH0)

dt
= 0⇒ (vH0) ≡ v0H0 cosα = Const⇒ α = α0 = Const, (16)

– угол между вектором магнитного поля и скоростью частицы сохраняется.
I Направим вектор магнитного поля вдоль оси OX, тогда уравнения

движения (15) примут вид:

dv1

dt
= 0;

dv2

dt
=
ecH0

E0
v3;

dv3

dt
= −

ecH0

E0
v2. (17)

I Введем релятивистскую ларморовскую частоту

ωH =
ecH0

E0
≡
eH0

mc

√
1−

v2

c2
. (18)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянном

однородном магнитном поле.

I В отсутствии электрического поля получим:

Ekin = E0 = Const⇒ (3)⇒ v = |v| = v0 = Const⇒ p =
E0
c2

v. (14)

I Для нахождения траектории частицы получим из уравнений (4)
dv

dt
=
ec

E0
[vH0]. (15)

I Умножая скалярно обе части соотношения (15) на H, получим следствия:
d(vH0)

dt
= 0⇒ (vH0) ≡ v0H0 cosα = Const⇒ α = α0 = Const, (16)

– угол между вектором магнитного поля и скоростью частицы сохраняется.
I Направим вектор магнитного поля вдоль оси OX, тогда уравнения

движения (15) примут вид:

dv1

dt
= 0;

dv2

dt
=
ecH0

E0
v3;

dv3

dt
= −

ecH0

E0
v2. (17)

I Введем релятивистскую ларморовскую частоту

ωH =
ecH0

E0
≡
eH0

mc

√
1−

v2

c2
. (18)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянном

однородном магнитном поле.

I В отсутствии электрического поля получим:

Ekin = E0 = Const⇒ (3)⇒ v = |v| = v0 = Const⇒ p =
E0
c2

v. (14)

I Для нахождения траектории частицы получим из уравнений (4)
dv

dt
=
ec

E0
[vH0]. (15)

I Умножая скалярно обе части соотношения (15) на H, получим следствия:
d(vH0)

dt
= 0⇒ (vH0) ≡ v0H0 cosα = Const⇒ α = α0 = Const, (16)

– угол между вектором магнитного поля и скоростью частицы сохраняется.
I Направим вектор магнитного поля вдоль оси OX, тогда уравнения

движения (15) примут вид:

dv1

dt
= 0;

dv2

dt
=
ecH0

E0
v3;

dv3

dt
= −

ecH0

E0
v2. (17)

I Введем релятивистскую ларморовскую частоту

ωH =
ecH0

E0
≡
eH0

mc

√
1−

v2

c2
. (18)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянном

однородном магнитном поле.

I В отсутствии электрического поля получим:

Ekin = E0 = Const⇒ (3)⇒ v = |v| = v0 = Const⇒ p =
E0
c2

v. (14)

I Для нахождения траектории частицы получим из уравнений (4)
dv

dt
=
ec

E0
[vH0]. (15)

I Умножая скалярно обе части соотношения (15) на H, получим следствия:
d(vH0)

dt
= 0⇒ (vH0) ≡ v0H0 cosα = Const⇒ α = α0 = Const, (16)

– угол между вектором магнитного поля и скоростью частицы сохраняется.
I Направим вектор магнитного поля вдоль оси OX, тогда уравнения

движения (15) примут вид:

dv1

dt
= 0;

dv2

dt
=
ecH0

E0
v3;

dv3

dt
= −

ecH0

E0
v2. (17)

I Введем релятивистскую ларморовскую частоту

ωH =
ecH0

E0
≡
eH0

mc

√
1−

v2

c2
. (18)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянном

однородном магнитном поле.

I В отсутствии электрического поля получим:

Ekin = E0 = Const⇒ (3)⇒ v = |v| = v0 = Const⇒ p =
E0
c2

v. (14)

I Для нахождения траектории частицы получим из уравнений (4)
dv

dt
=
ec

E0
[vH0]. (15)

I Умножая скалярно обе части соотношения (15) на H, получим следствия:
d(vH0)

dt
= 0⇒ (vH0) ≡ v0H0 cosα = Const⇒ α = α0 = Const, (16)

– угол между вектором магнитного поля и скоростью частицы сохраняется.
I Направим вектор магнитного поля вдоль оси OX, тогда уравнения

движения (15) примут вид:

dv1

dt
= 0;

dv2

dt
=
ecH0

E0
v3;

dv3

dt
= −

ecH0

E0
v2. (17)

I Введем релятивистскую ларморовскую частоту

ωH =
ecH0

E0
≡
eH0

mc

√
1−

v2

c2
. (18)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянном

однородном магнитном поле.

I В отсутствии электрического поля получим:

Ekin = E0 = Const⇒ (3)⇒ v = |v| = v0 = Const⇒ p =
E0
c2

v. (14)

I Для нахождения траектории частицы получим из уравнений (4)
dv

dt
=
ec

E0
[vH0]. (15)

I Умножая скалярно обе части соотношения (15) на H, получим следствия:
d(vH0)

dt
= 0⇒ (vH0) ≡ v0H0 cosα = Const⇒ α = α0 = Const, (16)

– угол между вектором магнитного поля и скоростью частицы сохраняется.
I Направим вектор магнитного поля вдоль оси OX, тогда уравнения

движения (15) примут вид:

dv1

dt
= 0;

dv2

dt
=
ecH0

E0
v3;

dv3

dt
= −

ecH0

E0
v2. (17)

I Введем релятивистскую ларморовскую частоту

ωH =
ecH0

E0
≡
eH0

mc

√
1−

v2

c2
. (18)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянном

однородном магнитном поле.

I В отсутствии электрического поля получим:

Ekin = E0 = Const⇒ (3)⇒ v = |v| = v0 = Const⇒ p =
E0
c2

v. (14)

I Для нахождения траектории частицы получим из уравнений (4)
dv

dt
=
ec

E0
[vH0]. (15)

I Умножая скалярно обе части соотношения (15) на H, получим следствия:
d(vH0)

dt
= 0⇒ (vH0) ≡ v0H0 cosα = Const⇒ α = α0 = Const, (16)

– угол между вектором магнитного поля и скоростью частицы сохраняется.
I Направим вектор магнитного поля вдоль оси OX, тогда уравнения

движения (15) примут вид:

dv1

dt
= 0;

dv2

dt
=
ecH0

E0
v3;

dv3

dt
= −

ecH0

E0
v2. (17)

I Введем релятивистскую ларморовскую частоту

ωH =
ecH0

E0
≡
eH0

mc

√
1−

v2

c2
. (18)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянном

однородном магнитном поле.

I В отсутствии электрического поля получим:

Ekin = E0 = Const⇒ (3)⇒ v = |v| = v0 = Const⇒ p =
E0
c2

v. (14)

I Для нахождения траектории частицы получим из уравнений (4)
dv

dt
=
ec

E0
[vH0]. (15)

I Умножая скалярно обе части соотношения (15) на H, получим следствия:
d(vH0)

dt
= 0⇒ (vH0) ≡ v0H0 cosα = Const⇒ α = α0 = Const, (16)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянном

однородном магнитном поле.
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dt
= ωHv

3;
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dt
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I Радиус цилиндра равен:
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v⊥
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. (25)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянном

однородном магнитном поле.

I Тогда уравнения движения (17) примут вид:
dv1

dt
= 0;

dv2

dt
= ωHv

3;
dv3

dt
= −ωHv2. (19)

I Первое из этих уравнений дает:
v1 = v‖ = Const, (20)

I а подставляя значение v2 из третьего уравнения во второе, получим:
d2v3

dt2
+ ω2

Hv
3 = 0⇒ v3 = v⊥ sin(ωH t+ φ0), (21)

где φ0 – начальная фаза, v⊥ = Const – произвольная постоянная. Таким
образом, из третьего уравнения (19) получим:

v2 = −v⊥ cos(ωH t+ ϕ), (22)
причем:

v2‖ + v2⊥ = v20 . (23)
I Интегрируя по времени соотношения (20) – (22), получим окончательно

уравнение траектории заряженной частицы в электромагнитном поле:

r = r0 +

(
v‖t,−

v⊥
ωH

sin(ωH t+ φ0),−
v⊥
ωH

cos(ωH t+ φ0)

)
. (24)

Таким образом, траектория заряженной частицы в постоянном магнитном
поле представляет собой цилиндрическую винтовую линию с осью H0.

I Радиус цилиндра равен:
rH =

v⊥
ωH

. (25)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянных

однородных скрещенных полях.

I Рассмотрим уравнения движения (4) в нерелятивистском приближении
(v � c) в случае взаимно - ортогональных (скрещенных) однородных и
постоянных электрическом и магнитном полей:

E0 = (0, E0, 0); H0 = (H0, 0, 0)→ (26)

m
dv

dt
= e
(
E0 +

1

c
[vH0]

)
. (27)

I Перейдем в другую инерциальную систему отсчета:

v = v1 + vd, где vd = c
[E0H0]

H2
0

(28)

– так называемая дрейфовая скорость.
I Подставляя (28) в уравнения движения (27), приведем их виду:

m
dv1

dt
=
e

c
[v1H0] (29)

– нерелятивистских уравнений движения заряда в однородном магнитном
поле. Для того, чтобы скорость оставалась нерелятивистской, необходимо,
чтобы vd � c, т.е., согласно (28):

E0 � H0. (30)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянных

однородных скрещенных полях.

I Рассмотрим уравнения движения (4) в нерелятивистском приближении
(v � c) в случае взаимно - ортогональных (скрещенных) однородных и
постоянных электрическом и магнитном полей:

E0 = (0, E0, 0); H0 = (H0, 0, 0)→ (26)

m
dv

dt
= e
(
E0 +

1

c
[vH0]

)
. (27)

I Перейдем в другую инерциальную систему отсчета:

v = v1 + vd, где vd = c
[E0H0]

H2
0

(28)

– так называемая дрейфовая скорость.
I Подставляя (28) в уравнения движения (27), приведем их виду:

m
dv1

dt
=
e

c
[v1H0] (29)

– нерелятивистских уравнений движения заряда в однородном магнитном
поле. Для того, чтобы скорость оставалась нерелятивистской, необходимо,
чтобы vd � c, т.е., согласно (28):

E0 � H0. (30)



@
P
ro

fe
ss

or
Yu

rii
G

.I
gn

at
’e

v,
K

az
an

Fe
de

ra
lU

ni
ve

rs
ity

Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянных

однородных скрещенных полях.

I Рассмотрим уравнения движения (4) в нерелятивистском приближении
(v � c) в случае взаимно - ортогональных (скрещенных) однородных и
постоянных электрическом и магнитном полей:

E0 = (0, E0, 0); H0 = (H0, 0, 0)→ (26)

m
dv

dt
= e
(
E0 +

1

c
[vH0]

)
. (27)

I Перейдем в другую инерциальную систему отсчета:

v = v1 + vd, где vd = c
[E0H0]

H2
0

(28)

– так называемая дрейфовая скорость.
I Подставляя (28) в уравнения движения (27), приведем их виду:

m
dv1

dt
=
e

c
[v1H0] (29)

– нерелятивистских уравнений движения заряда в однородном магнитном
поле. Для того, чтобы скорость оставалась нерелятивистской, необходимо,
чтобы vd � c, т.е., согласно (28):

E0 � H0. (30)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянных

однородных скрещенных полях.

I Рассмотрим уравнения движения (4) в нерелятивистском приближении
(v � c) в случае взаимно - ортогональных (скрещенных) однородных и
постоянных электрическом и магнитном полей:

E0 = (0, E0, 0); H0 = (H0, 0, 0)→ (26)

m
dv

dt
= e
(
E0 +

1

c
[vH0]

)
. (27)

I Перейдем в другую инерциальную систему отсчета:

v = v1 + vd, где vd = c
[E0H0]

H2
0

(28)

– так называемая дрейфовая скорость.
I Подставляя (28) в уравнения движения (27), приведем их виду:

m
dv1

dt
=
e

c
[v1H0] (29)

– нерелятивистских уравнений движения заряда в однородном магнитном
поле. Для того, чтобы скорость оставалась нерелятивистской, необходимо,
чтобы vd � c, т.е., согласно (28):

E0 � H0. (30)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянных

однородных скрещенных полях.

I Рассмотрим уравнения движения (4) в нерелятивистском приближении
(v � c) в случае взаимно - ортогональных (скрещенных) однородных и
постоянных электрическом и магнитном полей:

E0 = (0, E0, 0); H0 = (H0, 0, 0)→ (26)

m
dv

dt
= e
(
E0 +

1

c
[vH0]

)
. (27)

I Перейдем в другую инерциальную систему отсчета:

v = v1 + vd, где vd = c
[E0H0]

H2
0

(28)

– так называемая дрейфовая скорость.
I Подставляя (28) в уравнения движения (27), приведем их виду:

m
dv1

dt
=
e

c
[v1H0] (29)

– нерелятивистских уравнений движения заряда в однородном магнитном
поле. Для того, чтобы скорость оставалась нерелятивистской, необходимо,
чтобы vd � c, т.е., согласно (28):

E0 � H0. (30)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянных

однородных скрещенных полях.

I Рассмотрим уравнения движения (4) в нерелятивистском приближении
(v � c) в случае взаимно - ортогональных (скрещенных) однородных и
постоянных электрическом и магнитном полей:

E0 = (0, E0, 0); H0 = (H0, 0, 0)→ (26)

m
dv

dt
= e
(
E0 +

1

c
[vH0]

)
. (27)

I Перейдем в другую инерциальную систему отсчета:

v = v1 + vd, где vd = c
[E0H0]

H2
0

(28)

– так называемая дрейфовая скорость.
I Подставляя (28) в уравнения движения (27), приведем их виду:

m
dv1

dt
=
e

c
[v1H0] (29)

– нерелятивистских уравнений движения заряда в однородном магнитном
поле. Для того, чтобы скорость оставалась нерелятивистской, необходимо,
чтобы vd � c, т.е., согласно (28):

E0 � H0. (30)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянных

однородных скрещенных полях.

I Рассмотрим уравнения движения (4) в нерелятивистском приближении
(v � c) в случае взаимно - ортогональных (скрещенных) однородных и
постоянных электрическом и магнитном полей:

E0 = (0, E0, 0); H0 = (H0, 0, 0)→ (26)

m
dv

dt
= e
(
E0 +

1

c
[vH0]

)
. (27)

I Перейдем в другую инерциальную систему отсчета:

v = v1 + vd, где vd = c
[E0H0]

H2
0

(28)

– так называемая дрейфовая скорость.
I Подставляя (28) в уравнения движения (27), приведем их виду:

m
dv1

dt
=
e

c
[v1H0] (29)

– нерелятивистских уравнений движения заряда в однородном магнитном
поле. Для того, чтобы скорость оставалась нерелятивистской, необходимо,
чтобы vd � c, т.е., согласно (28):

E0 � H0. (30)



@
P
ro

fe
ss

or
Yu

rii
G

.I
gn

at
’e

v,
K

az
an

Fe
de

ra
lU

ni
ve

rs
ity

Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянных

однородных скрещенных полях.

I Рассмотрим уравнения движения (4) в нерелятивистском приближении
(v � c) в случае взаимно - ортогональных (скрещенных) однородных и
постоянных электрическом и магнитном полей:

E0 = (0, E0, 0); H0 = (H0, 0, 0)→ (26)

m
dv

dt
= e
(
E0 +

1

c
[vH0]

)
. (27)

I Перейдем в другую инерциальную систему отсчета:

v = v1 + vd, где vd = c
[E0H0]

H2
0

(28)

– так называемая дрейфовая скорость.
I Подставляя (28) в уравнения движения (27), приведем их виду:

m
dv1

dt
=
e

c
[v1H0] (29)

– нерелятивистских уравнений движения заряда в однородном магнитном
поле. Для того, чтобы скорость оставалась нерелятивистской, необходимо,
чтобы vd � c, т.е., согласно (28):

E0 � H0. (30)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянных

однородных скрещенных полях.

I Рассмотрим уравнения движения (4) в нерелятивистском приближении
(v � c) в случае взаимно - ортогональных (скрещенных) однородных и
постоянных электрическом и магнитном полей:

E0 = (0, E0, 0); H0 = (H0, 0, 0)→ (26)

m
dv

dt
= e
(
E0 +

1

c
[vH0]

)
. (27)

I Перейдем в другую инерциальную систему отсчета:

v = v1 + vd, где vd = c
[E0H0]

H2
0

(28)

– так называемая дрейфовая скорость.
I Подставляя (28) в уравнения движения (27), приведем их виду:

m
dv1

dt
=
e

c
[v1H0] (29)

– нерелятивистских уравнений движения заряда в однородном магнитном
поле. Для того, чтобы скорость оставалась нерелятивистской, необходимо,
чтобы vd � c, т.е., согласно (28):

E0 � H0. (30)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянных

однородных скрещенных полях.

I Вычисляя дрейфовую скорость (28), найдем:

vd =
(
0, 0,−c

E0

H0

)
. (31)

I Учитывая теперь решения уравнения движения в однородном магнитном
поле (20), (21) и (22), получим:

v =

(
v‖,−v⊥ cos(ωH t+ φ), v⊥ sin(ωH t+ φ)− c

E0

H0

)
. (32)

I

.
.

Figure 1. Интегрируя по времени это реше-
ние, получим окончательно:

r =

(
v‖t,−

v⊥
ωH

sin(ωH t+ φ),

−
v⊥
ωH
⊥ cos(ωH t+ φ)− ct

E0

H0

)
(33)

– так называемую трохоиду (см. рис.).
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянных

однородных скрещенных полях.

I Вычисляя дрейфовую скорость (28), найдем:

vd =
(
0, 0,−c

E0

H0

)
. (31)

I Учитывая теперь решения уравнения движения в однородном магнитном
поле (20), (21) и (22), получим:

v =

(
v‖,−v⊥ cos(ωH t+ φ), v⊥ sin(ωH t+ φ)− c

E0

H0

)
. (32)

I

.
.

Figure 1. Интегрируя по времени это реше-
ние, получим окончательно:

r =

(
v‖t,−

v⊥
ωH

sin(ωH t+ φ),

−
v⊥
ωH
⊥ cos(ωH t+ φ)− ct

E0

H0

)
(33)

– так называемую трохоиду (см. рис.).
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянных

однородных скрещенных полях.

I Вычисляя дрейфовую скорость (28), найдем:

vd =
(
0, 0,−c

E0

H0

)
. (31)

I Учитывая теперь решения уравнения движения в однородном магнитном
поле (20), (21) и (22), получим:

v =

(
v‖,−v⊥ cos(ωH t+ φ), v⊥ sin(ωH t+ φ)− c

E0

H0

)
. (32)

I

.
.

Figure 1. Интегрируя по времени это реше-
ние, получим окончательно:

r =

(
v‖t,−

v⊥
ωH

sin(ωH t+ φ),

−
v⊥
ωH
⊥ cos(ωH t+ φ)− ct

E0

H0

)
(33)

– так называемую трохоиду (см. рис.).
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянных

однородных скрещенных полях.

I Вычисляя дрейфовую скорость (28), найдем:

vd =
(
0, 0,−c

E0

H0

)
. (31)

I Учитывая теперь решения уравнения движения в однородном магнитном
поле (20), (21) и (22), получим:

v =

(
v‖,−v⊥ cos(ωH t+ φ), v⊥ sin(ωH t+ φ)− c

E0

H0

)
. (32)

I

.
.

Figure 1. Интегрируя по времени это реше-
ние, получим окончательно:

r =

(
v‖t,−

v⊥
ωH

sin(ωH t+ φ),

−
v⊥
ωH
⊥ cos(ωH t+ φ)− ct

E0

H0

)
(33)

– так называемую трохоиду (см. рис.).
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянных

однородных скрещенных полях.

I Вычисляя дрейфовую скорость (28), найдем:

vd =
(
0, 0,−c

E0

H0

)
. (31)

I Учитывая теперь решения уравнения движения в однородном магнитном
поле (20), (21) и (22), получим:

v =

(
v‖,−v⊥ cos(ωH t+ φ), v⊥ sin(ωH t+ φ)− c

E0

H0

)
. (32)

I

.
.

Figure 1. Интегрируя по времени это реше-
ние, получим окончательно:

r =

(
v‖t,−

v⊥
ωH

sin(ωH t+ φ),

−
v⊥
ωH
⊥ cos(ωH t+ φ)− ct

E0

H0

)
(33)

– так называемую трохоиду (см. рис.).
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянных

однородных скрещенных полях.

I Вычисляя дрейфовую скорость (28), найдем:

vd =
(
0, 0,−c

E0

H0

)
. (31)

I Учитывая теперь решения уравнения движения в однородном магнитном
поле (20), (21) и (22), получим:

v =

(
v‖,−v⊥ cos(ωH t+ φ), v⊥ sin(ωH t+ φ)− c

E0

H0

)
. (32)

I

.
.

Figure 1. Интегрируя по времени это реше-
ние, получим окончательно:

r =

(
v‖t,−

v⊥
ωH

sin(ωH t+ φ),

−
v⊥
ωH
⊥ cos(ωH t+ φ)− ct

E0

H0

)
(33)

– так называемую трохоиду (см. рис.).
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянных

однородных скрещенных полях с учетом трения

I Самым простым феноменологическим способом учета диссипативных сил
является введения силы трения, линейной по скорости:

dp

dt
= e
(
E+

1

c
[vH]

)
− βp, (34)

где β – коэффициент линейного трения.
I Произведя подстановку в (34) v = v′e−βt, приведем уравнения движения к

виду (27) относительно v′. Поэтому сразу можно написать решение этих
уравнений:

v = e−βt
(
v‖,−v⊥ cos(ωH t+ φ), v⊥ sin(ωH t+ φ)− c

E0

H0

)
. (35)

I На самом деле, проблема учета реального трения в электродинамических
системах гораздо сложнее этой модельной задачи. Дело заключается в
том, что при ускорении заряженных частиц возникает тормозное
излучение, состоящее из фотонов, уносящих с собой часть
энергии-импульса заряженных частиц. Это тормозное излучение и является
реальным механизмом диссипации для электродинамических систем.

I В ускорителях частиц заряженные элементарные частицы электроны,
протоны ускоряются переменным электрическим полем, синхронно
следующим с пучком частиц по круговой орбите (синхрофазотроны).
Радиус орбиты (25) для ультрарелятивистских частиц v → c равен:

rH =
E0
eH0

. (36)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянных

однородных скрещенных полях с учетом трения
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dp
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I Произведя подстановку в (34) v = v′e−βt, приведем уравнения движения к

виду (27) относительно v′. Поэтому сразу можно написать решение этих
уравнений:

v = e−βt
(
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H0

)
. (35)

I На самом деле, проблема учета реального трения в электродинамических
системах гораздо сложнее этой модельной задачи. Дело заключается в
том, что при ускорении заряженных частиц возникает тормозное
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энергии-импульса заряженных частиц. Это тормозное излучение и является
реальным механизмом диссипации для электродинамических систем.

I В ускорителях частиц заряженные элементарные частицы электроны,
протоны ускоряются переменным электрическим полем, синхронно
следующим с пучком частиц по круговой орбите (синхрофазотроны).
Радиус орбиты (25) для ультрарелятивистских частиц v → c равен:
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. (36)
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянных
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является введения силы трения, линейной по скорости:

dp
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I Произведя подстановку в (34) v = v′e−βt, приведем уравнения движения к

виду (27) относительно v′. Поэтому сразу можно написать решение этих
уравнений:

v = e−βt
(
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)
. (35)

I На самом деле, проблема учета реального трения в электродинамических
системах гораздо сложнее этой модельной задачи. Дело заключается в
том, что при ускорении заряженных частиц возникает тормозное
излучение, состоящее из фотонов, уносящих с собой часть
энергии-импульса заряженных частиц. Это тормозное излучение и является
реальным механизмом диссипации для электродинамических систем.
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протоны ускоряются переменным электрическим полем, синхронно
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянных
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dp
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I На самом деле, проблема учета реального трения в электродинамических
системах гораздо сложнее этой модельной задачи. Дело заключается в
том, что при ускорении заряженных частиц возникает тормозное
излучение, состоящее из фотонов, уносящих с собой часть
энергии-импульса заряженных частиц. Это тормозное излучение и является
реальным механизмом диссипации для электродинамических систем.

I В ускорителях частиц заряженные элементарные частицы электроны,
протоны ускоряются переменным электрическим полем, синхронно
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянных

однородных скрещенных полях с учетом трения
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является введения силы трения, линейной по скорости:
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виду (27) относительно v′. Поэтому сразу можно написать решение этих
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(
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)
. (35)

I На самом деле, проблема учета реального трения в электродинамических
системах гораздо сложнее этой модельной задачи. Дело заключается в
том, что при ускорении заряженных частиц возникает тормозное
излучение, состоящее из фотонов, уносящих с собой часть
энергии-импульса заряженных частиц. Это тормозное излучение и является
реальным механизмом диссипации для электродинамических систем.

I В ускорителях частиц заряженные элементарные частицы электроны,
протоны ускоряются переменным электрическим полем, синхронно
следующим с пучком частиц по круговой орбите (синхрофазотроны).
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянных

однородных скрещенных полях с учетом трения

I Самым простым феноменологическим способом учета диссипативных сил
является введения силы трения, линейной по скорости:

dp
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где β – коэффициент линейного трения.
I Произведя подстановку в (34) v = v′e−βt, приведем уравнения движения к

виду (27) относительно v′. Поэтому сразу можно написать решение этих
уравнений:

v = e−βt
(
v‖,−v⊥ cos(ωH t+ φ), v⊥ sin(ωH t+ φ)− c
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)
. (35)

I На самом деле, проблема учета реального трения в электродинамических
системах гораздо сложнее этой модельной задачи. Дело заключается в
том, что при ускорении заряженных частиц возникает тормозное
излучение, состоящее из фотонов, уносящих с собой часть
энергии-импульса заряженных частиц. Это тормозное излучение и является
реальным механизмом диссипации для электродинамических систем.

I В ускорителях частиц заряженные элементарные частицы электроны,
протоны ускоряются переменным электрическим полем, синхронно
следующим с пучком частиц по круговой орбите (синхрофазотроны).
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Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянных

однородных скрещенных полях с учетом трения

I Чем выше энергия ускоряемых частиц, тем больше радиус орбиты при
постоянном значении напряженности магнитного поля. Увеличение
напряженности магнитного поля при постоянном радиусе орбиты приводит
к возрастанию потерь энергии на синхротронное излучение, что делает
невозможным дальнейшее ускорение. При энергии 10 Тэв (1023эв≈ 10эрг)
и напряженности поля порядка 100 гс получим rH ∼ 20км.

I
Figure 2. Схема ускорителя на встречных пучках – кол-
лайдера. Дополнительный выигрыш энергии получается за
счет релятивистских эффектов сталкивающихся эквивалент-
ных пучков — эффективная энергия в системе центра масс
может быть увеличена на многие порядки.



@
P
ro

fe
ss

or
Yu

rii
G

.I
gn

at
’e

v,
K

az
an

Fe
de

ra
lU

ni
ve

rs
ity

Постоянные и однородные электромагнитные поля. Движение в постоянных

однородных скрещенных полях с учетом трения

I Чем выше энергия ускоряемых частиц, тем больше радиус орбиты при
постоянном значении напряженности магнитного поля. Увеличение
напряженности магнитного поля при постоянном радиусе орбиты приводит
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невозможным дальнейшее ускорение. При энергии 10 Тэв (1023эв≈ 10эрг)
и напряженности поля порядка 100 гс получим rH ∼ 20км.

I
Figure 2. Схема ускорителя на встречных пучках – кол-
лайдера. Дополнительный выигрыш энергии получается за
счет релятивистских эффектов сталкивающихся эквивалент-
ных пучков — эффективная энергия в системе центра масс
может быть увеличена на многие порядки.
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невозможным дальнейшее ускорение. При энергии 10 Тэв (1023эв≈ 10эрг)
и напряженности поля порядка 100 гс получим rH ∼ 20км.

I
Figure 2. Схема ускорителя на встречных пучках – кол-
лайдера. Дополнительный выигрыш энергии получается за
счет релятивистских эффектов сталкивающихся эквивалент-
ных пучков — эффективная энергия в системе центра масс
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