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Ìîåé ìàòåðè è ïåðâîìó ó÷èòåëþ �
Íóæèíîé Òàìàðå Ñåìåíîâíå ñ áëàãîäàðíîñòüþ

Â Â Å Ä Å Í È Å
Ýòà êíèãà ïîñâÿùåíà ñèñòåìàòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ ñëåäóþ-

ùèõ äâóõ àêòóàëüíûõ íàïðàâëåíèé â òåîðèè ðèìàíîâûõ ïîâåðõíî-
ñòåé, ðàçâåòâëåííî íàêðûâàþùèõ çàäàííóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü:

I) Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷åííûå êðèâûìè. Ïîëó÷åíèå íå-
îáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé òîãî, ÷òî çàäàííûå êðèâûå îãðà-
íè÷èâàþò íåêîòîðóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü.

II) Ñõîäèìîñòü ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ê ÿäðó â ñìûñëå Êàðà-
òåîäîðè è ñâÿçàííàÿ ñ íåé ñõîäèìîñòü ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé.

Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè, âîçíèêíóâ ïåðâîíà÷àëüíî êàê åñòåñòâåí-
íàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ìíîãîçíà÷íûõ â
ïëîñêèõ îáëàñòÿõ (ñì. [83]), áûñòðî ïðåâðàòèëèñü â îäèí èç ìîùíåé-
øèõ èíñòðóìåíòîâ òåîðèè ôóíêöèé (ñì., íàïð., [30], [34], [36], [88],
[90], [98], [104], [126]). Â òåîðèè ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ëåæàò èñ-
òîêè ìíîãèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ íàïðàâëåíèé ìàòåìàòèêè: àíàëèçà,
òîïîëîãèè, àëãåáðû, àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè, àëãåáðàè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè è äð. (ñì., íàïð., [11], [25], [29], [47], [64], [97], [102], [203]).

Ñ ðàáîòû Ã. Âåéëÿ [205] íà÷àëîñü èçó÷åíèå àáñòðàêòíûõ ðèìà-
íîâûõ ïîâåðõíîñòåé � îäíîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé �
è ñóùåñòâåííàÿ äîëÿ ñîâðåìåííûõ ïóáëèêàöèé ïî äàííîé òåìàòèêå
ïîñâÿùåíà èõ èññëåäîâàíèþ. Òåì íå ìåíåå ïðåäñòàâëåíèå î ðèìàíî-
âîé ïîâåðõíîñòè êàê î ðàçâåòâëåííîì íàêðûòèè ñôåðû èëè â áîëåå
îáùåì ñëó÷àå äðóãîé àáñòðàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè N , íå òå-
ðÿåò ñâîåé àêòóàëüíîñòè. Ýòî ñâÿçàíî â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ òåì, ÷òî
áîëüøèíñòâî çàäà÷ íà ïëîñêîñòè, â êîòîðûõ âîçíèêàþò ïðîáëåìû ñ
ìíîãîçíà÷íîñòüþ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, åñòåñòâåííî ôîðìóëèðó-
åòñÿ è ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé. Â êà-
÷åñòâå ïðèìåðà óêàæåì íà ïðèìåíåíèå ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé â
òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé çíà÷åíèé ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé [31]�[34], â
êðàåâûõ çàäà÷àõ [62], [67], â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé [37],
[40], [41], [86], â ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ òåîðèè ôóíêöèé [16]. Áîëü-
øîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå ¾âíóòðåííèõ¿ ïðîáëåì òåî-
ðèè ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê ïðîáëåìû Ãóð-
âèöà î ñóùåñòâîâàíèè è ÷èñëå ðàçëè÷íûõ ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé
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ñ çàäàííûì òèïîì âåòâëåíèÿ (ñì., íàïð., [145], [146], [57]�[60]), ïðî-
áëåìà îïðåäåëåíèÿ òèïà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè [27].

Îñîáûé èíòåðåñ äëÿ ïðèëîæåíèé ïðåäñòàâëÿþò ðèìàíîâû ïî-
âåðõíîñòè, îãðàíè÷åííûå êðèâûìè. Äåëî â òîì, ÷òî â ïðîöåññå ðå-
øåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ ìåõàíèêè è ôèçèêè ââîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå
îáëàñòè D â ïëîñêîñòÿõ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà, ãîäîãðàôà ñêî-
ðîñòè, ôóíêöèè Æóêîâñêîãî è äð. Èíôîðìàöèÿ îá ýòèõ îáëàñòÿõ
ïðåäñòàâëåíà, êàê ïðàâèëî, ëèøü íà ãðàíèöå ¾ôèçè÷åñêîé¿ îáëàñòè:
èçâåñòíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ó÷àñòîê ãðàíèöû âî âñïîìîãàòåëü-
íîé îáëàñòè D äîëæåí ëåæàòü íà çàäàííîé ïðÿìîé, îêðóæíîñòè è
ò. ï. Â îòëè÷èå îò ¾ôèçè÷åñêîé¿ îáëàñòè, íåîäíîëèñòíîñòü îáëàñòè
D íå ïðîòèâîðå÷èò ôèçè÷åñêîé ðåàëèçóåìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (ñì.,
íàïð., [11], [44], [45], [81], [89]), à çà÷àñòóþ ÿâëÿåòñÿ äàæå íåîáõîäè-
ìûì óñëîâèåì äëÿ åãî ñóùåñòâîâàíèÿ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàþò ñëåäóþùèå çàäà÷è:

Çàäà÷à 1. Ïóñòü β1, . . . , βν � êðèâûå, îãðàíè÷èâàþùèå íåêîòî-
ðóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü (ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå) σ = (M, p)
íàä N , ãäå M � íåêîòîðàÿ àáñòðàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü,
p : M → N � âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå. Îïðåäåëèòü ñîîòíîøåíèÿ,
êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò òîïîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè σ è N.

Êàê ïðàâèëî, ýòè ñîîòíîøåíèÿ îáîáùàþò êëàññè÷åñêèå ïðèíöèï
àðãóìåíòà è ôîðìóëó Ðèìàíà-Ãóðâèöà.

Çàäà÷à 2. Äëÿ çàäàííûõ êðèâûõ β1, . . . , βν íà N îïðåäåëèòü,
ñóùåñòâóåò ëè ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ íàä
N , îãðàíè÷åííàÿ ýòèìè êðèâûìè. Åñëè ñóùåñòâóåò, òî îïèñàòü
âñå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σ, îãðàíè÷åííûå êðèâûìè β1, . . . , βν .

Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è 2 äîïóñêàåò ðàçëè÷íûå óòî÷íåíèÿ. Íàïðè-
ìåð, ìîæíî ïîòðåáîâàòü äîïîëíèòåëüíî, ÷òîáû èñêîìàÿ ðèìàíîâà
ïîâåðõíîñòü σ:

• èìåëà çàäàííûé ðîä ρ;

• èìåëà çàäàííîå ÷èñëî ëèñòîâ n = n(a) íàä íåêîòîðîé ôèêñè-
ðîâàííîé òî÷êîé a ïîâåðõíîñòè N (äëÿ ñôåðû Ðèìàíà ýòî, êàê
ïðàâèëî, áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà);
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• èìåëà è ôèêñèðîâàííûé ðîä, è çàäàííîå ÷èñëî ëèñòîâ n íàä
òî÷êîé a.

Ìîæíî òàêæå çàäàòü è ïðîåêöèè òî÷åê âåòâëåíèÿ ðèìàíîâîé ïî-
âåðõíîñòè σ íà N . Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åííûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ îáîá-
ùåíèåì ïðîáëåì Ãóðâèöà, öèòèðîâàííûõ âûøå, äëÿ ðàçâåòâëåííûõ
íàêðûòèé ñ êðàåì.

Îïèøåì îñíîâíûå èñòîðè÷åñêèå ýòàïû â èññëåäîâàíèè çàäà÷ 1 è 2.
1) Ïåðâûì íåòðèâèàëüíûì ðåçóëüòàòîì, ïî-âèäèìîìó, ñëåäóåò

ñ÷èòàòü ôîðìóëó Ìîðñà è Ãåéíñà [64], ñâÿçûâàþùóþ ñóììàðíóþ ðàç-
âåòâëåííîñòü V (σ) ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ = (M, p) íàä C ðîäà
ρM = 0, èìåþùåé ν êîìïîíåíò êðàÿ, ñ ÷èñëîì ëèñòîâ σ íàä áåñêî-
íå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé è ñóììàðíûì óãëîâûì ïîðÿäêîì (èëè, ïî-
äðóãîìó, èíäåêñîì Óèòíè) ãðàíè÷íûõ êðèâûõ β1, . . . , βν . Ô. Ä. Ãà-
õîâ è Þ. Ì. Êðèêóíîâ [29] ðàññìîòðåëè ñëó÷àé íàëè÷èÿ ó ôóíêöèè
p ëîãàðèôìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé. Â ðàáîòàõ [28], [48], [78], [79], [94]
èññëåäîâàëèñü ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ è óòî÷íåíèÿ ïðèíöèïà àðãó-
ìåíòà è ôîðìóëû Ðèìàíà-Ãóðâèöà äëÿ ïîâåðõíîñòåé ðîäà íóëü íàä
C. Ñèòóàöèÿ ρM > 0, ρN = 0 ïðè V (σ) = 0 áûëà ðàññìîòðåíà Õå-
ôëèãåðîì [140], à Ôðåíñèñ [131] îáîáùèë åãî ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé
V (σ) ≥ 0(êîãäà âñå òî÷êè âåòâëåíèÿ âíóòðåííèå, ãðàíè÷íûå êðèâûå
íîðìàëüíûå, ò.å. ãëàäêèå ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òðàíñâåðñàëüíûõ ñàìî-
ïåðåñå÷åíèé). Â ðàáîòå Ô. Ã. Àâõàäèåâà è àâòîðà [4] èçó÷åíû ðèìàíî-
âû ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷åííûå êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòûìè êðèâûìè,
ò. å. êðèâûìè, êîòîðûå ëîêàëüíî ïðîñòû çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî
÷èñëà òî÷åê, â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïðî-
ñòîé êðèâîé ïðè ñòåïåííîì îòîáðàæåíèè; ïðè ýòîì äîïóñêàëèñü ãðà-
íè÷íûå òî÷êè âåòâëåíèÿ è íàëè÷èå ó ôóíêöèè p ëîãàðèôìè÷åñêèõ
îñîáåííîñòåé. Íàêîíåö, Êóàéí [187]�[188], Ýçåëëü è Ìàðêñ [125], à
òàêæå Ôðåíñèñ [135] ïîëó÷èëè ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðîäà
ρN (êðèâûå òîïîëîãè÷åñêè íîðìàëüíû, òî÷êè âåòâëåíèÿ âíóòðåííèå).
Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû [116], [117], [144], [150], [171].

2) Ñíà÷àëà îáñóäèì ñèòóàöèþ, êîãäà ÷èñëî ëèñòîâ n(a) íå ôèêñè-
ðóåòñÿ. Ýôôåêòíûé ðåçóëüòàò Ìîðñà è Ãåéíñà (ñì. [64]) óòâåðæäà-
åò, ÷òî âñåãäà ñóùåñòâóåò îäíîñâÿçíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàä C,
îãðàíè÷åííàÿ çàäàííîé àíàëèòè÷åñêîé êðèâîé. Ô. Ã. Àâõàäèåâ [5]
îáîáùèë åãî íà ñëó÷àé, êîãäà σ èìååò ïðîèçâîëüíûé íàïåðåä çàäàí-
íûé ðîä, ãðàíè÷íûõ êðèâûõ íåñêîëüêî è îíè ÿâëÿþòñÿ êâàçè ëîêàëü-
íî ïðîñòûìè â C.
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Èçó÷àÿ èíòåãðàëû Êðèñòîôôåëÿ-Øâàðöà, Ïèêàð [176] ïîñòàâèë
âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé â åäèíè÷íîì êðóãå
è íåïðåðûâíîé â åãî çàìûêàíèè, îòîáðàæàþùåé åäèíè÷íóþ îêðóæ-
íîñòü íà çàäàííóþ ëîìàíóþ â C. Ïîçäíåå Ëåâíåð è Õîïô (ñì. [133])
ñôîðìóëèðîâàëè àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ íîðìàëüíûõ êðèâûõ. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ýòî, ïî-ñóùåñòâó, åñòü çàäà÷à 2 ïðè óñëîâèÿõ ρM = 0,
N = C è n(∞) = 0. Ïåðâîå ðåøåíèå çàäà÷è Ëåâíåðà-Õîïôà áûëî äà-
íî Òèòóñîì [198], êîòîðûé ïîñòðîèë àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé çà êî-
íå÷íîå ÷èñëî øàãîâ îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàííàÿ íîðìàëüíàÿ
êðèâàÿ ãðàíèöåé îäíîñâÿçíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè íàä C. Õ. Ëåâè
[151] ïðåäëîæèë ñâîé àëãîðèòì, ìåíåå óäà÷íûé è ýôôåêòèâíûé. Ðàç-
âèâàÿ ïîäõîä Òèòóñà, Ì. Ìàðêñ ñ ñîàâòîðàìè èçó÷èë ñëó÷àè êîëüöà
(ν = 2, ρM = 0) [159], òîðà (ν = 1, ρM = 1) [162], êðèâûõ â C [164].
Äðóãîé ïîäõîä ê çàäà÷å Ëåâíåðà-Õîïôà îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè
òàê íàçûâàåìûõ ñëîâ Áëàíêà-Ìàðêñà, âïåðâûå ââåäåííûõ â [108]. Ñ
èñïîëüçîâàíèåì îïðåäåëåííûõ êîìáèíàòîðíûõ ñòðóêòóð, ñâÿçàííûõ
ñî ñëîâàìè Áëàíêà-Ìàðêñà, â [108] ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ íåðàç-
âåòâëåííûõ îäíîñâÿçíûõ íàêðûòèé ïëîñêîñòè C ñ çàäàííîé íîðìàëü-
íîé ãðàíèöåé. Ì. Ìàðêñ [165] íàçâàë ýòè ñòðóêòóðû àññåìáëèäæàìè
è ðàññìîòðåë ñ èõ ïîìîùüþ ðàçâåòâëåííûå îäíîñâÿçíûå íàêðûòèÿ
ïëîñêîñòè ([165]), Ôðåíñèñ èññëåäîâàë ñëó÷àé ñôåðû (n(∞) ≥ 0),
Òðîéåð [201] èçó÷èë ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷åííûå íåñêîëüêèìè êðè-
âûìè, Áåéëè [106] � íåðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ ïëîñêîñòè, êîãäà
ρM ≥ 0. Â ðàáîòå Ôðåíñèñà [134] èññëåäîâàí äîâîëüíî îáùèé ñëó-
÷àé, êîãäà ρM ≥ 0, N = C, n(∞) ≥ 0, ν ≥ 1 è ãðàíè÷íûå êðèâûå
òîïîëîãè÷åñêè íîðìàëüíû. Åãî ïîäõîä îñíîâàí íà èçó÷åíèè ïåðåñòà-
íîâîê ëèñòîâ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè â îêðåñòíîñòè òî÷åê âåòâëåíèÿ,
êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñâîåîáðàçíîå îáîáùåíèå ñèñòåì
Ãóðâèöà, èñïîëüçóåìûõ ïðè èçó÷åíèè ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé êîì-
ïàêòíûìè ðèìàíîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè ñôåðû èëè äðóãîé êîìïàêò-
íîé ïîâåðõíîñòè (ñì., íàïð., [145], [146], [57]�[60]). Îòìåòèì, ÷òî âñå
òî÷êè âåòâëåíèÿ â [134] ñ÷èòàþòñÿ âíóòðåííèìè. Êðîìå òîãî, â [134]
äàåòñÿ îïèñàíèå âñåõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé íàä C ñ çàäàííûìè
ãðàíè÷íûìè êðèâûìè è ïðîåêöèÿìè òî÷åê âåòâëåíèÿ íà C.

Ñëó÷àé ρN ≥ 0 ðàññìàòðèâàëñÿ Ôðåíñèñîì [135], à òàêæå Ýçåëëåì
è Ìàðêñîì [125]. Â [135] ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü N ïðåäñòàâëÿëàñü
êàê ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå ñôåðû C, â [125] íåïîñðåäñòâåííî íà
N ñòðîèëèñü îáîáùåííûå àññåìáëèäæè äëÿ êðèâûõ β1, . . . , βν . Îò-
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ìåòèì òàêæå ðàáîòû [110]�[112], [117], [119], [122]�[124], [127]�[133],
[138], [147], [155], [160], [161], [163], [166], [169], [182]�[186], [193], [199],
[200], [203], [204], â êîòîðûõ èçó÷àëèñü âîïðîñû, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿ-
çàííûå ñ äàííîé òåìàòèêîé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíî-
ñèòåëüíî ãðàíè÷íûõ êðèâûõ è ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè N ïîëó÷åíû
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷åííîé çàäàííûìè êðèâûìè. Ðåçóëüòàòû ôîð-
ìóëèðóþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåðìèíîëîãèè òåîðèè ôóíêöèé, àëãå-
áðû, äèôôåðåíöèàëüíîé è êîìáèíàòîðíîé òîïîëîãèè.

Äðóãîé âàæíîé ïðîáëåìîé â òåîðèè ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé ÿâ-
ëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ê ÿäðó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðèìà-
íîâûõ ïîâåðõíîñòåé. Èçó÷àÿ ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àíàëè-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì êðóãå, Êàðàòåîäîðè [114] çàìåòèë,
÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì îäíîñâÿçíûå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè {σm}
ñõîäÿòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ê íåêîòîðîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè,
ñîîòâåòñòâóþùåé ïðåäåëüíîé ôóíêöèè, êîòîðóþ îí íàçâàë ÿäðîì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {σm}. Ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ ñïðàâåäëèâî
è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ë. È. Âîëêîâûñêèé [26] ðàññìîòðåë ñõîäè-
ìîñòü ïðîèçâîëüíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé, ñîäåðæàùèõ ôèêñè-
ðîâàííûé êðóã, è óñòàíîâèë ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó â îáùåì ñëó-
÷àå. Þ.Þ. Òðîõèì÷óê â [95] çàìåòèë, ÷òî, â îòëè÷èå îò îäíîëèñòíîãî
ñëó÷àÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ìîæåò èìåòü
íå îäíî, à íåñêîëüêî è äàæå áåñêîíå÷íî ìíîãî ñóùåñòâåííî ðàçëè÷-
íûõ ÿäåð è ïîëó÷èë êðèòåðèè åäèíñòâåííîñòè ÿäðà â òåðìèíàõ ïîä-
íÿòèÿ íà ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü îïðåäåëåííîãî âèäà êðèâûõ. Â [96]
ïîêàçàíî, êàêèå òî÷êè íóæíî ïðèñîåäèíÿòü ê ÿäðó äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ îòîáðàæàëà îáëàñòü ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
íà ýòî ÿäðî, à òàêæå èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå âèäû ñõîäèìîñòè.

Â êíèãå ââîäèòñÿ è èññëåäóåòñÿ êàòåãîðèÿ ðàçâåòâëåííûõ íàêðû-
òèé ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé íàä ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ N . Íà ïðî-
ñòðàíñòâå îáúåêòîâ ýòîé êàòåãîðèè îïðåäåëåíû ðàçëè÷íûå âèäû ñõî-
äèìîñòè, ÿâëÿþùèåñÿ ìîäèôèêàöèÿìè ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè ê ÿäðó
ïî Êàðàòåîäîðè. Èññëåäîâàí âîïðîñ î ââåäåíèè òîïîëîãèè íà ýòîì
ïðîñòðàíñòâå, î åãî êîìïàêòíîñòè è ìåòðèçóåìîñòè.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íè â êîåé ìåðå íå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîòó è
îïðåäåëåí íàó÷íûìè èíòåðåñàìè àâòîðà.



ÃËÀÂÀ 1. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß È ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÏÅÐÀÖÈÈ
ÍÀÄ ÐÈÌÀÍÎÂÛÌÈ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒßÌÈ
(ÐÀÇÂÅÒÂËÅÍÍÛÌÈ ÍÀÊÐÛÒÈßÌÈ)

�1. Êàòåãîðèè îòìå÷åííûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé íàä
çàäàííîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ N

Ïóñòü N � íåêîòîðàÿ àáñòðàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, ò. å.
ñâÿçíîå îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå. Ðèìàíîâîé ïîâåðõ-
íîñòüþ íàä N áóäåì íàçûâàòü ïàðó σ = (M, p), ãäå M � íåêîòî-
ðàÿ àáñòðàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, p : M → N � íåïîñòîÿííîå
ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå, íàçûâàåìîå ïðîåêöèåé. Òàêèì îáðàçîì,
ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàä N åñòü íàêðûòèå N íåêîòîðîé ïîâåðõíî-
ñòüþ M , âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçâåòâëåííîå è íåáåçãðàíè÷íîå (ñì., íàïð.,
[88], [90]). Åñëè èç êîíòåêñòà ÿñíî, íàä êàêîé ïîâåðõíîñòüþ N ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ σ, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî σ åñòü ïðîñòî ðèìàíîâà ïî-
âåðõíîñòü. ×òîáû ïðè ýòîì ðàçëè÷àòü ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ îò
àáñòðàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé, ïðè óïîìèíàíèè ïîñëåäíèõ
áóäåì óïîòðåáëÿòü ñëîâî ¾àáñòðàêòíàÿ¿.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå M ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ, p ÿâ-
ëÿåòñÿ âíóòðåííèì â ñìûñëå Ñòîèëîâà [90], à N � ðèìàíîâà ïîâåðõ-
íîñòü, òî ïî èçâåñòíîé òåîðåìå Ñòîèëîâà [90] ïðîåêöèÿ p èíäóöè-
ðóåò íà M ñòðóêòóðó ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó ïðè èçó÷å-
íèè òîïîëîãè÷åñêèõ âîïðîñîâ òåîðèè ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé ðèìà-
íîâûõ ïîâåðõíîñòåé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ
ïîâåðõíîñòåé, ¾çàáûâàÿ¿ ïðî êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó.

Ïðèâåäåì ðÿä ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð 1.1 Ïóñòü ôóíêöèÿ w = f(z) ìåðîìîðôíà â îáëàñòè
D ⊂ C. Òîãäà ïàðà (D, f) îïðåäåëÿåò ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü íàä C,
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ÷àñòî ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ îáðàòíîé ôóíê-
öèè z = f−1(w). Íàïðèìåð, (C, zn) åñòü ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ôóíê-
öèè z = n

√
w, à (C, exp z) � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ôóíêöèè z = Lnw.

Ïðèìåð 1.2 Ïóñòü â îáëàñòè Ω ⊂ C2 çàäàíà ìåðîìîðôíàÿ ôóíê-
öèÿ φ : Ω → C è àíàëèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî

Γ = {(z1, z2) ∈ C2|φ(z1, z2) = 0}
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ñâÿçíî. Òîãäà ïðîåêöèè pj : Γ → C, pj(z1, z2) = zj , j = 1, 2, îïðå-
äåëÿþò äâå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σj = (Γ, pj), j = 1, 2, íàä C. Åñ-
ëè φ(z1, z2) =

∑
k,l

aklz
k
1zl

2 � íåïðèâîäèìûé ïîëèíîì, òî ñîîòíîøåíèå

φ = 0 çàäàåò àëãåáðàè÷åñêóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà ðèìà-
íîâîé ïîâåðõíîñòè σ1 è îòîáðàæàåò åå íà ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü σ2.

Ïðèìåð 1.2 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïðèìåðà 1.1, ïîñëåäíèé ïîëó-
÷àåòñÿ èç íåãî, åñëè ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ

φ(z1, z2) = f(z1)− z2.

Îïèøåì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé íàä C èç ïëîñ-
êèõ êóñêîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî óäîáíî îïèñûâàòü ðàçëè÷íûå ïðè-
ìåðû, îñîáåííî â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé, íå ïîäîáíûõ îäíîëèñòíûì.

Ïóñòü {Di}L
i=1, L ≤ ∞ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü æîðäàíîâûõ îá-

ëàñòåé â C, è äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , L îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà
∂Di ñîäåðæèò ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ æîðäàíîâû äóãè {γj

i }Ki
j=1,

Ki ≤ ∞. Ïóñòü ìíîæåñòâî G = {γj
i , j = 1, . . . , Ki, i = 1, . . . , L}

ðàçáèòî íà äâå ÷àñòè G1 è G2, íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ìåæäó ñîáîé, è
ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ψ : G1 → G2, òàêàÿ, ÷òî ψ(γj

i ) = (γj
i )− äëÿ

ëþáîé äóãè γj
i ∈ G1. Ïóñòü D′

i = Di ∪
(

Ki⋃
j=1

|γi
j |

)
. Îòîæäåñòâèì

â íåñâÿçíîé ñóììå tL
i=1D

′
i ñîîòâåòñòâåííûå òî÷êè äóã γj

i è ψ(γj
i ).

Íà ïîëó÷åííîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M î÷åâèäíûì îáðàçîì
îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðà àáñòðàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü
f : tL

i=1D
′
i → M � ñêëåèâàþùåå îòîáðàæåíèå. Íà M îïðåäåëèì ïðî-

åêöèþ p ïî ôîðìóëå p ◦ f |D′
i
= idD′

i
. Íàçîâåì ïàðó (M, p) ðèìàíîâîé

ïîâåðõíîñòüþ íàä C, ñêëååííîé èç îáëàñòåé Di âäîëü ãðàíè÷íûõ äóã
γj

i ïî ïðàâèëó ψ.

Ïðèìåð 1.3 Ïóñòü

D2j−1 = {z ∈ C| Im z > 0}, D2j = {z ∈ C| Im z < 0},
äóãè γ1

2j−1, γ2
2j−1, γ1

2j , γ2
2j çàäàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè t 7→ t/(1 − t),

t 7→ (t − 1)/t, t 7→ (1 − t)/t, t 7→ t/(t − 1), 0 < t < 1, ñîîòâåòñòâåííî
äëÿ ëþáîãî i ∈ Z. Ïóñòü ψ(γ1

2j−1) = γ2
2j−2, ψ(γ1

2j−1) = γ2
2j , j ∈ Z.

Òîãäà ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü (M, p), ñêëååííàÿ èç îáëàñòåé Di âäîëü
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ãðàíè÷íûõ äóã ïî ïðàâèëó ψ, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ìîäåëåé ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè ôóíêöèè z = Ln w (ñì. ïðèìåð 1.1).

Îòìåòèì, ÷òî ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè (C, exp z) è (M, p), ïîñòðî-
åííûå â ïðèìåðå 1.3, ýêâèâàëåíòíû â ñëåäóþùåì ñìûñëå: ñóùåñòâóåò
ãîìåîìîðôèçì h : M → C òàêîé, ÷òî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà

M C

C

h

expp

-

@
@R

¡
¡ª

Îòîáðàæåíèå h ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé
h(z) = ln |z|+√−1 [arg z + jπ], z ∈ D2j ∪D2j+1,

ãäå âåòâü àðãóìåíòà âûáèðàåòñÿ â ïðåäåëàõ (−π, π), à íà ãðàíè÷íûå
äóãè h ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè.

Äâå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σi = (Mi, pi), i = 1, 2, íàä N íàçûâà-
þòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : M1 → M2

òàêîé, ÷òî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà

M1 M2

N

h

p2p1

-

@
@R

¡
¡ª

Îòìåòèì, ÷òî h îáÿçàíî áûòü ãîëîìîðôíûì. Â äàëüíåéøåì áóäåò
óäîáíî íå ðàçëè÷àòü ýêâèâàëåíòíûå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè.

Åñëè σ = (M,p) � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàä N , P ∈ M , ζ = g(Q)
è z = φ(T ) � ëîêàëüíûå ïàðàìåòðû â îêðåñòíîñòè òî÷åê P è p(P ),
ïðè÷åì ζ(P ) = z(p(P )) = 0, òî ôóíêöèÿ φ ◦ p ◦ g−1 àíàëèòè÷íà â
îêðåñòíîñòè òî÷êè P è ïðåäñòàâèìà ðÿäîì Òåéëîðà

φ ◦ p ◦ g−1(ζ) =
∞∑

n=k

anζn, ãäå k ∈ N è ak 6= 0.

×èñëî k, êàê èçâåñòíî, íå çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíûõ ïàðàìåòðîâ.
Íàçîâåì ÷èñëî (k − 1) ïîðÿäêîì âåòâëåíèÿ òî÷êè P ðèìàíîâîé ïî-
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âåðõíîñòè σ è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç ord(P, σ). Åñëè k = 1, òî áóäåì
íàçûâàòü P ïðîñòîé òî÷êîé σ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � òî÷êîé âåòâ-
ëåíèÿ ïîðÿäêà (k − 1). (Èíîãäà çà ïîðÿäîê âåòâëåíèÿ ïðèíèìàþò
âåëè÷èíó k. Â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àåòñÿ òàêæå òàêàÿ òåðìèíîëîãèÿ:
òî÷êó P íàçûâàþò òî÷êîé ðàçâåòâëåíèÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ,
à åå ïðîåêöèþ � òî÷êîé âåòâëåíèÿ.)

Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé èëè ïóíêòèðîâàí-
íàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü (íàä N) åñòü òðîéêà σ = (M, P, p), ãäå
(M,p) � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàä N , P � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàí-
íàÿ òî÷êà èç M .

Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè îáðàçóþò êàòå-
ãîðèþ RP1(N), ìîðôèçìàìè ìåæäó îáúåêòàìè σ1 = (M1, P1, p1)
è σ2 = (M2, P2, p2) â êîòîðîé ñëóæàò ãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ
j : M1 → M2 òàêèå, ÷òî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà

(M1, P1) (M2, P2)

(N, Q)

j

p2p1

-

@
@R

¡
¡ª

Q = p1(P1) = p2(P2). Åñëè j èíúåêòèâíî, òî áóäåì ïèñàòü j : σ1⊂→σ2

è ãîâîðèòü, ÷òî σ1 âëîæåíà â σ2. Åñëè ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ìîð-
ôèçì j : σ1⊂→σ2, òî áóäåì ïèñàòü òàêæå σ1⊂→σ2. Åñëè, êðîìå òîãî,
j(M1) ⊂⊂ M2, òî ïèøåì j : σ1 ⊂ ⊂→σ2 èëè ïðîñòî σ1 ⊂ ⊂→σ2 è
ãîâîðèì, ÷òî σ1 êîìïàêòíî âëîæåíà â σ2.

Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî èíúåêòèâíûìè ìîðôèçìàìè, òî ïîëó-
÷èì ïîäêàòåãîðèþ RP(N) êàòåãîðèè RP1(N). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
îáúåêòû σ1 è σ2 êàòåãîðèè RP(N) èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà σ1 è σ2 ýêâèâàëåíòíû, ò. å. ñóùåñòâóåò ìîðôèçì j : σ1⊂→σ2,
êîòîðûé ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàåò M1 íà M2. Êàê è âûøå, áóäåì
îòîæäåñòâëÿòü ýêâèâàëåíòíûå (èçîìîðôíûå) îáúåêòû â RP(N). Òà-
êèì îáðàçîì, îáúåêò êàòåãîðèè RP(N) åñòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
[σ] èçîìîðôíûõ ìåæäó ñîáîé òðîåê σ = (M, P, p). Îäíàêî ÷àñòî ìû
íå áóäåì äåëàòü ðàçëè÷èÿ ìåæäó êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè [σ] è åãî
êîíêðåòíûì ïðåäñòàâèòåëåì σ. Åñëè æå òàêîå ðàçëè÷èå íåîáõîäèìî
áóäåò ñäåëàòü, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî σ ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé [σ].
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Â ñëó÷àå N = C êàòåãîðèè RP1(N) è RP(N) áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç RP1 è RP ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü N � ïðîèçâîëüíàÿ àáñòðàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü è
g : N → C � íåêîòîðàÿ íåïîñòîÿííàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà
g èíäóöèðóåò âëîæåíèå êàòåãîðèé RP1(N) è RP(N) â RP1 è RP ïî
ïðàâèëó:

σ = (M,P, p) 7→ σg = (M, P, g ◦ p),

ìîðôèçìû îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé. Â ñèëó ýòîãî, ìíîãèå óòâåðæäå-
íèÿ, ñïðàâåäëèâûå äëÿ N = C, îñòàþòñÿ â ñèëå è äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ N . Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè T ∈ M èìååì

ord(T, σg) + 1 = [ord(T, σ) + 1][ord(p(T ), τ) + 1], ãäå τ = (N, g).

Ïðèìåð 1.4 Ïóñòü E = {ζ : |ζ| < 1}. Îäíîñâÿçíûì n-ëèñòíûì
êðóãîì íàä C ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 ∈ C ðàäèóñà ε ñ åäèíñòâåííîé òî÷-
êîé âåòâëåíèÿ â öåíòðå, åñëè n > 1, íàçîâåì ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü
Kn(z0, ε) = (E, 0, f), ãäå

f(ζ) =

{
(z(ζ) + z0)/(1− z(ζ)z0), åñëè z0 6= ∞,
1/z(ζ), åñëè z0 = ∞,

(1.1)

z(ζ) = tg ε · ζn. Âñþäó íèæå, êàê ïðàâèëî, áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ
Kn(z0, ε) ðåàëèçàöèþ, îïèñàííóþ â ýòîì ïðèìåðå.

Íàçîâåì ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü K íàä N îáîáùåííûì n-ëèñòíûì
êðóãîì ñ öåíòðîì â òî÷êå T (è åäèíñòâåííîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ â
öåíòðå, åñëè n > 1), åñëè ñóùåñòâóåò n-ëèñòíûé êðóã Kn(z0, ε) =
= (E, 0, f) íàä C è èíúåêòèâíîå ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå φ êðóãà
{z ∈ C|dC(z, z0) < ε} â îêðåñòíîñòü òî÷êè T òàêèå, ÷òî T = φ(z0)
è K = (E, 0, φ ◦ f). Åñëè N ñíàáæåíà ìåòðèêîé, òî ìîæíî ãîâîðèòü
î n-ëèñòíûõ êðóãàõ ðàäèóñà ε, åñëè φ ◦ f(E) � êðóã ðàäèóñà ε íà
ïîâåðõíîñòè N .

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü
íàä N óñòðîåíà ëîêàëüíî êàê n-ëèñòíûé êðóã.

Ëåììà 1.1 Ïóñòü σ = (M, P, p) ∈ Ob(RP)(N)), p(P ) = T è
ïîðÿäîê òî÷êè P â σ ðàâåí (n − 1). Òîãäà ñóùåñòâóåò îáîáùåííûé
n-ëèñòíûé êðóã K ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ â öåíòðå,



�1. Êàòåãîðèè îòìå÷åííûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé. . . 13

åñëè n > 1, òàêîé, ÷òî K⊂→σ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè N = C è T = z0,
òî ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî Kn(z0, ε)⊂→σ.

Ýòî óòâåðæäåíèå ãåîìåòðè÷åñêè âïîëíå î÷åâèäíî, îäíàêî ïðèâå-
äåì ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòü-
ñÿ ñëó÷àåì N = C. Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìîðôèçì
j : Kn(z0, ε)⊂→σ îïðåäåëÿåò ëîêàëüíûé ïàðàìåòð â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè P è p ◦ j = f . Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â îêðåñòíîñòè
òî÷êè P äëÿ ëþáîãî ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà ζ = g(Q) ôóíêöèÿ p◦g−1

èìååò âèä

p ◦ g−1(ζ) =

{
z0 + (ζ − ζ0)nφ(ζ), z0 6= ∞,
(ζ − ζ0)−nφ(ζ), z0 = ∞,

ãäå ôóíêöèÿ φ ðåãóëÿðíà è íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè ζ0 = g(P ). Òîãäà â ìàëîé îêðåñòíîñòè V òî÷êè ζ0 îïðåäåëåíà
ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ôóíêöèè

ψ(ζ) =

{ [
φ(ζ)/(1 + |z0|2 + z0(ζ − ζ0)nφ(ζ)

]1/n
, z0 6= ∞,

[φ(ζ)]−1/n, z0 = ∞.

Ôóíêöèÿ ψ̃(ζ) = (ζ − ζ0)ψ(ζ) îäíîëèñòíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
Ṽ òî÷êè ζ0, Ṽ ⊂ V , ò. ê. ψ̃′(ζ0) = ψ(ζ0) 6= 0. Çíà÷èò, îáðàç ψ̃(Ṽ )
ñîäåðæèò íåêîòîðûé åâêëèäîâ êðóã {w ∈ C : |w| < r}, r > 0.
Ïóñòü ε = arctg(rn). Òîãäà ôóíêöèÿ j : E → M , îïðåäåëåííàÿ
ôîðìóëîé j(w) = g−1 ◦ ψ̃−1(rw), èíúåêòèâíà è ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì
j : Kn(z0, ε)⊂→σ.

Ñëåäñòâèå 1.1 Åñëè j : σ1⊂→σ2 è Q � íåêîòîðàÿ òî÷êà èç σ1,
òî ord(Q, σ1) = ord(Q, σ2).

Ñëåäñòâèå 1.2 Ìíîæåñòâî òî÷åê âåòâëåíèÿ ðèìàíîâîé ïî-
âåðõíîñòè σ íàä N äèñêðåòíî.

Ïóñòü σ = (M, P, p) � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàä N è S � íåêî-
òîðàÿ òî÷êà M . Òîãäà îáîçíà÷èì ÷åðåç σ(S) ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü
(M,S, p), ïîëó÷àþùóþñÿ èç σ èçìåíåíèåì îòìå÷åííîé òî÷êè. Ïóñòü
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V (σ) = {Q ∈ M | ord(Q, σ) 6= 0} � ìíîæåñòâî òî÷åê âåòâëåíèÿ ïî-
âåðõíîñòè σ, M̌(σ) = M\V (σ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ̌(S) ðèìàíîâó ïî-
âåðõíîñòü

(
M̌(σ), S, p|M̌(σ)

)
, ãäå S � íåêîòîðàÿ òî÷êà èç M̌(σ). Åñëè

P 6∈ V (σ), òî âìåñòî σ̌(P ) áóäåì ïèñàòü ïðîñòî σ̌.
Òåïåðü óñòàíîâèì ÷àñòî èñïîëüçóåìîå â äàëüíåéøåì ñâîéñòâî.

Ëåììà 1.2 Åñëè σi = (Mi, Pi, pi) ∈ Ob(RP)(N), i = 1, 2, è
ïîðÿäîê ord(P1, σ1) = k − 1, òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå k ðàçëè÷íûõ
ìîðôèçìîâ èç σ1 â σ2. Â ÷àñòíîñòè, ïðè k = 1, åñëè σ1⊂→σ2, òî
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì j : σ1⊂→σ2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé N = C.
a) Ïóñòü ñíà÷àëà n = 1 è ñóùåñòâóþò äâà ìîðôèçìà g, h : σ1⊂→σ2.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X = {P ∈ M̌1(σ1) | g(P ) = h(P )}. Îíî íåïó-
ñòî, ò. ê. P1 ∈ X è çàìêíóòî â M̌1(σ1) â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé
g è h. Äîêàæåì, ÷òî X îòêðûòî.

Åñëè P0 ∈ X, òî â ñèëó ëåììû 1.1 ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ìîð-
ôèçì j : K1(z0, ε)⊂→σ1(P0), ãäå z0 = p1(P0). Çíà÷èò, p1 ◦ j = f �
îòîáðàæåíèå, êîòîðîå îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (1.1). Ïîñêîëüêó ÷èñëî
n = ord(P0, σ1) = 1, îòîáðàæåíèå f èíúåêòèâíî, ïîýòîìó p1 èíúåê-
òèâíî íà F = j(E). Òàê êàê j, g, h � ãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ,
òî îíè îòêðûòû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî V = g(F ) ∩ h(F )
îòêðûòî. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé g è h îòêðûòî òàêæå ìíî-
æåñòâî U = g−1(V )∩h−1(V ), ïðè÷åì U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè
P ′0 = g(P0) = h(P0) è f(U) ⊂ V , g(U) ⊂ V . Òàê êàê g, h : σ1⊂→σ2, òî
p1 = p2 ◦ f = p2 ◦ g. Ïîñêîëüêó p1 èíúåêòèâíî íà F , òî p2 èíú-
åêòèâíî íà g(F ) è h(F ), à, ñëåäîâàòåëüíî, è íà V . Èç ðàâåíñòâà
p2|V ◦ g|U = p2|V ◦ h|U ñëåäóåò, ÷òî g|U = h|U . Ïîýòîìó U ⊂ X,
ò. å. X îòêðûòî.

Òàê êàê V (σ1) äèñêðåòíî â M1 (ñëåäñòâèå 1.2), òî M̌1(σ1) ïëîò-
íî â M1 è ñâÿçíî. Ïîñêîëüêó X íåïóñòî è îäíîâðåìåííî îòêðûòî è
çàìêíóòî â M̌1(σ1), òî X = M̌1(σ1) (ñì., íàïð., [13]). Ïóñòü òåïåðü
Y = {P ∈ M1|g(P ) = h(P )}. Òàê êàê f è g íåïðåðûâíû, ìíîæåñòâî
Y çàìêíóòî â M1. Èìååì M1 = X ⊂ Y ⊂ M1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
Y = M1, ò. å. f = g.

b) Ïóñòü òåïåðü k = n > 1. Â ñèëó ëåììû 2.1 ñóùåñòâóåò ìîðôèçì
j : Kn(z1, ε)⊂→σ1, ãäå z1 = p(P1). Åñëè h, g : σ1⊂→σ2 � äâà ìîðôèçìà,
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òî â ñèëó îòêðûòîñòè ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé h◦ j è g ◦ j ìíîæå-
ñòâî W = h◦j(E)∩g◦j(E) îòêðûòî. Ïóñòü Z = (h◦j)−1(W ). Òîãäà íà
Z îïðåäåëåíà ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ψ = j−1 ◦ g−1 ◦ h ◦ j|Z : Z → E.
Òàê êàê p2 ◦ h ◦ j = f = p2 ◦ g ◦ j, òî ψ(ζ) = j−1 ◦ g−1 ◦ h ◦ j(ζ) ∈ ∈
j−1◦g−1◦(p2|W )−1 ({p2◦h◦j(ζ)}) = f−1({f(ζ)}) = {exp(2πk

√−1/n)ζ,
k = 1, . . . , n}, ïîñêîëüêó â ñèëó (1.1) f(ζ1) = f(ζ2) ⇔ ζn

1 = ζn
2 . Çíà-

÷èò, ψ(ζ) = exp(2πki/n)ζ, ãäå k � íåêîòîðîå ÷èñëî, 1 ≤ k ≤ n. Òàê
êàê k íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ζ è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ìíîæå-
ñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òî k ôàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò ζ. Èòàê,
g◦j(ζ) = h◦j(exp(2πki/n)ζ). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ÷òî Z = E.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò (n+1) ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
ìîðôèçìîâ gl : σ1⊂→σ2, l = 1, . . . , n + 1. Ôèêñèðóåì òî÷êó ζ ∈ E\{0}.
Ïóñòü Tk = j(exp(2πk

√−1/n)ζ), k = 1, . . . , n. Êàê ïîêàçàíî âûøå,
äëÿ êàæäîãî l ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå k = k(l), ÷òî gl(T1) = h(Tk(l)),
ãäå h � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ìîðôèçì, h : σ1⊂→σ2. Ïîñêîëüêó
1 ≤ k(l) ≤ n, ñðåäè èíäåêñîâ ñóùåñòâóþò ïî êðàéíåé ìåðå äâà òàêèõ,
÷òî k(i) = k(m), i 6= m. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî S1 = gi(T1) = gm(T1).
Çíà÷èò gi, gm : σ1(T1)⊂→σ2(S1). Ïîñêîëüêó ord(T1, σ1) = 0, â ñèëó
äîêàçàííîãî â ï. a) âûøå gi = gm. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêà-
çûâàåò ëåììó.

Ñëåäñòâèå 1.3 Åñëè σi ∈ Ob(RP)(N), i = 1, 2, 3, è ìîðôèçìû
φ : σ1⊂→σ2, fi : σ2⊂→σ3, i = 1, 2, ïðè÷åì f1 ◦ φ = f2 ◦ φ, òî f1 = f2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü S1 ∈ M1, ord(S1, σ1) = 0,
S2 = φ(S1), S3 = = f1 ◦ φ(S1) = f2 ◦ φ(S1). Òîãäà ord(S2, σ2) = 0 è
fi : σ2(S2)⊂→σ3(S3). Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 1.2 f1 = f2.

Ïðèìåð 1.5 Ïóñòü

M1 = {ζ ∈ C | |ζ − 1| < 2}, M2 = {ζ ∈ C | |ζ − 1| < 4},
σi = (Mi, 0, ζn), i = 1, 2. Òîãäà n − 1 = ord(0, σ1) è ñóùåñòâóåò n
ðàçëè÷íûõ ìîðôèçìîâ gl : σ1⊂→σ2, l = 1, . . . , n, îïðåäåëåííûõ ïî
ôîðìóëå gl(ζ) = exp(2πl

√−1/n)ζ, l = 1, . . . , n.

Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò óäîáíî ïîïîëíèòü êàòåãîðèþ RP(N) äî
êàòåãîðèè RP(N) îáúåêòàìè (X,S, q), ãäå X = {S} � îäíîòî÷å÷íîå
ìíîæåñòâî, q : X → N íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå. Ìîðôèçìû â RP(N)
îïðåäåëÿþòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. Îáúåêòû âèäà ({S}, S, q) áóäåì
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íàçûâàòü âûðîæäåííûìè èëè òî÷êàìè è îòîæäåñòâëÿòü èõ ñ òî÷êàìè
T = q(S) ∈ N . Åñëè x = (X, S, p) � âûðîæäåííûé îáúåêò â RP(N),
òî ìîðôèçì j : x⊂→σ = (M,P, p) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà q(S) = p(P ). Îí èìååò âèä j : X → M , j(S) = P . Åñëè x⊂→σ,
òî, êîíå÷íî, x ⊂ ⊂→σ. Íå ñóùåñòâóåò ìîðôèçìîâ èç íåâûðîæäåííûõ
îáúåêòîâ â RP(N) â âûðîæäåííûå è ìåæäó ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè N .
Äëÿ ëþáîé òî÷êè T ∈ RP(N) èìååì T⊂→T , T ⊂ ⊂→T .

Òåïåðü îïðåäåëèì îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ñåìåé-
ñòâà ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé σα = (Mα, Pα, pα), α ∈ A, íàä N .
Ïóñòü äëÿ ëþáîãî α ∈ A çàäàí ìîðôèçì jα : σα⊂→σ = (M, P, p).
Îáúåäèíåíèåì ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé σα = (Mα, Pα, pα), α ∈ A,
îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìîâ jα íàçîâåì ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü íàä N
σ′ = (M ′, P, p|M ′), ãäå M ′ = ∪α∈Ajα(Mα). Åñëè ord(P, σ) = 0, òî
â ñèëó ëåììû 1.2 ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ′ çàâèñèò òîëüêî îò σα,
α ∈ A, è σ, ïîñêîëüêó ìîðôèçìû jα îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì
îáðàçîì. Áóäåì íàçûâàòü â ýòîì ñëó÷àå σ′ îáúåäèíåíèåì ðèìàíî-
âûõ ïîâåðõíîñòåé σα, α ∈ A, îòíîñèòåëüíî σ è ïèñàòü σ′ = ∪α∈Aσα

(relσ). Â ñëó÷àå A = {1, 2} ïèøåì σ′ = σ1 ∪ σ2 (rel σ). Îòìåòèì,
÷òî îáúåäèíåíèå ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé çàâèñèò, âîîáùå ãîâîðÿ,
îò îáúåìëþùåé ïîâåðõíîñòè σ.

Ïðèìåð 1.6 Ïóñòü
M1 = {r eiφ ∈ C | − π/4 < φ < 5π/4},
M2 = {r eiφ ∈ C | − 5π/4 < φ < π/4},

P1 = P2 = 1, σi = (Mi, Pi, pi), ãäå pi = idMi : Mi → C � îòîá-
ðàæåíèå, òîæäåñòâåííîå íà Mi, i = 1, 2. Ïóñòü σ(1) = (C, 1, idC),
σ(2) = (C, 1, z2). Òîãäà σ1 ∪ σ2 (relσ(1)) = (C∗, 1, idC), C

∗ = C\{0}, à
σ1 ∪ σ2 (relσ(2)) = (Π, 1, z5/2), Π = {z ∈ C|Re z > 0}.

Î÷åâèäíà ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.1 Ïóñòü σα = (Mα, Pα, pα), α ∈ A, � ñåìåé-
ñòâî ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé íàä N , ord(Pα, σα) = 0, α ∈ A, è
çàäàíû äâà ñåìåéñòâà ìîðôèçìîâ f

(i)
α : σα⊂→σ(i), i = 1, 2. Îáúåäè-

íåíèÿ ∪α∈Aσα(rel σ(i)), i = 1, 2 ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ α, β ∈ A è òî÷åê Sα ∈ Mα, Sβ ∈ Mβ

èìååì f
(1)
α (Sα) = f

(1)
β (Sβ) ⇐⇒ f

(2)
α (Sα) = f

(2)
β (Sβ).



�1. Êàòåãîðèè îòìå÷åííûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé. . . 17

Àíàëîãè÷íî îáúåäèíåíèþ ìîæíî îïðåäåëèòü ïåðåñå÷åíèå ñåìåé-
ñòâà ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé σα, α ∈ A, îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìîâ
jα : σα⊂→σ, α ∈A. Åñëè ïåðåñå÷åíèå ∩α∈Ajα(Mα) = Q èìååò íåïó-
ñòóþ âíóòðåííîñòü, ñîäåðæàùóþ òî÷êó P , òî ïîä ïåðåñå÷åíèåì ñå-
ìåéñòâà σα, α ∈ A, îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìîâ jα áóäåì ïîíèìàòü ðè-
ìàíîâó ïîâåðõíîñòü τ = (Q′, P, p|Q′), ãäå Q′ � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè
âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà Q, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó P . Â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå ïåðåñå÷åíèå åñòü òî÷êà T = p(P ) ∈ Ob(RP)(N). Îïÿòü-òàêè, åñëè
ord(P, σ) = 0, òî ïåðåñå÷åíèå çàâèñèò ðàçâå òîëüêî îò îáúåìëþùåé
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü τ = ∩α∈Aσα

(relσ). Åñëè A = {1, 2}, òî ïèøåì τ = σ1 ∩ σ2 (relσ).
Èíòåðåñíî, ÷òî íà ñàìîì äåëå ïåðåñå÷åíèå íå çàâèñèò îò ïîâåðõ-

íîñòè σ.

Ïðåäëîæåíèå 1.2 Åñëè ord(Pα, σα) = 0, α ∈ A, σ′ è σ′′ � äâå
ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè, è x(1) = ∩α∈Aσα (relσ′), x(2) = ∩α∈Aσα

(rel σ′′), òî x(1) = x(2).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x(i) = (M (i), P (i), p(i)), i = 1, 2, è
ìîðôèçìû j′α : σα⊂→σ′, j′′α : σα⊂→σ′′. Òîãäà

kα = (j′α)−1|M(1) : x(1)⊂→σα è j′′α ◦ kα : x(1)⊂→σ′′.

Òàê êàê ord(P (1), x(1)) = ord(Pα, σα) = 0, òî ïî ëåììå 1.2 ìîðôèçì
g = j′′α ◦ kα íå çàâèñèò îò α. Òîãäà g(M (1)) = j′′α ◦ kα(M (1)) ⊂ j′′α(Mα),
α ∈ A. Ïîýòîìó g(M (1))⊂→∩α∈A j′′α(Mα), à òàê êàê g(M (1)) îòêðûòî,
ñâÿçíî è ñîäåðæèò òî÷êó P (2), òî g(M (1)) ⊂⊂ M (2). Ñëåäîâàòåëüíî,
g : x(1)⊂→x(2). Ïîñêîëüêó â ýòèõ ðàññóæäåíèÿõ ìîæíî ïîìåíÿòü ìå-
ñòàìè x(1) è x(2), òî è x(2)⊂→x(1). Çíà÷èò, x(1) = x(2). Àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿ ïðîõîäÿò è â ñëó÷àå, êîãäà x(i) âûðîæäåíû. Ïðåäëîæå-
íèå 1.2 äîêàçàíî.

Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.2, åñëè ord(Pα, σα) = 0, òî â îáîçíà÷å-
íèè ïåðåñå÷åíèÿ ∩α∈Aσα ìîæíî íå óêàçûâàòü îáúåìëþùåé ïîâåðõ-
íîñòè σ. Îäíàêî ïåðåñå÷åíèå ñåìåéñòâà σα = (Mα, Pα, pα), α ∈ A,
äàæå åñëè ord(Pα, σα) = 0, α ∈ A, è pα(Pα) íå çàâèñèò îò α, ìîæåò
íå ñóùåñòâîâàòü.

Ïðèìåð 1.7 Íå ñóùåñòâóåò ïåðåñå÷åíèÿ îäíîëèñòíîãî êðóãà
σ1 = (E, 1/4, ζ) è äâóëèñòíîãî êðóãà σ2 = (E, 1/2, ζ2) íàä C. Äåéñòâè-
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òåëüíî, èíà÷å ñóùåñòâîâàëà áû ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ = (M, P, p)
è ìîðôèçìû j1 : σ1⊂→σ, j2 : σ2⊂→σ. Åñëè γ � êðèâàÿ â C ñ ïðåä-
ñòàâëåíèåì z(t) = (1 − t)/4, t ∈ [0, 1], òî åå ïîäíÿòèå γ1 íà σ1 èç
òî÷êè 1/4 èìååò òî æå ïðåäñòàâëåíèå z1(t) = z(t), t ∈ [0, 1], à íà
σ2 � ïðåäñòàâëåíèå z2(t) =

√
1− t/2, t ∈ [0, 1]. Òàê êàê σ1 îäíî-

ëèñòíà è j1 : σ1⊂→σ, òî j1(z1(t)) � ïðåäñòàâëåíèå êðèâîé, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì íà σ êðèâîé γ, ïðè÷åì òàêîå ïîäíÿòèå åäèí-
ñòâåííî. Íî j2(z2(t)) òàêæå îïðåäåëÿåò ïîäíÿòèå γ íà σ. Ïîýòîìó
j1(z1(0)) = j2(z2(0)), ò. å. j1(0) = j2(0) = S ∈ M . Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.1
0 = ord(0, σ1) = ord(0, σ2) = 1 � ïðîòèâîðå÷èå.



�2. Ñóùåñòâîâàíèå ïåðåñå÷åíèé è îáúåäèíåíèé
ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé

Íèæå â òåîðåìàõ 2.1 è 2.2 ìû óñòàíîâèì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷-
íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíî-
ñòåé.

Ââåäåì åùå îäíó îïåðàöèþ � îïåðàöèþ ñêëåèâàíèÿ ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé. Ïóñòü îïÿòü σα = (Mα, Pα, pα), α ∈ A, � ñåìåéñòâî
ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé íàä N è jα : σ0⊂→σα, α ∈ A, � ñåìåé-
ñòâî ìîðôèçìîâ, ãäå σ0 = (M0, P0, p0) � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ
ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàä N . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ýòîì âûïîëíå-
íî óñëîâèå, êîòîðîå íàçîâåì óñëîâèåì ãðàíè÷íîé ñêëåéêè: åñëè äëÿ
íåêîòîðûõ α, β ∈ A, α 6= β, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Sn} èç M0 ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè jα(Sn) è jβ(Sn) ñõîäÿòñÿ â Mα è Mβ ñîîòâåòñòâåííî,
òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} ñõîäèòñÿ â M0.

Òî÷êè Tα ∈ Mα è Tβ ∈ Mβ â íåñâÿçíîé ñóììå tα∈AMα íà-
çîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè T0 ∈ M0 èìååì
jα(T0) = Tα, jβ(T0) = Tβ . Â ôàêòîðïðîñòðàíñòâå M = tα∈AMα/ ∼
íåñâÿçíîé ñóììû ïî ýòîìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ ââåäåì
ôàêòîðòîïîëîãèþ. Ïîêàæåì, ÷òî íà M ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó ìíî-
ãîîáðàçèÿ.

Ïóñòü h : tα∈AMα → M � ôàêòîðèçóþùåå îòîáðàæåíèå, hα =
= h|Mα . Äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî Uα èç Mα ìíîæåñòâî Vα = hα(Uα)
îòêðûòî, ò. å. hα îòêðûòî äëÿ ëþáîãî α ∈A. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþ-
áîãî β ìíîæåñòâî h−1

β (Vα) = jβ ◦ j−1
α (Uα), ïîýòîìó h−1

β (Vα) îòêðûòî
â ñèëó îòêðûòîñòè è íåïðåðûâíîñòè ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé jα

è jβ . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî jα îòêðûòî. Òàê êàê jα èíúåêòèâíî è íåïðå-
ðûâíî, òî hα : Mα → hα(Mα) � ãîìåîìîðôèçì. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè,
ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà èç M = ∪α∈Ahα(Mα) îáëàäàåò îêðåñòíî-
ñòüþ, ãîìåîìîðôíîé êðóãó.

Äîêàæåì, ÷òî M � õàóñäîðôîâî. Òàê êàê âñå hα(Mα) õàóñäîðôî-
âû, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñò-
íîñòåé ó òî÷åê S′ è S′′, êîòîðûå íå ëåæàò îäíîâðåìåííî íè â îäíîì
èç ìíîæåñòâ hα(Mα), α ∈A. Ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà äëÿ íåêîòîðûõ α è β èç ìíîæåñòâà M ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ
S′ ∈ hα(Mα\jα(M0)), S′′ ∈ hβ(Mβ\jβ(M0)). Ïóñòü Sα = h−1

α (S′),
Sβ = h−1

β (S′′). Âûáåðåì ñ÷åòíûå ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû îêðåñò-
íîñòåé {Uαn} è {Vαn} òî÷åê Sα è Sβ â Mα è Mβ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
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â ñèëó îòêðûòîñòè îòîáðàæåíèé hα è hβ ìíîæåñòâà Un = hα(Uαn)
è Vn = hβ(Vβn) îòêðûòû äëÿ ëþáîãî n ≥ 1. Åñëè äëÿ ëþáîãî n
ïåðåñå÷åíèå Un ∩ Vn íåïóñòî, òî ñóùåñòâóþò òî÷êè Tαn ∈ Uαn è
Tβn ∈ Uβn, òàêèå, ÷òî h(Tαn) = h(Tβn), ïîýòîìó Tαn = jα(Tn),
Tβn = jβ(Tn) äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Tn} â M0. Ïî-
ñêîëüêó Tαn → Sα, Tβn → Sβ ïðè n → ∞, òî â ñèëó óñëîâèÿ ãðà-
íè÷íîé ñêëåéêè Tn → S0, ãäå S0 � íåêîòîðàÿ òî÷êà èç M0. Íî òîãäà
Sα = limn→∞ jα(Tn) = jα(S0) ∈ jα(M0), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
S′ = hα(Sα) ∈ hα(Mα\jα(M0)) = hα(Mα)\hα(jα(M0)).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íà M îïðåäåëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîå îòîáðà-
æåíèå p : M → N òàêîå, ÷òî p ◦ h|Mα

= pα. Ïóñòü òî÷êà P ∈ M
ñîîòâåòñòâóåò òî÷êàì Pα ïðè ôàêòîðèçàöèè. Òîãäà σ = (M, p, P ) íà-
çîâåì ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ, ïîëó÷àåìîé â ðåçóëüòàòå ñêëåè-
âàíèÿ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé σα, îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìîâ jα,
α ∈ A.

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ïðîêîëà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Kn(T ) ìíîæåñòâî îáîáùåííûõ n-ëèñòíûõ êðóãîâ ñ öåíòðîì â
òî÷êå T ∈ N . Ïóñòü K ∈ Kn(T ), K = (E, 0, ψ) è òî÷êà S ∈ K. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç K∗(S) îáîáùåííûé êðóã ñ ïðîêîëîòûì öåíòðîì K∗(S) =
=

(
E\{0}, S, ψ|E\{0}

)
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ = (M,P, p) � íåêîòîðàÿ

ïîâåðõíîñòü íàä N , S � íåêîòîðàÿ òî÷êà èç σ è ñóùåñòâóåò ìîð-
ôèçì h : K∗(S)⊂→σ(S′), ãäå S′ ∈ M , íî îòîáðàæåíèå h : E\{0} → M
íåëüçÿ ïðîäîëæèòü äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ h : E → M . Äâà
ïîäîáíûõ ìîðôèçìà hi : K∗

i (Si)⊂→σ(S′i), i = 1, 2, íàçîâåì ýêâèâà-
ëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò îáîáùåííûé êðóã K3 = (E, 0, ψ3), òî÷-
êè S, P1, P2 ∈ E\{0} è ìîðôèçìû gi : K3(S)⊂→K∗

i (Pi), òàêèå, ÷òî
h1 ◦g1|E\{0} = h2 ◦g2|E\{0}. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè Z ìîðôèçìîâ îò-
íîñèòåëüíî îïðåäåëåííîãî òàêèì îáðàçîì îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíî-
ñòè íàçîâåì ïðîêîëîì ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ, à ëþáîé åãî ïðåä-
ñòàâèòåëü � ðåàëèçàöèåé ïðîêîëà Z.

Ïóñòü h : K∗(S)⊂→σ(S′) � íåêîòîðàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðîêîëà Z. Âëî-
æåíèå j : E\{0} → E çàäàåò ìîðôèçì j : K∗(S)⊂→K(S). Íåòðóä-
íî âèäåòü, ÷òî ìîðôèçìû h è j óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ãðàíè÷íîé
ñêëåéêè. Ïóñòü σ1 ïîëó÷àåòñÿ èç σ(S′) è K(S) ñêëåèâàíèåì îòíîñè-
òåëüíî ìîðôèçìîâ h è j, à P1 � òî÷êà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò îòìå-
÷åííîé òî÷êå 0 ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè K(S) ïðè ñêëåèâàíèè. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî σ1(P1) ïîëó÷åíà èç σ óñòðàíåíèåì ïðîêîëà Z.
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Îïåðàöèÿ óñòðàíåíèÿ ïðîêîëà îáðàòíà îïåðàöèè âûêàëûâàíèÿ
òî÷êè ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.

Åñëè g � íåêîòîðûé ìîðôèçì g : σ1⊂→σ2, Z � ïðîêîë â σ1 ñ ðå-
àëèçàöèåé j : K∗(S)⊂→σ1(S′1), S′2 = g(S′1), òî g ◦ j : K∗(S)⊂→σ2(S′2).
Åñëè g ◦ j íå ïðîäîëæàåòñÿ íà E äî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, òî ìîð-
ôèçì g ◦ j îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé ïðîêîë íà σ2, ñîîòâåòñòâóþùèé Z.
Áóäåì â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðèòü, ÷òî ïðîêîë Z íå óñòðàíèì â σ2, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàçîâåì Z óñòðàíèìûì â σ2 (îòíîñèòåëüíî g).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî êîìïàêòû íà ðèìàíîâûõ ïî-
âåðõíîñòÿõ áåç òî÷åê âåòâëåíèÿ îáëàäàþò îêðåñòíîñòüþ, íå çàâèñÿ-
ùåé â íåêîòîðîì ñìûñëå îò âèäà îáúåìëþùåé ïîâåðõíîñòè.

Ëåììà 2.1 (îá óíèâåðñàëüíîé îêðåñòíîñòè êîìïàêòà).
Ïóñòü σi = (Mi, Pi, pi), i = 1, 2, � äâå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè áåç
òî÷åê âåòâëåíèÿ íàä N , L � ñâÿçíûé êîìïàêò, òî÷êà A ∈ L, îòîá-
ðàæåíèÿ fi : L → Mi íåïðåðûâíû, fi(A) = Pi, i = 1, 2, ïðè÷åì
p1 ◦f1 = p2 ◦f2 è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: äëÿ ëþáûõ òî÷åê A1, A2 ∈ L

f1(A1) = f1(A2) ⇐⇒ f2(A1) = f2(A2).

Òîãäà ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ = (M, P, p) íàä N , íåï-
ðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : L → M è ìîðôèçìû gi : σ⊂→σi, i = 1, 2,
òàêèå, ÷òî fi = gi ◦ h, i = 1, 2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé N = C. Ïóñòü

ri(S) = sup{ε > 0 : K1(pi(S), ε)⊂→σi(S)}

è εi = infS∈fi(L) ri(S), i = 1, 2. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ri(S) �
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà Mi, i = 1, 2. Ìíîæåñòâî fi(L) êîìïàêò-
íî êàê îáðàç êîìïàêòà L ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè fi, i = 1,
2. Îòñþäà ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû Âåéåðøòðàññà ïîëó÷àåì, ÷òî
εi > 0, i = 1, 2.

Ïóñòü ε0 = min(ε1, ε2) è ε ∈ (0, ε0). Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè
S ∈ fi(L) ñóùåñòâóåò ìîðôèçì jS

i = jS
iε : K(pi(S), ε)⊂→σi(S), ïðè-

÷åì fi(L) ⊂ ∪S∈fi(L)j
S
i (E). Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâ fi(L) ñó-

ùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê T1, . . . , Tm ∈ L òàêèõ, ÷òî fi(L) ⊂
⊂ Mε

i = ∪m
i=1M

ε
il, ãäå Mε

il = jS
i (E) äëÿ S = fi(Tl). Ïîêàæåì, ÷òî

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σi =
(
Mε

i , Pi, pi|Mε
i

)
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ñîâïàäàþò. Äëÿ ýòîãî óñòàíîâèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε óñëî-
âèÿ Mε

il ∩Mε
ik 6= ∅, i = 1, 2, ýêâèâàëåíòíû. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå.

Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εn → 0, n → ∞, è äâå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {T ′n} è {T ′′n } òàêèå, ÷òî åñëè M ′

in = jS
iε(E),

ãäå S = fi(T ′n), ε = εn; M ′′
1n = jS

iε(E), ãäå S = fi(T ′′n ), ε = εn, òî
ïðè ôèêñèðîâàííîì n îäíî èç ìíîæåñòâ M ′

in ∩ M ′
2n, i = 1, 2, ïó-

ñòî, à äðóãîå � íåò. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
M ′

1n ∩ M ′
2n 6= ∅, M ′

2n ∩ M ′
2n = ∅, n ≥1. Áîëåå òîãî, â ñèëó êîì-

ïàêòíîñòè L ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {T ′n} è {T ′′n }
ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðûì òî÷êàì T ′ è T ′′ èç L ñîîòâåòñòâåííî. Èç óñëî-
âèÿ M ′

1n∩M ′
1n 6= ∅ ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ρσ1(f1(T ′n), f1(T ′′n )) < 2εn,

ïîýòîìó ρσ1(f1(T ′), f1(T ′′)) = 0, ò. å. f1(T ′) = f1(T ′′). Òîãäà â ñèëó
óñëîâèÿ ëåììû f2(T ′) = f2(T ′′).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî âûáîðó ε0 ñóùåñòâóþò ìîðôèçìû

ji : K(z, ε0)⊂→σi(fi(T ′)), i = 1, 2,

ãäå z = p1 ◦ f1(T ′). Òàê êàê fi(T ′n), fi(T ′′n ) → fi(T ′) = fi(T ′′) ïðè
n →∞, à ji(E) � îêðåñòíîñòü òî÷êè fi(T ′), òî fi(T ′n), fi(T ′′n ) ∈ ji(E)
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, i = 1, 2. Òàê êàê M ′

in, M ′′
in ÿâëÿþòñÿ

êðóãàìè â Mi ðàäèóñà εn è εn → 0 ïðè n →∞, òî M ′
in, M ′′

in ⊂ ji(E)
ïðè áîëüøèõ n, i = 1, 2. Íî îòîáðàæåíèÿ pi|ji(E), i = 1, 2, èíúåêòèâíû
è p1(M ′

1n) = p2(M ′
2n), p1(M ′′

1n) = p2(M ′′
2n), ïîýòîìó ïðè áîëüøèõ n

M ′
2n ∩M ′′

2n =
(
p2|j2(E)

)−1 ◦ p2(M ′
2n ∩M ′′

2n) =

=
(
p2|j2(E)

)−1 ◦ p1(M ′
1n ∩M ′′

1n) 6= ∅,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî σε
1 = σε

2 ïðè ìàëûõ ε. Îïðåäåëèì ìîðôèçì
j : σε

1⊂→σε
2, ïîëàãàÿ j|Mε

1l
= jS

2ε ◦ (jT
1ε)

−1, ãäå S = f2(Tl), T = f1(Tl),
l = 1, . . . , m. Èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ïðè ìàëûõ ε îòîáðà-
æåíèå j îïðåäåëåíî êîððåêòíî, íåïðåðûâíî è èíúåêòèâíî îòîáðàæà-
åò Mε

1 íà Mε
2 . Êðîìå òîãî, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî p2 ◦ j|Mε

1l
= p1|Mε

1l,
l = 1, . . . , m, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî p2 ◦ j = p1, ò. å. j : σε

1⊂→σε
2. Àíàëî-

ãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî σε
2⊂→σε

1. Ñëåäîâàòåëüíî, σε
1 = σε

2.
Äîêàæåì, ÷òî j ◦ f1 = f2. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî

M = {S ∈ L : j ◦ f1(S) = f2}(S)
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çàìêíóòî, ò. ê. ôóíêöèè f1, f2 è j íåïðåðûâíû, è íåïóñòî, ò. ê. ñî-
äåðæèò òî÷êè T1, . . . , Tm. Äîêàæåì, ÷òî M îòêðûòî. Ñóùåñòâóåò l,
1 ≤ l ≤ m, òàêîå, ÷òî f1(S) ∈ Mε

1l. Ïîñêîëüêó p2◦f2 = p1◦f1 = p2◦j◦f1

è ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè S òàêàÿ, ÷òî fi(U) ⊂ Mε
il, i = 1,

2, òî

f2(T ) =
(
p2|Mε

2l

)−1

◦ (p2 ◦ j)|Mε
1l
◦ f1(T ) = j ◦ f1(T ), T ∈ U.

Ïîýòîìó M îòêðûòî è çàìêíóòî â L è íåïóñòî. Ïîñêîëüêó L ñâÿçíî,
òî M = L. Èòàê, j ◦ f1 = f2.

Òåïåðü îïðåäåëèì σ = σε
1. Ïóñòü h = f1 : L → Mε

1 , g1 : σ⊂→σ1

� òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, g2 = j : σ⊂→σ2. Òîãäà fi = gi ◦ hi,
i = 1, 2.

Îáùèé ñëó÷àé äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, åñëè èñïîëüçîâàòü âìå-
ñòî êðóãîâ íàä C îáîáùåííûå êðóãè íàä N .

Òåïåðü óñòàíîâèì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâî-
âàíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé, ôîðìóëèðóþùå-
åñÿ ÷åðåç èõ âíóòðåííèå õàðàêòåðèñòèêè. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî,
÷òî îïåðàöèÿ ⊂→ çàäàåò îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå îáúåêòîâ
Ob(RP)(N) êàòåãîðèè RP(N).

Òåîðåìà 2.1 Ïóñòü σi = (Mi, Pi, pi), i = 1, 2, � äâå ðèìàíîâû
ïîâåðõíîñòè èç Ob(RP)(N) è ord(Pi, σi) = 0, i = 1, 2, p1(P1) =
= p2(P2). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(I) ñóùåñòâóåò ïåðåñå÷åíèå σ1 è σ2;

(II) äëÿ íåêîòîðîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ íàä N ñóùåñòâóåò
îáúåäèíåíèå σ1 ∪ σ2 (rel σ);

(III) ìíîæåñòâî Σ(σ1, σ2) = {σ′ ∈ Ob(RP)(N) : σ′⊂→σi, i = 1, 2}
ñîäåðæèò íàèáîëüøèé ýëåìåíò σ0 = (M0, P0, p0);

(IV) åñëè γi � ïîäíÿòèå íà σi îäíîé è òîé æå êðèâîé γ èç òî÷êè
Pi, i = 1, 2, òî γ1 � ïðîñòàÿ êðèâàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ïðîñòîé ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ γ2;

(V) ñóùåñòâóåò σ0 = (M0, P0, p0) ∈ Σ(σ1, σ2) òàêàÿ, ÷òî åñëè
fi : σ0⊂→σi, i = 1, 2, � ñîîòâåòñòâóþùèå ìîðôèçìû, òî äëÿ
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ëþáîé òî÷êè S0 ∈ M̌0(σ0) ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ0(S0) ÿâ-
ëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì â Σ(σ′1, σ

′
2), ãäå σ′i = σi(S0i),

S0i = fi(S0), i = 1, 2;

(VI) ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ0 è ìîðôèçìû fi : σ0⊂→σi,
i = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ ãðàíè÷íîé ñêëåéêè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óñëîâèÿ (I) è (II) ðàâíîñèëüíû óñëîâèþ
ñóùåñòâîâàíèÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ, òàêîé, ÷òî σ1⊂→σ, σ2⊂→σ.
Ïîýòîìó îíè ðàâíîñèëüíû. Äîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ (I)�(VI) ðàâíî-
ñèëüíû ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèÿì (I′)�(VI′), êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç
(I)�(VI) çàìåíîé σi íà σ̌i, i = 1, 2.

(I)⇐⇒(I′). Åñëè σi⊂→σ, i = 1, 2, òî σ̌i⊂→σ, i = 1, 2, ïîýòîìó
(I)⇒(I′). Îáðàòíî, åñëè σ̌i⊂→σ, i = 1, 2, òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.1
σ̌i⊂→σ̌, i = 1, 2, è êàæäûé ïðîêîë íà σ̌i îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé ïðî-
êîë íà σ̌. Ïóñòü ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ∗ ïîëó÷åíà èç σ̌ óñòðàíåíèåì
âñåõ ïðîêîëîâ. Òîãäà σi⊂→σ∗, i = 1, 2, îòêóäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü
èìïëèêàöèè (I′)⇒(I).

(II)⇐⇒(II′), ïîñêîëüêó (II)⇐⇒(I)⇐⇒(I′ )⇐⇒(I′).
(III)⇐⇒(III′). Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Σ(σ1, σ2)

îãðàíè÷åíî ñâåðõó ýëåìåíòîì σ1, ïîýòîìó ïî ëåììå Öîðíà ëþáîé
ýëåìåíò τ ∈ Σ(σ1, σ2) ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì ýëå-
ìåíòå èç Σ(σ1, σ2) (ñì. òàêæå òåîðåìó 3.3). Ïóñòü σ′ � íàèáîëüøèé
ýëåìåíò ìíîæåñòâà Σ(σ1, σ2). Òîãäà σ̌′ � íàèáîëüøèé ýëåìåíò ìíîæå-
ñòâà Σ(σ̌1, σ̌2). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè σ̌′ � íå íàèáîëüøèé ýëåìåíò, òî
ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ′′ ∈ Σ(σ̌1, σ̌2) òàêàÿ, ÷òî σ′′⊂→σ′.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, äîêàçûâàþùåå, ÷òî (III)=⇒(III′).

Îáðàòíî, ïóñòü σ′′ � íàèáîëüøèé ýëåìåíò â Σ(σ̌1, σ̌2), à σ′ � ìàê-
ñèìàëüíûé ýëåìåíò â Σ(σ̌1, σ̌2), ñîäåðæàùèé σ′′. Åñëè σ′ � íå íàè-
áîëüøèé ýëåìåíò â Σ(σ1, σ2), òî ñóùåñòâóåò σ′′′ ∈ Σ(σ1, σ2) òàêàÿ,
÷òî σ′′′⊂→σ′. Òàê êàê σ̌′′′ ∈ Σ(σ̌1, σ̌2), òî σ̌′′′⊂→σ′′, ïîñêîëüêó σ′′ �
íàèáîëüøèé ýëåìåíò Σ(σ̌1, σ̌2). Çíà÷èò, σ̌′′′⊂→σ′. Íî σ′′′⊂→σ′, ñëåäî-
âàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïðîêîë Z â σ̌′′′, óñòðàíèìûé â σ′′′ è íå óñòðà-
íèìûé â σ′. Òàê êàê σ′′′⊂→σi, i = 1, 2, òî ïðîêîë Z óñòðàíèì â σi,
i = 1, 2. Ïóñòü Z ′ � ïðîêîë â σ′, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîêîëó Z. Òîãäà
Z ′ óñòðàíèì â σi, i = 1, 2. Çíà÷èò, åñëè σ′0 � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü,
ïîëó÷àþùàÿñÿ èç σ′ óñòðàíåíèåì ïðîêîëà Z ′, òî σ′0⊂→σi, i = 1, 2.
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Èòàê, σ′⊂→σ′0 ∈ Σ(σ1, σ2), σ′ 6= σ′0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíî-
ñòè σ′ â Σ(σ1, σ2), è ðàâíîñèëüíîñòü óñëîâèé (III) è (III′) äîêàçàíà.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî (V)⇐⇒(V′). Ðàâíîñèëüíîñòü óñëî-
âèé (IV) è (IV′) î÷åâèäíà.

(VI)⇐⇒(VI′). Óñëîâèå (VI) ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ðèìàíî-
âîé ïîâåðõíîñòè σ, îáúåìëþùåé σ1 è σ2. Ïîýòîìó (VI)⇐⇒
⇐⇒(I)⇐⇒(I′)⇐⇒(VI′).

Â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî σ1 è σ2 � ðèìà-
íîâû ïîâåðõíîñòè áåç òî÷åê âåòâëåíèÿ. Óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü
èìïëèêàöèé (II)=⇒(III)=⇒(IV)=⇒(V)=⇒(II).

(II)=⇒(III). Ïóñòü ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ òàêàÿ, ÷òî
σi⊂→σ, i = 1, 2. Ïóñòü gi : σi⊂→σ � ñîîòâåòñòâóþùèå ìîðôèçìû,
i = 1, 2, è σ′ ∈ Σ(σ1, σ2). Òîãäà ñóùåñòâóþò ìîðôèçìû hi : σ′⊂→σi,
i = 1, 2. Â ñèëó ëåììû 1.2 ìîðôèçìû gi ◦ hi : σ′⊂→σ, i = 1, 2 ñîâïà-
äàþò ìåæäó ñîáîé, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî σ′⊂→σ1 ∩ σ2 (relσ). Çíà÷èò,
σ1 ∩ σ2 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì â Σ(σ1, σ2).

(III)⇐⇒(IV). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü σ0 = (M0, P0, p0) �
íàèáîëüøèé ýëåìåíò â Σ(σ1, σ2) è ìîðôèçìû fi : σ0⊂→σi,
i = 1, 2. Ïóñòü ñóùåñòâóþò äâà ïóòè ωi : [0, 1] → Mi, i = 1, 2,
òàêèå, ÷òî p1 ◦ ω1 = p2 ◦ ω2 = ω è ω1(t0) = ω1(1), ω2(t0) 6= ω2(1) äëÿ
íåêîòîðîãî t0 ∈ [0, 1). Ðàññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà

A = {t ∈ [0, 1) | ω1(t′) = ω1(t′′) ⇐⇒ ω2(t′) = ω2(t′′) ∀t′, t′′ ∈ [0, t]}
è

B = {t ∈ [0, 1) | ωi([0, t]) ⊂ fi(M0), i = 1, 2}.
Î÷åâèäíî, ÷òî 1 6∈ A. Òàê êàê fi(M0) � îòêðûòûå ìíîæåñòâà, à
îòîáðàæåíèÿ ωi íåïðåðûâíû, i = 1, 2, òî ìíîæåñòâî B îòêðûòî â
[0, 1]. Ïóñòü b = sup B.

Ïîêàæåì, ÷òî [0, b] ⊂ A. Òàê êàê [0, b] ⊂ B, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ (0, b)
îïðåäåëåíû ïóòè f−1

i ◦ ωi|[0,x]. Îíè ÿâëÿþòñÿ ïîäíÿòèåì íà σ0 ïóòè
ω[0,x] èç òî÷êè P0. Ïîýòîìó â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïîäíÿòèÿ ïóòè íà
íåðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå

f−1
1 ◦ ω1(t) = f−1

2 ◦ ω2(t), 0 ≤ t ≤ x.

Òàê êàê ωi(t′) = ωi(t′′) â fi(M0) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî f−1

i ◦ωi(t′) = f−1
i ◦ωi(t′′), i = 1, 2, òî îòñþäà ñëåäóåò,
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÷òî [0, x] ⊂ A, îòêóäà [0, b) ⊂ A. Åñëè b ∈ B, òî â ñèëó îòêðûòîñòè B
â [0, 1] òî÷êà b ñîâïàäàåò ñ åäèíèöåé. Íî òîãäà, êàê è âûøå, ïîëó÷àåì,
÷òî [0, 1] ⊂ A, ÷òî íåâåðíî, ò. ê. 1 6∈ A. Çíà÷èò, b 6∈ B è B = [0, b). Òàê
êàê b 6∈ B, òî ωi(b) 6∈ fi(M0) äëÿ i = 1 èëè i = 2. Ïóñòü äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè ω1(b) 6∈ f1(M0). Äîêàæåì, ÷òî òîãäà è ω2(b) ∈ f2(M0). Åñëè
áû ýòî áûëî íå òàê, òî ïóòü f1◦f−1

2 ◦ω2|[0,b] ÿâëÿëñÿ áû ïîäíÿòèåì ïó-
òè ω|[0,b] èç òî÷êè P1 íà σ2 è îáÿçàí áûë ñîâïàäàòü ñ ω1|[0,b], íî òîãäà
áû òî÷êà ω1(b) = f1 ◦ f−1

2 ◦ω2(b) äîëæíà áûëà ïðèíàäëåæàòü ìíîæå-
ñòâó f1(M0), ÷òî íåâåðíî. Èòàê, ωi(b) 6∈ fi(M0), i = 1, 2. Ïîñêîëüêó
ωi([0, b)) ⊂ fi(M0), i = 1, 2, òî ωi(t) = ωi(b) ïðè t ∈ [0, b] ⇐⇒ t = b,
i = 1, 2, ïîýòîìó b ∈ A. Èòàê, [0, b] ⊂ A.

Â ñèëó ëåììû 2.1 ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ = (M, P, p),
ìîðôèçìû hi : σ⊂→σi, i = 1, 2, è ïóòü ω : [0, b] → M òàêèå, ÷òî
ωi(t) = hi ◦ ω0(t), 0 ≤ t ≤ b, i = 1, 2. Íî òîãäà σ ∈ Σ(σ1, σ2). Òàê
êàê σ0 � íàèáîëüøèé ýëåìåíò â Σ(σ1, σ2), òî ñóùåñòâóåò ìîðôèçì
j : σ⊂→σ0. Ïóòè f1 ◦ j ◦ω0|[0,b] è ω1|[0,b] ÿâëÿþòñÿ ïîäíÿòèÿìè îäíîãî
è òîãî æå ïóòè èç òî÷êè P1 íà σ1, ò. ê. p1◦f1◦j◦ω0(t) = p0◦j◦ω0(t) =
= p◦ω0(t) = p1◦h1◦ω0(t) = p1◦ω1(t), t ∈ [0, b]. Çíà÷èò, îíè ñîâïàäàþò,
è ω1(b) = f1 ◦ j ◦ ω(b) ∈ f1(M0) � ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, (III)⇐⇒(IV).

(IV)=⇒(V). Ïóñòü èìååò ìåñòî (IV). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X
ïóòåé ω : [0, 1] → N , ω(0) = p1(P1) = p2(P2) òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâó-
þò ïîäíÿòèÿ ω1 è ω2 ïóòè ω èç òî÷åê P1 è P2 íà σ1 è σ2 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïóñòü ω′, ω′′ ∈ X, ω′i è ω′′i � èõ ïîäíÿòèÿ íà σi èç òî÷êè
P , i = 1, 2. Íàçîâåì ω′ è ω′′ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè êîíöû ïóòåé
ω′i è ω′′i ñîâïàäàþò, i = 1, 2. Â ñèëó (IV) ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêò-
íî. Íà ìíîæåñòâå M0 = X/ ∼ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ââîäèòñÿ
îáû÷íûì îáðàçîì òîïîëîãèÿ, ñòðóêòóðà êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
è ïðîåêöèÿ p0 : M0 → N , ñîïîñòàâëÿþùàÿ êëàññó ýêâèâàëåíòíî-
ñòè [ω] ïóòè ω êîíåö ýòîãî ïóòè � òî÷êó ω(1). Ïóñòü P0 = [ω0], ãäå
ω0 � ïîñòîÿííûé ïóòü. Òîãäà σ0 = (M0, P0, p0) � ðèìàíîâà ïîâåðõ-
íîñòü íàä N . Îïðåäåëèì ìîðôèçìû fi : σ0⊂→σi, i = 1, 2, ïî ïðàâèëó
fi([ω]) = ωi(1), i = 1, 2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî σ0 ∈ Σ(σ1, σ2). Ïóñòü
σ′ = (M ′, P ′, p′) ∈ Σ(σ1, σ2) è hi : σ′⊂→σi, i = 1, 2 � ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ìîðôèçìû. Îïðåäåëèì ìîðôèçì g : σ′⊂→σ0 ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïóñòü S′ ∈ M ′ è ω′ � ëþáîé ïóòü â M ′, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè P ′

è S′ è ω = p′(ω′). Ïóòü ω ∈ X, ò. ê. ïóòè ωi = hi ◦ ω′, i = 1, 2, ÿâëÿ-
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þòñÿ ïîäíÿòèÿìè ïóòè ω íà σi, i = 1, 2. Ïóñòü g(S′) = [ω]. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî g îïðåäåëåíî êîððåêòíî è ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì èç σ′

â σ0.

Èòàê, σ0 � íàèáîëüøèé ýëåìåíò â Σ(σ1, σ2). Äîêàæåì, ÷òî äëÿ
ëþáîé òî÷êè S0 ∈ M0 ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ0(S0) � íàèáîëüøèé
ýëåìåíò â ìíîæåñòâå Σ(σ1(S01), σ2(S02)), ãäå S0i = fi(S0), i = 1, 2.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ðèìàíîâà ïî-
âåðõíîñòü σ = (M,S, p) ∈ Σ(σ1(S01), σ2(S02)) òàêàÿ, ÷òî σ 6⊂→σ0(S0).
Ïóñòü τi = σ0(S0) ∪ σ (rel σi(S0i)), i = 1, 2. Òîãäà σ0(S0)⊂→τi, ïðè-
÷åì σ0(S0) 6= τi, i = 1, 2, ò. ê. σ⊂→σ0(S0). Äîêàæåì, ÷òî τ1 6= τ2.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå τ = τ1 = τ2 ÿâëÿëñÿ áû ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà
Σ(σ1(S01), σ2(S02)), ñòðîãî áîëüøèì, ÷åì σ0(S0). Åñëè k : σ0(S0)⊂→τ
� ñîîòâåòñòâóþùèé ìîðôèçì, T0 = k(P0), òî τ(T0) ÿâëÿëñÿ áû ýëå-
ìåíòîì èç ìíîæåñòâà Σ(σ1(S01), σ2(S02)), ñòðîãî áîëüøèì, ÷åì σ0, à
ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî σ0 � íàèáîëüøèé ýëåìåíò â Σ(σ1, σ2).

Èòàê, σ0(S0)∪σ (rel σ1(S01)) 6= σ0(S0)∪σ (rel σ2(S02)). Ïóñòü ìîð-
ôèçìû gi : σ⊂→σi, i = 1, 2. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.1 ñóùåñòâóþò
òî÷êè T ∈ M , T0 ∈ M0 òàêèå, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî íóìåðàöèè σi,
i = 1, 2, èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ g1(T ) = f1(T0), g2(T ) 6= f2(T0).
Ïóñòü ïóòü η1 ñîåäèíÿåò â M0 òî÷êè P0 è T0, à ïóòü η2 � òî÷-
êè T0 è S0. Ïóñòü ïóòü η3 ñîåäèíÿåò â M òî÷êè S è T . Ðàññìîò-
ðèì ïóòè ωi = fi(η1η2)gi(η3) â Mi, i = 1, 2. Î÷åâèäíî, ÷òî ïóòü
ω = pi(ωi) = p0(η1η2)p(η3) íå çàâèñèò îò i, i = 1, 2. Åñëè t0 � òî÷êà,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíöó ïóòè η1, òî ω1(t0) = f1(T0) = g1(T ) = ω1(1),
ω2(t0) = f2(T0) 6= g2(T ) = ω2(1). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (IV).

(V)=⇒(VI). Ïóñòü èìååò ìåñòî (V). Ïîêàæåì, ÷òî ìîðôèçìû
fi : σ0⊂→σi, i = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ãðàíè÷íîé ñêëåéêè.
Ïóñòü {Sn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â M0 è fi(Sn) → Ti, n →∞,
i = 1, 2. Â ñèëó ëåììû 1.1 ñóùåñòâóåò îáîáùåííûé îäíîëèñòíûé
êðóã K ∈ K1(T ) òàêîé, ÷òî K⊂→σi(Ti), i = 1, 2. Ïóñòü h : K⊂→σi(Ti),
i = 1, 2 � ñîîòâåòñòâóþùèå ìîðôèçìû. Òàê êàê hi(E) � îòêðûòûå
ìíîæåñòâà, òî ñóùåñòâóåò òàêîå n0, ÷òî fi(Sn) ∈ hi(E) ïðè n ≥ n0,
i = 1, 2. Òîãäà hi : K(ζn)⊂→σi(fi(Sn)), i = 1, 2, ãäå ζn = h−1

1 ◦ f1(S) =
= h−1

2 ◦f2(S), n ≥ n0. Çíà÷èò, K(ζn) ∈ ΣSn = Σ(σ1(f1(Sn), σ2(f2(Sn)),
n ≥ n0. Ïîñêîëüêó â ñèëó (V) ýëåìåíò σ0(Sn) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì â
ΣSn , òî ñóùåñòâóåò ìîðôèçì gn : K(ζn)⊂→σ0(Sn), n ≥ n0. Ìîðôèçìû
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fi ◦ gn, hi : K(ζn)⊂→σi(fi(Sn)) ñîâïàäàþò â ñèëó ëåììû 2.2, ïîýòîìó
gn = f−1

i ◦ hi íå çàâèñèò îò n. Çíà÷èò, Sn = gn(ζn) → gn(0) ∈ M0,
n → ∞, ò. ê. ζn = h−1

1 ◦ f1(Sn) → h−1
1 ◦ (T1) = 0, n → ∞. Èòàê,

ìîðôèçìû fi, i = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ãðàíè÷íîé ñêëåéêè.
(VI)=⇒(I). Ýòî î÷åâèäíî. Òåîðåìà 2.1 äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå S0 ∈ M̌0(σ0) â óñëîâèè (V) òåîðåìû 2.1
ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì: åñëè σ0 � íàèáîëüøèé ýëåìåíò â Σ(σ1, σ2)
è S0 � òî÷êà âåòâëåíèÿ σ0, òî σ0(S0) ìîæåò íå áûòü íè íàèáîëüøèì
ýëåìåíòîì â Σ(σ1(f1(S0), σ2(f2(S0)), íè äàæå ìàêñèìàëüíûì.

Ïðèìåð 2.1 Ïóñòü

L1 = {ξ + iη ∈ C|ξ ≥ 1, η = 0}, L2 = {ξ + iη ∈ C|ξ ≤ −1, η = 0}.

Îïðåäåëèì ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σk = (C\Lk, i, ζ2), k = 1, 2 íàä C.
Òîãäà σ0 = (C\(L1 ∪ L2), i, ζ2) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì â
Σ(σ1, σ2) è îòîáðàæåíèÿ fk(ζ) = ζ, ζ ∈ C\(L1 ∪L2) îïðåäåëÿþò ìîð-
ôèçìû fk : σ0⊂→σk, k = 1, 2. Ïóñòü S0 = 0. Òîãäà f1(S0) = f2(S0) = 0.
Íî σ0(0) íå ÿâëÿåòñÿ íè íàèáîëüøèì, íè äàæå ìàêñèìàëüíûì ýëå-
ìåíòîì â Σ(σ1(0), σ2(0)), ïîñêîëüêó σ0(0)⊂→σ1(0), σ0(0) 6= σ1(0) è
σ1(0) ∈ Σ(σ1(0), σ2(0)), ò. ê. äëÿ g1(ζ) = ζ, g2(ζ) = −ζ, ζ ∈ C\L1 èìå-
åì g1 : σ1(ζ)⊂→σ1(ζ), g2 : σ1(ζ)⊂→σ2(ζ). Ïðè ýòîì íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî σ1(0) � íàèáîëüøèé ýëåìåíò â Σ(σ1(0), σ2(0)).

Òåîðåìà 2.2 Ïóñòü σα = Mα, Pα, pα), α ∈ A, � ïðîèçâîëüíîå
ñåìåéñòâî ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé è ord(Pα, σα) = 0, α ∈ A. Ïåðå-
ñå÷åíèå ∩ασα è îáúåäèíåíèå ∪ασα (rel σ) îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ ñóùåñòâóþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà äëÿ ëþáûõ α, β ∈ A ñóùåñòâóåò ïåðåñå÷åíèå σα ∩ σβ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû
î÷åâèäíà. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ ëþáûõ α, β ∈ A ñó-
ùåñòâóåò ïåðåñå÷åíèå σαβ = σα ∩ σβ . Òîãäà ñóùåñòâóþò ìîðôèçìû
jα
αβ : σαβ⊂→σα, jβ

αβ : σαβ⊂→σβ , êîòîðûå â ñèëó òåîðåìû 2.1 , ï. (VI),
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ãðàíè÷íîé ñêëåéêè. Â íåñâÿçíîé ñóììå
tα∈AMα îòîæäåñòâèì òî÷êè Tα ∈ Mα è Tβ ∈ Mβ , åñëè jα

αβ(Tα) =
= jβ

αβ(Tβ). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M ,
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êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ, ãîìåîìîðôíîé êðó-
ãó â R2. Ïðîñòðàíñòâî M õàóñäîðôîâî â ñèëó òîãî, ÷òî ìîðôèçìû
jα
αβ , j

β
αβ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ãðàíè÷íîé ñêëåéêè. Äîêàçàòåëüñòâî

ïðîâîäèòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è âûøå, êîãäà îïðåäåëÿëàñü îïåðàöèÿ
ñêëåèâàíèÿ. Ïóñòü P � òî÷êà èç M , â êîòîðóþ ïåðåõîäÿò âñå òî÷êè
Pα, α ∈ A, è îòîáðàæåíèå p : M → N òàêîâî, ÷òî p|Mα = pα. Òîãäà
σ = (M, P, p) � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàä N , îáúåìëþùàÿ âñå σα,
α ∈ A. Çíà÷èò, ∪α∈A σα (relσ) ñóùåñòâóåò è òåîðåìà äîêàçàíà.



�3. Îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ïðîñòðàíñòâå
îòìå÷åííûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé

Óñòàíîâèì ðÿä ñâîéñòâ îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà ⊂→ íà ìíîæåñòâå îáú-
åêòîâ Ob(RP)(N).

Ïðåäëîæåíèå 3.1 Ïóñòü σi = (Mi, Pi, pi) ∈ Ob(RP)(N),
i = 1, 2, è σ1⊂→σ2, σ1 6= σ2. Òîãäà σ1 íå ìîæåò áûòü ïîâåðõíîñòüþ
ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. Åñëè σ1 � ïîâåðõíîñòü ïàðàáîëè÷åñêîãî òè-
ïà, ìîðôèçì j : σ1⊂→σ2 è M2\j(M1) ñîäåðæèò áîëåå îäíîé òî÷êè,
òî σ2 � ïîâåðõíîñòü ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ àáñòðàêòíûõ ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé (ñì., íàïð., [88], ãë. 9).

Ñëåäñòâèå 3.1 Ëþáàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ýëëèïòè÷åñêîãî
òèïà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì â Ob(RP)(N).

Íàïîìíèì, ÷òî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ èíäóêòèâ-
íûì, åñëè ëþáîå åãî ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî îáëàäàåò
âåðõíåé ãðàíüþ. Íàøåé öåëüþ áóäåò äîêàçàòåëüñòâî òîãî ôàêòà, ÷òî
Ob(RP)(N) èíäóêòèâíî.

Ëåììà 3.1 Â êàòåãîðèè RP(N) ñóùåñòâóþò ïðåäåëû ïðÿìûõ
è îáðàòíûõ ñïåêòðîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {xα;φβ
α}A � ïðÿìîé ñïåêòð â

êàòåãîðèè RP(N) íàä íàïðàâëåííûì ìíîæåñòâîì A. Òîãäà äëÿ ëþ-
áûõ α, β ∈ A òàêèõ, ÷òî α ≺ β èìååì φβ

α : xα⊂→xβ . Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî xα = σα = (Mα, Pα, pα) ∈ ObN è îò-
ìå÷åííûå òî÷êè ïîâåðõíîñòåé σα íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ,
α ∈A. ßñíî, ÷òî ïðè α ≺ β ñóùåñòâóåò ïåðåñå÷åíèå σα ∩ σβ = σα.
Â ñèëó òåîðåìû 2.2 ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ = (M, P, p)
òàêàÿ, ÷òî σ = ∪α∈Aσα (rel σ). Ïóñòü φα : σα⊂→σ � ñîîòâåòñòâó-
þùèå ìîðôèçìû. Â ñèëó ëåììû 1.2 èìååì φβ ◦ φβ

α = φα, α ≺ β.
Ðàññìîòðèì ëþáóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü σ′ = (M ′, P ′, p′), òàêóþ,
÷òî ñóùåñòâóþò ìîðôèçìû φ′α : σα⊂→σ′, α ∈ A, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèþ φ′β ◦ φβ

α = φ′α, α ≺ β. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå j : M → M ′

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû j|φα(Rα) = φ′α ◦ φ−1
α . Òàê êàê φ′β ◦ φβ

α = φ′α,
α ≺ β, òî φ′β ◦ φ−1

β |φα(Rα) = φ′α ◦ (φβ
α)−1 ◦ φβ

α ◦ φ−1
α = φ′α ◦ φ−1

α , α ≺ β,
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ò. å. j îïðåäåëåíî êîððåêòíî. ßñíî, ÷òî j èíúåêòèâíî è íåïðåðûâíî,
è p′ ◦j = p, ò. å. j : σ⊂→σ′, ïðè÷åì â ñèëó ëåììû 1.2 èìååì j ◦φα = φ′,
α ∈ A. Çíà÷èò, {σ;φα}A � ýòî ïðåäåë ïðÿìîãî ñïåêòðà {σα; φβ

α}A.
Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà îáðàòíîãî ñïåêòðà î÷åâèäíî.

Ëåììà 3.2 1) Åñëè {x; φα}A ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïðÿìîãî ñïåê-
òðà {xα; φβ

α}A â RP(N) è xα⊂→x1, α ∈ A, òî x⊂→x1.
2) Åñëè {x; φα}A � ïðåäåë îáðàòíîãî ñïåêòðà {xα; φβ

α}A â RP(N)
è x1⊂→xα, α ∈ A, òî x1⊂→x.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì 1), ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâîñòü
2) óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî x = σ, xα = σα, α ∈ A, x1 = σ1 � ðèìàíîâû ïîâåðõíî-
ñòè íàä N . Ïóñòü ìîðôèçìû φα

α0
: σα0⊂→σα, α ≺ α0, ψα : σα⊂→σ1. Â

ñèëó ëåììû 1.2 ñðåäè ìîðôèçìîâ gα = ψα ◦φα
α0

: σα0⊂→σ1 åñòü ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êîíôèíàëü-
íàÿ ÷àñòü B ìíîæåñòâà A, òàêàÿ, ÷òî gα = g : σα0⊂→σ1 íå çàâèñèò îò
α ∈ B. Òîãäà ψβ ◦ φβ

α ◦ φα
α0

= ψβ ◦ φβ
α0

= g = ψα ◦ φα
α0

ïðè α0 ≺ α ≺ β,
α, β ∈ B. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.3 èìååì ψβ ◦ φβ

α = ψα, α0 ≺ α ≺ β,
α, β ∈ B. Ïîñêîëüêó B � êîíôèíàëüíàÿ ÷àñòü A, òî ïðåäåë ïðÿìîãî
ñïåêòðà {σα;φβ

α}B ñóùåñòâóåò è ðàâåí {σα;φα}B . Â ñèëó óíèâåðñàëü-
íîãî ñâîéñòâà ïðåäåëà ïðÿìîãî ñïåêòðà (ñì., íàïð., [22]) ñóùåñòâóåò
ìîðôèçì ψ : σ⊂→σ1 òàêîé, ÷òî ψ ◦ φα = ψα, α ∈ B, â ÷àñòíîñòè,
σ⊂→σ1 è ëåììà 3.2 äîêàçàíà.

Ââåäåì ïîíÿòèå îáîáùåííîãî âíóòðåííåãî ðàäèóñà ðèìàíîâîé ïî-
âåðõíîñòè σ = (M, P, p) ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà íàä ñôåðîé C. Ïóñòü
f : E → M � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå äëÿ M , f(0) = P . Òîãäà â
îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 ôóíêöèÿ f îáëàäàåò îáðàòíîé, çàäàþùåé íåêî-
òîðûé ëîêàëüíûé ïàðàìåòð ζ. Çíà÷èò, ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ p ◦ f
èìååò â îêðåñòíîñòè íóëÿ ðàçëîæåíèå

p ◦ f(ζ) =





z0 +
∞∑

k=n

akζk, z0 6= ∞ (an 6= 0),
∞∑

k=−n

akζk, z0 = ∞ (a−n 6= 0),
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ãäå z0 = p(P ), n = ord(P, σ) + 1. Ïóñòü

r(σ) =
{ |an|, z0 6= ∞,
|1/a−n|, z0 = ∞.

(3.1)

Íàçîâåì ÷èñëî r(σ) îáîáùåííûì ãèïåðáîëè÷åñêèì ðàäèóñîì äëÿ σ.
Åñëè D ⊂ C � ïëîñêàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, z0 ∈ D è j : D →
→ C � âëîæåíèå, òî äëÿ îäíîëèñòíîé σ = (D, z0, j) âåëè÷èíà r(σ)
åñòü êîíôîðìíûé ðàäèóñ îáëàñòè D â òî÷êå z0 (ñì., íàïð., [80]) è
îáðàòåí ê ïëîòíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêè îáëàñòè D â òî÷êå z0.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � îáîáùåíèå õîðîøî èçâåñòíîãî ïðèíöèïà
ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêè.

Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü σi = (Mi, Pi, pi), i = 1, 2, � äâå ðèìà-
íîâû ïîâåðõíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà íàä C, ord(Pi, σi) = ni,
pi(Pi) = zi, ri = r(σi), i = 1, 2. Ïóñòü g : M1 → M2 � ãîëîìîðôíîå
îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî g(P1) = P2 è

h(z) =

{
z1 + (z − z1)n1 , z1 6= ∞,

zn1 , z = ∞.

Òîãäà
1) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè z1 è ãîëîìîðôíàÿ èíúåêòèâ-
íàÿ ôóíêöèÿ φ : U → M1 òàêàÿ, ÷òî φ(z1) = P1 è p1 ◦ φ = h â U ;
2) åñëè ôóíêöèÿ ψ = p2 ◦ g ◦ φ â îêðåñòíîñòè U òî÷êè z1 èìååò
ïðåäñòàâëåíèå

ψ(z) =





z2 + a(z − z1)l + o((z − z1)l), z1, z2 6= ∞,

z2 + a/zl + o(z−l), z1 = ∞, z2 6= ∞,

1/[a(z − z1)l] + o((z − z1)−l), z1 6= ∞, z2 = ∞,

zl/a, z1 = z2 = ∞,

(3.2)

z → z1, ãäå a 6= 0, òî |a|rl/n1 ≤ r2, ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî
òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà g ◦ f1(ζ) = f2(eiαζk), ãäå α ∈ R, k ∈ N,
fi : E → Mi � óíèâåðñàëüíûå íàêðûòèÿ, fi(0) = Pi, i = 1, 2 è
l = kn.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ,
êîãäà òî÷êè z1, z2 6= ∞, îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Ïóñòü â îêðåñòíîñòè íóëÿ pi ◦fi(ζ) = zi +rie
√−1αiζnj +o(ζnj ), ζ → 0,

i = 1, 2. Òîãäà â îêðåñòíîñòè íóëÿ îïðåäåëåíà è îäíîëèñòíà ôóíêöèÿ

z = z(ζ) = n1
√

pi ◦ f1(ζ)− z1 + z1 = z1 + n1

√
r1e

√−1α1ζ + o(ζ), (3.3)

ζ → 0, è p1 ◦ f1(ζ) = z1 + (z− z1)n1 = h(z), îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäå-
íèå 1), ãäå φ(z) = φ(z(ζ)) = f1(ζ).

Â îêðåñòíîñòè íóëÿ â ñèëó (3.1) è (3.3) èìååì

p2 ◦ g ◦ f1(ζ) = p2 ◦ g ◦ φ(z) = ψ(z) = z2 + a(z − z1)l+

+o((z − z1)l) = z2 + a
(
r1e

√−1α1

)l/n1

ζl + o(ζl), ζ → 0. (3.4)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê E � îäíîñâÿçíî, òî â ñèëó òåîðåìû 5.1 èç
[56], ãë. V, ñóùåñòâóåò òàêîå ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå h : E → E,
÷òî h(0) = 0 è êîììóòàòèâíà äèàãðàììà

- -

? ? ?

E M1

E M2 C- -

C

h g ψ

f1 p1

f2 p2

(3.5)

Ïîñêîëüêó h(0) = 0, òî h(ζ) = c · ζk + o(ζk), ζ → 0, ãäå c 6= 0,
k ≥ 1. Â ñèëó ëåììû Øâàðöà |c| = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
φ(ζ) = eiαζk, α ∈ R. Èç êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû (3.5) ñëåäóåò,
÷òî

p2 ◦ g ◦ f1(ζ) = p2 ◦ f2 ◦ h(ζ) = z2 + r2e
√−1α2cn2kζn2k + o(ζn2k), (3.6)

ζ → 0. Èç (3.4) è (3.6) ïîëó÷àåì l = n2k, ar
l/n
1 = |c|r2 ≤ r2, ïðè÷åì

ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà h(ζ) = e
√−1αζk. Çíà÷èò,

g ◦ f1(ζ) = f2 ◦ h(ζ) = f2 ◦ (e
√−1αζk), ζ ∈ E. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.1 Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.1 p2 ◦ g = p1, òî
r1 ≤ r2, ïðè÷åì ðàâåíñòâî r1 = r2 âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, êî-
ãäà g ◦ f1(ζ) = f2(e

√−1αζk), α ∈ R. Â ÷àñòíîñòè, åñëè σ1⊂→σ2, òî
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r(σ1) ≤ r(σ2), ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà
σ1 = σ2.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà 3.3 òàêæå áóäåò èñïîëüçîâàíà ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå èíäóêòèâíîñòè ìíîæåñòâà Ob(RP)(N). Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâó-
åò è áîëåå êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî èíäóêòèâíîñòè ýòîãî ìíîæåñòâà,
íå èñïîëüçóþùåå ëåììû 3.3 è ïðèâîäèìîå íèæå. Îäíàêî óòâåðæ-
äåíèå ëåììû 3.3, íà íàø âçãëÿä, ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé
èíòåðåñ.

Ëåììà 3.3 Ïóñòü A � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî,
{xα}, α ∈ A, � ñåìåéñòâî â Ob(RP)(N), ïðè÷åì α ≺ β òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà xα⊂→xβ. Òîãäà ìîæíî ïîäîáðàòü ìîðôèçìû
φβ

α : xα⊂→xβ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñèñòåìà {xα;φβ
α}A îáðàçîâûâà-

ëà ïðÿìîé ñïåêòð â êàòåãîðèè Ob(RP)(N).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî xα = σα = (M, P, p) � ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè íàä C,
α ∈ A. Ïóñòü m = ord(Pα, σα), ýòî ÷èñëî íå çàâèñèò îò α â ñèëó
ñëåäñòâèÿ 1.2. Åñëè m = 0, òî {xα; ψβ

α}A � ïðÿìîé ñïåêòð â ñèëó
ëåììû 1.2. Ïîýòîìó íåòðèâèàëüíûé ñëó÷àé èìååò ìåñòî ëèøü ïðè
m > 0. Ðàññìîòðèì òðè ñèòóàöèè.

a) Åñëè A êîíå÷íî, òî óòâåðæäåíèå ëåììû 3.3 î÷åâèäíî.
b) Åñëè A ñ÷åòíî, òî ïðåäñòàâèì A â âèäå ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ

âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ An. Â ñèëó a)
äëÿ ëþáîãî n ≥ 1 ñóùåñòâóþò ìîðôèçìû φ

(n)
αβ : σα⊂→σβ , α, β ∈ An,

α ≺ β, òàêèå, ÷òî φ
(n)
βγ ◦ φ

(n)
αβ = φ

(n)
αγ , α ≺ β ≺ γ, α, β, γ ∈ An.

Ïóñòü g : N → A2
+ = {(α, β)|α, β ∈ A, α ≺ β} � íåêîòîðàÿ áèåêöèÿ

è g(n) = (αn, βn), n ≥ 1. Îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {ik} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {i0} = 1, 2, 3, 4, . . . íàòóðàëüíûõ
÷èñåë ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü {ik−1} óæå îïðåäåëåíà. Òîãäà {ik}
� ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ik−1}, îáëàäàþùàÿ
ñâîéñòâîì: ìîðôèçìû φβk

αk
= φ

(ik)
αkβk

: σαk
⊂→σβk

íå çàâèñÿò îò ik. Ýòî
ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó ëåììû 1.2. Òîãäà {σα;φβ

α}A � ïðÿìîé ñïåêòð
â RP.

c) Îáùèé ñëó÷àé. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.1 è òåîðåìû 3.1 ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî âñå σα � ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà
è r(σα) < r(σβ) ïðè α ≺ β, α 6= β. Òîãäà ôóíêöèÿ h(α) = r(σα)
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îïðåäåëÿåò áèåêöèþ ìíîæåñòâà A íà ïîäìíîæåñòâî â R+, ïîýòîìó
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A ⊂ R+. Îïðåäåëèì òåïåðü σα íà çàìûêàíèè A
ìíîæåñòâà A â R+.

Ïóñòü α ∈ A\A è {αn} � ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ
îïðåäåëåííîñòè âîçðàñòàþùàÿ. Â ñèëó ï. b) ñóùåñòâóþò ìîðôèçìû
φm

n : σαn⊂→σαm , n ≤ m, òàêèå, ÷òî ñèñòåìà {σαn ;φm
n } îáðàçóåò ïðÿ-

ìîé ñïåêòð â êàòåãîðèè RP. Ïî ëåììå 3.1 ñóùåñòâóåò ïðåäåë {σ;φn}
ýòîãî ñïåêòðà. Èñïîëüçóÿ ëåììó 3.2 ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ïîëîæèòü
σα = σ, òî {σα}, α ∈ A, � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Òåïåðü
äëÿ ëþáîãî α ∈ R+ ïóñòü σα = σβ(α), ãäå β(α) = max{β ∈ A|β ≤ α}.
Ôóíêöèÿ h(α) = r(σα) ìîíîòîííà íà R+ ïî ñëåäñòâèþ 3.1, ñëåäî-
âàòåëüíî, ìíîæåñòâî D0 òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè h íå áîëåå, ÷åì
ñ÷åòíî. Ìíîæåñòâî D = D0 ∪ Q ñ÷åòíî è ïëîòíî â R+. Â ñèëó b)
îïðåäåëèì φβ

α : σα⊂→σβ , α < β, α, β ∈ D, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñè-
ñòåìà {σα; φβ

α}D îáðàçîâûâàëà ïðÿìîé ñïåêòð â RP. Îïðåäåëèì òå-
ïåðü φβ

α äëÿ ëþáûõ 0 < α < β. Ïóñòü ε ∈ R+\D, Dε = {α ∈ D|α < ε},
D′

ε = {α ∈ D|α > ε}, ïðè÷åì ïîðÿäîê â D′
ε ïðîòèâîïîëîæåí îáû÷-

íîìó. Òîãäà â ñèëó ëåììû 3.1 ñóùåñòâóåò ïðåäåë {σ∗ε ; φ∗α} ïðÿìîãî
ñïåêòðà {σα; φβ

α}Dε è ïðåäåë {σε∗;φα∗} îáðàòíîãî ñïåêòðà {σα; φβ
α}D′ε .

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ëåììû 3.2, ÷òî σ∗ε⊂→σε⊂→σε∗.
Êðîìå òîãî, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.1 è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè h â òî÷êå
ε èìååì

h(ε) = lim
α→ε−

h(α) ≤ r(σ∗ε ) ≤ r(σε) ≤ r(σε∗) ≤ lim
α→ε+

h(α) ≤ h(ε),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σ∗ε , σε è σε∗ ýêâèâàëåíò-
íû, ò. ê. r(σ∗ε ) = r(σε) = r(σε∗).

Òàê êàê äëÿ ëþáûõ α ∈ Dε è β ∈ D′
ε ñóùåñòâóåò φβ

α : xα⊂→xβ ,
ïðè÷åì ïðè α1, α2 ∈ Dε òàêèõ, ÷òî α1 < α2, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
φβ

α2
◦ φα2

α1
= φβ

α, òî â ñèëó óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà ïðåäåëà ïðÿìîãî
ñïåêòðà {σ∗ε ; φ∗α} ñóùåñòâóåò ìîðôèçì ηβ : σ∗ε⊂→σβ òàêîé, ÷òî φβ

α =
= ηβ ◦ φ∗α. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ηβ2 = φβ2

β1
◦ ηβ1 ïðè β1, β2 ∈ D,

β1 < β2, ïîýòîìó â ñèëó óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà îáðàòíîãî ñïåêòðà
{σε∗;φα∗} ñóùåñòâóåò ìîðôèçì η : σ∗ε⊂→σε∗ òàêîé, ÷òî ηβ = φβ∗ ◦ η.
Ïóñòü η∗ : σ∗ε⊂→σε è η∗ : σε⊂→σε∗ òàêèå ìîðôèçìû, ÷òî η = η∗ ◦ η∗.
Äëÿ ëþáîãî α ∈ D îïðåäåëèì ìîðôèçìû φε

α = η∗ ◦ φ∗α, α ∈ Dε,
φα

ε = φα∗ ◦ η∗, α ∈ D′
ε. Íàêîíåö, äëÿ ëþáûõ ε, ρ ∈ R+, ε < ρ, ïóñòü

φρ
ε = φρ

α ◦φα
ε , ãäå α � ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà D ∩ (ε, ρ). Íåòðóäíî
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ïðîâåðèòü, ÷òî φρ
ε îïðåäåëåíû êîððåêòíî è {σα; φβ

α} � ïðÿìîé ñïåêòð
â êàòåãîðèè RP, ÷òî äîêàçûâàåò ëåììó 3.3.

Òåïåðü ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.2 Ìíîæåñòâî Ob(RP)(N) èíäóêòèâíî ïî îòíîøå-
íèþ ïîðÿäêà ⊂→. Áîëåå òîãî, ëþáîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíî-
æåñòâî ìíîæåñòâà Ob(RP)(N) îáëàäàåò òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äàäèì äâà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2.
1) Åñëè {xα}α∈A � íåêîòîðîå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæå-

ñòâî â Ob(RP)(N), òî â ñèëó ëåììû 3.3 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èìååòñÿ
ïðÿìîé ñïåêòð {xα;φβ

α}A â RP(N). Ïóñòü {x;φα}A � ïðåäåë ýòîãî
ñïåêòðà, ñóùåñòâóþùèé â ñèëó ëåììû 3.1. Òîãäà x � âåðõíÿÿ ãðàíü
äëÿ {xα}α∈A, ïðè÷åì òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü â ñèëó ëåììû 3.2.

2) Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî xα = σα � ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè ãèïåðáî-
ëè÷åñêîãî òèïà íàä C, α ∈A. Ïóñòü r = supα∈A r(σα). Åñëè r = r(σα)
äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ A, òî x = σα � èñêîìûé ýëåìåíò. Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} â A
òàêàÿ, ÷òî limn→∞ r (σαn) = r. Åñëè ψn : σαn⊂→σαn+1 � íåêîòîðûå
ìîðôèçìû, n ≥ 1, òî ïóñòü ïðè m > n

φm
n = ψm−1 ◦ ψm−2 ◦ . . . ◦ ψn : σαn⊂→σαm .

Òîãäà {σαn ;φm
n }� ïðÿìîé ñïåêòð â êàòåãîðèèRP(N). Åñëè {σ; φn}�

ïðåäåë ýòîãî ñïåêòðà, òî φn : σαn⊂→σ. Äëÿ ëþáîãî α ∈ A ñóùåñòâó-
åò n ∈ N òàêîå, ÷òî r (σαn) > r(σα), ïîýòîìó â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.1
σα⊂→σαn . Ñëåäîâàòåëüíî, σα⊂→σ, ò. å. σ � âåðõíÿÿ ãðàíü äëÿ {σα}α∈A.
Â ñèëó ëåììû 3.2 σ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ äëÿ {σαn}α∈A,
à ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ {σα}α∈A. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòî-
ðîå, ïî-ñóùåñòâó, åñòü ëåììà Öîðíà â Ob(RP)(N).

Òåîðåìà 3.3 Ëþáîå èíäóêòèâíîå ìíîæåñòâî â Ob(RP)(N) îá-
ëàäàåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíèì ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì.

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, íå èñïîëüçóþùåå
àêñèîìó âûáîðà.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ÏóñòüA� íåêîòîðîå èíäóêòèâíîå ìíîæå-
ñòâî, ñîäåðæàùååñÿ â Ob(RP)(N). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû A � ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè íàä C. Åñëè
A ñîäåðæèò ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, òî ñóùå-
ñòâîâàíèå ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà â A ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1.
Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå σ ∈ A èìåþò ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï.
Ôèêñèðóåì σ1 ∈ A è ïóñòü A1 = {σ ∈ A | σ1⊂→σ},

r1 = sup
σ∈A1

r(σ)/(1 + r(σ)).

Âûáåðåì σ2 ∈ A1 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

h1 = r(σ2)/(1 + r(σ2)) < r1 − 1.

Ïóñòü òåïåðü ïîñòðîåíû ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σ1, σ2, . . . , σn−1,
n ≥ 2. Ïóñòü An−1 = {σ ∈ A | σn−1⊂→σ},

rn = sup
σ∈An−1

r(σ)/(1 + r(σ)).

Âûáåðåì σn ∈ An−1 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

hn = r(σn)/(1 + r(σn)) < rn − 1/n.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σn}, îáëàäàþùóþ ñâîé-
ñòâîì: σ1⊂→σ2⊂→· · ·⊂→σn⊂→· · · . Òîãäà A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ · · · è
r1 ≥ r2 ≥ · · · ≥ rn ≥ · · · . Êðîìå òîãî, h1 ≤ h2 ≤ · · · ≤ hn ≤ · · · .

Ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {rn} è
{hn} îãðàíè÷åíû, çíà÷èò, ñõîäÿòñÿ. Òàê êàê rn − 1/n ≤ hn ≤ rn,
òî h = limn→∞ hn = limn→∞ rn = r. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî A èí-
äóêòèâíî è {σn} � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â A, òî
ñóùåñòâóåò σ ∈ A òàêîå, ÷òî σn⊂→σ äëÿ ëþáîãî n ≥ 1. Ïîêàæåì,
÷òî σ � ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A. Ïðåäïîëîæèì ïðî-
òèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò τ ∈ A òàêîé, ÷òî σ⊂→τ , σ 6= τ .
Ïîñêîëüêó σn⊂→σ äëÿ ëþáîãî n ≥ 1, òî τ ∈ An, n ≥ 1, ïîýòîìó
r(τ)/(1 + r(τ)) ≤ rn, n ≥ 1. Çíà÷èò, r(τ)/(1 + r(τ)) ≤ r. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, σn⊂→σ⊂→τ , ïîýòîìó

hn = r(σn)/(1 + r(σn)) ≤ r(σ)/(1 + r(σ)) ≤ r(τ)/(1 + r(τ))
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â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.1, îòêóäà r(τ)/(1 + r(τ)) ≥ h = r. Ñëåäîâàòåëüíî,
r(τ)/(1 + r(τ)) = h = r, à ýòî âîçìîæíî, åñëè òîëüêî èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî r(σ)/(1 + r(σ)) = r(τ)/(1 + r(τ)), îòêóäà r(σ) = r(τ). Èç
ñëåäñòâèÿ 3.1 ïîëó÷àåì, ÷òî σ = τ � ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà 3.3 äî-
êàçàíà.

Èç òåîðåì 3.2 è 3.3 ñëåäóåò ðåçóëüòàò, êîòîðûé, ïî-ñóùåñòâó, óñòà-
íîâëåí Áîõíåðîì [109].

Òåîðåìà 3.4 Äëÿ ëþáîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ ∈ Ob(RP)(N)
ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò σ1 â Ob(RP)(N) òàêîé, ÷òî
σ⊂→σ1.

Îïèøåì ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû â Ob(RP)(N). Ìàêñèìàëüíîñòü
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ = (M, P, p) ìîæåò èìåòü ìåñòî ïî äâóì
ïðè÷èíàì: èç-çà íåïðîäîëæàåìîñòè àáñòðàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõ-
íîñòè M èëè èç-çà íåïðîäîëæàåìîñòè ïðîåêöèè.

Íàïîìíèì (ñì., íàïð., [203]), ÷òî àáñòðàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõ-
íîñòü M íàçûâàåòñÿ ïðîäîëæàåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò àáñòðàêòíàÿ
ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü M1 è èíúåêòèâíîå ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå
g : M → M1 òàêîå, ÷òî g(M) 6= M1. Ïðè ýòîì M1 íàçûâàåòñÿ ïðî-
äîëæåíèåì M . Åñëè M íå èìååò ïðîäîëæåíèé, òî îíà íàçûâàåòñÿ
íåïðîäîëæàåìîé.

Íàçîâåì îáëàñòü Q â M âûðåçàííîé, åñëè Q ïîäîáíà îäíîëèñòíîé
è ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ êðèâàÿ γ â M èëè íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîå
÷èñëî äóã {γn} ñ êîíöàìè íà èäåàëüíîé ãðàíèöå, ðàçáèâàþùèå M
íà äâå ÷àñòè, îäíîé èç êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ Q. Íàçîâåì âûðåçàííóþ
îáëàñòü Q â M ïðàâèëüíî âûðåçàííîé, åñëè Q âûðåçàíà îäíîé êðèâîé
èëè äóãîé γ1.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûðåçàííàÿ (ïðàâèëüíî âûðåçàííàÿ) ÷àñòü Q
â M èìååò ñïëîøíóþ âíóòðåííþþ ãðàíèöó , åñëè Q îäíîñâÿçíà è äëÿ
ëþáîãî êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ îáëàñòè Q íà åäèíè÷íûé êðóã
E äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà B òî÷åê èç ∂E, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì
|γ1|, èìååò ëèíåéíóþ ìåðó íîëü. Àíàëîãè÷íî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
Q èìååò ïëîòíóþ âíóòðåííþþ ãðàíèöó , åñëè ìíîæåñòâî B âñþäó
ïëîòíî íà ∂E.

Â ýòèõ òåðìèíàõ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó, óòâåðæäåíèå
êîòîðîé, ïî-ñóùåñòâó, ïðèíàäëåæèò Ãåéíñó [143] (ñì. òàêæå [109],
[179]�[181], [189], [202], [203]).
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Òåîðåìà 3.5 Àáñòðàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íåïðîäîë-
æàåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ ïðàâèëüíî âûðåçàííàÿ
îáëàñòü Q â M èìååò ñïëîøíóþ âíóòðåííþþ ãðàíèöó.

Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : Q → N íàçîâåì êâàçèñòåïåííûì,
åñëè ϕ ïðåäñòàâèìî â âèäå ϕ(P ) = [ψ(P )]n + a, ãäå ψ : Q → C �
èíúåêòèâíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ,
êîíñòàíòû n ∈ N, a ∈ C.

Äëÿ N = C ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3.6 1) Åñëè ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ = (M, P, p) ìàêñè-
ìàëüíà â Ob(RP), òî ïðîåêöèÿ p íå ÿâëÿåòñÿ êâàçèñòåïåííîé íè â
êàêîé âûðåçàííîé ÷àñòè, êîòîðàÿ íå èìååò ïëîòíóþ âíóòðåííþþ
ãðàíèöó.

2) Åñëè σ íå ìàêñèìàëüíà, òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà
îäíîñâÿçíàÿ âûðåçàííàÿ ÷àñòü, íå èìåþùàÿ ñïëîøíóþ âíóòðåííþþ
ãðàíèöó, â êîòîðîé p � êâàçèñòåïåííîå îòîáðàæåíèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1) Ïóñòü σ ìàêñèìàëüíà â Ob(RP) è Q �
âûðåçàííàÿ ÷àñòü â M , êîòîðàÿ íå èìååò ïëîòíóþ âíóòðåííþþ ãðà-
íèöó. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ϕ = p|Q íå ÿâëÿåòñÿ êâàçèñòåïåííûì
îòîáðàæåíèåì. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ϕ(P ) = [ψ(P )]n + a,
ãäå ψ : Q → C � èíúåêòèâíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Ðàññìîò-
ðèì äâà ñëó÷àÿ.

a) Ïóñòü ñíà÷àëà Q íåîäíîñâÿçíà. Òîãäà ψ(Q) òàêæå íåîäíîñâÿç-
íà. Ïóñòü Γ � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàíèöû îáëàñòè ψ(Q) è G � îä-
íîñâÿçíàÿ îáëàñòü â C, ñîäåðæàùàÿ ψ(Q), ãðàíèöà êîòîðîé ñîâïàäàåò
ñ Γ. Ðàññìîòðèì ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü τ = (G, S, h), ãäå S = ψ(P ),
h(z) = zn + a, z ∈G. Ïóñòü τ1 = (ψ(Q), S, h|ψ(Q). Òîãäà ìîðôèçìû
j : τ1⊂→τ , ψ−1 : τ1⊂→σ, ãäå j(z) = z, z ∈ ψ(Q), óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ ãðàíè÷íîé ñêëåéêè. Åñëè σ1 ïîëó÷àåòñÿ èç σ è τ1 ñêëåèâàíèåì
îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìîâ j è ψ−1, òî σ⊂→σ1. Íî σ 6= σ1, òàê êàê
τ1⊂→σ1, íî τ1⊂→σ. Ñëåäîâàòåëüíî, σ íå ìàêñèìàëüíà â Ob(RP).

b) Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà Q îäíîñâÿçíà. Òîãäà äëÿ ëþ-
áîãî êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ g îáëàñòè Q íà åäèíè÷íûé êðóã E
ñóùåñòâóåò äóãà ξ = {e

√−1 θ : |θ − θ0| < δ} ⊂ ∂E\B, ãäå δ > 0. Çíà-
÷èò, ôóíêöèÿ g1 = ψ ◦ g−1 îñóùåñòâëÿåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå
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åäèíè÷íîãî êðóãà E íà îáëàñòü G = ψ(Q). Ïóñòü h(exp(
√−1 θ0)) �

ïðîñòîé êîíåö îáëàñòè G, ñîîòâåòñòâóþùèé exp(
√−1 θ0) ïðè îòîáðà-

æåíèè h. Â ñèëó [46], òåîðåìà 9.3, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî öåïü ñå÷åíèé
(ðàçðåçîâ) {δm} îáëàñòè G, îïðåäåëÿþùèõ h(exp(

√−1 θ0)), ëåæèò íà
êîíöåíòðè÷åñêèõ ñôåðè÷åñêèõ îêðóæíîñòÿõ {z|dC(z, z0) = rm}, ðà-
äèóñû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m, ñêà-
æåì, ïðè m ≥ m0, ñå÷åíèå îáëàñòè G èìååò êîíöû â äîñòèæèìûõ
ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ãðàíèöû ∂G, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì exp(iαm)
è exp(iβm) ∈ ξ.

Ôèêñèðóåì m ≥ m0. Ïóñòü dm � òà èç ïîäîáëàñòåé, íà êîòîðûå
ðàçáèâàåò îáëàñòü G äóãà δm, êîòîðàÿ ñîäåðæèò äóãè δk, k ≥ m.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî S = h(P ) ∈ dm. Îïðåäåëèì ðèìàíîâû ïîâåðõ-
íîñòè τ = (K, S, h), ãäå K = {z|dC(z, z0) < rm}, h(z) = zn + a, z ∈ G,
è τ1 = (dn, S, h|dn

). Òîãäà ìîðôèçìû j : τ1⊂→τ , ψ−1 : τ1⊂→σ, ãäå
j(z) = z, z ∈ ψ(Q), óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ãðàíè÷íîé ñêëåéêè, ïðè-
÷åì τ⊂→σ. Êàê è â ñëó÷àå a), ýòî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè σ â
Ob(RP). Ñëåäîâàòåëüíî, ψ íå êâàçèñòåïåííàÿ â Q, è óòâåðæäåíèå 1)
äîêàçàíî.

2) Åñëè σ íå ìàêñèìàëüíà, òî ïóñòü σ′ = (M ′, P ′, p′) 6= σ � òàêàÿ
ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîðôèçì j : σ⊂→σ′. Ôèêñè-
ðóåì òî÷êó P0 ∈ ∂j(M). Åñëè n = ord(P0, σ

′), òî â ñèëó ëåììû 1.1
ñóùåñòâóåò ε > 0 è ìîðôèçì i òàêèå, ÷òî i : Kn(z0, ε)⊂→σ′. Ðàññìîò-
ðèì ëþáóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà D = i(E)∩ j(M). Åñëè
ãðàíèöà D íå ñâÿçíà, òî ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå ∂D â âèäå îáú-
åäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ A1 è A2. Ïóñòü
γ � ïðîñòàÿ êðèâàÿ, ðàçäåëÿþùàÿ A1 è A2. Òîãäà γ ðàçáèâàåò D íà
äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ Q1 ⊂ i(E) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî âûðåçàí-
íîé ÷àñòüþ â M . Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå p êâàçèñòåïåííîå â Q1.

Åñëè æå ãðàíèöà D ñâÿçíà, òî D îäíîñâÿçíà. Äîêàæåì, ÷òî Q =
= j−1(D) íå èìååò ñïëîøíóþ âíóòðåííþþ ãðàíèöó. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå. Ãðàíèöà Q â M ñîñòîèò èç íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîãî ÷èñëà
äóã α1, . . . , αk, . . ., êîòîðûå ïåðåõîäÿò â äóãè β1, . . . , βk, . . . åäèíè÷-
íîé îêðóæíîñòè ∂E ïðè îòîáðàæåíèè i−1 ◦ j. Òàê êàê i(E) → j(M),
òî D1 = i−1(D) � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â E, íå ñîâïàäàþùàÿ ñ E.
Ïóñòü ζ0 ∈ E � äîñòèæèìàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà îáëàñòè D1. Îòîáðà-
çèì êîíôîðìíî D1 íà åäèíè÷íûé êðóã E ôóíêöèåé g. Òàê êàê Q
ïî ïðåäïîëîæåíèþ èìååò ñïëîøíóþ âíóòðåííþþ ãðàíèöó, òî äóãàì
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α1, . . . , αk, . . . ïðè îòîáðàæåíèè g ◦ i−1 ◦ j ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî
òî÷åê B, äîïîëíåíèå êîòîðîãî èìååò ëèíåéíóþ ìåðó íîëü. Ïðîäîë-
æàÿ îòîáðàæåíèå g ïî ïðèíöèïó ñèììåòðèè ÷åðåç äóãè β1, . . . , βk, . . .,
ïîëó÷àåì îäíîëèñòíîå îòîáðàæåíèå g1. Ïðèìåíÿÿ ê ôóíêöèè (g1)−1

òåîðåìó Ïåíëåâå (ñì., íàïð., [46]), óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî îíà ïðî-
äîëæàåòñÿ äî ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè h â C. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî
h îäíîëèñòíî è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì îòîáðà-
æåíèåì. Çíà÷èò, (g1)−1(E) = E, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî òî÷êà
ζ0 ∈ E ∩ ∂(g1)−1(E). Òåîðåìà 3.6 äîêàçàíà.



ÃËÀÂÀ 2. ÐÈÌÀÍÎÂÛ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ,
ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÅ ÊÐÈÂÛÌÈ

�4. Îáîáùåííûé ïðèíöèï àðãóìåíòà.
Êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòûå êðèâûå.

Ïóñòü M = M ∪ ∂M � êîìïàêòíîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ
íåïóñòûì êðàåì ∂M , îòîáðàæåíèå p : M → N , ãäå N � àáñòðàêòíàÿ
ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì (â ñìûñëå Ñòîèëîâà),
ò.å. îòêðûòûì è èçîëèðîâàííûì. Òîãäà, êàê èçâåñòíî, îòîáðàæåíèå
p = p|M èíäóöèðóåò íà M êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó, îòíîñèòåëüíî
êîòîðîé p ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì è σ = (M, p) åñòü
ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàä N . Ïóñòü α1, α2, . . . , αν � ïðîñòûå çà-
ìêíóòûå êðèâûå, îáõîäÿùèå êîìïîíåíòû êðàÿ ∂M â ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè è β1 = p(α1), . . . , βν = p(αν) � èõ ïðîåêöèè. Òîãäà, äî-
ïóñêàÿ âîëüíîñòü ðå÷è, áóäåì ãîâîðèòü,÷òî ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ
îãðàíè÷åíà êðèâûìè β1, . . . , βν . Ïàðó σ = (M, p) áóäåì íàçûâàòü êà-
íîíè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì σ, âûçâàííûì ïðèñîåäèíåíèåì êðàÿ. Î÷å-
âèäíî, ÷òî σ îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî ýê-
âèâàëåíòíîñòè: åñëè σi = (M i, pi), i = 1, 2, � äâà òàêèõ ðàñøèðåíèÿ,
òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : M1 → M2 òàêîé, ÷òî êîììóòàòèâíà
äèàãðàììà

M1 M2

N

h

p2

-

¡
¡¡ª

@
@@Rp1

ïðè÷åì h|M = idM . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà σ = (M, p) åñòü ðèìà-
íîâà ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì íàä N , îãðàíè÷åííàÿ êðèâûìè β1, . . . , βν .

Ïðè ðàññìîòðåíèè ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé, îãðàíè÷åííûõ êðè-
âûìè, åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ñëåäóþùèå çàäà÷è.

Çàäà÷à 4.1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ îãðà-
íè÷åíà êðèâûìè β1, . . . , βν . Íàéòè ñâÿçü ìåæäó òîïîëîãè÷åñêèìè
õàðàêòåðèñòèêàìè ïîâåðõíîñòè σ è êðèâûõ β1, . . . , βν .

Çàäà÷à 4.2 Ïóñòü çàäàíû êðèâûå β1, . . . , βν íà N . Ñóùåñòâóåò
ëè ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ, îãðàíè÷åííàÿ êðèâûìè β1, . . . , βν?
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Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èññëåäóåì çàäà÷ó 4.1. Ñíà÷àëà óñòàíîâèì
òåîðåìó î ñâÿçè ÷èñëà ëèñòîâ ïîâåðõíîñòè σ íàä äâóìÿ ïðîèçâîëüíû-
ìè òî÷êàìè a, b ∈ N\

ν⋃
j=1

|βj |, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñâîåîáðàçíûì îáîá-

ùåíèåì êëàññè÷åñêîãî ïðèíöèïà àðãóìåíòà. Ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì
íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ.

Ïóñòü òî÷êà a ∈ N . Òîãäà ÷èñëî ëèñòîâ σ íàä òî÷êîé a åñòü

nσ(a) =
∑

p(P )=a

[ord(P, σ) + 1]. (4.1)

Ïóñòü êðèâûå ω1, ω2 íà N íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, ò.å. êîíöû
êðèâîé ωi, åñëè ωi íå çàìêíóòà, íå ëåæàò íà ωj ïðè i 6=j. Òîãäà ÷åðåç
κ(ω1, ω2) îáîçíà÷èì èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ ω1 è ω2 (ñì. [43],
�73). Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 4.1 Ïóñòü σ = (M, p) � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàä N ,
îãðàíè÷åííàÿ êðèâûìè βj, j = 1, . . . , ν, à òî÷êè a, b ∈ N\

ν⋃
j=1

|βj |.
Òîãäà âåëè÷èíû nσ(b) è nσ(a) êîíå÷íû è

nσ(b)− nσ(a) =
ν∑

j=1

κ(βj , ω) (4.2)

ãäå ω � ëþáàÿ êðèâàÿ â N , ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè a è b.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 4.1 îáîáùàåò îäèí ðåçóëüòàò Ýçåëëÿ è
Ìàðêñà [125] íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ïîâåðõíîñòè N è ãðàíè÷íûõ
êðèâûõ β1, . . . , βν .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1) Óñòàíîâèì, ÷òî ôóíêöèÿ nσ(a), îïðå-
äåëåííàÿ ôîðìóëîé (4.1), êîíå÷íà è ëîêàëüíî ïîñòîÿííà â N\

ν⋃
j=1

|βj |
(ñì. òàêæå [4]). Ïóñòü σ = (M, p) � êàíîíè÷åñêîå ðàñøèðåíèå σ, âû-
çâàííîå ïðèñîåäèíåíèåì êðàÿ. Òàê êàê îòîáðàæåíèå p àíàëèòè÷íî,
ïðîîáðàç p−1(a) � äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ N .
Åñëè a ∈ N\

ν⋃
j=1

|βj |, òî p−1(a) êîìïàêòíî, òàê êàê ñîâïàäàåò ñ çà-

ìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì êîìïàêòà M . Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî
p−1(a) = {a1, . . . , ak} êîíå÷íî.
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Èç ëåììû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò îáîáùåííûå ni-ëèñòíûå
êðóãè Ki = (E, 0, gi) è ìîðôèçìû ψi : Ki⊂→σ(ai), i = 1, . . . , k. Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p ◦ gi(E) = G íå çàâèñèò
îò i, i = 1, . . . , k. Äëÿ ëþáîé òî÷êè b ∈ G\{a} ìíîæåñòâî p−1(b)
ñîäåðæèò ìíîæåñòâî

⋃k
i=1

(
p|gi(E)

)−1 (b). Òàê êàê
⋃k

i=1

(
p|gi(E)

)−1 (b)

ñîäåðæèò ðîâíî ni òî÷åê, òî nσ(b) ≥ card p−1(b) ≥
k∑

i=1

ni = nσ(a).

Äîêàæåì, ÷òî nσ(b) = nσ(a) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} â G òà-
êàÿ, ÷òî bn → a, n → ∞, è nσ(bn) > nσ(a). Îòñþäà âûòåêàåò ñó-
ùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {b′n} â M\⋃k

i=1 ψi(E) òàêîé, ÷òî
p(b′n) = bn, n ≥ 1. Òàê êàê M êîìïàêòíî, òî ñóùåñòâóåò ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {b′nk

}, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå a′ ∈ M . Íî
òîãäà bnk

= p(b′nk
) → a, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî p(a′) = a. Çíà÷èò,

a′ ∈ ⋃k
i=1 gi(E), è òàê êàê ýòî ìíîæåñòâî îòêðûòî, òî b′nk

∈ ⋃k
i=1 gi(E)

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k.
Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî nσ(a) åñòü ëîêàëüíî ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ

â N\⋃ν
j=1 |βj |. Îäíîâðåìåííî èç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïðîåê-

öèÿ p(V ) ìíîæåñòâà òî÷åê âåòâëåíèÿ V ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ
äèñêðåòíî â N , ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a, b 6∈ p(V ).

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî êðèâûå β1, . . . , βν ìîæíî ñ÷èòàòü àíàëèòè-
÷åñêèìè è ëîêàëüíî ïðîñòûìè. Ïî òåîðåìå î âîðîòíèêå (ñì., íàïð.,
[56], ñ. 319) ó êàæäîé êîìïîíåíòû êðàÿ |αi| ïîâåðõíîñòè M ñóùå-
ñòâóåò îêðåñòíîñòü Vi, ãîìåîìîðôíàÿ êîëüöó {z ∈ C| r ≤ |z| ≤ R},
0 < r < R < ∞. Ïóñòü α̃i � ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ êðè-
âàÿ â

◦
V i \V , ñâîáîäíî ãîìîòîïíàÿ êðèâîé αi â Vi, à Wi ÿâëÿåòñÿ

÷àñòüþ Vi, îãðàíè÷åííîé êðèâûìè αi è (α̃)−. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
Wi íàñòîëüêî ìàëîé, ÷òî Wi ∩ p−1({a, b}) = ∅, i = 1, . . . , ν. Òîãäà,
óäàëÿÿ èç M âîðîòíèêè Wi, i = 1, . . . , ν, ïîëó÷àåì ðèìàíîâó ïîâåðõ-
íîñòü σ′ íàä N , îãðàíè÷åííóþ àíàëèòè÷åñêèìè ëîêàëüíî ïðîñòûìè
êðèâûìè β̃i = p(α̃i), i = 1, . . . , ν. ßñíî, ÷òî êðèâûå β̃i ìîæíî ñ÷èòàòü
ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè. Èç (4.1) ñëåäóåò, ÷òî

nσ(a) = nσ′(a), nσ(b) = nσ′(b), (4.3)

à òàê êàê αi ñâîáîäíî ãîìîòîïíà α̃i, òî βi = p(αi) ñâîáîäíî ãîìîòîïíà
β̃i = p(α̃i), i = 1, . . . , ν. Èç ñâîéñòâ èíäåêñà ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ
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ñëåäóåò, ÷òî

κ(βi, ω) = κ(β̃i, ω), i = 1, . . . , ν. (4.4)

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ôîðìóëó (4.2) äëÿ ñëó÷àÿ àíàëèòè÷å-
ñêèõ ãðàíè÷íûõ êðèâûõ.

3) Èòàê, ñ÷èòàåì, ÷òî βi àíàëèòè÷íû, ëîêàëüíî ïðîñòû è ïîïàð-
íî ðàçëè÷íû. Ïðîâîäÿ åùå ðàç ðàññóæäåíèÿ ï.2, íàéäåì êðèâûå β̃i,
êîòîðûå àíàëèòè÷íû, ëîêàëüíî ïðîñòû, ïîïàðíî ðàçëè÷íû è îãðà-
íè÷èâàþò ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü σ′ = (M ′, p′), ïðè÷åì èìåþò ìåñòî
ñîîòíîøåíèÿ (4.3) è (4.4). Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî

nσ′(b)− nσ′(a) =
ν∑

j=1

κ(β̃j , ω).

Îòìåòèì, ÷òî êðèâûå βi è β̃j ìîæíî ñ÷èòàòü ðàçëè÷íûìè äëÿ ëþ-
áûõ i, j. Òîãäà â ñèëó èçâåñòíîãî ñâîéñòâà àíàëèòè÷åñêèõ êðèâûõ
ìíîæåñòâî Λ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ è ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ βi, β̃i,
i = 1, . . . , ν, íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íî.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ñóììà
ν∑

j=1

κ(β̃j , ω) íå çàâèñèò îò âûáîðà êðè-

âîé ω. Äåéñòâèòåëüíî, öèêë
ν∑

j=1

β̃j ãîìîëîãè÷åí íóëþ, òàê êàê ÿâëÿ-

åòñÿ îáðàçîì ãðàíèöû
ν∑

j=1

αj â M ïðè îòîáðàæåíèè p. Åñëè ω1 è ω2 �

äâå êðèâûå, ñîåäèíÿþùèå òî÷êè a è b, òî ω1ω
−
2 åñòü öèêë, à ïîñêîëü-

êó èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ öèêëîâ çàâèñèò òîëüêî îò èõ ãîìîëîãè÷åñêèõ
êëàññîâ, òî

0 = κ(0, ω1, ω
−
2 ) = κ(

ν∑

j=1

β̃j , ω1, ω
−
2 ) =

ν∑

j=1

[κ(β̃j , ω1)− κ(β̃j , ω2)],

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Òàê êàê ìíîæåñòâî Λ êîíå÷íî è p(V ) äèñêðåòíî, òî ìîæíî íàéòè

ïðîñòóþ êðèâóþ ω, ñîåäèíÿþùóþ â N òî÷êè a è b, ïåðåñåêàþùóþ
êðèâûå β̃1, . . . , β̃ν òðàíñâåðñàëüíî â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê b1, . . . , bm

ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó N\
(⋃ν

j=1 |βj | ∪ p(V ) ∪ Λ
)
. Èñïîëüçóÿ
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ðàññóæäåíèÿ ï. 1), íàéäåì ó òî÷åê bi ñâÿçíûå îêðåñòíîñòè Ui, òàêèå,
÷òî p−1(Ui) åñòü äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå îêðåñòíîñòåé U

(j)
i òî÷åê

b
(j)
i , ãäå {b(j)

i , j = 1, . . . , ki} = p−1(Ui), ïðè÷åì p|
U

(j)
I

ãîìåîìîðôíî
îòîáðàæàåò U

(j)
i íà Ui, j = 1, . . . , ki, ò. ê. bj 6∈ p(V ).

Òàê êàê bj 6∈ Λ, òî ñðåäè òî÷åê b
(j)
i , j = 1, . . . , ki, ðîâíî îäíà

òî÷êà, ñêàæåì b
(1)
i , ëåæèò íà ∂M ′ =

ν⋃
j=1

|α̃j |. Ïóñòü b
(1)
i ∈ |α̃l(i)|, òîãäà

bi ∈ |β̃l(i)|. Óìåíüøàÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè Ui, ìîæíî äîáèòüñÿ
òîãî, ÷òîáû Ui íå ñîäåðæàëà òî÷åê êðèâûõ β̃j ïðè j 6= l(i), à êðèâàÿ
β̃l(i) ðàçáèâàëà Ui íà äâå ÷àñòè U ′

i è U ′′
i , ïðè÷åì U ′

i ëåæèò ¾ñëåâà¿
îò β̃l(i). Òîãäà ÿñíî, ÷òî

⋃ki

j=2 U
(j)
i ⊂ M ′ è êðèâàÿ αl(i) ðàçáèâàåò

U
(1)
i íà äâå ÷àñòè Ũ ′

i è Ũ ′′
i , ïðè÷åì p(Ũ ′

i) = U ′
i , p(Ũ ′′

i ) = U ′′
i . Çíà÷èò,

(p′)−1(U) = Ũ ′
i

⋃ (⋃ki

j=2 U
(j)
i

)
, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ

òî÷åê a′ ∈ U ′
i , a′′ ∈ U ′′

i ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà nσ′(a′) = ki + 1,
nσ′(a′′) = ki, îòêóäà

nσ′(a′)− nσ′(a′′) = 1, a′ ∈ U ′
i , a′′ ∈ U ′′

i . (4.5)

Ïðåäñòàâèì, íàêîíåö, ω â âèäå ω = ω1ω
′
1ω2ω

′
2 . . . ωmω′mωm+1, ãäå ωi

íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ êðèâûìè β̃j , à ω′i ëåæèò â Ui è ïåðåñåêàåò
⋃ν

j=1 |β̃j |
â åäèíñòâåííîé òî÷êå bi, i = 1, . . . , m. Ïóñòü êîíöû êðèâîé ωi åñòü ai

è bi, a1 = a, bm+1 = b. Î÷åâèäíî, ÷òî κ(β̃j , ωi) = 0, j = 1, . . . , ν, i =
= 1, . . . , m. Ïîñêîëüêó, êàê ïîêàçàíî â ï. 1) ôóíêöèÿ nσ′(a) ëîêàëüíî
ïîñòîÿííà âíå íîñèòåëåé êðèâûõ β̃j , j = 1, . . . , ν, òî nσ′(ai) = nσ′(bi),
i = 1, . . . ,m + 1. Íåòðóäíî âèäåòü â ñèëó (4.5), ÷òî

nσ′(ai+1)− nσ′(bi) = κ(β̃l(i), ω
′
i) =

ν∑

j=1

κ(β̃j , ω
′
i).

Ñëåäîâàòåëüíî,

nσ′(b)− nσ′(a) = nσ′(bm+1)− nσ′(a1) =

=
m+1∑

i=1

[nσ′(bi)− nσ′(ai)] +
m∑

i=1

[nσ′(ai+1)− nσ′(bi)] =
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=
m∑

i=1

[nσ′(ai+1)− nσ′(bi)] =
m∑

i=1

ν∑

j=1

κ(β̃j , ω
′
i) =

=
ν∑

j=1

(
m∑

i=1

κ(β̃j , ω
′
i) +

m+1∑

i=1

κ(β̃j , ωi)

)
=

ν∑

j=1

κ(β̃j , ω).

Òåîðåìà 4.1 äîêàçàíà.

Íèæå ìû óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ñóììàðíîé êðàòíîñòüþ òî÷åê σ
è õàðàêòåðèñòèêàìè ãðàíè÷íûõ êðèâûõ (� 5). Ââåäåì ïîíÿòèå ãðà-
íè÷íîé òî÷êè âåòâëåíèÿ. Ïóñòü σ = (M, p) îãðàíè÷åíà êðèâûìè
β1, . . . , βν è σ = (M, p) � ðàñøèðåíèå σ, âûçâàííîå ïðèñîåäèíåíè-
åì êðàÿ. Êðàòíîñòüþ âåòâëåíèÿ σ â òî÷êå P ∈ M íàçîâåì ÷èñëî
ord(P, σ) = inf(A ∪ {∞}), ãäå A = {n ∈ N| ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü
U òî÷êè P â M , â êîòîðîé p òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî (n + 1)-é
ñòåïåíè íåïðåðûâíîãî èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : U → C}. Åñ-
ëè n = ord(P, σ) > 0, òî íàçîâåì P òî÷êîé âåòâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè
σ ïîðÿäêà n, âíóòðåííåé, åñëè P ∈ M , è ãðàíè÷íîé, åñëè P ∈ ∂M.
ßñíî, ÷òî äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê îïðåäåëåíèå ord(P, σ) ñîâïàäàåò ñ
ââåäåííûì ðàíåå.

Ïóñòü V (σ) =
∑

P∈M

ord(P, σ) � ñóììàðíàÿ êðàòíîñòü òî÷åê âåòâ-

ëåíèÿ σ, âíóòðåííèõ è ãðàíè÷íûõ. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îïèñàíèå
êëàññîâ ãðàíè÷íûõ êðèâûõ β1, . . . , βν , äëÿ êîòîðûõ V (σ) < ∞, êàêî-
âà áû íè áûëà ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííàÿ ýòèìè êðèâû-
ìè. Îäíèì èç òàêèõ êëàññîâ, ïðè÷åì äîñòàòî÷íî øèðîêèì, ÿâëÿåòñÿ
êëàññ êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòûõ êðèâûõ, êîòîðûé â ñëó÷àå N = C
áûë ââåäåí â [4].

Ïóñòü β � êðèâàÿ â N ñ ïðåäñòàâëåíèåì z : [0, 1] → N . Íàçîâåì
β êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòîé, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè t ∈ [0, 1] ñóùå-
ñòâóåò åå îêðåñòíîñòü W òàêàÿ, ÷òî z|W òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî
(n + 1)-é ñòåïåíè íåêîòîðîãî èíúåêòèâíîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæå-
íèÿ h : W → C, ãäå n ∈ N � íåêîòîðîå ÷èñëî. Åñëè β çàìêíóòà, òî
àíàëîãè÷íîìó óñëîâèþ äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ïåðèîäè÷åñêîå ïðî-
äîëæåíèå z̃ : [0, 1] → N îòîáðàæåíèÿ z.

Ïóñòü β � çàìêíóòàÿ êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòàÿ êðèâàÿ â N . Äëÿ
ëþáîãî t ∈ [0, 1] ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî At = {n ∈ N | ∃ îêðåñòíîñòü
W òî÷êè t â R òàêàÿ, ÷òî z|W ýêâèâàëåíòíî (n + 1)-é ñòåïåíè íåêî-
òîðîãî èíúåêòèâíîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ h : W → C}. Ïóñòü
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nt = min At. Íàçîâåì òî÷êó êðèâîé β, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðàìåò-
ðó t, òî÷êîé ïîðÿäêà nt, ïðè÷åì îñîáîé, åñëè nt > 0, è ïðîñòîé, åñëè
nt = 0. Òàê êàê ñòåïåííîå îòîáðàæåíèå z 7→ zn ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî
ãîìåîìîðôíûì â C çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, òî÷êè z = 0, òî
ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 4.1 Ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê êâàçè- ëîêàëüíî
ïðîñòîé êðèâîé â N íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íî.

Îïðåäåëèì èíäåêñ Óèòíè w(β) çàìêíóòîé êâàçè- ëîêàëüíî ïðî-
ñòîé êðèâîé β â C (ñì. [4], [5]).

Äëÿ ýòîãî ââåäåì îïåðàöèþ âäàâëèâàíèÿ äëÿ êâàçè- ëîêàëüíî
ïðîñòîé êðèâîé β íà ñôåðå C. Ïóñòü òî÷êà P ïðèíàäëåæèò çàìêíó-
òîé äóãå êðèâîé β, ïðè÷åì:
à) âñå òî÷êè äóãè α ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìî-
æåò, òî÷êè P èíäåêñà n ≥ 0;
á) êîíöû äóãè α ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè òî÷êàìè β.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ äóãà γ â C, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êî-
îðäèíàò è ãîìåîìîðôèçì f : U → C, ãäå U � îêðåñòíîñòü íóëÿ â C
òàêèå, ÷òî α = f ◦ h(γ), ãäå h(z) = zn+1, z ∈ C. Ïóñòü γ1 � ïðîñòàÿ
çàìêíóòàÿ äóãà â C, èìåþùàÿ òå æå íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ òî÷êè,
÷òî è γ, òàêàÿ, ÷òî
1) êðèâàÿ γ(γ1)− ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé æîðäàíîâîé îáëàñòè G â C, ïðè-
÷åì h(G) ⊂ U ,
2) ñóùåñòâóåò äóãà α′ êðèâîé β, ñîäåðæàùàÿ âíóòðè ñåáÿ äóãó α
òàêàÿ, ÷òî f ◦ h(G) ∩ (|α′|\|α|) = ∅.
Îáîçíà÷èì α1 = f◦h(γ1). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êðèâàÿ β1, ïîëó÷åííàÿ
èç β çàìåíîé äóãè α íà äóãó α1, ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì âäàâëèâàíèÿ
êðèâîé β âäîëü äóãè α.

Åñëè òî÷êà P ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíîé òî÷êîé çàìêíóòîé êðèâîé β,
òî âäàâëèâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ñëåäóåò òîëüêî
ñìåñòèòü íà÷àëî êðèâîé β, ïðîèçâåñòè âäàâëèâàíèå, à çàòåì ïåðåíå-
ñòè íà÷àëüíóþ òî÷êó â îäíó èç òî÷åê äóãè α1.

Åñëè â óñëîâèè 1) âìåñòî êðèâîé γ(γ1)− ïîñòàâèòü γ1γ
−, òî ñî-

îòâåòñòâóþùóþ îïåðàöèþ íàçîâåì îïåðàöèåé âûäàâëèâàíèÿ êðèâîé
β âäîëü äóãè α. Ñîîòâåòñòâóþùóþ îáëàñòü f ◦ h(G) áóäåì íàçûâàòü
îáëàñòüþ âäàâëèâàíèÿ (âûäàâëèâàíèÿ).



�4. Îáîáùåííûé ïðèíöèï àðãóìåíòà. Êâàçè- ëîêàëüíî. . . 49

Òåïåðü îïðåäåëèì èíäåêñ Óèòíè w(β). Äëÿ ãëàäêîé êðèâîé β, íå
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ∞, õàðàêòåðèñòèêà w(β) åñòü ÷èñëî îáîðî-
òîâ êàñàòåëüíîé ïðè îáõîäå êðèâîé. Äëÿ ëîêàëüíî ïðîñòîé êðèâîé
w(β) � ÷èñëî îáîðîòîâ äîñòàòî÷íî ìàëîé õîðäû (ñì. [64]). Â ñëó-
÷àå êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòîé êðèâîé β îñóùåñòâèì êîíå÷íîå ÷èñëî
âûäàâëèâàíèé â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê êðèâîé β. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì ëîêàëüíî ïðîñòóþ êðèâóþ β̃, è ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì
w(β) = w(β̃). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî.

Äàäèì êîíñòðóêòèâíóþ õàðàêòåðèñòèêó çàìêíóòûõ êâàçè- ëî-
êàëüíî ïðîñòûõ êðèâûõ. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ⊂ Z. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç d(A) ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ n òàêèõ, ÷òî n ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì
íåêîòîðîãî m ∈ A. Ïóñòü k+A = {k+m | m ∈ A}. Ââåäåì ìíîæåñòâî
QLP (N) çàìêíóòûõ êðèâûõ γ â N , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:
a) γ îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì z : [0, 1] → N , 1-ïåðèîäè÷åñêîå ïðî-
äîëæåíèå êîòîðîãî z̃ ëîêàëüíî èíúåêòèâíî çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü
ìîæåò, êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê F (γ) = {t1, . . . , tn} ∈ [0, 1).
b) Äëÿ êàæäîé òî÷êè t ∈ F (γ) ñóùåñòâóåò ε0 > 0 òàêîå, ÷òî z̃(τ) 6=
6= z̃(t) ïðè 0 < |τ − t| < ε0.
c) Ïóñòü ε ∈ (0, ε0) è íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî z̃([t − ε, t + ε]) ëåæèò â
îäíîñâÿçíîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè z̃(t) è

φj(τ) = Arg[h ◦ z̃(τ)], j = 1, 2, (4.6)

ãäå h : U → C � íåêîòîðîå íåïðåðûâíîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå,
ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ, òàêîå, ÷òî h(z̃(t)) = 0, à âåòâè ôóíêöèè
Arg âûáðàíû ïðè j = 1, 2, íåïðåðûâíûìè íà ó÷àñòêàõ T1 = [t− ε, t)
è T2 = (t, t + ε] ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

Lkj(ε) = {l ∈ Z | ∃τ1 ∈ Tk, τ2 ∈ Tj , τ1 6= τ2 :

z̃(τ1) 6= z̃(τ2); φ(τ2)− φ(τ1) = 2πl}, (4.7)

k, j = 1, 2, è

L(m) = N\
⋂
ε>0

d (L11(ε) ∩ L22(ε) ∩ (m + L12(ε))) , (4.8)

ãäå m ∈ Z. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî òàêîå m, ÷òîáû ìíîæå-
ñòâî L(m) áûëî íåïóñòî.
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Òåîðåìà 4.2 Êëàññ QLP(N) ñîâïàäàåò ñ êëàññîì çàìêíóòûõ
êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòûõ êðèâûõ â N . Åñëè z : [0, 1] → N � ïðåä-
ñòàâëåíèå êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòîé êðèâîé γ, òî èíäåêñ îñîáîé òî÷-
êè êðèâîé γ, ñîîòâåòñòâóþùåé çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà t, îïðåäåëÿåò-
ñÿ ïî ôîðìóëå nt = −1 + min∪m∈ZL(m).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü γ � êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòàÿ
êðèâàÿ â N , z : [0, 1] → N � åå ïðåäñòàâëåíèå ñ ïåðèîäè÷åñêèì
ïðîäîëæåíèåì z̃ : R → N è t � íåêîòîðàÿ îñîáàÿ òî÷êà êðèâîé γ.
Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå h ìàëîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè z̃(t) â C òàêîå, ÷òî h(z̃(t)) = 0, ïðè÷åì

h(z̃(τ)) = (g(τ))n, (4.9)

ãäå g : W → C� íåïðåðûâíîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå îêðåñòíîñòè
W = (t−ε, t+ε) òî÷êè t â C. Ïóñòü U � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îòêðûòàÿ
îêðåñòíîñòü òî÷êè w = 0 è C òàêàÿ, ÷òî U ∩g(W ) ñâÿçíî. Òîãäà g(W )
ðàçáèâàåò U íà äâå ÷àñòè U1 è U2. Òàê êàê U1 íå ñîäåðæèò íà÷àëà
êîîðäèíàò, òî â U1 îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íàÿ âåòâü ôóíêöèè ω = Ln ζ.
Ïóñòü β1 è β2 � äóãè íà ∂U1, îïðåäåëÿåìûå îòîáðàæåíèÿìè g|T1 è
g|T2 ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê |β1| ∩ |β2| = ∅, òî â ïëîñêîñòè ω = Ln ζ
äóãàì β1 è β2 ñîîòâåòñòâóþò äâå ïðîñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ äóãè γ1

è γ2, ïðè÷åì íà |γ1| ∩ |γ2| íåò òî÷åê, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà
íà 2πq

√−1, q ∈ Z. Â ïëîñêîñòè w = nω = n Ln ζ äóãàì γ1 è γ2

ñîîòâåòñòâóþò äóãè δ1 è δ2, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè
w = n Ln g|Tj , j = 1, 2. Ïóñòü ôóíêöèè φj îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëå
(4.6). Òîãäà â ñèëó (4.9) èìååì φj(τ) = Im{n Ln g(τ)} = Im wj(τ) +
+2πlj , τ ∈ Tj , äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë lj ∈ Z, j = 1, 2, ïîñêîëüêó âåòâü
àðãóìåíòà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëà, êðàòíîãî 2π.

Èç (4.7) è òîãî ôàêòà, ÷òî íà |δ1| ∪ |δ2| íåò òî÷åê, îòëè÷àþùèõñÿ
íà 2πqn

√−1, q ∈ Z, ñëåäóåò, ÷òî

n 6= d(L11(ε)), n 6= d(L22(ε)) è n 6= d(m + L12(ε)), (4.10)

ãäå m = l1− l2. Òàê êàê ìíîæåñòâà Lkj(ε) óâåëè÷èâàþòñÿ ïðè óìåíü-
øåíèè ε, òî èç (4.8) ñëåäóåò, ÷òî n = nt ∈ L(m). Çíà÷èò, L(m) 6= ∞.
Ïîñêîëüêó ýòî âåðíî äëÿ ëþáîé òî÷êè t, òî γ ∈ QLP (N). Ïðè ýòîì
äîêàçàíî, ÷òî nt ≥ −1 + min

⋃
m∈Z L(m), t ∈ [0, 1).
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Îáðàòíî, ïóñòü γ ∈ QLP (N) è n = min
⋃

m∈Z L(m). Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ñóùåñòâóåò m òàêîå, ÷òî n ∈ L(m). Ó÷èòûâàÿ ìîíîòîííîñòü
ìíîæåñòâ Lkj(ε) ïî ε, çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 èìååò
ìåñòî (4.10). Ïóñòü δ1 è δ2 � äóãè â ïëîñêîñòè w ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè

wj = Ln(h ◦ z̃)|Tj
= (ln |h ◦ z̃|+√−1 φj)|Tj

, i = 1, 2.

Òîãäà |δ1|
⋃ |δ2| íå ñîäåðæèò òî÷åê, îòëè÷àþùèõñÿ íà 2πqn

√−1,
q ∈ Z. Çíà÷èò, êðèâàÿ β ñ ïðåäñòàâëåíèåì ζ(τ) = exp(wj(τ)/n),
τ ∈ Tj , ζ(τ) = 0, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé. Ïîýòîìó γ � êâàçè- ëîêàëüíî
ïðîñòàÿ êðèâàÿ è èíäåêñ nt ≤ n− 1 = −1 + min

⋃
m∈Z L(m). Çíà÷èò,

nt = −1 + min
⋃

m∈Z L(m) è òåîðåìà 4.2 äîêàçàíà.

Ïðèâåäåì òåïåðü óòâåðæäåíèÿ, ÷àñòî èñïîëüçóåìûå â äàëüíåé-
øåì.

Ëåììà 4.1 Ïóñòü D � îáëàñòü â C è L � æîðäàíîâà äóãà â D,
ðàçáèâàþùàÿ D íà äâå ÷àñòè D1 è D2. Åñëè îòîáðàæåíèå f : D → C
íåïðåðûâíî â D, íå ïåðåâîäèò íèêàêîé êîíòèíóóì íà L â òî÷êó,
ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì â êàæäîé èç îáëàñòåé Di è ñîõðàíÿþùèì
îðèåíòàöèþ, òî îòîáðàæåíèå f � âíóòðåííåå â D.

Ýòî êîíêðåòèçàöèÿ òåîðåìû Þ. Þ. Òðîõèì÷óêà ([97], ñ. 84). Äëÿ
ëîêàëüíî îäíîëèñòíûõ îòîáðàæåíèé àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñôîð-
ìóëèðîâàí Ô. Ã. Àâõàäèåâûì [1].

Ïðèìåíèì ëåììó 4.1 ê ñêëåèâàíèþ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé íàä
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ N .

Òåîðåìà 4.3 Ïóñòü σi = (M i, pi) � ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè íàä
N ñ êðàÿìè ∂Mi, i = 1, 2, ïðè÷åì íà σi ñóùåñòâóåò êðèâàÿ αi,
îáõîäÿùàÿ îäíó èç êîìïîíåíò êðàÿ ∂Mi â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè, i = 1, 2, è âûïîëíåíî óñëîâèå p1(α1) = p2(α

−
2 ) = β. Åñëè M

ïîëó÷àåòñÿ èç íåñâÿçíîé ñóììû M1 t M2 îòîæäåñòâëåíèåì òî-
÷åê êðàÿ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò îäíà è òà æå òî÷êà êðèâîé β,
è îòîáðàæåíèå p : M → N ñîâïàäàåò ñ pi íà M i, òî (M, p) �
ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì íàä N .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Pi ∈ |αi|, i = 1, 2, � òàêèå òî÷êè,
êîòîðûå ïðîåêòèðóþòñÿ â îäíó è òó æå òî÷êó Q êðèâîé β. Ïóñòü
D1 = {z ∈ C : |z| < 1, Im z ≥ 0}, D2 = {z ∈ C : |z| < 1, Im z ≤ 0} è
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hi : Di → M i, i = 1, 2, � íåïðåðûâíûå èíúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ,
òàêèå, ÷òî hi(0) = Pi, hi((−1, 1)) ⊂ ∂Mi, i = 1, 2. Òîãäà gi = hi|(−1,1)

åñòü ïðåäñòàâëåíèå êðèâîé αi, i = 1, 2, ïîýòîìó p1 ◦ g1 è p2 ◦ g2

ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè êðèâîé β, ò. å. îòëè÷àþòñÿ íà íåêîòî-
ðûé ãîìåîìîðôèçì â ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ íóëÿ. Òàêèì îáðàçîì, áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p1 ◦ g1(t) = p2 ◦ g2 ◦ h(t),
−1 < t < 1, ïðè÷åì h((−1, 1)) = (−1, 1). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
H(x, y) = (h(x), y), |x| < 1, y ∈ R. Ïóñòü D̃1 = H(D1). Òîãäà â îá-
ëàñòè D = D̃1 ∪ D2 îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå h̃ : D → M , êîòîðîå
çàäàåò íåêîòîðûé ëîêàëüíûé ïàðàìåòð â îêðåñòíîñòè òî÷êè P ∈ M ,
â êîòîðóþ ïåðåõîäÿò òî÷êè P1 è P2. Îòîáðàæåíèå p â òåðìèíàõ ýòîãî
ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà èìååò âèä p◦h̃ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåì-
ìû 4.1. Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå p ◦ h̃ ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì, ïîýòîìó è
p � âíóòðåííåå. Íàêîíåö, p èíäóöèðóåò íà M êîìïëåêñíóþ ñòðóê-
òóðó ñ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè N , ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.4 ([5]). Ïóñòü ρ � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî,
β1, . . . , βν � çàìêíóòûå êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòûå êðèâûå â C. Òîãäà
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(1) Ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ = (M, p) íàä C ðîäà ρ,
îãðàíè÷åííàÿ êðèâûìè β1, . . . , βν .

(2) Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü
σ áåç âíóòðåííèõ òî÷åê âåòâëåíèÿ.

(3) Åñëè êðèâûå β1, . . . , βν ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ïðîñòûìè, òî
ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü áåç ãðàíè÷íûõ òî-
÷åê âåòâëåíèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèÿ (1) è (3) äîêàçàíû â [5]
Ô. Ã. Àâõàäèåâûì. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî èçìåíåííûå èõ äîêàçàòåëü-
ñòâà, à òàêæå óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü (2).

Ïðåäâàðèòåëüíî óñòàíîâèì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 4.2. Ïóñòü β � çàìêíóòàÿ êâàçè- ïðîñòàÿ êðèâàÿ â C.
Òîãäà ñóùåñòâóåò äâóñâÿçíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ = (M, p) íàä
C ðîäà íóëü è ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ α íà M , ðàçäåëÿþùàÿ M ,
òàêàÿ, ÷òî p(α) = β. Åñëè β ëîêàëüíî ïðîñòà, òî ìîæíî ïîñòðî-
èòü òàêóþ ïîâåðõíîñòü áåç òî÷åê âåòâëåíèÿ.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàïèøåì óðàâíåíèå β â âèäå

z = h(e
√−1 t), 0 ≤ t ≤ 2π.

Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè h ñ åäèíè÷íîé îê-
ðóæíîñòè äî âíóòðåííåãî ïî Ñòîèëîâó îòîáðàæåíèÿ h̃ êðóãîâîãî
êîëüöà {1 − δ < |ζ| < 1 + δ}, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî îäíî-
ëèñòíûì êðîìå òî÷åê åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèõ îñî-
áûì òî÷êàì êðèâîé β. Òîãäà h̃ áóäåò èíäóöèðîâàòü â êîëüöå êîì-
ïëåêñíóþ ñòðóêòóðó ñ ïëîñêîñòè, ïðåâðàùàÿ åãî â èñêîìóþ ðèìà-
íîâó ïîâåðõíîñòü. ßñíî, ÷òî âìåñòî ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè, çàäàí-
íîé íà îêðóæíîñòè, ìîæíî èñêàòü 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f(t) = h(e

√−1 t), çàäàííîé íà ïðÿìîé R.
Ðàññìîòðèì ãîìåîìîðôèçì f : A → f(A) ⊂ R2 çàìêíóòîãî ìíî-

æåñòâà A ⊂ R2 íà ñâîé îáðàç. Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè ñëîâà
¾íà ñâîé îáðàç¿ áóäåì îïóñêàòü.

Â ñèëó èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î ïðîäîëæåíèè ãîìåîìîðôèçìîâ
(ñì., íàïð., [52], ñ. 527) â ñëó÷àå, åñëè A � çàìêíóòàÿ äóãà, ëþ-
áîé ãîìåîìîðôèçì A ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî ãîìåîìîðôèçìà âñåé
ïëîñêîñòè íà ñåáÿ. Ïðèìåíÿÿ ýòîò ôàêò, ïîñëåäîâàòåëüíî óñòàíîâèì
ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.

1) Ëþáîé ãîìåîìîðôèçì îòðåçêà [a, b] ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí
äî ãîìåîìîðôèçìà âñåé ïëîñêîñòè, ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ.

2) Ïóñòü Q = [a, b] × [0, 1] è S � ÷àñòü ãðàíèöû Q, ñîcòîÿùàÿ
èç íèæíåãî îñíîâàíèÿ è âåðòèêàëüíûõ ñòîðîí. Òîãäà ëþáîé ãîìåî-
ìîðôèçì S ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî ãîìåîìîðôèçìà Q, ñîõðà-
íÿþùåãî îðèåíòàöèþ. Äåéñòâèòåëüíî, S ãîìåîìîðôíî îòðåçêó.

3) Ëþáîé ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì f îòðåçêà [a, b] ìîæåò áûòü
ïðîäîëæåí äî ëîêàëüíîãî ãîìåîìîðôèçìà Q, ñîõðàíÿþùåãî îðèåí-
òàöèþ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî τ ∈ [a, b]
ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε = ε(τ) > 0 òàêîå, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèç-
ìîì íà A ∩Bε(τ), ãäå Bε(τ) = (τ − ε, τ + ε). Ïóñòü δ � ÷èñëî Ëåáåãà
ïîêðûòèÿ [a, b] ⊂ ∪τ∈[a,b]Bε(τ). Ôèêñèðóåì ðàçáèåíèå

a = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = b

îòðåçêà [a, b] ñ äèàìåòðîì ìåíüøèì, ÷åì δ/2 òàê, ÷òîáû
f(tk−1) 6= f(tk), 1 ≤ k ≤ n. (4.11)
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Ïîëîæèì äëÿ óäîáñòâà t−1 = a, tn+1 = b. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k,
0 ≤ k ≤ n, â ñèëó 1) ñóùåñòâóåò ïðîäîëæåíèå íà âñþ ïëîñêîñòü ãî-
ìåîìîðôèçìà f |[tk−1,tk+1] äî ãîìåîìîðôèçìà gk, ñîõðàíÿþùåãî îðè-
åíòàöèþ.

Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî s > 0 ïóñòü ìíîæåñòâî A = As åñòü
¾ãðåáåíêà¿, ïîëó÷àþùàÿñÿ îáúåäèíåíèåì îòðåçêà [a, b] è âåðòèêàëü-
íûõ îòðåçêîâ Vk äëèíû s, íèæíèå êîíöû êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ òî÷-
êàìè tk, 0 ≤ k ≤ n. Îïðåäåëèì íà A íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå g òàê,
÷òîáû íà [a, b] îíî ñîâïàäàëî ñ f , à íà Vk � ñ gk, 0 ≤ k ≤ n. Èñïîëü-
çóÿ (4.11), ìîæåì, óìåíüøàÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè s, ñ÷èòàòü, ÷òî
ìíîæåñòâà g(Vk−1) è g(Vk) íå ïåðåñåêàþòñÿ, 1 ≤ k ≤ n. Òîãäà g ÿâëÿ-
åòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ [tk−1, tk] ∪ Vk−1 ∪ Vk.
Â ñèëó 2) g ìîæíî ïðîäîëæèòü íà [a, b] × [0, s] òàê, ÷òî íà êàæäîì
[tk−1, tk]× [0, s] ýòî ïðîäîëæåíèå ãîìåîìîðôíî è ñîõðàíÿåò îðèåíòà-
öèþ. Â ñèëó ëåììû 4.1 ýòî ïðîäîëæåíèå g̃ îíî ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì
ãîìåîìîðôèçìîì íà [a, b]× [0, s], çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, òî÷åê
tk, 1 ≤ k ≤ n− 1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî g̃ ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíî â òî÷êàõ
tk, çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû îðèåíòèðóåì êðèâóþ C ñ ïðåäñòàâëåíèåì

f(t), a ≤ t ≤ b, (4.12)

ñ÷èòàÿ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âîçðàñòàíèþ
ïàðàìåòðà t, òî êðèâûå Ck ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè g(tk +

√−1 t), 0 ≤
t ≤ s ïîäõîäÿò ê íåé ñëåâà â òî÷êàõ f(tk). Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè
èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ (tk−1, tk)× (0, s) è (tk, tk+1)× (0, s), äîñòàòî÷íî
áëèçêèå ê tk, îòîáðàæàþòñÿ ôóíêöèåé g̃ â òî÷êè, ëåæàùèå ïî ðàçíûå
ñòîðîíû îò êðèâîé Ck. Îòñþäà ñëåäóåò ëîêàëüíàÿ îäíîëèñòíîñòü g̃
â òî÷êàõ tk.

Ñóïåðïîçèöèÿ g̃ ñ ðàñòÿæåíèåì âäîëü îñè îðäèíàò äàåò íóæíîå
îòîáðàæåíèå.

4) Ðàññìîòðèì òåïåðü îòîáðàæåíèå f îòðåçêà [a, b], êîòîðîå
ëîêàëüíî îäíîëèñòíî çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà âíóòðåííèõ
òî÷åê τj îòðåçêà [a, b], â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ îíî ÿâëÿåòñÿ ñóïåð-
ïîçèöèåé íåêîòîðîãî ãîìåîìîðôèçìà φj è ñòåïåííîãî îòîáðàæåíèÿ

wj(z) = f(τj) + (z − φj(τj))nj , nj > 1. (4.13)

Òîãäà f ìîæíî ïðîäîëæèòü äî îòîáðàæåíèÿ f̃ ïðÿìîóãîëüíèêà Q,
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êîòîðîå ëîêàëüíî îäíîëèñòíî çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, òî-
÷åê τj, â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ f̃ ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ãîìåî-
ìîðôèçìà è îòîáðàæåíèÿ (4.13).

Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ï. 3), âûáåðåì ε íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî-
áû â ε-îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè îòðåçêà [a, b] îòîáðàæåíèå f áûëî
ëèáî îäíîëèñòíûì, ëèáî (â ñëó÷àå òî÷åê τj) ñóïåðïîçèöèåé ãîìåî-
ìîðôèçìà è îòîáðàæåíèÿ (4.13). Âûáåðåì ðàçáèåíèå

a = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = b

îòðåçêà [a, b] ñ äèàìåòðîì, ìåíüøèì ε, òàê, ÷òîáû òî÷êè τj íå ÿâëÿ-
ëèñü òî÷êàìè ðàçáèåíèÿ, îáðàçû f(tk) íå ñîâïàäàëè ñ òî÷êàìè f(τj)
è âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (4.11). Êàê è â ï. 3), ïðîäîëæèì f íà ¾ãðå-
áåíêó¿ As äî îòîáðàæåíèÿ g, ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíîãî íà As çà èñ-
êëþ÷åíèåì òî÷åê τj . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g îäíîëèñòíî íà çóáüÿõ
¾ãðåáåíêè¿ è ñîîòâåòñòâóþùèå çóáüÿì êðèâûå ïîäõîäÿò ¾ñëåâà¿ ê
êðèâîé C c óðàâíåíèåì (4.12). Åñëè [tk−1, tk] 3 τj , òî íà [tk−1, tk] ∪
Vk−1 ∪ Vk îïðåäåëåí ãîìåîìîðôèçì ψj òàêîé, ÷òî (ψj)nj = g ýòîì
ìíîæåñòâå. Ïðîäîëæèì ψj äî ãîìåîìîðôèçìà Φj íà [tk−1, tk]× [0, s],
òîãäà (Ψj)nj äàåò ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè g â ýòîò ïðÿìîóãîëüíèê. Åñ-
ëè æå [tk−1, tk] íå ñîäåðæèò òî÷åê tj , òî ïðîäîëæèì g â [tk−1, tk]×[0, s]
äî ãîìåîìîðôèçìà Fk, êàê è â ï. 3). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì èñêîìîå
îòîáðàæåíèå f̃ â Q, êîòîðîå ðàâíî (Ψj)nj â [tk−1, tk] × [0, s], åñëè
[tk−1, tk] 3 τj äëÿ íåêîòîðîãî τj è Fk â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 4.2. Ðàññìîòðèì 2π-ïåðèîäè-
÷åñêîå îòîáðàæåíèå f îòðåçêà [0, 2π], êîòîðîå ëîêàëüíî îäíîëèñòíî
íà ëþáîì îòðåçêå ïðÿìîé çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê
τj , îêðåñòíîñòè êîòîðûõ f ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé íåêîòîðîãî ãî-
ìåîìîðôèçìà è îòîáðàæåíèÿ (4.13). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f ëîêàëüíî
îäíîëèñòíî â òî÷êå 0. Îñóùåñòâèì êàê â ï. 4) ïðîäîëæåíèå f ñ îòðåç-
êà [−ε, 2π+ε] äî îòîáðàæåíèÿ f̃ , âêëþ÷èâ â òî÷êè ðàçáèåíèÿ òî÷êè 0
è 2π. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f̃ íà çóáüÿõ ðåøåòêè, èñõîäÿùèõ
èç ýòèõ òî÷åê óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ g(iy) = g(2π + iy), 0 ≤ y ≤ s.
Ñóæàÿ îòîáðàæåíèå f̃ íà ïðÿìîóãîëüíèê [0, 2π]× [0, s] è áåðÿ åãî 2π-
ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå, ïîëó÷àåì ïðîäîëæåíèå îòîáðàæåíèÿ f
â ïîëîñó R× [0, s].

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðîäîëæèòü f â ïîëîñó R×[−s, 0]. Îáúåäèíÿÿ
îáà ïðîäîëæåíèÿ, ïîëó÷àåì 2π-ïåðèîäè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ïîëîñû,



56 Ãëàâà 2

ëîêàëüíî îäíîëèñòíîå çà èñêëþ÷åíèåì îñîáûõ òî÷åê τj , êîòîðîå ÿâ-
ëÿåòñÿ èñêîìûì. Ëåììà 4.2 äîêàçàíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î (1) è (3). Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé îä-
íîé êðèâîé β è ρ = 0. Èç ëåììû 4.2 è åå äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò, ÷òî
ìîæíî ïîñòðîèòü ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü σ, îãðàíè÷åííóþ êðèâîé β
è íåêîòîðîé àíàëèòè÷åñêîé êðèâîé β1, êîòîðàÿ íå èìååò âíóòðåííèõ
òî÷åê âåòâëåíèÿ è èìååò ãðàíè÷íûå òî÷êè âåòâëåíèÿ ðàçâå ëèøü â
îñîáûõ òî÷êàõ êðèâîé β. Ïî òåîðåìå Ìîðñà-Ãåéíñà ([64], ñ. 95) ñóùå-
ñòâóåò ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ1, îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé β−1 . Ñêëåèâàÿ
σ è σ1 âäîëü êîìïîíåíò êðàÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûì β1 è β−1 , ïî-
ëó÷èì èñêîìóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü.

Åñëè æå êðèâûõ β1, . . . , βν íåñêîëüêî, òî âûáåðåì ïðîñòûå äóãè
α2, . . . , αν òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè èìåëè îáùóþ òî÷êó z1 íà |β1|,
êîíöåâàÿ òî÷êà zj êðèâîé αj ëåæàëà íà |βj |, êðèâàÿ βj ïðîõîäèëà
òîëüêî îäèí ðàç ÷åðåç zj , ýòà òî÷êà ÿâëÿëàñü òî÷êîé ëîêàëüíîé ïðî-
ñòîòû äëÿ βj , êðèâàÿ αj ïîäõîäèëà ê β1 è βj ñëåâà â ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ òî÷êàõ è êðèâàÿ γ0 = gi

∏ν
j=2 αjγjα

−
j ÿâëÿëàñü êâàçè- ëîêàëüíî

ïðîñòîé. Ñòðîÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åí-
íóþ γ, è îòîæäåñòâëÿÿ ãðàíè÷íûå äóãè, ñîîòâåòñòâóþùèå αj è α−j ,
ïîëó÷àåì íóæíóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííóþ β1, . . . , βν

ðîäà íóëü. Ðîä ïîâåðõíîñòè ìîæíî óâåëè÷èòü äî çàäàííîãî ïîäêëå-
èâàíèåì ïîëíûõ ëèñòîâ ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âäîëü
íåêîòîðûõ ðàçðåçîâ, ñêëåèâàÿ áåðåãà ðàçðåçà ¾êðåñò-íàêðåñò¿.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î (2). Óñòàíîâèì, ÷òî âñåãäà ìîæíî ïîñòðî-
èòü ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü σ = (M, p) íàä C ðîäà ρ, îãðàíè÷åííóþ
êðèâûìè β1, . . . , βν , áåç âíóòðåííèõ òî÷åê âåòâëåíèÿ.

Ïóñòü σ = (M,p) � íåêîòîðàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàä C ðîäà
ρ, îãðàíè÷åííàÿ êðèâûìè β1, . . . , βν . Â ñèëó òåîðåìû 2 èç [4] ÷èñëî
òî÷åê âåòâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè σ êîíå÷íî (ñì. òàêæå òåîðåìó 5.2 íè-
æå). Åñëè âíóòðåííèõ òî÷åê âåòâëåíèÿ íåò, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî.
Åñëè æå òàêèå òî÷êè P1, . . . , Pn åñòü, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ord(Pi, σ) = 1, i = 1, . . . , n.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ord(Pi, σ) = k−1 > 1, òî èç ëåììû 1.1 ñëåäó-
åò, ÷òî ñóùåñòâóþò k-ëèñòíûé êðóã Kk(z0, ε), z0 = p(Pi) è ìîðôèçì
j : Kk(z0, ε) ⊂ ⊂→σ(Pi). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó a ∈ (0, 1).
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Ïóñòü

f1(ζ) =





z(ζ) + z0

1− z(ζ)z0
, z0 6= ∞;

1/z(ζ), z0 = ∞,

ãäå

z(ζ) = tg ε
ζ(ζk−1 − a)
1− aζk−1

.

Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü K(1) = (E, f1) îãðàíè÷åíà, êàê è Kk(z0, ε),
k-êðàòíî îáõîäèìîé ñôåðè÷åñêîé îêðóæíîñòüþ {dC(z, z0) = ε}, ïî-
ýòîìó, âûðåçàÿ èç σ îáðàç Kk(z0, ε) ïðè îòîáðàæåíèè j è ïðèêëåè-
âàÿ âìåñòî íåãî K(1), ñ ó÷åòîì òåîðåìû 4.3, ïîëó÷àåì ðèìàíîâó ïî-
âåðõíîñòü, îãðàíè÷åííóþ òåìè æå êðèâûìè β1, . . . , βν , íî ó êîòîðîé
âìåñòî îäíîé òî÷êè âåòâëåíèÿ ïîðÿäêà (k − 1) èìååòñÿ (k − 1) òî÷-
êà âåòâëåíèÿ ïîðÿäêà 1. Ïðîäåëûâàÿ ïîäîáíóþ îïåðàöèþ ñî âñåìè
òî÷êàìè âåòâëåíèÿ, ïîëó÷àåì ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü ñ âíóòðåííèìè
òî÷êàìè âåòâëåíèÿ ïîðÿäêà 1.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ëþáóþ âíóòðåííþþ òî÷êó âåòâëåíèÿ ðè-
ìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ ìîæíî âûâåñòè íà ãðàíèöó, íå ìåíÿÿ ðîä
ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü P0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà âåòâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè
σ è j : K2(z0, ε)⊂→σ(P0) � íåêîòîðûé ìîðôèçì. Òàê êàê äâóëèñò-
íûé êðóã K2(z0, ε) = (E, 0, f), ãäå f èìååò âèä (1.1) è n = 2, òî
f(−ζ) = f(ζ), ζ ∈ E. Ïóñòü V = {P ∈ M | ord(P, σ) > 0} � ìíîæåñòâî
âíóòðåííèõ òî÷åê âåòâëåíèÿ σ è V1 = p−1(p(V )). Â ñèëó êîíå÷íîñòè
ìíîæåñòâà V è òåîðåìû 4.1 ìíîæåñòâî V1 êîíå÷íî. Çíà÷èò, êîíå÷íî
ìíîæåñòâî f−1(V1) ⊂ E, è áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî îíî íå ñîäåðæèò òî÷åê âåùåñòâåííîé îñè. Âûáåðåì íà ∂M
òî÷êó Q 6∈ V1 è ñîåäèíèì òî÷êè Q1 = f(1/2) è Q êðèâîé δ1, ëåæàùåé
â M\V1, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè Q. Ïóñòü z : [0, 1] → C � ïðåäñòàâ-
ëåíèå êðèâîé p(α). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ω = {t ∈ (0, 1] | ñóùå-
ñòâóåò ïîäíÿòèå wt ïóòè z : [0, t] → C íà σ èç òî÷êè Q2 = f(−1/2)}.
Òàê êàê p ëîêàëüíî èíúåêòèâíî â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè Q2, òî
t0 = sup(Ω) > 0. Ïðè ýòîì âîçìîæíî íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
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à) t0 < 1. Òàê êàê ìíîæåñòâî Ω îòêðûòî â [0, 1], òî t0 6∈ Ω. Ïóñòü

C(wt0 , t0) = {P ∈ M | ∃{tn} ↗ t0 : lim
n→∞

wt0(tn) = P}.

Èñïîëüçóÿ àíàëîã òåîðåìû 1.1 èç [46] äëÿ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé,
çàêëþ÷àåì, ÷òî C(wt0 , t0) åñòü êîíòèíóóì èëè òî÷êà. Íî

p(C(wt0 , t0)) = {z ∈ C | ∃{tn} ↗ t0 : lim
n→∞

z(tn) = z} = {z(t0)}

åñòü îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå p ÿâëÿåòñÿ
èçîëèðîâàííûì, ò. å. íèêàêîé êîíòèíóóì íå ïåðåâîäèò â òî÷êó, òî
ìíîæåñòâî C(wt0 , t0) ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè S. ßñíî, ÷òî S ∈ ∂M ,
èíà÷å áû ñóùåñòâîâàëî òàêîå ïîäíÿòèå ïóòè z : [t0, t0 + ε] → C èç
òî÷êè S äëÿ íåêîòîðîãî ìàëîãî ε > 0, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî
t0 = sup(Ω). Ïóñòü η : [0, 1] → C � ïðåäñòàâëåíèå êðèâîé α òàêîå, ÷òî
p(η) = z. Ðàññìîòðèì êðèâûå αt0 è γt0 ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè η|[0,t0] è
wt0 . Ïóñòü ω1 è ω2 � êðèâûå ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè t → f(t) è t → f(−t),
0 ≤ t ≤ 1/2, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà êðèâûå ω1αt0 è ω2γt0 ñîåäèíÿþò
â M òî÷êó P0 ñ òî÷êîé η(t0) ∈ M è S ∈ ∂M ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì
p(ω1αt0) = p(ω2γt0). Ðàçðåçàÿ σ âäîëü ýòèõ êðèâûõ è ñêëåèâàÿ áå-
ðåãà ðàçðåçîâ ¾êðåñò-íàêðåñò¿, ïîëó÷àåì ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü σ′,
îãðàíè÷åííóþ òåìè æå êðèâûìè β1, . . . , βν , íî ó êîòîðîé âìåñòî âíó-
òðåííåé òî÷êè âåòâëåíèÿ P0 èìååòñÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà âåòâëåíèÿ, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ òî÷êå S.

á) t0 = 1, t0 6∈ Ω. Â ýòîì ñëó÷àå êðèâàÿ ωt0 = ω1 îêàí÷èâàåòñÿ â
òî÷êå S ∈ ∂M è αt0 = α1 � òàêæå â òî÷êå êðàÿ Q ∈ ∂M . Ïîêàæåì,
êàê ñâåñòè äåëî ê ñëó÷àþ à), ò. å. ê ñëó÷àþ, êîãäà η(t0) ÿâëÿåòñÿ âíó-
òðåííåé òî÷êîé M . Ïîñêîëüêó Q 6∈ V1, òî êðèâàÿ αj , êîòîðàÿ îáõîäèò
êîìïîíåíòó êðàÿ, ñîäåðæàùóþ òî÷êó Q, â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè, ñîäåðæèò äóãó α̃j òàêóþ, ÷òî p ◦ α̃j = β̃j � ïðîñòàÿ äóãà â
C. Ïóñòü D = C\|β̃j |, idD : D → C � îòîáðàæåíèå, òîæäåñòâåííîå
íà D. Òîãäà τ = (D, idD) åñòü îäíîëèñòíàÿ ïîâåðõíîñòü íàä C, îãðà-
íè÷åííàÿ êðèâîé β̃j(β̃j)−. Ñêëåèâàÿ σ è τ âäîëü α̃j è (β̃j)−, ïîëó÷àåì
ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü σ′, îáëàäàþùóþ íóæíûìè ñâîéñòâàìè.

â) t0 = 1, t0 ∈ Ω. Òîãäà ïîñòóïàåì òàê æå, êàê è â ïóíêòå à), áåðÿ
â êà÷åñòâå α êðèâóþ α1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ñëåäñòâèå 4.1 Ïóñòü ρ1, ρ2 � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà,
êðèâûå β1, . . . , βν � çàìêíóòûå êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòûå â C. Òîãäà
ñóùåñòâóåò êîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ = (M,p) íàä C
ðîäà ρ1 + ρ2 + ν − 1 íàä C è ñèñòåìà êðèâûõ α1, . . . , αν òàêèõ, ÷òî
p(αi) = βi, i = 1, . . . , ν, è öèêë

ν∑
i=1

αi ðàçáèâàåò σ íà äâå ðèìàíî-
âû ïîâåðõíîñòè, îäíà èç êîòîðûõ îãðàíè÷åíà êðèâûìè β1, . . . , βν è
èìååò ðîä ρ1, à äðóãàÿ îãðàíè÷åíà êðèâûìè (β1)−, . . . , (βν)− è èìååò
ðîä ρ2. Îáðàòíî, åñëè âûïîëíåíî ýòî óñëîâèå, òî êðèâûå β1, . . . , βν

êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòû.
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îãðàíè÷åííîé êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòûìè êðèâûìè.

Îáîáùåííàÿ ôîðìóëà Ðèìàíà-Ãóðâèöà.

Íà÷íåì ñ îáîáùåíèÿ òåîðåìû 4.4 íà ñëó÷àé ðèìàíîâîé ïîâåðõíî-
ñòè íàä êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ N .

Òåîðåìà 5.1 1) Ïóñòü β1, . . . , βν � çàìêíóòûå êâàçè- ëîêàëü-
íî ïðîñòûå êðèâûå íà êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè N . Äëÿ
òîãî ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ íàä N , îãðàíè-
÷åííàÿ êðèâûìè β1, . . . , βν , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû öèêë
ν∑

i=1

βi áûë ãîìîëîãè÷åí íóëþ íà N .

2) Åñëè öèêë
ν∑

i=1

βi ãîìîëîãè÷åí íóëþ, òî:
à) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ρ0 ≥ 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî ρ ≥ ρ0

ìîæíî ïîñòðîèòü ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü σ, îãðàíè÷åííóþ êðèâû-
ìè β1, . . . , βν , ðîäà ρ;
á) åñëè β1, . . . , βν ëîêàëüíî ïðîñòû, òî òàêóþ ïîâåðõíîñòü σ ìîæ-
íî ïîñòðîèòü áåç ãðàíè÷íûõ òî÷åê âåòâëåíèÿ;
â) ñóùåñòâóåò òàêîå ρ1 ≥ ρ0, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî ρ ≥ ρ1 ìîæ-
íî ïîñòðîèòü ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííóþ β1, . . . , βν , áåç
âíóòðåííèõ òî÷åê âåòâëåíèÿ ðîäà ρ.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ãëàäêèõ êðèâûõ β1, . . . , βν ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì
òðàíñâåðñàëüíûõ ñàìîïåðåñå÷åíèé è âçàèìíûõ ïåðåñå÷åíèé óòâåð-
æäåíèå 1), ïî-ñóùåñòâó, äîêàçàíî â [125] (ñì. òàêæå òåîðåìó 17.10).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1) Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû
î÷åâèäíà. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü g : N → C � íåêîòîðîå ãî-
ëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå, B � ìíîæåñòâî òî÷åê âåòâëåíèÿ ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè (N, g) íàä C. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî g(B)

⋂
g (

⋃ν
i=1 |βi|) =

= ∅, òàê êàê g(βi) � êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòàÿ êðèâàÿ â C è ìíîæå-
ñòâî

⋃ν
i=1 |βi| íèãäå íå ïëîòíî â C, à ìíîæåñòâî B êîíå÷íî â ñèëó

êîìïàêòíîñòè N .
Â ñèëó ëåììû 4.2 ñóùåñòâóåò êîëüöî Q = {z ∈ C | 1 < |z| < 1+ ε}

è ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå hi : Q → C òàêîå, ÷òî hi(αi) = g(βi),
ãäå αi � ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, ãîìîòîïíàÿ â Q êðèâîé, îäíî-
êðàòíî îáõîäÿùåé åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâ-
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ëåíèè. Ïðè ìàëûõ ε > 0 èìååì hi(Q) ⊂ C\g(B), i = 1, . . . , ν. Ïóñòü
B̃ = g−1(g(B)), g1 = g|

N\B̃ : N\B̃ → C\g(B) � íàêðûòèå (íåðàçâåòâ-
ëåííîå è áåçãðàíè÷íîå). Òàê êàê ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êîëüöà Q
îáëàäàåò åäèíñòâåííûì îáðàçóþùèì [α] è ïîäíÿòèå êðèâîé hi(αi) íà
N îòíîñèòåëüíî g1 åñòü çàìêíóòàÿ êðèâàÿ βi, òî ñóùåñòâóåò ïîäíÿòèå
h̃i : Q → N îòîáðàæåíèÿ hi îòíîñèòåëüíî g1 òàêîå, ÷òî h̃i(αi) = βi,
i = 1, . . . , ν.

Ïóñòü γi � êðèâàÿ â Q, îäíîêðàòíî îáõîäÿùàÿ â ïîëîæèòåëü-
íîì íàïðàâëåíèè îêðóæíîñòü {z ∈ C : |z| = ri}, 1 < ri < 1 + ε.
Âûáåðåì ri íàñòîëüêî áëèçêèì ê åäèíèöå, ÷òî |γi| ∩ |αi| = ∅. Ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî γi íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè âåòâëåíèÿ ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè (Q, h̃i) íàä N . Òîãäà h̃i(γi) � àíàëèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ â
N , èìåþùàÿ êîíå÷íîå ÷èñëî òðàíñâåðñàëüíûõ ñàìîïåðåñå÷åíèé. Òàê
êàê êðèâàÿ h̃i(γi) ãîìîòîïíà êðèâîé h̃i(αi) = βi, à öèêë

ν∑
i=1

βi ãîìîëî-

ãè÷åí íóëþ, òî è öèêë
ν∑

i=1

h̃i(γi) ãîìîëîãè÷åí íóëþ. Â ñèëó òåîðåì 3.1
è 3.4 èç [125] (ñì. òàêæå òåîðåìó 17.10) ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ïîâåðõ-
íîñòü σ1 íàä N , îãðàíè÷åííàÿ êðèâûìè h̃i(γi), i = 1, . . . , ν. Ïóñòü σ2i

åñòü ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü (Ri, h̃i|Ri) , ãäå Ri åñòü ÷àñòü Q, îãðà-
íè÷åííàÿ êðèâûìè αi è (γi)−. Òîãäà σ2i îãðàíè÷åíà êðèâûìè βi è(
h̃i(γi)

)−
. Ñêëåèâàÿ σ1 è σ2i âäîëü ó÷àñòêîâ ãðàíèöû, ñîîòâåòñòâó-

þùèõ
(
h̃i(γi)

)±
, ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêîå ðàñøèðåíèå σ ïîâåðõíîñòè

σ = (M,p), îãðàíè÷åííîé êðèâûìè β1, . . . , βν .
2à) Ïîñòðîèì íåêîòîðóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü σ, îãðàíè÷åííóþ

β1, . . . , βν . Ïîêàæåì, ÷òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî íåêîòîðàÿ òî÷êà a ∈ N ′ = N\⋃ν

i=1 |βi| ïîêðûâàåòñÿ ïî êðàéíåé
ìåðå äâàæäû ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ σ. Åñëè ýòî íå òàê, òî ïóñòü
δ � ëþáàÿ ïðîñòàÿ äóãà â êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè N ′

a ìíîæåñòâà N ′, ñî-
äåðæàùåé òî÷êó a, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè âåòâëåíèÿ ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè σ ñ íà÷àëîì â òî÷êå b. Òîãäà nσ(b) = nσ(a) = 1, b ∈ N ′

a, è
ñóùåñòâóåò ïîäíÿòèå δ′ êðèâîé δ íà σ èç ëþáîé òî÷êè, ëåæàùåé íàä
òî÷êîé b. Ðàññìîòðèì ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σ′ =

(
M\|δ′|, p|M\|δ′|

)
è σ′′ =

(
N\|δ|, idN\|δ|

)
íàä N . Ïåðâàÿ èç íèõ îãðàíè÷åíà êðèâûìè

β1, . . . , βν , δδ−, âòîðàÿ � êðèâîé δδ−. Ñêëåèâàÿ ó σ′ è σ′′ ó÷àñòêè
êðàÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå áåðåãàì ðàçðåçîâ âäîëü δ ¾êðåñò-íàêðåñò¿ è



62 Ãëàâà 2

îòáðàñûâàÿ çàòåì êðàé, ïîëó÷àåì ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü σ̃, îãðàíè-
÷åííóþ êðèâûìè β1, . . . , βν , äëÿ êîòîðîé òî÷êà a ïîêðûâàåòñÿ äâà
ðàçà. Îòìåòèì, ÷òî ðîä σ̃ áîëüøå ðîäà σ íà âåëè÷èíó ρN .

Ïóñòü òåïåðü σ = (M, p) � òàêàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ðîäà ρ0,
÷òî òî÷êà a ∈ N ′ ïîêðûâàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâàæäû. Äîêàæåì,
÷òî ÷èñëî ρ0 ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
åñëè åñòü ïîäîáíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, òî ìîæíî óâåëè÷èòü ðîä
íà åäèíèöó, íå èçìåíÿÿ ãðàíè÷íûõ êðèâûõ β1, . . . , βν . Ïóñòü N ′

a �
êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà N ′, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó a, V � ìíî-
æåñòâî òî÷åê âåòâëåíèÿ σ, Ṽ = p−1(p(V )), Ma = p−1(N ′

a\p(V )).
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå p|Ma : Ma → N ′

a \ p(V ) ÿâ-
ëÿåòñÿ íàêðûòèåì N ′

a (íåðàçâåòâëåííûì è áåçãðàíè÷íûì). Ýòî ïî-
ñóùåñòâó, óñòàíîâëåíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.1, ï. 1). Ïóñòü
îïÿòü δ � ëþáàÿ ïðîñòàÿ äóãà â N ′

a ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé b. Òàê êàê
ïî òåîðåìå 4.1 nσ(b) = nσ(a) > 1, òî ñóùåñòâóþò ïî êðàéíåé ìåðå
äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè b1, b2 ∈ Ma òàêèå, ÷òî p(b1) = p(b2) = b. Ïóñòü
δ1 è δ2 � ïîäíÿòèÿ êðèâîé δ íà Ma îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ p|Ma

èç òî÷åê b1, b2. Òîãäà |δ1| ∩ |δ2| 6= ∅. Ðàçðåæåì M âäîëü δ1 è δ2 è
ñêëåèì áåðåãà ðàçðåçà ¾êðåñò-íàêðåñò¿. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðè-
ìàíîâó ïîâåðõíîñòü σ′, îãðàíè÷åííóþ êðèâûìè β1, . . . , βν . Ïðè ýòîì
ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà σ′ ìåíüøå, ÷åì ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà σ
íà 2, ïîýòîìó ðîä σ′ áîëüøå, ÷åì ó σ, íà åäèíèöó.

2á) Åñëè β1, . . . , βν � ëîêàëüíî ïðîñòû, òî â ñèëó ëåììû 1 èç
[5] îòîáðàæåíèÿ hi : Q → C, ïîñòðîåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ï. 1)
òåîðåìû, ìîæíî âûáðàòü ëîêàëüíî èíúåêòèâíûìè, i = 1, . . . , ν. Òàê
êàê g ◦ h̃i = hi, òî h̃i ëîêàëüíî èíúåêòèâíû, i = 1, . . . , ν. Çíà÷èò,
ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σ2i =

(
Ri, h̃i|Ri

)
, i = 1, . . . , ν, íå ñîäåðæàò

ãðàíè÷íûõ òî÷åê âåòâëåíèÿ, ïîýòîìó òàêèõ òî÷åê íå ñîäåðæèò è σ.
2â) Ñóùåñòâîâàíèå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ′ = (M ′, p′) íàä N ,

îãðàíè÷åííîé êðèâûìè β1, . . . , βν áåç âíóòðåííèõ òî÷åê âåòâëåíèÿ
óñòàíàâëèâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.4
(ñëó÷àé N = C). Ïóñòü ðîä σ′ ðàâåí ρ′ è ρ ≥ ρ1 = ρ′ + ρN . Äî-
êàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ íàä N ðîäà ρ áåç
âíóòðåííèõ òî÷åê âåòâëåíèÿ. Ïóñòü k = ρ − ρ′ − ρN + 1 ≥ 1. Ðàñ-
ñìîòðèì σ′ = (M ′, p′) è ïóñòü α � êðèâàÿ, îáõîäÿùàÿ îäíó èç êîì-
ïîíåíò êðàÿ ∂M ′ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Ïîñêîëüêó ÷èñ-
ëî òî÷åê âåòâëåíèÿ ó σ′ êîíå÷íî (ñì. òåîðåìó 5.2 íèæå), òî ñóùå-
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ñòâóåò k òî÷åê P1, . . . , Pk íà |α|, êîòîðûå èìåþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå
ïðîåêöèè íà N è íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ σ′. Òîãäà ìîæ-
íî âûáðàòü îêðåñòíîñòè U1, . . . , Uk òî÷åê P1, . . . , Pk â M ′ ñîîòâåò-
ñòâåííî, êîòîðûå èìåþò ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïðîåêöèè, ïðè-
÷åì îòîáðàæåíèÿ p′|Uj

èíúåêòèâíû, j = 1, . . . , k. Ïóñòü δ̃1, . . . , δ̃k �
ïðîñòûå êðèâûå â U1, . . . , Uk ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì δ̃j ëåæèò íà
∂M ′, j = 1, . . . , k. Òîãäà δj = p′(δ̃j), j = 1, . . . , k � ïðîñòûå ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèåñÿ êðèâûå â N . Ïóñòü σ′′ = (N, idN ). Ðàçðåçàÿ σ′′

âäîëü êðèâûõ δj , j = 1, . . . , k, è ïðèñîåäèíÿÿ êðàé, ïîëó÷àåì ðèìà-
íîâó ïîâåðõíîñòü σ1, îãðàíè÷åííóþ êðèâûìè δj(δj)−, j = 1, . . . , k,
ðîäà ρN . Ñêëåèâàÿ σ1 è σ′ âäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ ó÷àñòêîâ èõ êðà-
åâ, ïîëó÷àåì ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü σ ñ êðàåì íàä N áåç âíóòðåííèõ
òî÷åê âåòâëåíèÿ ðîäà ρ′ + ρN + k − 1 = ρ. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî
ρ1 = ρ′ + ρN ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 5.1 Ïóñòü β1, . . . , βν � êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòûå
êðèâûå íà êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè N òàêèå, ÷òî öèêë
ν∑

i=1

βi ãîìîëîãè÷åí íóëþ. Ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà ρ10 è ρ20, îá-
ëàäàþùèå ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë
ρ1 ≥ ρ10, ρ2 ≥ ρ20 ñóùåñòâóåò êîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü
σ = (M, p) ðîäà ρ1 + ρ2 + ν − 1 íàä N è ñèñòåìà èç ν ïðîñòûõ çà-
ìêíóòûõ êðèâûõ α1, . . . , αν òàêèõ, ÷òî p(αi) = βi, i = 1, . . . , ν, öèêë
ν∑

i=1

αi ðàçáèâàåò σ íà äâå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè, îäíà èç êîòîðûõ
îãðàíè÷åíà êðèâûìè β1, . . . , βν , èìååò ðîä ρ1, à äðóãàÿ îãðàíè÷åíà
êðèâûìè (β1)−, . . . , (βν)− è èìååò ðîä ρ2.

Îáðàòíî, åñëè öèêë
ν∑

i=1

αi, ñîñòàâëåííûé èç ïðîñòûõ çàìêíó-
òûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðèâûõ íà êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõ-
íîñòè M , ðàçáèâàåò M íà äâå ÷àñòè, òî êðèâûå p(αi) = βi êâàçè-
ëîêàëüíî ïðîñòû, i = 1, . . . , ν.

Â ñèëó ýòîãî óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 5.1 íåóëó÷øàåìî.

Ñëåäñòâèå 5.2 Ïóñòü σ = (M, p) � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàä
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ N (íå îáÿçàòåëüíî êîìïàêòíîé!), îãðà-
íè÷åííàÿ êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòûìè êðèâûìè β1, . . . , βν . Òîãäà äëÿ
ëþáîé òî÷êè a ∈ N âåëè÷èíà nσ(a), îïðåäåëåííàÿ ïî ôîðìóëå (4.1),
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ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò σ. Áî-
ëåå òîãî, åñëè σ = (M, p) � êàíîíè÷åñêîå ðàñøèðåíèå σ, âûçâàííîå
ïðèñîåäèíåíèåì êðàÿ, è

nσ(a) =
∑

P∈p−1(a)

[ord(P, σ) + 1],

òî âåëè÷èíà nσ(a) òàêæå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà.

Äåéñòâèòåëüíî, óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî, åñëè σ óäàñòñÿ âëî-
æèòü â íåêîòîðóþ êîìïàêòíóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü. Â ñëó÷àå, êî-
ãäà N êîìïàêòíà, ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.1, ïðèìåíåííîé ê ñèñòåìå
êðèâûõ (β1)−, . . . , (βν)−, è òåîðåìû 4.3 î ñêëåéêå. Åñëè N íå êîì-
ïàêòíà, òî â ñèëó êîìïàêòíîñòè p(M) ñóùåñòâóåò ÷àñòü N0 ïîâåðõíî-
ñòè N êîíå÷íîãî òèïà, ñîäåðæàùàÿ p(M). Âëîæèì N0 â êîìïàêòíóþ
ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü N1. Òîãäà σ îïðåäåëÿåò ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü
σ1 íàä N1 ñ òåìè æå õàðàêòåðèñòèêàìè, ÷òî è σ, è äåëî ñâîäèòñÿ ê
êîìïàêòíîìó ñëó÷àþ.

Ïóñòü

V (σ) =
∑

P∈M

ord(P, σ) (5.1)

åñòü ñóììàðíàÿ êðàòíîñòü òî÷åê âåòâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè σ, âíóòðåí-
íèõ è ãðàíè÷íûõ. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå îáîáùàþòñÿ ðåçóëüòàòû ðà-
áîò [4], [29], [48], [64], [116], [125], [135], [141], [187] è äð..

Òåîðåìà 5.2 Ïóñòü σ = (M, p) � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàä N ,
îãðàíè÷åííàÿ êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòûìè êðèâûìè β1, . . . , βν . Òîãäà
ñóììàðíàÿ êðàòíîñòü òî÷åê âåòâëåíèÿ V (σ), îïðåäåëåííàÿ ôîðìó-
ëîé (5.1), êîíå÷íà. Áîëåå òîãî, åñëè N êîìïàêòíà è òî÷êà a ∈ N ,
òî

V (σ) = nσ(a)χN − χM + C, (5.2)

ãäå χN = 2− 2ρN , χM = 2− 2ρM − ν � ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè N

è M ñîîòâåòñòâåííî, à êîíñòàíòà C çàâèñèò òîëüêî îò êðèâûõ
β1, . . . , βν è âûáîðà òî÷êè a. Åñëè N íå êîìïàêòíà, òî

V (σ) = −χM + C, (5.3)
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ãäå C çàâèñèò òîëüêî îò êðèâûõ β1, . . . , βν .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè N êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü, ρN > 0,
òî ïðåäñòàâèì N â âèäå ðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ ñôåðû C, ÷òîáû
ñâåñòè äåëî ê òåîðåìå èç [4]. Îïèøåì êîíêðåòíîå íàêðûòèå h : N →
→ C, êîòîðîå ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì äëÿ îïèñàíèÿ êîíñòàíò C
â (5.2) è (5.3).
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Ïóñòü Π � çàìêíóòûé âûïóêëûé (4ρ)-óãîëüíèê íà ïëîñêîñòè C
(ρ = ρN ) ñ âåðøèíàìè P1, Q1, R1, S1, . . . , Pρ, Qρ, Rρ, Sρ, ïîñëåäî-
âàòåëüíî îáõîäèìûìè ïðè ïîëîæèòåëüíîì îáõîäå ∂Π, à ôóíêöèè
fi : [Pi, Qi] → [Si, Ri] è gi : [Qi, Ri] → [Si, Pi+1] îñóùåñòâëÿþò ãî-
ìåîìîðôíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñòîðîíàìè ìíîãîóãîëüíèêà Π,

fi(Pi) = gi(Qi) = Si, i = 1, . . . , ρ (Pρ+1 = P1).

Íàçîâåì òî÷êè T1 è T2 íà ∂Π ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ñîîòâåò-
ñòâóþò äðóã äðóãó ïðè íåêîòîðîì ãîìåîìîðôèçìå fi èëè gi. Òîãäà
ôàêòîðïðîñòðàíñòâî Π/ ∼ ïî ýòîìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâ-
ëÿåòñÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ ðîäà ρ = ρN . Îáîçíà÷èì ñêëåèâàþ-
ùåå îòîáðàæåíèå ÷åðåç F : Π → Π/ ∼. Ïîñêîëüêó Π/ ∼ ãîìåîìîðô-
íî N , òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî N = Π/ ∼ è
F (Pi) = F (Qi) = F (Ri) = F (Si) = a, i = 1, . . . , ρ.
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Âûáåðåì íà ñòîðîíàõ [Pi, Qi] è [Qi, Ri] òî÷êè A′i è B′
i, íå ñîâïàäà-

þùèå ñ âåðøèíàìè Π, è ïóñòü A′′i = fi(A′i), B′′
i = fi(B′

i), i = 1, . . . , ρ.
Òîãäà îòðåçêè [A′i, A

′′
i ] è [B′

i, B
′′
i ] ïåðåñåêàþòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷-

êå C ′i. Îòìåòèì, ÷òî ìíîãîóãîëüíèê

P1A
′
1C

′
1B

′′
1 P2A

′
2C

′
2B2′′ . . . PρA

′
ρC

′
ρB

′′
ρ

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì. Ôèêñèðóåì òî÷êó T ′ âî âíóòðåííîñòè ýòîãî ìíî-
ãîóãîëüíèêà. Îòðåçêè [A′i, A

′′
i ], [B′

i, B
′′
i ], [T ′, Pi], i = 1, . . . , ρ, îïðå-

äåëÿþò ðàçáèåíèå Π íà êîíå÷íîå ÷èñëî çàìêíóòûõ ìíîãîóãîëüíè-
êîâ Π1

i = PiA
′
iC
′
iB

′′
i Pi+1T

′, Π2
i = QiB

′
iC
′
iA
′
i, Π3

i = RiA
′′
i C ′iB

′
i è

Π4
i = SiB

′′
i C ′iA

′′
i , i = 1, . . . , ρ (ðèñ. 5.1).

Ïóñòü H+ = {z ∈ C | Re z > 0}, H− = {z ∈ C | Re z < 0}, H+

è H− � èõ çàìûêàíèÿ â C, H̃+ = H+\{z ∈ C | Re z = 0, Im z ≥ 1}.
Îïðåäåëèì âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ h1

i : Π1
i → H+, êîòîðûå ïðåîá-

ðàçóþò ãîìåîìîðôíî âíóòðåííîñòü Π1
i íà H̃+, ïðè÷åì h1

i (Pi) = ∞,
h1

i (A
′
i) = −1, h1

i (C
′
i) = 0, h1

i (B
′′
i ) = 1, h1

i (Pi+1) = ∞, h1
i (T

′) =
√−1.

Îïðåäåëèì àíàëîãè÷íî îòîáðàæåíèÿ h2
i : Π2

i → H−, h3
i : Π3

i → H+,
h4

i : Π4
i → H−, ãîìåîìîðôíûå âî âíóòðåííîñòÿõ ñîîòâåòñòâóþùèõ

ìíîãîóãîëüíèêîâ, ñ ñîîòâåòñòâèåì òî÷åê h2
i (Qi) = ∞, h2

i (B
′
i) = 1,

h2
i (C

′
i) = 0, h2

i (A
′
i) = −1, h3

i (Ri) = ∞, h3
i (A

′′
i ) = −1, h3

i (C
′
i) = 0,

h3
i (B

′
i) = 1, h4

i (Si) = ∞, h4
i (B

′′
i ) = 1, h4

i (C
′
i) = 0, h4

i (A
′′
i ) = −1.

Ïîñêîëüêó âñå hj
i ãîìåîìîðôíû íà ñòîðîíàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ

ìíîãîóãîëüíèêîâ, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî,
h1

i = h2
i íà [A′i, C

′
i], h1

i = h2
i ◦ gi íà [Qi, Bi], h1

i = h4
i ◦ fi íà [Pi, A

′
i],

h1
i = h4

i íà [C ′i, B
′′
i ], h2

i = h3
i íà [B′

i, Ci], h2
i = h3

i ◦ fi íà [A′i, Qi],
h3

i = h4
i íà [C ′i, A

′′
i ], h3

i = h4
i ◦ gi íà [B′

i, Ri], h1
i = h1

i+1 íà [T, Pi+1],
i = 1, . . . , ρ (h1

1 = h1
ρ+1). Èñïîëüçóÿ ëåììó 4.1, ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðà-

æåíèÿ hj
i îïðåäåëÿþò âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå h : N → C òàêîå, ÷òî

h ◦ F |Πj
i

= hj
i , 1 ≤ j ≤ 4, 1 ≤ i ≤ ρ. Ïî òåîðåìå Ñòîèëîâà [90] îòîá-

ðàæåíèå h èíäóöèðóåò íà N êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó, îòíîñèòåëüíî
êîòîðîé h ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì. Ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòèêè, âõî-
äÿùèå â ôîðìóëó (5.2), íå çàâèñÿò îò âûáîðà êîìïëåêñíîé ñòðóêòó-
ðû íà N , òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî èíäóöèðîâàííàÿ îòîáðàæåíèåì h
êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé.

Ïàðà ξ = (N,h) ÿâëÿåòñÿ (2ρ)-ëèñòíîé êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòüþ íàä C. Ìíîæåñòâî òî÷åê âåòâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè ξ ñî-
ñòîèò èç òî÷åê a, T = F (T ′), Ai = F (A′i), Bi = F (B′

i) è Ci = F (C ′i),
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i = 1, . . . , ρ, ïðè÷åì

ord(a, ξ) = 2ρ− 1, ord(T, ξ) = ρ− 1,

ord(Ai, ξ) = ord(Bi, ξ) = ord(Ci, ξ) = 1, i = 1, . . . , ρ.
(5.4)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà a 6∈ B =
⋃ν

i=1 |βj |. Òîãäà òî÷-
êè A′i, B′

i ìîæíî âûáðàòü íàñòîëüêî áëèçêèìè ê âåðøèíàì Qi è Ri

ìíîãîóãîëüíèêà Π ñîîòâåòñòâåííî, à òî÷êó T ′ � ê òî÷êå P1, ÷òî òî÷-
êè Ai, Bi, Ci, i = 1, . . . , ρ, è T ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè
ñ òî÷êîé a â ìíîæåñòâå N\B. Ïî òåîðåìå 4.1

nσ(Ai) = nσ(Bi) = nσ(Ci) = nσ(T ) = nσ(a), i = 1, . . . , ρ, (5.5)

äëÿ ëþáîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷åííîé β1, . . . , βν . Ïàðà
τ = (M, h◦p) åñòü ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàä C, îãðàíè÷åííàÿ êâàçè-
ëîêàëüíî ïðîñòûìè êðèâûìè h(β1), . . . , h(βν). Ïðèìåíÿÿ ê τ òåîðå-
ìó 2 èç [4], ïîëó÷àåì, ÷òî

V (τ) = 2nτ (∞)− (2−2ρM )+ν +C, ãäå C = −
ν∑

j=1

w(h(βj)−), (5.6)

ãäå w(γ) � èíäåêñ Óèòíè êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòîé êðèâîé γ â C. Îò-
ìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà C çàâèñèò ëèøü îò êðèâûõ h(βj),
j = 1, . . . , ν, íî íå îò σ.

Òàê êàê ξ îïðåäåëÿåò (2ρ)-ëèñòíîå íàêðûòèå ñôåðû, òî

nτ (∞) = nσ(a)nξ(∞) = 2ρnσ(a), (5.7)

V (τ) =
∑

P∈M

ord(P, τ) =
∑

P∈M

[(ord(P, σ) + 1))(ord(p(P ), ξ) + 1)− 1] =

=
∑

P∈M

ord(P, σ) +
∑

P∈M

(ord(P, σ) + 1) ord(p(P ), ξ) =

= V (σ) +
∑

Q∈p(M)

ord(Q, ξ)
∑

p(P )=Q

(ord(P, σ) + 1). (5.8)
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Òàê êàê ord(Q, ξ) 6= 0 òîëüêî åñëè

Q ∈ {a, T,A1, . . . , Aρ, B1, . . . , Bρ, C1, . . . , Cρ} ⊂ U ⊂ N\B,

òî p−1(Q) = p−1(Q), åñëè ord(Q, ξ) 6= 0, è â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó (5.5)
èìååì ∑

p(P )=Q

(ord(P, σ) + 1) = nσ(Q) = nσ(a).

Òàêèì îáðàçîì, èç (5.8) ñëåäóåò, ÷òî

V (τ) = V (σ) + nσ(a)
∑

Q∈p(M)

ord(Q, ξ) = V (σ) + nσ(a)V (ξ). (5.9)

Èñïîëüçóÿ (5.4) èëè ïðèìåíÿÿ êëàññè÷åñêóþ ôîðìóëó Ðèìàíà-Ãóð-
âèöà (ñì., íàïð., [36]), ïîëó÷àåì, ÷òî V (ξ) = 6ρ − 2. Îòñþäà è ñîîò-
íîøåíèé (5.9) è (5.6) ñëåäóåò (5.3), ãäå êîíñòàíòà C òà æå, ÷òî è â
(5.6), ò. å. íå çàâèñèò îò σ.

Åñëè æå a ∈ B, òî âûáåðåì òî÷êó a1 6∈ h−1(h(B)), è óñòàíîâèì,
÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (5.2), ãäå âìåñòî òî÷êè a ôèãóðèðóåò
òî÷êà a1. Ïîêàæåì, ÷òî âåëè÷èíà nσ(a) − nσ(a1) çàâèñèò òîëüêî îò
êðèâûõ β1, . . . , βν è òî÷åê a è a1, íî íå îò ïîâåðõíîñòè σ.

Ïóñòü ξ = (N, h), τ = (M,h ◦ p) � òå æå, ÷òî è âûøå, òî÷êà
a0 ∈ C\h(B) è h−1(a0) = {x1, . . . , xk}. Òîãäà

nτ (a0) =
k∑

i=1

nσ(xi)[ord(xi, ξ) + 1] =

=
k∑

i=1

nσ(a1)[ord(xi, ξ) + 1] +
k∑

i=1

[nσ(xi)− nσ(a1)][ord(xi, ξ) + 1] =

= 2ρ nσ(a1) +
k∑

i=1

[nσ(xi)− nσ(a1)][ord(xi, ξ) + 1].

Îáîçíà÷èì ïîñëåäíþþ ñóììó ÷åðåç S. Èç òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî
S íå çàâèñèò îò σ. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (5.7), ñïðàâåäëèâîå è äëÿ
òî÷åê a ∈ B, ïîëó÷àåì, ÷òî

nσ(a)− nσ(a1) = [nτ (∞)− nτ (a0) + S]/(2ρ).
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Ïîñêîëüêó τ îãðàíè÷åíà êðèâûìè h(β1), . . . , h(βν), òî â ñèëó òåîðå-
ìû 4.1 ðàçíîñòü nτ (∞)− nτ (a0) íå çàâèñèò îò σ è (5.2) ñïðàâåäëèâî
è äëÿ òî÷åê a ∈ B.

Ðàçáåðåì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà N íå êîìïàêòíà. Ðàññìîòðèì äâå
ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σ1 = (M1, p1) è σ2 = (M2, p2) íàä N , îãðàíè-
÷åííûå êðèâûìè β1, . . . , βν . Ïóñòü σ1 = (M1, p1) è σ2 = (M2, p2) �
èõ êàíîíè÷åñêèå ðàñøèðåíèÿ, âûçâàííûå ïðèñîåäèíåíèåì êðàÿ. Òàê
êàê ìíîæåñòâî K = p1(M1) ∪ p2(M2) � êîìïàêò â N , òî ñóùåñòâóåò
ïîäîáëàñòü N1 â N êîíå÷íîãî ðîäà, îãðàíè÷åííàÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì
æîðäàíîâûõ êðèâûõ è òàêàÿ, ÷òî K ⊂ N1. Âëîæèì N1 â íåêîòîðóþ
ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü N∗. Òàê êàê pi(Mi) ⊂ N∗, i = 1, 2, òî σ1 è
σ2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè íàä N∗. Ôèê-
ñèðóåì òî÷êó a ∈ N∗\N1. Òîãäà nσ1(a) = nσ2(a) = 0 è â ñèëó (5.2)
V (σ1) = −χM1

+ C, V (σ2) = −χM2
+ C, ãäå êîíñòàíòà C îäíà è òà

æå êàê äëÿ σ1, òàê è äëÿ σ2. Çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî (5.3), è òåîðåìà 5.2
ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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Êîíñòàíòà C â òåîðåìå 5.2 çàâèñèò ëèøü îò êðèâûõ β1, . . . , βν è,
åñëè N êîìïàêòíà, òî è îò ôèêñàöèè òî÷êè a ∈ N .

Åñëè N = C, a = ∞, êðèâûå β1, . . . , βν ãëàäêèå, íå ïðîõîäÿùèå
÷åðåç ∞, òî C =

ν∑
j=1

w(βj), ãäå w(βj) � ÷èñëî îáîðîòîâ êàñàòåëüíîé

ê êîíòóðó βj ïðè åãî îáõîäå (ñì. [4]). Êàê ïîêàçàë Óèòíè [207], ÷èñëî
w(βj) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî â ýòîì ñëó÷àå è äðóãèì îáðàçîì, c èñ-
ïîëüçîâàíèåì èíôîðìàöèè î õàðàêòåðå ñàìîïåðåñå÷åíèé êðèâîé βj .

Ïî àíàëîãèè ñ ýòèì ñëó÷àåì áóäåì íàçûâàòü êîíñòàíòó C èç
òåîðåìû 5.2 èíäåêñîì âðàùåíèÿ ìíîæåñòâà êðèâûõ β1, . . . , βν . Íà
ïðàêòèêå âàæíî çíàòü çíà÷åíèå èíäåêñà âðàùåíèÿ (ñì., íàïð., ãë. 5,
òåîðåìà 17.2). Äëÿ ãëàäêèõ êðèâûõ β1, . . . , βν íà êîìïàêòíîé ðèìà-
íîâîé ïîâåðõíîñòè, íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó a, êîíñòàíòà C ìîæåò
áûòü âû÷èñëåíà ÷åðåç ñóììàðíîå âðàùåíèå ëþáîãî ãëàäêîãî âåêòîð-
íîãî ïîëÿ íà N , îáðàùàþùåãîñÿ â íóëü ëèøü â ìàëîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè a, âäîëü êðèâûõ β1, . . . , βν (ñì. [125]).

Ïðèâåäåì ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíòû C â ñëó÷àå êâàçè- ëî-
êàëüíî ïðîñòûõ êðèâûõ β1, . . . , βν .

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà N � êîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà
ïîâåðõíîñòü ðîäà ρ = ρN > 0, êðèâûå β1, . . . , βν ëîêàëüíî ïðîñòû
è íå ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó a. Èñïîëüçóåì ïîñòðîåíèÿ è îáîçíà÷å-
íèÿ, ñäåëàííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.2. Ïðåäñòàâèì N â
âèäå N = Π/ ∼, ãäå Π � çàìêíóòûé (4ρ)-óãîëüíèê. Ãðàíèöå ∂Π ïðè
ñêëåèâàíèè ñîîòâåòñòâóåò áóêåò D, ñîñòîÿùèé èç (2ρ) îêðóæíîñòåé.
Ïóñòü αik, i = 1, 2, k = 1, . . . , ρ, � ñèñòåìà ïðîñòûõ ïåòåëü â òî÷êå a,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ îáõîäèò îäíó èç îêðóæíîñòåé áóêåòà D. Áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êðèâûå βj ïåðåñåêàþò êðèâûå
αik òðàíñâåðñàëüíî íå áîëåå, ÷åì â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, îäíà èç
êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êðèâîé βj , åñëè |βj | ∩ (∪i,k|αik|) 6= ∅;
÷åðåç ëþáóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ êðèâàÿ βj ïðîõîäèò íå áîëåå îäíîãî
ðàçà, j = 1, . . . , ν.

Ìîæíî ñ÷èòàòü äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé, ÷òî êðèâûå β1, . . . , βµ

ïåðåñåêàþòñÿ ñ ìíîæåñòâîì D, à êðèâûå βµ+1, . . . , βν � íåò. Êàæ-
äàÿ èç êðèâûõ β1, . . . , βµ ðàçáèâàåòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ñ D íà
êîíå÷íîå ÷èñëî äóã: βi =

∏ri

k=1 βk
i , i = 1, . . . , µ. Ïóñòü P ′jk è P ′′jk �

íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè äóãè γk
i â Π, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò äóãå
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βk
i â N , k = 1, . . . , rj , j = 1, . . . , µ. Îáõîä ãðàíèöû ∂Π â ïîëîæèòåëü-

íîì íàïðàâëåíèè èç òî÷êè P1 èíäóöèðóåò íà ∂Π îòíîøåíèå ïîðÿäêà.
Ïóñòü n1 � ÷èñëî äóã βk

i , äëÿ êîòîðûõ P ′jk < P ′′jk, à n2 � ñîîòâåò-
ñòâåííî ÷èñëî äóã, äëÿ êîòîðûõ P ′jk > P ′′jk. Ïðè j = µ + 1, . . . , ν
êðèâàÿ βj íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ∂Π. Ïîñêîëüêó βj � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ,
òî ìîæíî âûáðàòü íà÷àëî cj êðèâîé βj òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû cj ìîæ-
íî áûëî ñîåäèíèòü ñ îäíîé èç âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà Π êðèâîé δj ,
ëåæàùåé â (Π\|βj |)∪{ci}. Ïóñòü m1 � ÷èñëî êðèâûõ βj , äëÿ êîòîðûõ
δj ïîäõîäèò ¾ñïðàâà¿ ê βj â òî÷êå cj , à m2 � ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî
êðèâûõ, äëÿ êîòîðûõ δj ïîäõîäèò ¾ñëåâà¿.

Ââåäåì òàêæå èíäåêñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ κ(α) ëîêàëüíî ïðîñòîé
êðèâîé α íà N . Ïðåäñòàâèì α â âèäå α = α1 · · ·αk, ãäå âñå αj ïðîñòû,
ïðè÷åì
1) αj ïåðåñåêàåòñÿ ñ αj+1 íå áîëåå, ÷åì â îäíîé òî÷êå, j = 1, . . . , k
(αk+1 = α1);
2) äëÿ ëþáîãî i 6= j − 1, j, j + 1 êîíöû αi íå ëåæàò íà αj , à êîíöû
αj � íà αi, j = 1, . . . , k (α0 = αk).
Òîãäà ïîëàãàåì κ(α) =

∑
1≤i<j−1≤k−1

κ(αj , αi), ãäå κ(αj , αi) åñòü èíäåêñ

ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ αj è αi; ïðè ýòîì κ(αk, α1) ïîëàãàåì ðàâíûì íó-
ëþ. (Îòìåòèì, ÷òî äëÿ çàìêíóòûõ êðèâûõ èíäåêñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ,
âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîé òî÷êè.) Èñïîëüçóÿ ââå-
äåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ, ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6.1 Èíäåêñ âðàùåíèÿ ìíîæåñòâà ëîêàëüíî ïðîñòûõ
êðèâûõ β1, . . . , βν íà êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè N , íå ïðî-
õîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó a, ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå

C = (n2 − n1)/2 + m1 −m2 +
µ∑

j=1

rj∑

k=1

κ(βk
j ) +

ν∑

j=µ+1

κ(βj). (6.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ

h : N → C è g = h ◦ F : Π → C

(h è F ââåäåíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.2). Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî h ëîêàëüíî èíúåêòèâíî â òî÷êàõ ìíî-
æåñòâà

⋃µ
j=1 |βj |. Áîëåå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå òî÷êè âåòâëå-
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íèÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè (N, h) ëåæàò â òîé æå êîìïîíåíòå ñâÿç-
íîñòè ìíîæåñòâà N\

(⋃ν
j=1 |βj |

)
, ÷òî è òî÷êà a. Òàê êàê êðèâûå βj

ëîêàëüíî ïðîñòû, òî h(βj) òàêæå ëîêàëüíî ïðîñòû, j = 1, . . . , ν, è íå
ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó ∞. Â ñèëó (5.6) èìååì C = −

ν∑
j=1

w(h(βj)−).

Ïîñêîëüêó äëÿ ëîêàëüíî ïðîñòûõ êðèâûõ α â C ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî w(α−) = w(α), òî

C =
ν∑

j=1

w(h(βj)). (6.2)

Îòîáðàæåíèÿ h è g èíäóöèðóþò íà N è Π ñîîòâåòñòâåííî êîìïëåêñ-
íûå ñòðóêòóðû ñî ñôåðû C. Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î ãëàäêîñòè è
àíàëèòè÷íîñòè â N è Π, ìû áóäåì èìåòü â âèäó ãëàäêîñòü è àíàëè-
òè÷íîñòü îòíîñèòåëüíî ýòèõ ñòðóêòóð.

Ïðèìåíÿÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè íåñêîëüêî ðàç ëåììó Ìîðñà î
èçîòîïèè [64], ëåììà 4.1, ñòð.180, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû êðè-
âûå βj ïåðåøëè â ãëàäêèå êóñî÷íî àíàëèòè÷åñêèå êðèâûå β′j , êîòî-
ðûå ïåðåñåêàþò êðèâûå αij ïîä ïðÿìûìè óãëàìè, ïðè ýòîì êðèâûå
h(β′j) ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîëèíåéíûìè â îêðåñòíîñòè îáðàçîâ òî÷åê ïå-
ðåñå÷åíèÿ, à õàðàêòåðèñòèêè êðèâûõ βj , âõîäÿùèå â ïðàâûå ÷àñòè
(6.1) è (6.2), ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè êðèâûõ
β′j , ïîñêîëüêó îíè èíâàðèàíòíû ïðè ¾ìàëûõ¿ èçîòîïèÿõ. Ïîýòîìó
áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êðèâûå βj óäîâëåòâî-
ðÿþò âñåì ñâîéñòâàì êðèâûõ β′j , îïèñàííûì âûøå.

Äëÿ äàëüíåéøåãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6.1 íàì ïîíàäîáÿòñÿ
òðè ëåììû.

Ëåììà 6.1 Ïóñòü γ1 è γ2 � äâå ãëàäêèå êðèâûå â C ñ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿìè ω1, ω2 : [0, 1] → C, ïðè÷åì ω′j(t) 6= 0, 0 ≤ t ≤ 1, j = 1, 2,
è

ω1(0) = ω2(1), ω1(1) = ω2(0),

Re[ω′2(0)/ω′1(1)] = Re[ω′1(0)/ω′2(1)], (6.3)

Im[ω′2(0)/ω′1(1)] > 0, Im[ω′1(0)/ω′2(1)] > 0.

Òîãäà èíäåêñ Óèòíè ïðîèçâåäåíèÿ êðèâûõ w(γ1γ2) = w1 + w2 + 1/2,

ãäå wi = (1/2π)
1∫
0

d{arg[ω′i(t)]}, i = 1, 2.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñ ïîìîùüþ èçîòîïèè, íå èçìåíÿþùåé
èíäåêñîâ Óèòíè è õàðàêòåðèñòèê wi, i = 1, 2 ([64], ëåììà 4.1, ñ. 180),
ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû γ1 è γ2 ñòàëè ïðÿìîëèíåéíûìè â îêðåñò-
íîñòè êîíöîâ. Òîãäà γi = αiγ

′
iα
′
i, ãäå αi, α′i, � êðèâûå, îáõîäÿùèå îò-

ðåçêè ïðÿìûõ, i = 1, 2. Î÷åâèäíî, ÷òî w(γ1γ2) = w(α1γ
′
1α
′
1α2γ

′
2α
′
2) =

= w(γ′1α
′
1α2γ

′
2α
′
2α1) = w′1 + w(α′1α2) + w′2 + w(α′2α1), ãäå w′i � âåëè-

÷èíû, àíàëîãè÷íûå wi äëÿ êðèâûõ γ′i, i = 1, 2. Ïîñêîëüêó ïðÿìî-
ëèíåéíûå êîíöåâûå ó÷àñòêè íå èçìåíÿþò âåëè÷èí wi, i = 1, 2, òî
w′i = wi, i = 1, 2. Èç (6.3) ñëåäóåò, ÷òî w(α′1α2) = w(α′2α1) = 1/4.
Ñëåäîâàòåëüíî, w(γ1γ2) = w1 + w2 + 1/2 è ëåììà 6.1 äîêàçàíà.

Ëåììà 6.2 Ïóñòü D � æîðäàíîâà îáëàñòü â C, f : D → C �
ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíîå îòîáðàæåíèå è çàìêíóòàÿ êðèâàÿ γ â D
êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòà. Òîãäà w(f(γ)) = w(γ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìå Ô. Ã. Àâõàäèåâà [5] f ìîæíî
ïðîäîëæèòü äî âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ f̃ : C → C. Ïóñòü σ =
(R, π) � îäíîñâÿçíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàä C, îãðàíè÷åííàÿ γ−,
ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé ñëåäóåò èç [5]. Òîãäà τ = (R, f̃◦π) � ðèìàíîâà
ïîâåðõíîñòü íàä C, îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé (f(γ))−. Èç [4], òåîðåìà 2,
ñëåäóåò, ÷òî V (σ) = nσ(∞) − 1 − w(γ), V (τ) = nτ (∞) − 1 − w(f(γ)).
Çíà÷èò,

w(f(γ)) = w(γ) + 2(nτ (∞)− nσ(∞)) + V (σ)− V (τ). (6.4)

Èìååì

nτ (∞) =
∑

P :f̃◦π(P )=∞

[ord(P, τ)+1] =
∑

P :f̃◦π(P )=∞

[ord(P, σ)+1][ord(π(P ), δ)+1] =

=
∑

f̃(z)=∞

[ord(z, δ) + 1]
∑

π(P )=z

[ord(P, σ) + 1] =

=
∑

z:f̃(z)=∞

nσ(z)[ord(z, δ) + 1]. (6.5)

Êðîìå òîãî,
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V (τ) =
∑

P∈R

ord(P, τ) =
∑

P∈R

{[ord(P, σ) + 1][ord(π(P ), δ) + 1]− 1} =

=
∑

P∈R

ord(P, σ) +
∑

P∈R

[ord(P, σ) + 1] ord(π(P ), δ) =

= V (σ) +
∑

z∈π(R)

ord(z, δ)
∑

P∈(π)−1(z)

[ord(P, σ) + 1] =

= V (σ) +
∑

z∈π(P )

ord(z, δ)nσ(z). (6.6)

Èç (6.4)�(6.6) ïîëó÷àåì

w(f(γ)) = w(γ) + 2
∑

z:f(z)=∞
nσ(z)[ord(z, δ) + 1]−

−2nσ(∞)−
∑

z∈π(R)

ord(z, δ)nσ(z). (6.7)

Ïîñêîëüêó f̃ |D = f , à f � ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíîå îòîáðàæåíèå, ïðè-
íèìàþùåå êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ, òî f̃(z) = ∞⇒ z ∈ C\D, ord(z, δ) 6= 0.
Åñëè ord(z, δ) 6= 0, òî â ñèëó æîðäàíîâîñòè îáëàñòè D ñóùåñòâóåò
êðèâàÿ ω, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè z è ∞, öåëèêîì ëåæàùàÿ âíå D, ñëå-
äîâàòåëüíî, íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ êðèâîé γ. Ïî òåîðåìå 4.1 èìååì
nσ(∞)−nσ(z) = κ(γ−, ω) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, nσ(z) = nσ(∞), z 6∈ D,
è (6.7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

w(f(γ)) = w(γ) + 2nσ(∞)
∑

z:f(z)=∞
[ord(z, δ) + 1]− 2nσ(∞)−

−nσ(∞)
∑

z∈π(R)

ord(z, δ) = w(γ) + 2nσ(∞)[2n(∞)− 2− V (δ)] = w(γ),

ïîñêîëüêó â ñèëó ôîðìóëû Ðèìàíà-Ãóðâèöà äëÿ ðàçâåòâëåííîãî íà-
êðûòèÿ f̃ : C→ C èìååì V (δ) = 2− 2nδ(∞). Ëåììà 6.2 äîêàçàíà.



�6. Èíäåêñ âðàùåíèÿ 75

Ëåììà 6.3 Ïóñòü γ � çàìêíóòàÿ ëîêàëüíî ïðîñòàÿ êðèâàÿ â
C è íà÷àëî z0 êðèâîé γ ìîæíî ñîåäèíèòü ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé
òî÷êîé êðèâîé ω, ëåæàùåé â (C\|γ|) ∪ {z0}. Òîãäà èíäåêñ Óèòíè
w(γ) êðèâîé γ ðàâåí ε + κ(γ), ãäå κ(γ) � èíäåêñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
êðèâîé γ, ε = +1, åñëè ω ïîäõîäèò ¾ñïðàâà¿ ê êðèâîé γ â òî÷êå
z0, è ε = −1, åñëè � ¾ñëåâà¿.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ãëàäêèõ êðèâûõ ýòî, ïî ñóùåñòâó,
ðåçóëüòàò Óèòíè [207]. Îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ãëàäêîìó ïóòåì
êîíå÷íîãî ÷èñëà ¾ìàëûõ¿ èçîòîïèé, êîòîðûå íå èçìåíÿþò âåëè÷èí
w(γ) è κ(γ).

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6.1. Ïóñòü µ + 1 ≤ j ≤ ν.
Òîãäà, èñïîëüçóÿ ëåììû 6.2 è 6.3, ïîëó÷àåì, ÷òî

w(h(βj)) = w(h ◦ F (γj)) = w(γj) = εj + κ(γj) = εj + κ(βj),

ãäå γj � òàêàÿ êðèâàÿ â
◦
Π, ÷òî F (γj) = βj , εj = ±1 è çíàê εj âû-

áèðàåòñÿ äëÿ γj òàê æå, êàê âûáèðàëñÿ çíàê ε äëÿ γ â ëåììå 6.4.
Òîãäà

ν∑

j=µ+1

w(h(βj)) =
ν∑

j=µ+1

εj+
ν∑

j=µ+1

κ(βj) = m1−m2+
ν∑

j=µ+1

κ(βj). (6.8)

Ïóñòü òåïåðü 1 ≤ j ≤ µ. Îáîçíà÷èì âåðøèíû P1, Q1, R1, S1, . . . , Pρ,
Qρ, Rρ, Sρ, ìíîãîóãîëüíèêà Π ÷åðåç V1, V2, . . . , V4ρ ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü Cj � ñòîðîíà Π ñ âåðøèíàìè Vj , Vj+1 (V4ρ+1 = V1), j =
= 1, . . . , 4ρ. Äóãà γk

j èìååò íà÷àëî è êîíåö â òî÷êàõ P ′jk è P ′′jk ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïóñòü P ′jk ∈ Cs(k,j), P ′′jk ∈ Ct(k,j). Äëÿ ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ 4ρ,
ïîñòðîèì äóãè îêðóæíîñòåé δi ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â Vi, ñîåäèíÿ-
þùèå â Π ñòîðîíû Ci−1 è Ci (C0 = C4ρ). Íà÷àëî è êîíåö äóãè δj ,
îáõîäèìîé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, îáîçíà÷èì ÷åðåç E′

j è E′′
j ñîîò-

âåòñòâåííî.
Âûáåðåì ðàäèóñû ε îêðóæíîñòåé íàñòîëüêî ìàëûìè, ÷òîáû êðóãè

ðàäèóñà ε ñ öåíòðàìè â Vi ïîïàðíî íå ïåðåñåêàëèñü è íå ñîäåðæàëè
òî÷åê êðèâûõ βj , j = 1, . . . , ν. Ïîñêîëüêó îïðåäåëÿåìûå âåëè÷èíû íå
çàâèñÿò îò âûáîðà îòîáðàæåíèÿ h, â ÷àñòíîñòè, òî÷åê A′i, A′′i , B′

i, B′′
i ,

Ci, i = 1, . . . , ρ, è T , òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ε > max{|A′iQi|, |A′′i R′i|, |B′
iRi|, |B′′

i Si|, |CiRi|, i = 1, . . . , ρ, |P1T |}.
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Îáîçíà÷èì äëÿ ãëàäêîé äóãè γ ñ ïðåäñòàâëåíèåì z : [0, 1] → C

(z′(t) 6= 0, t ∈ [0, 1]) ÷åðåç w∗(γ) âåëè÷èíó (1/2π)
1∫
0

d{arg[z′(t)]}.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

w∗(h(F (δj))) =





1/2, j = 4k + 1, k 6= 0,
− 3/2, j = 4k + 3,

0, j = 4k + 2, 4k + 4,
−ρ + 3/2, j = 1.

(6.9)

Åñëè P ′jk < P ′′jk, òî ïóñòü

γ̃k
j = (γk

j )− · P ′jkE′′
s(k,j)+1 · δs(k,j)+1 · E′

s(k,j)+1E
′′
s(k,j)+2×

×δs(k,j)+2 · . . . · δt(k,j) · E′
t(k,j)+1P

′′
jk.

Òîãäà

w∗(h ◦ F (γ̃k
j )) = −w∗(h ◦ F (γk

j )) +
t(k,j)∑

i=s(k,j)+1

wi + 1/2,

ãäå
wi = w∗(h ◦ F (δi)) + 1/2.

Â ñèëó ëåìì 6.2 è 6.3

κ(γk
j ) = −κ(γ̃k

j ) = 1− w∗(γ̃k
j ) = 1− w∗(h ◦ F (γ̃k

j )) =

= 1/2 + w∗(h ◦ F (γk
j ))−

t(k,j)∑

i=s(k,j)+1

wi,

îòêóäà

w∗(h ◦ F (γ̃k
j )) = −1/2 + κ(γk

j ) +
t(k,j)∑

i=s(k,j)+1

wi. (6.10)

Åñëè P ′jk > P ′′jk, òî ïóñòü

γ̃k
j = (γk

j )− · P ′jkE′′
s(k,j)+1 · δs(k,j)+1 · E′

s(k,j)+1E
′′
s(k,j)+2·

δs(k,j)+2 · . . . δ4ρ · E′
4ρ1E

′′
1 · δ1 · E′

1E
′′
2 · δ2 · . . . · δt(k,j) · E′

t(k,j)P
′′
jk.
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Òîãäà àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ

κ(γk
j ) = 1− w∗(h ◦ F (γ̃k

j )) = 1/2 + w∗(h ◦ F (γk
j ))−

−
4ρ∑

i=s(k,j)+1

wi +
t(k,j)∑

i=1

wi,

è
w∗(h ◦ F (γ̃k

j )) = −1/2 + κ(γk
j )+

+
4ρ∑

i=s(k,j)+1

wi +
t(k,j)∑

i=1

wi. (6.11)

Ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèÿ (6.10) è (6.11) â äðóãîì âèäå. Äëÿ ýòîãî
îòìåòèì, ÷òî èç (6.9) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

4ρ∑

i=1

wi = 1. (6.12)

Ïóñòü

j∑

k=i

∗
ak =





∑j
k=i ak i ≤ j,

0, i = j + 1,
∑i−1

k=j+1 ak, i > j + 1.

Äëÿ ïîäîáíîãî ñóììèðîâàíèÿ
∑ ∗ ñïðàâåäëèâû ïðàâèëà, âåðíûå è

äëÿ îáû÷íîãî ñóììèðîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè,
j∑

k=i

∗
ak +

l∑
k=j+1

∗
ak =

l∑
k=i

∗
ak

äëÿ ëþáûõ öåëûõ i, j è l.
Ïóñòü εk

j = −1, åñëè P ′jk < P ′′jk è εk
j = 1, åñëè P ′jk > P ′′jk. Òî-

ãäà ðàâåíñòâà (6.10) è (6.11) ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñ ó÷åòîì (6.12) â
åäèíîîáðàçíîé ôîðìå

w∗(h ◦ F (γ̃k
j )) = εk

j /2 + κ(γk
j ) + wk

j , (6.13)

ãäå wk
j =

t(k,j)∑
i=s(k,j)+1

wi. Äîêàæåì, ÷òî
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µ∑

j=1

rj∑

k=1

wk
j = 0. (6.14)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó öèêë Z =
ν∑

j=1

βj ãîìîëîãè÷åí íóëþ, òî

èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ Z ñ ëþáîé îêðóæíîñòüþ áóêåòà D = F (∂Π) ðàâåí
íóëþ (ñì. [43], �73). Òàê êàê êðèâûå βµ+1, . . . , βν íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ
D, òî ýòî æå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ öèêëà

µ∑
j=1

βj . Îòñþäà,
â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî íà ìíîæåñòâå ïàð

P = {(k, j) | 1 ≤ k ≤ rj , 1 ≤ j ≤ µ}

ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà φ : P → P òàêàÿ, ÷òî s(φ(k, j)) = t(k, j) äëÿ
ëþáîé ïàðû (k, j) ∈ P. Ðàññìîòðèì ëþáîé öèêë ((k1, j1), . . . , (km, jm))
ýòîé ïåðåñòàíîâêè. Ïóñòü (km+1, jm+1)=(k1, j1). Òîãäà

m∑

l=1

wkl
jl

=
m∑

l=1

t(kl,jl)∑

i=s(kl,jl)+1

wi =
m∑

l=1

s(Φ(kl,jl))∑

i=s(kl,jl)+1

∗
wi =

m∑

l=1

s(kl+1,jl+1)∑

i=s(kl,jl)+1

∗
wi =

s(k1,j1)∑

i=s(k1,j1)+1

∗
wi = 0.

Ïîñêîëüêó ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî öèêëà, òî èìååò ìåñòî (6.14).
Òàê êàê

∑
εk
j = n2 − n1, òî èç (6.13), (6.14) ñëåäóåò, ÷òî

µ∑

j=1

w(h(βj)) =
µ∑

j=1

rj∑

k=1

w∗(h ◦ F (γk
j )) =

= (n2 − n1)/2 +
µ∑

j=1

rj∑

k=1

κ(γk
j ). (6.15)

Èíäåêñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ èíâàðèàíòåí ïðè ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ
ãîìåîìîðôèçìàõ, ïîýòîìó κ(γk

j ) = κ(βk
j ), 1 ≤ k ≤ rj , 1 ≤ j ≤ µ. Èç

ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, à òàêæå (6.15), (6.8) è (6.2) ñëåäóåò óòâåðæäå-
íèå òåîðåìû 6.1.
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Òåïåðü óêàæåì, êàê ìîæíî ïîäñ÷èòàòü èíäåêñ âðàùåíèÿ ìíîæå-
ñòâà êðèâûõ β1, . . . , βν íà êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè N , åñëè êðèâûå
β1, . . . , βν êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòû è ìîãóò ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó a.
Äëÿ ýòîãî ââåäåì îïåðàöèþ âäàâëèâàíèÿ äëÿ êâàçè- ëîêàëüíî ïðî-
ñòîé êðèâîé íà N , îáîáùàþùóþ ñîîòâåòñòâóþùóþ îïåðàöèþ äëÿ
êðèâûõ íà ñôåðå C.

Ïóñòü β � êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòàÿ êðèâàÿ â N , òî÷êà P ïðèíàä-
ëåæèò çàìêíóòîé äóãå êðèâîé β, ïðè÷åì:
à) âñå òî÷êè äóãè α ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìî-
æåò, òî÷êè P èíäåêñà n ≥ 0;
á) êîíöû äóãè α ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè òî÷êàìè β.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ äóãà γ â C, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êî-
îðäèíàò è ãîìåîìîðôèçì f : U → N , ãäå U � îêðåñòíîñòü íóëÿ â C
òàêèå, ÷òî α = f ◦ h(γ), ãäå h(z) = zn+1, z ∈ C. Ïóñòü γ1 � ïðîñòàÿ
çàìêíóòàÿ äóãà â C, èìåþùàÿ òå æå íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ òî÷êè,
÷òî è γ, òàêàÿ, ÷òî
1) êðèâàÿ γ(γ1)− ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé æîðäàíîâîé îáëàñòè G â C, ïðè-
÷åì h(G) ⊂ U ,
2) ñóùåñòâóåò äóãà α′ êðèâîé β, ñîäåðæàùàÿ âíóòðè ñåáÿ äóãó α
òàêóþ, ÷òî f ◦ h(G) ∩ (|α′|\|α|) = ∅.
Îáîçíà÷èì α1 = f◦h(γ1). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êðèâàÿ β1, ïîëó÷åííàÿ
èç β çàìåíîé äóãè α íà äóãó α1, ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì âäàâëèâàíèÿ
êðèâîé β âäîëü äóãè α.

Åñëè òî÷êà P ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíîé òî÷êîé çàìêíóòîé êðèâîé β,
òî âäàâëèâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ñëåäóåò òîëüêî
ñìåñòèòü íà÷àëî êðèâîé β, ïðîèçâåñòè âäàâëèâàíèå, à çàòåì ïåðåíå-
ñòè íà÷àëüíóþ òî÷êó â îäíó èç òî÷åê äóãè α1.

Åñëè â óñëîâèè 1) âìåñòî êðèâîé γ(γ1)− ïîñòàâèòü γ1γ
−, òî ñî-

îòâåòñòâóþùóþ îïåðàöèþ íàçîâåì îïåðàöèåé âûäàâëèâàíèÿ êðèâîé
β âäîëü äóãè α. Ñîîòâåòñòâóþùóþ îáëàñòü f ◦ h(G) áóäåì íàçûâàòü
îáëàñòüþ âäàâëèâàíèÿ (âûäàâëèâàíèÿ).

Òåîðåìà 6.2 Ïóñòü β1, . . . , βν � êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòûå êðè-
âûå íà êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè N . Ïóñòü êðèâàÿ βj

ïðîõîäèò kj ðàç ÷åðåç òî÷êó a è êðèâàÿ β′′j ïîëó÷åíà èç êðèâîé βj çà
êîíå÷íîå ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíûõ âûäàâëèâàíèé â îêðåñòíîñòè îñî-
áûõ òî÷åê êðèâîé βj è òî÷åê, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïðîõîæäå-
íèþ βj ÷åðåç òî÷êó a. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòè âûäàâëèâàíèÿ
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íå ñîäåðæàò òî÷êó a. Òîãäà èíäåêñ âðàùåíèÿ C êðèâûõ β1, . . . , βν

ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå

C = C ′ +
ν∑

j=1

kj χN , (6.16)

ãäå C ′ � èíäåêñ âðàùåíèÿ êðèâûõ β′1, . . . , β
′
ν .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè âûäàâëèâàíèè ïðîèñõîäèò ðàñ-
øèðåíèå ïîâåðõíîñòè σ = (M, p) çà ñ÷åò îäíîñâÿçíûõ ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé (Gj , fj ◦ hj), ãäå Gj , fj è hj � òå æå, ÷òî è G, f è
h â îïðåäåëåíèè îïåðàöèè âäàâëèâàíèÿ (âûäàâëèâàíèÿ), à èíäåêñ j
îçíà÷àåò, ÷òî îíè ñîîòâåòñòâóþò j-ìó âûäàâëèâàíèþ. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü σ′ = (M ′, p ′), îãðàíè÷åííóþ êðè-
âûìè β′1, . . . , β

′
ν , ïðè÷åì nσ(a) = nσ′(a) +

ν∑
j=1

kj , à χ
M
′ = χM . Äëÿ

îáîñíîâàíèÿ (6.16) îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî V (σ′) = V (σ).
Ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè

âåòâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè σ, ñîîòâåòñòâóþùèìè îñîáûì òî÷êàì êðèâûõ
β1, . . . , βν è âíóòðåííèìè òî÷êàìè âåòâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè σ′, îáðàçó-
þùèìèñÿ èç íèõ â ðåçóëüòàòå âûäàâëèâàíèÿ. Äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü,
÷òî ïîðÿäîê ãðàíè÷íîé òî÷êè âåòâëåíèÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ è
ïîðÿäîê ñîîòâåòñòâóþùåé åé âíóòðåííåé òî÷êè σ′ ñîâïàäàþò.

Ïóñòü Q � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà âåòâëåíèÿ σ, α � äóãà êðèâîé βi,
ñîäåðæàùàÿ åå ïðîåêöèþ P = p(Q) è

n = ord(P, σ) + 1, n′ = ord(P, σ′) + 1.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî n ≤ n′, ïîñêîëüêó îêðåñòíîñòü
òî÷êè Q â σ ìîæåò áûòü âëîæåíà â n′-ëèñòíûé îáîáùåííûé êðóã íàä
N (îêðåñòíîñòü òî÷êè Q â σ′). Äîêàæåì, ÷òî n′ ≤ n. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå, ò. å. ÷òî n < n′. Òàê êàê n = ord(P, σ), òî ñóùåñòâóåò
îáîáùåííûé n-ëèñòíûé îäíîñâÿçíûé êðóã K = (R, π) íàä N ñ åäèí-
ñòâåííîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ è ïðîñòàÿ êðèâàÿ ω â K òàêàÿ, ÷òî
1) åå ïðîåêöèÿ íà N åñòü äóãà α êðèâîé βi, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó P ;
2) ω ðàçáèâàåò K íà äâå ÷àñòè, ïðè÷åì òà ÷àñòü K1, êîòîðàÿ ëåæèò
¾ñëåâà¿ îò ω âëîæåíà â σ, ò. å. ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå èíúåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå j : R → M òàêîå, ÷òî p ◦ j = π è Q ∈ |j(ω)|.
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Âûáåðåì àíàëîãè÷íî n′-ëèñòíûé îäíîñâÿçíûé êðóã K ′ = (R′, π′)
íàä N ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â σ′,
ïðè÷åì òî÷êà âåòâëåíèÿ ïåðåõîäèò ïðè âëîæåíèè j′ â òî÷êó Q. Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü K îãðàíè-
÷åíà êðèâîé ηn, à K ′ � êðèâîé ηn′ , ãäå η � íåêîòîðàÿ ïðîñòàÿ çà-
ìêíóòàÿ êðèâàÿ â N . Â K ′ òàêæå ñóùåñòâóåò êðèâàÿ ω′, êîòîðàÿ
ðàçáèâàåò K ′ íà äâå ÷àñòè, ïðè÷åì òà èç íèõ, êîòîðàÿ ëåæèò ¾ñëå-
âà¿ îò íåå, ñîâïàäàåò ñ K1. Ðàññìîòðèì ÷àñòü K2 êðóãà K è ÷àñòü
K ′

2, êîòîðûå ëåæàò ¾ñïðàâà¿ îò j(ω) è ω′ ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó
n < n′, òî ñóùåñòâóþò òî÷êè N , íàä êîòîðûìè ÷èñëî ëèñòîâ ó K ′

2

áîëüøå ÷èñëà ëèñòîâ ïîâåðõíîñòè K2. Íàêîíåö, ïóñòü n′′ åñòü ÷èñ-
ëî, êîòîðîå íà åäèíèöó ïðåâûøàåò èíäåêñ òî÷êè P êâàçè- ëîêàëüíî
ïðîñòîé êðèâîé βi. Ïîñòðîèì îáîáùåííûé îäíîñâÿçíûé n′′-ëèñòíûé
êðóã K ′′, îãðàíè÷åííûé êðèâîé ηn′′ , ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé âåòâëå-
íèÿ, íà êîòîðîì ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ êðèâàÿ ω′′, ïðîåêöèÿ êîòîðîé íà
N åñòü α, ðàçáèâàþùàÿ K ′′ íà äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ K ′′

2 , ëåæà-
ùàÿ ¾ñïðàâà¿ îò íåå, ñîâïàäàåò ñ K ′

2 (ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç îïðåäå-
ëåíèÿ êîíñòðóêöèè âûäàâëèâàíèÿ). Ïóñòü K ′′

1 � ÷àñòü K ′′, ëåæàùàÿ
¾ñëåâà¿ îò ω′′. Ñêëåèâàÿ K ′′

1 ñ K2, ïîëó÷àåì îäíîñâÿçíûé îáîáùåí-
íûé ñ-ëèñòíûé êðóã (ñ êðàåì) íàä N , ñîäåðæàùèé ïðîñòóþ êðèâóþ,
ïðîåêòèðóþùóþñÿ â α, ïðè÷åì ñ < n′′. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èíäåêñ
îñîáîé òî÷êè P êðèâîé βj íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ñ− 1 < n′′ − 1, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ýòîò èíäåêñ ðàâåí n′′ − 1. Èòàê, n = n′, ÷òî
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.2.

Äëÿ íåêîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé N èíäåêñ âðàùåíèÿ
ìîæåò áûòü ïîäñ÷èòàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñëåäóåò âûáðàòü ïî-
äîáëàñòü N1 â N êîíå÷íîãî ðîäà, îãðàíè÷åííóþ êðèâûìè, òàêóþ,
÷òî

∑ν
j=1 |βj | ⊂ N1 è äëÿ ëþáûõ òî÷åê b1, b2 ∈ N\N1 è êðèâîé

ω, ñîåäèíÿþùåé ýòè òî÷êè,
ν∑

j=1

κ(ω, βj) = 0, à çàòåì âëîæèòü N1 â

êîìïàêòíóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü N2. Â êà÷åñòâå òî÷êè a ìîæíî
âûáðàòü ëþáóþ òî÷êó èç ìíîæåñòâà N2\N1. Äàëåå âû÷èñëÿåì èí-
äåêñ âðàùåíèÿ C êðèâûõ β1, . . . , βν â N2 (îòíîñèòåëüíî òî÷êè a).
Ïîëó÷åííàÿ êîíñòàíòà ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.
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îãðàíè÷åííîé êðèâîé β, ñ çàäàííûì

÷èñëîì ëèñòîâ íàä òî÷êîé a

Ïóñòü êðèâàÿ β ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòîé
êðèâîé â N , äîïóñêàþùåé ðàçâå ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñàìîïåðåñå-
÷åíèé è ïîâòîðÿþùèõñÿ ó÷àñòêîâ. Ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: åñëè
z : [0, 1] → N åñòü ïðåäñòàâëåíèå êðèâîé β, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷-
íîå ÷èñëî òî÷åê 0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tl = 1 òàêèõ, ÷òî äëÿ
ëþáûõ 1≤ i, j ≤ l ïóòè z|(ti−1,ti) è z|(tj−1,tj) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè è èõ
íîñèòåëè ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò.

Ïóñòü N � êîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, êðèâàÿ β íå ïðî-
õîäèò ÷åðåç òî÷êó a. Â ýòîì ñëó÷àå íîñèòåëü |β| êðèâîé β ðàçáèâàåò
N íà êîíå÷íîå ÷èñëî îáëàñòåé D1, . . . , Dn. Åñëè β ãîìîëîãè÷íà íóëþ,
òî äëÿ ëþáîé òî÷êè b ∈ Dj è ëþáîé êðèâîé ω, ñîåäèíÿþùåé òî÷êó
a ñ òî÷êîé b, èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ nj = κ(β, ω) íå çàâèñèò îò âûáîðà
òî÷êè b è êðèâîé ω.

Íàçîâåì âåðøèíàìè êðèâîé β òî÷êè P íîñèòåëÿ |β|, îáëàäàþùèå
ñâîéñòâîì: ëèáî |β| íè â êàêîé ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè P íå ÿâëÿåò-
ñÿ íîñèòåëåì ïðîñòîé êðèâîé, ëèáî P = z(t), ãäå t � òî÷êà èíòåðâàëà
[0, 1], íè â êàêîé îêðåñòíîñòè êîòîðîé ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå z̃
îòîáðàæåíèÿ z íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì (â ýòîì ñëó÷àå P � êîíåö
íåêîòîðîãî ðàçðåçà).

Äëÿ ëþáîé âåðøèíû P êðèâîé β ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìàëàÿ
îêðåñòíîñòü U , îãðàíè÷åííàÿ æîðäàíîâîé êðèâîé, òàêàÿ, ÷òî
1) U íå ñîäåðæèò äðóãèõ âåðøèí êðèâîé β, êðîìå òî÷êè P ;
2) U ∩|β| ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòûõ äóã |η1|, . . . , |ηu| òàêèõ,
÷òî |ηi| ∩ |ηj | = P , i 6= j.
Â ýòîì ñëó÷àå U\|β| ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì êðèâî-
ëèíåéíûõ æîðäàíîâûõ ñåêòîðîâ S1, . . . , Su ñ âåðøèíîé â òî÷êå P ,
ëèáî U\|β| = S1 ïîëó÷àåòñÿ èç U ïðîâåäåíèåì ðàçðåçà ïî äóãå |η1|,
îêàí÷èâàþùåéñÿ â òî÷êå P . Äëÿ ëþáîãî 1 ≤ k ≤ u îïðåäåëèì ÷èñ-
ëî m(P, Sk) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî äóã γj

êðèâîé β, ëåæàùèõ â U è ïðîõîäÿùèõ ðîâíî îäèí ðàç ÷åðåç òî÷êó P ,
êîíöû êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ íà ∂U . Åñëè γj � ðàçðåç îêðåñòíîñòè U èç
òî÷êè P , òî ïóñòü mj = 1. Åñëè γj � íå ðàçðåç, òî ïîëàãàåì mj = 1,
åñëè Sk ëåæèò â ÷àñòè ìíîæåñòâà U\|γj |, îñòàþùåéñÿ ¾ñëåâà¿ îò γj ,
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è mj = 0, åñëè � ¾ñïðàâà¿. Íàêîíåö, ïóñòü

m(P, Sk) =
∑

j

mj .

Ñåêòîð Sk ëåæèò â îäíîé èç îáëàñòåé Dj . Îïðåäåëèì ÷èñëî

m(P ) = nj −m(P, Sk).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ÷èñëî m(P ) íå çàâèñèò îò k, 1 ≤ k ≤ u. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü ñåêòîð Sk+1 ëåæèò â îáëàñòè Di è êðèâàÿ β ïðî-
õîäèò ó÷àñòîê |ηk| èõ îáùåé ãðàíèöû ñ Sk âñåãî (p + q) ðàç, ïðè÷åì
â p ðàç ñëó÷àÿõ ñåêòîð Sk+1 îñòàåòñÿ ¾ñëåâà¿ îò β, è â q ñëó÷àÿõ �
¾ñïðàâà¿. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë m(P, Sk) è m(P, Sk+1) ñëåäóåò,
÷òî

m(P, Sk+1)−m(P, Sk) = p− q. (7.1)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü êðèâàÿ ω ñîåäèíÿåò òî÷êó a ñ òî÷êîé
b1 ∈ Sk ⊂ Dj , òî÷êà b2 ∈ Sk+1 ⊂ Di è ïðîñòàÿ êðèâàÿ ω1 ñîåäèíÿåò
òî÷êè b1 è b2 â U , îäíîêðàòíî ïåðåñåêàÿ |β| â òî÷êå, ïðèíàäëåæà-
ùåé |ηk|. Òîãäà

ni = κ(β, ω · ω1) = κ(β, ω) + κ(β, ω1) = nj + (p− q),

îòêóäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (7.1) ñëåäóåò, ÷òî

nj−m(P, Sk) = ni −m(P, Sk+1).

Èòàê, âåëè÷èíà m(P ) îïðåäåëåíà êîððåêòíî. Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðå-
äåëèòü âåëè÷èíó m(P ) äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ |β|, à íå òîëüêî äëÿ
âåðøèí êðèâîé β. Î÷åâèäíà

Ëåììà 7.1 Ïóñòü α � ïðîñòàÿ äóãà â |β|, îêàí÷èâàþùàÿñÿ â
âåðøèíå P êðèâîé β è íå ñîäåðæàùàÿ äðóãèõ âåðøèí. Ïóñòü Q1,
Q2 � äâå òî÷êè èç |α|, íå ñîâïàäàþùèå ñ P . Òîãäà

m(Q1) = m(Q2) ≥ m(P ).

Ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 7.1 Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ðèìàíîâà ïîâåðõ-
íîñòü σ = (M, p) íàä N , îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé β, íàêðûâàþùàÿ n ðàç
òî÷êó a (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè âåòâëåíèÿ), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî m(P ) ≥ −n äëÿ ëþáîé âåðøèíû
P êðèâîé β.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü σ = (M, p) � ðèìà-
íîâà ïîâåðõíîñòü íàä N , îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé β, ïðè÷åì nσ(a) = n,
è σ = (M, p) � êàíîíè÷åñêîå ðàñøèðåíèå σ, âûçâàííîå ïðèñîåäèíå-
íèåì êðàÿ. Ðàññìîòðèì ëþáóþ âåðøèíó P êðèâîé β. Ïóñòü îêðåñò-
íîñòü U òî÷êè P âûáðàíà òàê æå, êàê è âûøå, ïðè îïðåäåëåíèè âåëè-
÷èíû m(P ). Ôèêñèðóåì íåêîòîðûé ñåêòîð Sk. Ïóñòü γ1, . . . , γr � òå
èç äóã êðèâîé β, êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó P è ëèáî ÿâëÿþòñÿ
ðàçðåçàìè, ëèáî òàêîâû, ÷òî ñåêòîð Sk îñòàåòñÿ ¾ñëåâà¿ îò íèõ ïðè
îáõîäå â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Òîãäà ìíîæåñòâî p−1(P ) ñî-
äåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå r òî÷åê P1, . . . , Pr íà ∂M , îáëàäàþùèõ ñâîé-
ñòâîì: äëÿ ëþáîé òî÷êè Pj ñóùåñòâóåò äóãà αj , ñîäåðæàùàÿ òî÷êó
Pj è ïðîõîäÿùàÿ ÷àñòü íåêîòîðîé êîìïîíåíòû êðàÿ ∂M â ïîëîæè-
òåëüíîì íàïðàâëåíèè, ïðè÷åì p(αj) = γj . Ïóñòü Vj � îêðåñòíîñòü
òî÷êè Pj â M , ïðè÷åì Vi ∩ Vj = ∅, i 6= j. ßñíî, ÷òî ∩r

j=1p(Vj) íå
ïóñòî è ñîäåðæèò íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü V òî÷êè P â Sk. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè Q ∈ V ∩ Sk ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé
ìåðå ïî îäíîìó åå ïðîîáðàçó Qj â Vj , 1 ≤ j ≤ r, ïðè÷åì, ïîñêîëüêó
Q 6∈ |β|, òî÷êè Qj 6∈ ∂M , ò. å. Qj ∈ M , 1 ≤ j ≤ ν. Ñëåäîâàòåëüíî,

nσ(Q) ≥ r = m(P, Sk). (7.2)

Ïóñòü òåïåðü êðèâàÿ ω ñîåäèíÿåò òî÷êó a ñ òî÷êîé Q. Ïî òåîðåìå 4.1
èìååì nσ(Q) − n = nσ(Q) − nσ(a) = κ(β, ω) = nj , ãäå j òàêîâî, ÷òî
ñåêòîð Sk ñîäåðæèòñÿ â Dj . Ñëåäîâàòåëüíî,

m(P ) = nj −m(P, Sk) = nj(Q)− n− r ≥ −n

â ñèëó (7.2).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé n = 0. Âåðøèíû β
ðàçáèâàþò íîñèòåëü |β| íà ÷àñòè, êîòîðûå íàçîâåì ñòîðîíàìè β. Ïî-
ñòðîèì äîñòàòî÷íî ìåëêóþ òðèàíãóëÿöèþ ∆ ðèìàíîâîé ïîâåðõíî-
ñòè N , óäîâëåòâîðÿþùóþ ñâîéñòâàì:
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1) ìíîæåñòâî âåðøèí òðèàíãóëÿöèè ∆ ñîäåðæèò âñå âåðøèíû β;
2) êàæäûé òðåóãîëüíèê èç ∆ ñîäåðæèò íà ãðàíèöå íå áîëåå îäíîé
èç âåðøèí β è ïåðåñåêàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì ñ îäíîé ñòîðîíîé β (òðå-
óãîëüíèêè ∆, ò. å. ñèíãóëÿðíûå 2-ñèìïëåêñû ìû îòîæäåñòâëÿåì ñ èõ
íîñèòåëÿìè. Íàì áóäåò óäîáíî ñ÷èòàòü ýòè òðåóãîëüíèêè çàìêíóòû-
ìè);
3) ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî òðåóãîëüíèêà èç ∆ ñ |β| åñòü ëèáî ïóñòîå ìíî-
æåñòâî, ëèáî âåðøèíà, ëèáî ñòîðîíà ýòîãî òðåóãîëüíèêà;
4) åñëè ïåðåñå÷åíèå äâóõ òðåóãîëüíèêîâ òðèàíãóëÿöèè íå èìååò îá-
ùèõ òî÷åê ñ |β|, òî ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ íå
ïåðåñåêàåòñÿ ñ |β|.

Âåðøèíû òðèàíãóëÿöèè ∆ ðàçáèâàþò êðèâóþ β íà æîðäàíîâû
äóãè α1, . . . , αv. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äóãè αj çàíóìåðîâàíû òàêèì
îáðàçîì, ÷òî β = α1α2 . . . αv. Ïóñòü αv+1 = α1.

Ðàññìîòðèì âåðøèíó Vj òðèàíãóëÿöèè ∆, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîí-
öîì äóãè αj è íà÷àëîì äóãè αj+1. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òðåóãîëüíèêîâ t1j , . . . , t

L(j)
j òðèàíãóëÿöèè ∆, óäî-

âëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâàì:
1) îäíà èç ñòîðîí ó òðåóãîëüíèêà t1j åñòü |αj |, à ó òðåóãîëüíèêà t

L(j)
j �

|αj+1|, ïðè÷åì t1j è t
L(j)
j ëåæàò ¾ñëåâà¿ îò αj è αj+1 ñîîòâåòñòâåííî;

2) âñå òðåóãîëüíèêè tlj , 1 ≤ l ≤ L(j), ñîäåðæàò íà ãðàíèöå âåðøè-
íó Vj , ïðè÷åì òðåóãîëüíèê tlj èìååò îáùóþ ñòîðîíó ñ òðåóãîëüíè-
êîì tl+1

j , 1 ≤ l ≤ L(j)− 1;
3) îáùàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêîâ t1j è t2j îòëè÷íà îò |αj |.

Òåïåðü áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðåóãîëüíèêè tlj òðèàíãóëÿöèè ∆
êàê îäíîëèñòíûå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè ñ êðàåì íàä N (ïðîåêöèÿ
pl

j : tlj → N åñòü âëîæåíèå tlj â N). Â êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
òðåóãîëüíèêîâ t11, t21, . . . , t

L(1)−1
1 , t

L(1)
1 = t12, t22, . . . , t

L(2)−1
2 ,

t
L(2)
2 = t13, . . . , t

L(v−1)−1
v−1 = t1v, t2v, . . . , t

L(v)−1
v ñêëåèì ëþáûå äâà òðå-

óãîëüíèêà, ñòîÿùèõ ðÿäîì, âäîëü èõ îáùåé ñòîðîíû, à òàêæå òðå-
óãîëüíèêè t

L(v)−1
v è t11 = t

L(v)−1
v âäîëü èõ îáùåé ñòîðîíû. Â ðåçóëü-

òàòå ïîëó÷àåì ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì σ1 = (M1, p1) íàä N ,
îãðàíè÷åííóþ êðèâûìè, îäíîé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ β.

Â äàëüíåéøåì òðåóãîëüíèêè òðèàíãóëÿöèè ∆ áóäåì îáîçíà÷àòü
òàêæå ÷åðåç D

j

k, ãäå íèæíèé èíäåêñ óêàçûâàåò íà ïðèíàäëåæíîñòü
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òðåóãîëüíèêà D
j

k îáëàñòè Dk; òàêèì îáðàçîì, ∪jD
j

k = Dk. Ñòîðîíû
òðèàíãóëÿöèè ∆ (çàìêíóòûå 1-ñèìïëåêñû) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
|γ̃1|, . . . , |γ̃w|. Èç ïîñòðîåíèÿ σ1 ñëåäóåò, ÷òî íàä êàæäûì òðåóãîëü-
íèêîì D

j

k â N ëåæèò m(j, k) òðåóãîëüíèêîâ D
j

ks, 1 ≤ s ≤ m(j, k),
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ1, ãäå m(j, k) = m(P, Si) = nk − m(P ),
P � åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà β íà ãðàíèöå D

j

k, åñëè òàêîâàÿ èìååòñÿ,
è ëþáàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà èç |β|∩∂Dj

k â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, Si �
äîñòàòî÷íî ìàëûé ñåêòîð ñ âåðøèíîé â òî÷êå P , ïåðåñåêàþùèéñÿ ñ
Dj

k.
Òàê êàê ïî óñëîâèþ m(P ) ≥ −n = 0 äëÿ ëþáîé âåðøèíû β è

â ñèëó ëåììû 7.1 ìèíèìóì âåëè÷èíû m(P ) äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå,
êîãäà P ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé êðèâîé β, òî m(P ) ≥ 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè
P ∈ |β|. Çíà÷èò,

m(j, k) ≤ nk äëÿ ëþáûõ j è k. (7.3)

Òàê êàê äëÿ îáëàñòè Dj , ñîäåðæàùåé òî÷êó a, âåëè÷èíà nj = 0, òî
nσ1(a) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè σ1 ñîäåðæèò òîëüêî îäíó ãðà-
íè÷íóþ êîìïîíåíòó, òî ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ1 = (M1, p1) ÿâëÿåòñÿ
èñêîìîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå σ1 îãðàíè÷åíà êðèâîé β è íåêîòîðîé
êðèâîé β1. Ïóñòü β̃1 � êðèâàÿ â M1, îáõîäÿùàÿ îäíó èç êîìïîíåíò
∂M1 è ïðîåêòèðóþùàÿñÿ â β1. Îáîçíà÷èì íîñèòåëü |β̃1| êðèâîé β̃1

÷åðåç B1.
Ïóñòü ñòîðîíà |Γ̃q| íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà D

p

li â σ1 ëåæèò íà
B1 è D

r

s � òðåóãîëüíèê â N , ñìåæíûé ñ D
p

l = p1(D
p
li) âäîëü ñòîðîíû

|γ̃q| = p1(|Γ̃q). Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ëèáî
I) σ1 ñîäåðæèò íåêîòîðûé òðåóãîëüíèê D

r

sj , ëåæàùèé íàä D
r

s è òàêîé,
÷òî îäíà èç åãî ñòîðîí |Γ̃′q| ëåæèò íà B1, è p1(|Γ̃q|) = |γ̃q|, ëèáî
II) m(r, s) < ns.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. ÷òî m(r, s) = ns è íè îäèí èç òðåóãîëü-
íèêîâ D

r

s1, D
r

s2, . . . , D
r

s,m(r,s) íå èìååò ñòîðîíû, ïðîåêòèðóþùåéñÿ â
|γ̃q| è ëåæàùåé íà B1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ â σ1,
ëåæàùèõ íàä D

p

l è èìåþùèõ ñòîðîíó íà B1, ïðîåêòèðóþùóþñÿ íà
|γ̃q|. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, x ≥ 1. Òîãäà êðèâàÿ β1 ïðîõîäèò ó÷àñòîê
|γ̃q| ðîâíî x ðàç, ïðè÷åì êàæäûé ðàç òðåóãîëüíèê Dp

l îñòàåòñÿ ¾ñëå-
âà¿ îò β1. Òàê êàê öèêë β + β1 ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ãðàíèöû σ1, îí
ãîìîëîãè÷åí íóëþ, à òàê êàê β ãîìîëîãè÷íà íóëþ ïî óñëîâèþ, òî è
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β1 ãîìîëîãè÷íà íóëþ. Ïóñòü z1 è z2 � íåêîòîðûå òî÷êè èç Dr
s è Dp

l

ñîîòâåòñòâåííî, êðèâàÿ ω ñîåäèíÿåò òî÷êó a ñ òî÷êîé z1, à êðèâàÿ ω′

ïðîñòàÿ, ñîåäèíÿåò z1 è z2 è ïåðåñåêàåò ∂Dr
s ∪ ∂Dp

l òðàíñâåðñàëüíî
îäèí ðàç â òî÷êå ñòîðîíû |γ̃q|, íå ñîâïàäàþùåé ñ âåðøèíîé. Òîãäà

κ(β1, ω · ω′) = κ(β1, ω) + κ(β1, ω
′) = κ(β1, ω) + x > κ(β1, ω). (7.4)

Òàê êàê m(p, l) = nσ1(z2), m(r, s) = nσ1(z1), òî èç òåîðåìû 4.1 è (7.4)
ñëåäóåò, ÷òî

m(r, s) = κ(β, ω) + κ(β1, ω) = ns + κ(β1, ω), (7.5)

m(p, l) = κ(β, ωω′) + κ(β1, ωω′) = nl + κ(β1, ω
′) > nl + κ(β1, ω). (7.6)

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, m(r, s) = ns, ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèÿ (7.5) ñëå-
äóåò, ÷òî κ(β1, ω) = 0, à èç (7.6), ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, �
íåðàâåíñòâî m(p, l) > nl, êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò (7.3).

Èòàê, ñïðàâåäëèâî ëèáî I), ëèáî II). Â ñëó÷àå I) ñêëåèâàåì ñòîðî-
íû |Γ̃q| è |Γ̃′q| òðåóãîëüíèêîâ D

r

sj è D
p

li, â ñëó÷àå II) áåðåì åùå îäèí
ýêçåìïëÿð D

r

s,m(r,s)+1 òðåóãîëüíèêà D
r

s è ïðèêëåèâàåì åãî ê σ1 âäîëü
ñòîðîíû |Γ̃q|. Åñëè âîçìîæíû îáà ñëó÷àÿ, òî îñóùåñòâëÿåì ïðèêëåè-
âàíèå ëþáûì èç äâóõ óêàçàííûõ âûøå ñïîñîáîâ. Â ðåçóëüòàòå ñêëå-
èâàíèÿ ïîëó÷àåì ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü σ2, ê êîòîðîé ïðèìåíÿåì òå
æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è ê σ1 (÷èñëî ãðàíè÷íûõ êðèâûõ ó σ2 ìîæåò
áûòü áîëüøå äâóõ, íî ýòî íå óñëîæíÿåò ðàññóæäåíèÿ). Ïðîäîëæàÿ
ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé
σ1, σ2, . . . , σn, . . . , êàæäàÿ èç êîòîðûõ îãðàíè÷åíà êðèâîé β è íåêî-
òîðûìè êðèâûìè β1, . . . , βν , ñêëååíà èç òðåóãîëüíèêîâ D

j

ki, ëåæàùèõ
íàä D

j

k, ÷èñëî êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò nk, è nσi(a) = 0, i ∈ N. Òàê
êàê âåëè÷èíû nk çàâèñÿò òîëüêî îò êðèâîé β, òî ÷èñëî òàêèõ ðè-
ìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé êîíå÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ ñêëåèâàíèÿ
íà êàêîé-òî ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σj îáîðâåòñÿ. Ïîñëåäíåå æå âîç-
ìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà äðóãèõ ãðàíè÷íûõ êðèâûõ, êðîìå β, ó
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σj íåò. Ñëåäîâàòåëüíî, σj ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.

Åñëè n > 0, òî ìîæíî ñâåñòè äåëî ê ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü β0 � æîðäàíîâà êðèâàÿ, îãðàíè÷èâàþùàÿ
îêðåñòíîñòü W òî÷êè a â N òàêóþ, ÷òî W ∩ |β| = ∅. Ñîåäèíèì ïðî-
ñòîé êðèâîé β1 íà÷àëî P êðèâîé β0 ñ íåêîòîðîé òî÷êîé Q íîñèòåëÿ
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|β| òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû β1 íå ïåðåñåêàëàñü ñ |β0| ∪ |β| íè â îäíîé
òî÷êå, çà èñêëþ÷åíèåì êîíöåâûõ. Òàê êàê β � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ,
òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà Q ÿâëÿåòñÿ
íà÷àëîì êðèâîé β. Ðàññìîòðèì êðèâóþ β̃ = ββ1(β−0 )nβ−1 . Äëÿ ëþáîé
òî÷êè S ∈ |β| âåëè÷èíà m(S) = mβ̃(S), âû÷èñëåííàÿ îòíîñèòåëüíî
êðèâîé β̃, íà n áîëüøå àíàëîãè÷íîé âåëè÷èíû mβ(S), âû÷èñëåííîé
îòíîñèòåëüíî β. Ïîýòîìó m

β̃
(S) ≥ 0, S ∈ |β|. Êðèâàÿ β̃ èìååò ðîâíî

îäíó âåðøèíó, ëåæàùóþ âíå β̃, � ýòî òî÷êà P . Äëÿ íåå m
β̃
(P ) = 0,

ïîýòîìó â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü
σ̃, îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé β̃, äëÿ êîòîðîé n

σ̃
(a) = 0. Ñêëåèì ó ðèìàíî-

âîé ïîâåðõíîñòè σ̃ ó÷àñòêè êðàÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå êðèâûì β1 è β−1 , à
çàòåì ïðèêëåèì îáîáùåííûé n-ëèñòíûé êðóã íàä W , îãðàíè÷åííûé
êðèâîé (β0)n. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü σ ñ êðà-
åì, îãðàíè÷åííóþ êðèâîé β. Òîãäà σ ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé. Òåîðåìà 7.1
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 7.1 ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ãðàíè÷-
íûõ êðèâûõ. Ïóñòü êðèâûå β1, . . . , βν â N êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòû,
çàìêíóòûå, íå ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó a è äîïóñêàþò ðàçâå ëèøü êî-
íå÷íîå ÷èñëî âçàèìíûõ ïåðåñå÷åíèé, ñàìîïåðåñå÷åíèé è ïîâòîðÿþ-
ùèõñÿ ó÷àñòêîâ, ò. å.: åñëè zi : [0, 1] → N , j = 1, . . . , ν, ñóòü ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ êðèâûõ β1, . . . , βν , òî ñóùåñòâóþò ðàçáèåíèÿ

0 = t0i < t1i < t2i < . . . < tr(i),i = 1

îòðåçêà [0, 1] òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ i, j, k è l ïóòè zi|(tk−1,tk) è
zj |(tl−1,tl) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè è èõ íîñèòåëè ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ,
ëèáî ñîâïàäàþò.

Ïóñòü öèêë
ν∑

i=1

βi ãîìîëîãè÷åí íóëþ, B =
⋃ν

i=1 |βi| ðàçáèâàåò N

íà êîíå÷íîå ÷èñëî îáëàñòåé D1, . . . , Dn. Íàçîâåì âåðøèíîé ëþáóþ
òî÷êó P èç B òàêóþ, ÷òî ëèáî íè â êàêîé åå îêðåñòíîñòè B íå ÿâ-
ëÿåòñÿ íîñèòåëåì ïðîñòîé äóãè, ëèáî ñóùåñòâóåò i, 1 ≤ i ≤ ν òàêîå,
÷òî zi(t) = P , ãäå t � íåêîòîðàÿ òî÷êà îòðåçêà [0, 1], íè â êàêîé
îêðåñòíîñòè êîòîðîé ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå z̃i îòîáðàæåíèÿ zi

íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì.
Äëÿ ëþáîé âåðøèíû P îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòèêó m(P ) àíàëî-

ãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé êðèâîé.
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Òåîðåìà 7.2 Ïóñòü N � êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü.
1) Åñëè ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ = (M, p) íàä N , îãðà-
íè÷åííàÿ êðèâûìè β1, . . . , βν , n ðàç íàêðûâàþùàÿ òî÷êó a (ñ ó÷å-
òîì êðàòíîñòè âåòâëåíèÿ), òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû P âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

m(P ) ≥ −n. (7.7)

2) Îáðàòíî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ (7.7) äëÿ ëþáîé âåðøèíû P , òî ñóùå-
ñòâóåò ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ, îãðàíè÷åííàÿ êðèâûìè β1, . . . , βν ,
äëÿ êîòîðîé nσ(a) = n + 1.
3) Åñëè æå, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò j, 1 ≤ j ≤ ν òàêîå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ ν, ïåðåñå÷åíèå |βi|∩|βj | 6= ∅ è äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè
Q ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñóùåñòâóåò êðèâàÿ αi, ïîäõîäÿùàÿ ¾ñëåâà¿ â
òî÷êå Q êàê ê êðèâîé βi, òàê è βj, òî ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ
ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü σ, äëÿ êîòîðîé nσ(a) = n.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è äëÿ ñëó÷àÿ îä-
íîé êðèâîé. Åñëè ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ñêëåèâàíèÿ ïîâåðõíîñòü
îêàçûâàåòñÿ íåñâÿçíîé, òî ñëåäóåò âçÿòü ïîâåðõíîñòü σN = (N, idN ),
ãäå idN : M → N � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, è ïîäêëåèòü ê íåé
êîìïîíåíòû ïîëó÷åííîé ïîâåðõíîñòè, ðàçðåçàÿ èõ è σN âäîëü îäèíà-
êîâûõ æîðäàíîâûõ äóã è ñêëåèâàÿ áåðåãà ðàçðåçîâ ¾êðåñò-íàêðåñò¿
(ñì. �� 4, 5). Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ï. 3) òåîðåìû, òî òàêîå ñêëå-
èâàíèå ìîæíî îñóùåñòâëÿòü áåç ó÷àñòèÿ σN , ñêëåèâàÿ ïîïàðíî êîì-
ïîíåíòû, ðàçðåçàííûå âäîëü æîðäàíîâûõ äóã, ëåæàùèõ íàä äóãàìè
êðèâûõ αi (ïîäõîäÿùèõ ¾ñëåâà¿ êàê ê βi, òàê è βj), íå âûõîäÿùèõ íà
ãðàíèöó. Ïðè ýòîì íå ïðîèñõîäèò, êîíå÷íî, óâåëè÷åíèÿ íà åäèíèöó
âåëè÷èíû nσ(a).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íåêîìïàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé N ñïðàâåäëèâ àíà-
ëîã òåîðåìû 7.2.

Â çàêëþ÷åíèå óñòàíîâèì òðè ëåììû î ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ,
îãðàíè÷åííûõ êðèâûìè, íåîáõîäèìûå â ãëàâå 3.

Ëåììà 7.2 Ïóñòü β1, . . . , βν � çàäàííûå çàìêíóòûå ëîêàëüíî
ïðîñòûå êðèâûå íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè N .

Åñëè N íå êîìïàêòíà èëè ðîä N ðàâåí íóëþ, òî ìíîæåñòâî
ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé σ íàä N áåç òî÷åê âåòâëåíèÿ (âíóòðåí-
íèõ è ãðàíè÷íûõ), îãðàíè÷åííûõ êðèâûìè β1, . . . , βν , íå áîëåå, ÷åì
êîíå÷íî.
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Åñëè N � êîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü è ðîä N áîëüøå
åäèíèöû, òî ìíîæåñòâî ïîâåðõíîñòåé σ íàä N áåç òî÷åê âåòâëå-
íèÿ, îãðàíè÷åííûõ êðèâûìè β1, . . . , βν , íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íî.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî, åñëè ðîä N íå ðàâåí íó-
ëþ è âìåñòî ρ0 ôèêñèðóåòñÿ ÷èñëî ëèñòîâ n0 íàä ôèêñèðîâàííîé
òî÷êîé a ∈ N .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà
N � êîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü è ρN 6= 1. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî öèêë

ν∑
i=1

βi ãîìîëîãè÷åí íóëþ, èíà÷å, ïî òåîðåìå 5.1, íè îäíîé
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè íàä N , îãðàíè÷åííîé êðèâûìè β1, . . . , βν , íå
ñóùåñòâóåò. Òîãäà öèêë

ν∑
i=1

β−i òàêæå ãîìîëîãè÷åí íóëþ, è ïî òîé æå
òåîðåìå ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ0 áåç ãðàíè÷íûõ òî÷åê
âåòâëåíèÿ, îãðàíè÷åííàÿ êðèâûìè β−1 , . . . , β−ν . Ñêëåèâàÿ σ è σ0 âäîëü
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò êðàÿ, ïîëó÷àåì êîìïàêòíóþ ðèìàíîâó
ïîâåðõíîñòü σ′ = (M ′, P ′, p′), ãäå îòìå÷åííàÿ òî÷êà P ′ ñîîòâåòñòâóåò
òî÷êå P ïðè ñêëåèâàíèè. ßñíî, ÷òî ðàçëè÷íûì ðèìàíîâûì ïîâåðõ-
íîñòÿì σ ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîâåðõíîñòè σ′.

Ïóñòü a ∈ N\⋃ν
i=1 |βi| � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà. Ïî

ôîðìóëå (5.2) ÷èñëî ëèñòîâ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ íàä òî÷êîé
a ðàâíî nσ(a) = (χM − C)/χN , ãäå C � èíäåêñ âðàùåíèÿ êðèâûõ
β1, . . . , βν (îòíîñèòåëüíî òî÷êè a). Åñëè ρN = 0, òî

nσ(a) = (2− 2ρM − ν − C)/2 ≤ 1− C/2,

ãäå C çàâèñèò òîëüêî îò β1, . . . , βν (è ôèêñàöèè òî÷êè a). Åñëè ρN ≥ 2
è ôèêñèðîâàí ðîä ρ0 ïîâåðõíîñòè M , òî

nσ(a) = (2ρ0 + ν + C − 2)/(2ρN − 2),

ïðè÷åì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå çàâèñèò òîëüêî îò êðèâûõ β1, . . . , βν (è
âûáîðà òî÷êè a). Íàêîíåö, åñëè ρN ≥ 1 è ôèêñèðîâàíî ÷èñëî ñ0, òî
nσ(a) = ñ0.

Ïîñêîëüêó ÷èñëî ëèñòîâ nσ0(a) íå çàâèñèò îò σ, òî ÷èñëî ëèñòîâ
nσ′(a) îãðàíè÷åíî ñâåðõó âåëè÷èíîé, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò σ. Ïóñòü
a1, . . . , al � ïðîåêöèè òî÷åê âåòâëåíèÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ0
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íà N . Òîãäà ïðîåêöèè òî÷åê âåòâëåíèÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ′

íà N ñóòü òàêæå a1, . . . , al. Ïîñêîëüêó ÷èñëî íå áîëåå, ÷åì n0-ëèñòíûõ
êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé σ′ íàä N , òî÷êè âåòâëåíèÿ êî-
òîðûõ ïðîåêòèðóþòñÿ â ìíîæåñòâî a1, . . . , al íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íî,
òî ÷èñëî ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé σ ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè íå
áîëåå, ÷åì êîíå÷íî.

Åñëè N íå êîìïàêòíà, òî ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A âñåõ òî÷åê b,
êîòîðûå ëåæàò â êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ N\ ∪ν

i=1 |βi|,
íå îáëàäàþùèõ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì â N . Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,
÷òî nσ(a) = 0 ïðè b ∈ A, ïîýòîìó äëÿ ëþáîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíî-
ñòè σ = (M,p), îãðàíè÷åííîé êðèâûìè β1, . . . , βν , îáðàç p(M) ëåæèò
â N\A. Ïóñòü N1 � îáëàñòü â N , îãðàíè÷åííàÿ æîðäàíîâûìè êðè-
âûìè, ñîäåðæàùàÿ N\A. Âëîæèì N1 â íåêîòîðóþ êîìïàêòíóþ ðè-
ìàíîâó ïîâåðõíîñòü N2. Òîãäà ëþáàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ íàä
N , îãðàíè÷åííàÿ β1, . . . , βν , ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðèìàíîâà
ïîâåðõíîñòü íàä N2. Äàëåå ðàññóæäàåì òàê æå, êàê è â ñëó÷àå, êî-
ãäà N � êîìïàêòíà. Â êà÷åñòâå a áåðåì ëþáóþ òî÷êó èç N1 ∩ A,
ïðîåêöèÿ êîòîðîé ëåæèò âíå ∪ν

i=1|βi|. ×èñëî ëèñòîâ ðèìàíîâîé ïî-
âåðõíîñòè σ′ íàä òî÷êîé a åñòü nσ′(a) = nσ(a) + nσ0(a) = nσ0(a),
÷òî íå çàâèñèò îò σ. Îñòàëüíîå äîêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî
ñëó÷àþ êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè N . Ëåììà 7.2 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 7.1 Ñóùåñòâóåò íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî îäíî-
ñâÿçíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé áåç òî÷åê âåòâëåíèÿ (âíóòðåííèõ
è ãðàíè÷íûõ) íàä êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ N ðîäà 1,
îãðàíè÷åííûõ çàäàííîé ëîêàëüíî ïðîñòîé êðèâîé β.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè σ = (M, p) � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàä N ,
îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé β, σ = (M, p) � åå êàíîíè÷åñêîå ðàñøèðåíèå,
âûçâàííîå ïðèñîåäèíåíèåì êðàÿ, è f : C → N � óíèâåðñàëüíîå íà-
êðûòèå, ïðè÷åì f(z0) = T0 ∈ p(P0), ãäå P0 � íà÷àëüíàÿ òî÷êà êðèâîé
β, òî â ñèëó òåîðåìû 5.1 ãë. 5 è îäíîñâÿçíîñòè M ñóùåñòâóåò ðèìàíî-
âà ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì σ′ = (M

′
, p′) íàä C òàêàÿ, ÷òî f ◦p′ = p. Ïóñòü

β′ � ïîäíÿòèå êðèâîé èç òî÷êè z0 íà C. Òîãäà σ′ îãðàíè÷åíà êðèâîé
β′. Îòìåòèì, ÷òî ñîîòâåòñòâèå σ 7→ σ′ ñþðúåêòèâíî. Ïî ëåììå 7.2 ñó-
ùåñòâóåò íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé σ′

íàä C, îãðàíè÷åííûõ êðèâîé β′. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ñëåä-
ñòâèÿ.
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Ëåììà 7.3 Ïóñòü σ1 è σ2 � äâå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè íàä N
ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè, îãðàíè÷åííûå àíàëèòè÷åñêèìè êðèâûìè.
Òîãäà ñóùåñòâóåò íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî îáúåäèíåíèé ïîâåðõ-
íîñòåé σ1 è σ2 îòíîñèòåëüíî âñåâîçìîæíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíî-
ñòåé σ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü
σj = (Mj , Pj , pj) îãðàíè÷åíà êðèâûìè β

(j)
1 , . . . , β

(j)
L(j), j = 1, 2. Òàê

êàê íîñèòåëè àíàëèòè÷åñêèõ êðèâûõ ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî ïåðåñåêà-
þòñÿ ðàçâå ëèøü â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, òî ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü
N ðàçáèâàåòñÿ ìíîæåñòâîì B =

⋃2
j=1

⋃N(j)
l=1 |β(i)

l | íà êîíå÷íîå ÷èñëî
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 5.2 è òåîðåìû 5.2 ÷èñëî ëè-
ñòîâ ïîâåðõíîñòè σj íàä ëþáîé òî÷êîé a ∈ N ðàâíîìåðíî îãðàíè÷å-
íî, è ÷èñëî òî÷åê âåòâëåíèÿ σj êîíå÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî
p−1

j (B) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà àíàëèòè÷åñêèõ äóã, ïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ðàçâå ëèøü â êîíöåâûõ òî÷êàõ, ïîýòîìó îíî ðàçáèâàåò Mj íà
êîíå÷íîå ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Åñëè σ = (M, P, p) � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàä N , òàêàÿ, ÷òî
ñóùåñòâóþò ìîðôèçìû ϕj : σj⊂→σ, j = 1, 2, M = ϕ1(M1) ∪ ϕ2(M2)
è äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê S ∈ M è Sj ∈ Mj òàêèõ, ÷òî pj(Sj) ∈ N\B,
j = 1, 2, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ϕ1(S1) = ϕ2(S2) = S, òî ϕ1(C1) =
= ϕ2(C2) = C, ãäå Cj � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Mj\p−1

j (B),
ñîäåðæàùàÿ òî÷êó Sj , j = 1, 2, à C � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæå-
ñòâà M\p−1(B), ñîäåðæàùàÿ òî÷êó S. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ j = 1, 2
âêëþ÷åíèå ϕj(Cj) ⊂ C î÷åâèäíî. Äîêàæåì, ÷òî C ⊂ ϕj(Cj). Ïóñòü
Tj � ëþáàÿ òî÷êà â Cj , íå ÿâëÿþùàÿñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ ïîâåðõíî-
ñòè σj è T = ϕj(Tj). Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 1.1 T íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
âåòâëåíèÿ σ. Ïóñòü Vj � ïîäìíîæåñòâî â N , ñîñòîÿùåå èç ïðîåêöèé
òî÷åê âåòâëåíèÿ σj íà N ; îíî ñîäåðæèò íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî
òî÷åê. Ìíîæåñòâî p−1(Vj) íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íî, òàê êàê σ = σ1 ∪σ2

(relσ) è σi êîíå÷íîëèñòíû, i = 1, 2. Ïóñòü Q ∈ C\p−1(Vj). Ñîåäèíèì
â C\p−1(Vj) òî÷êè T è Q äóãîé α. Òîãäà p(α) � äóãà â N\(Vj ∪ B).
Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäíÿòèå αj äóãè p(α) íà σ, íå
ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êè âåòâëåíèÿ. Çíà÷èò, îíè ñîâïàäàþò è ñîâ-
ïàäàþò èõ êîíöåâûå òî÷êè, ò. å. T = ϕ(T ) ∈ ϕj(Cj). Àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è â ñëó÷àå, êîãäà T ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâ-
ëåíèÿ σ, ïðè ýòîì ñëåäóåò âûáèðàòü äóãó α, ëåæàùóþ â C\p−1(Vj),
çà èñêëþ÷åíèåì êîíöåâîé òî÷êè T .



�7. Ñóùåñòâîâàíèå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷åííîé. . . 93

Èòàê, ϕ1(C1) = ϕ2(C2), ïîýòîìó ìîðôèçìû ϕj èíäóöèðóþò ãî-
ìåîìîðôèçì ψ = ϕ−1

2 |C ◦ ϕ1 : C1 → C2, ñîõðàíÿþùèé ïðîåêöèè:
p2 ◦ ψ = p1. Òàê êàê C1, C2 êîíå÷íîëèñòíû, òî îòîáðàæåíèé ψ, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ ýòèì óñëîâèÿì, ñóùåñòâóåò íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íîå
÷èñëî â ñèëó ëåììû 1.2.

Ëþáîå îáúåäèíåíèå σ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé σ1 è σ2 ïîëó÷à-
åòñÿ â ðåçóëüòàòå ñëåäóþùåé îïåðàöèè. Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σ1

è σ2 ðàçáèâàþòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæå-
ñòâàìè p−1

1 (B) è p−1
2 (B) ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå íåêîòîðûå èç êîì-

ïîíåíò ñâÿçíîñòè ïîïàðíî ãðóïïèðóþòñÿ è ñêëåèâàþòñÿ ìåæäó ñî-
áîé ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèé ψ : C1 → C2. Êðîìå òîãî, îòîæäå-
ñòâëÿþòñÿ òàêæå è íåêîòîðûå äóãè ìíîæåñòâ p−1

1 (B) è p−1
2 (B). Ýòî

îòîæäåñòâëåíèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ãðàíè÷íîé ñêëåé-
êè (ñì. �2): åñëè Tj ∈ ∂Cj è ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Tjn â Cj ,
êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê Tj , j = 1, 2, ïðè÷åì ψ(T1n) = ψ(T2n), n ≥ 1, òî
òî÷êè T1 è T2 îòîæäåñòâëÿþòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ñêëåèâàíèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì îòî-
áðàæåíèé {ψ}. Ïîñêîëüêó òàêèõ íàáîðîâ ñóùåñòâóåò íå áîëåå, ÷åì
êîíå÷íîå ÷èñëî, òî ëåììà 7.3 äîêàçàíà.

Ëåììà 7.4 Ïóñòü σ = (M,P, p) � îãðàíè÷åííàÿ àíàëèòè÷åñêè-
ìè êðèâûìè β1, . . . , βν ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàä N . Ñóùåñòâó-
åò íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî ïîâåðõíîñòåé σ1 = (M1, P1, p1),
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì: ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ñþðúåêöèÿ
j : σ → σ1 òàêàÿ, ÷òî p ◦ j = p1.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 7.3. Ïóñòü B �
ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà àíàëèòè÷åñêèõ äóã, ïåðå-
ñåêàþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé ðàçâå ëèøü â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, ñîäåð-
æàùåå íîñèòåëè ãðàíè÷íûõ êðèâûõ |βj |, j = 1, . . . , ν, ïðîåêöèè òî-
÷åê âåòâëåíèÿ σ, è ðàçáèâàþùåå N íà êîíå÷íîå ÷èñëî îäíîñâÿçíûõ
îáëàñòåé. Ìíîæåñòâî p−1(B) ðàçáèâàåò σ íà êîíå÷íîå ÷èñëî êîìïî-
íåíò ñâÿçíîñòè è σ1 ïîëó÷àåòñÿ èç σ îòîæäåñòâëåíèåì íåêîòîðûõ èç
ýòèõ êîìïîíåíò è èõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê ñîãëàñíî óñëîâèþ ãðàíè÷íîé
ñêëåéêè.



ÃËÀÂÀ 3. ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ ÐÈÌÀÍÎÂÛÕ
ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÅÉ, ÑÂßÇÀÍÍÛÅ
ÑÎ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜÞ Ê ßÄÐÓ

�8. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé áåç òî÷åê âåòâëåíèÿ

Ñõîäèìîñòü ê ÿäðó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðèìàíîâûõ ïîâåðõíî-
ñòåé äàåò ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé; îíà èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ [26], [95],
[96], [114]. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äàåì îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè ê ÿäðó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé
íàä N áåç òî÷åê âåòâëåíèÿ. Íà ïðîñòðàíñòâå âñåõ òàêèõ ïîâåðõíîñòåé
ââîäèòñÿ òîïîëîãèÿ, ñîãëàñîâàííàÿ ñ ýòîé ñõîäèìîñòüþ, è èçó÷àþòñÿ
åå ñâîéñòâà.

Ïóñòü N � íåêîòîðàÿ àáñòðàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, íå îáÿ-
çàòåëüíî êîìïàêòíàÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåêîòîðîå ñâîéñòâî èëè
óñëîâèå, çàâèñÿùåå îò íàòóðàëüíîãî m, âûïîëíÿåòñÿ (m-as), åñëè îíî
âûïîëíÿåòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m (àñèìïòîòè÷åñêè ïî m).
Ôèêñèðóåì òî÷êó z0 ∈ N . Ïóñòü

RP (z0) = RPN (z0) = {x ∈ Ob(RP)(N)| ëèáî x = z0 ëèáî

x = σ = (M, P, p) ∈ Ob(RP)(N), ïðè÷åì σ = σ̌ è p(P ) = z0}.
Ðàññìîòðèì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm} èç RP (z0). Áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm} èìååò íåâûðîæäåííîå ÿä-
ðî, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ RP (z0), îòëè÷íûé îò z0 è òàêîé, ÷òî
x⊂→xm (m-as). Ïîñëåäíåå óñëîâèå, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî xm 6= z0

(m-as). Ïîñêîëüêó ñõîäèìîñòü íå çàâèñèò îò ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ñëó-
÷àå íåâûðîæäåííîãî ÿäðà xm = σm = (Mm, Pm, pm) ∈ Ob(RP)(N)
ïðè m ≥ 1.

Ïóñòü {σm} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç RP (z0), èìåþùàÿ íåâûðî-
æäåííîå ÿäðî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M{σm} âñåõ ðèìàíîâûõ ïî-
âåðõíîñòåé τ èç RP (z0), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ: äëÿ ëþáîé ðè-
ìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ òàêîé, ÷òî τ ⊂ ⊂→σ èìåþò ìåñòî âëîæåíèÿ
τ⊂→σm (m-as). ßñíî, ÷òî M{σm} 6= ∅. Ñïðàâåäëèâà
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Ëåììà 8.1 Ïóñòü σ ∈ M{σm}, äëÿ íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè τ
ñóùåñòâóþò ìîðôèçìû j : τ ⊂ ⊂→σ, jm : τ⊂→σm (m-as), òî÷êà S
ïðèíàäëåæèò τ è S0 = j(S), Sm = jm(S), (m-as). Òîãäà σ(S0) ∈
∈ M{σm(Sm)}.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.
Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû â M{σm}.

Èõ ñóùåñòâîâàíèå âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 8.2 Ìíîæåñòâî M{σm} èíäóêòèâíî ïî îòíîøåíèþ ïî-
ðÿäêà ⊂→.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {σα}α∈A åñòü ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîä-
ìíîæåñòâî â M{σm}. Ïî òåîðåìå 3.2 ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ïîâåðõ-
íîñòü σ ∈ Ob(RP)(N), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ
ìíîæåñòâà {σα}α∈A. Ïîêàæåì, ÷òî σ ∈ M{σm}.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü j : τ ⊂ ⊂→σ, ãäå τ = (M ′, P ′, p′), τα =
= (Mα, Pα, pα), σ = (M,P, p), è ψα : σα⊂→σ, α ∈ A. Èç äîêàçàòåëüñòâ
òåîðåìû 3.2 è ëåììû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî σ åñòü ïðåäåë ïðÿìîãî ñïåêòðà
â êàòåãîðèè RP(N), àññîöèèðîâàííîãî ñ {σα}α∈A, à (M,P ) � ýòî
ïðåäåë ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðÿìîãî ñïåêòðà â êàòåãîðèè Top òîïîëî-
ãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ñëåäîâàòåëüíî,

M =
⋃

α∈A

ψα(Mα), j(M ′) =
⋃

α∈A

(
ψα(Mα) ∩ j(M ′)

)
.

Ìíîæåñòâà ψα(Mα)∩j(M ′) âëîæåíû äðóã â äðóãà è îáðàçóþò îòêðû-
òîå ïîêðûòèå êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà j(M ′). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
α ∈ A òàêîå, ÷òî ψα(Mα) ∩ j(M ′) = j(M ′). Çíà÷èò, j(M ′) ⊂ ψα(Mα),
ò. å. ψ−1

α ◦ j : τ ⊂ ⊂→σα. Îäíàêî σα ∈ M{σm}, ïîýòîìó τ⊂→σm (m-as).
Ñëåäîâàòåëüíî, σ ∈ M{σm} è ëåììà 8.2 äîêàçàíà.

Èç ëåììû 8.2 è òåîðåìû 3.3 ñëåäóåò

Òåîðåìà 8.1 Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm} èìååò íåâûðîæ-
äåííîå ÿäðî, òî ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ â M{σm}
íåïóñòî. Åñëè τ ∈ M{σm}, òî ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò
τ ′ â M{σm} òàêîé, ÷òî τ⊂→τ ′.
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Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ â M{σm} ÷åðåç
Ker{σm}, à åãî ýëåìåíòû áóäåì íàçûâàòü ÿäðàìè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {σm}. Åñëè ÿäðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xm} èç RP (z0) âûðîæäå-
íî, òî, ïî îïðåäåëåíèþ, ïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî Ker{xm} ñîäåðæèò
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò � òî÷êó z0 ∈ RP (z0), êîòîðóþ áóäåì íàçû-
âàòü ÿäðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xm}.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îäíîëèñòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ÿäðî
îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì, íà âîçìîæíîñòü íååäèíñòâåí-
íîñòè ÿäðà äëÿ íåîäíîëèñòíûõ ïîâåðõíîñòåé íàä C âïåðâûå óêàçàë
Þ. Þ. Òðîõèì÷óê [95]. Ñëåäóþùèé ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöè-
åé ïðèìåðà èç [95] äëÿ ñëó÷àÿ ïóíêòèðîâàííûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõ-
íîñòåé.

Ïðèìåð 8.1 Ïóñòü E � åäèíè÷íûé êðóã â C, f(ζ) = ζ, g(ζ) =
= ζ2, ζ ∈ E. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm} ðèìàíîâûõ ïî-
âåðõíîñòåé íàä C, ãäå σ2k−1 = (E, 1/2, f), σ2k = (E\{0}, 1/

√
2, g), â

RPC(1/2), k ≥ 1. Ïóñòü α � æîðäàíîâà äóãà â E è σ = (E\|α|, 1/2, f).
Òîãäà σ ∈ Ker{σm}. Äåéñòâèòåëüíî, î÷åâèäíî, ÷òî σ ∈ M{σm}, òàê
êàê ñóùåñòâóþò ìîðôèçìû j2k−1 : σ⊂→σ2k−1, j2k : σ⊂→σ2k, îïðåäå-
ëåííûå ðàâåíñòâàìè j2k−1(ζ) = ζ, j2k(ζ) =

√
ζ, ãäå âåòâü êîðíÿ â

E\|α| âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî
√

1/2 > 0. Ïîñêîëüêó σ2k−1 � îä-
íîëèñòíûå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè, òî ëþáîé ýëåìåíò σ′ ∈ Ker{σm}
äîëæåí áûòü îäíîëèñòíîé ïîâåðõíîñòüþ. Ïóñòü σ⊂→σ′ ∈ Ker{σm},
ãäå σ′ = (D, 1/2, h), h(ζ) = ζ, ζ ∈ D è σ′ 6= σ. Òîãäà E\|α| � ñîá-
ñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî â D. Èç âêëþ÷åíèÿ σ′ ∈ Ker{σm} íåòðóäíî
âûâåñòè, ÷òî D ⊂ E. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òî÷êà ζ0 ∈ |α| ∩ D. Ïî-
ñêîëüêó ord(0, σ2k−1) = 0, ord(0, σ2k) = 1, k ≥ 1, òî ζ0 íå ìîæåò áûòü
íóëåì. Íî òîãäà ñóùåñòâóåò æîðäàíîâà äóãà γ â D, ñîäåðæàùàÿ âíó-
òðè ñåáÿ íà÷àëî êîîðäèíàò è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó 1/2. Ïóñòü
G ⊂⊂ D � íåêîòîðàÿ îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ |γ| è τ = (G, 1/2, h|G).
Òîãäà τ ⊂ ⊂→σ′ è, ïîñêîëüêó σ′ ∈ M{σm}, ñóùåñòâóåò ìîðôèçì
i2k : σ⊂→σ2k (k-as). Åñëè γ2k = i2k(γ), òî γ2k � æîðäàíîâà êðè-
âàÿ â E, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, γ = h(γ) = g ◦ i2k(γ) = g(γ2k), ãäå g(ζ) = ζ2, è γ íå ìî-
æåò áûòü ïðîñòîé êðèâîé, ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì êðèâîé γ2k,
îõâàòûâàþùåé íà÷àëî êîîðäèíàò, ïðè ñòåïåííîì îòîáðàæåíèè. Èòàê,
σ = σ′ ∈ Ker{σm}. Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ÿäåð ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè èìååò êîíòèíóàëüíóþ ìîùíîñòü.
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Îïðåäåëåíèå 8.1 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm} â RP (z0) ñõîäèò-
ñÿ ê ýëåìåíòó x ∈ Ker{xm}, åñëè x ∈ Ker{xmk

} äëÿ ëþáîé ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {xmk

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xm}.

Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ 8.1 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 8.2 Ïóñòü {σm} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåâûðîæäåí-
íûõ ýëåìåíòîâ â RP(z0), ñõîäÿùàÿñÿ ê íåâûðîæäåííîìó ÿäðó σ′1.
Åñëè σ′2 ∈ Ker{σm}, òî σ′1 = σ′2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. ÷òî
σ′1 6= σ′2. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {σm}, äëÿ êîòîðîé σ′1 íå ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïîñêîëüêó σ′1 è σ′2 � äâà ðàçëè÷íûõ ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåí-
òà â M{σm}, òî σ′2 6⊂→σ1. Ïóñòü {σ(n)}n∈N � êîìïàêòíîå èñ÷åðïà-
íèå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ′1, ò. å. σ(n)⊂→σ(n+1) ⊂ ⊂→σ′1, n ∈ N, è
σ′1 = ∪n∈Nσ(n) (relσ). Âûáåðåì òàêóþ ïîâåðõíîñòü σ ∈ RP (z0), ÷òî
σ ⊂ ⊂→σ′2 è σ 6⊂→σ′1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σ(n), n ∈ N, è σ îãðàíè÷åíû êîíå÷íûì ÷èñëîì
àíàëèòè÷åñêèõ êðèâûõ êàæäàÿ. Â ñèëó ëåììû 7.3 ñðåäè îáúåäèíå-
íèé σ ∪ σ(1) (relσm ) (m-as) ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âûáðàòü òàêóþ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {σm1} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm}, äëÿ êîòîðîé σ∪σ(1)

(relσm1) íå çàâèñèò îò íîìåðà m1. Îáîçíà÷èì ýòî îáúåäèíåíèå ÷å-
ðåç σ1. Àíàëîãè÷íî ïî èíäóêöèè äëÿ ëþáîãî k ≥ 2 íàéäåòñÿ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σmk

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σmk−1} è ðèìàíîâà
ïîâåðõíîñòü σk òàêèå, ÷òî σ ∪ σ(1) (relσm1)= σk íå çàâèñèò îò mk.

Òàê êàê σ(k)⊂→σ(k+1), òî σk⊂→σk+1, k ≥ 1. Â ñèëó òåîðåìû 3.2
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σk} îáëàäàåò òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ σ. Òàê
êàê σk⊂→σ è σ(k)⊂→σk, òî σ(k)⊂→σ, k ≥1. Íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{σ(k)} ÿâëÿåòñÿ èñ÷åðïàíèåì ïîâåðõíîñòè σ′1, ïîýòîìó σ′1⊂→σ. Ïîêà-
æåì, ÷òî σ ∈ M{σmm} äëÿ äèàãîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σmm}.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ξ ⊂ ⊂→σ = ∪∞k=1σ

k (relσ), òî â ñèëó êîìïàêòíî-
ñòè âëîæåíèÿ è ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σk} ñóùåñòâóåò
òàêîå r, ÷òî ξ⊂→σr. Íî σr⊂→σmr äëÿ âñåõ mr, à {σmm} åñòü ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σmr}, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî
íîìåðà, ïîýòîìó ξ⊂→σmm(mm-as). Èòàê, σ ∈ M{σmm} è ïî òåîðå-
ìå 8.1 σ ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì τ ∈ Ker{σmm}. Íî σ′1 ïî óñëîâèþ
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òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì äëÿ ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {σm}, â ÷àñòíîñòè, è äëÿ {σmm}, ïîýòîìó σ′1 = τ â ñèëó
ìàêñèìàëüíîñòè ÿäðà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, σ⊂→σk, k ≥ 1, ïî ïîñòðîåíèþ, ñëåäîâàòåëüíî,
σ⊂→σ′1, ò. ê. σk⊂→σ⊂→τ = σ′1. Îäíàêî ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî σ 6⊂→σ′1.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó 8.2.

Ñëåäñòâèå 8.1 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â RP (z0) íå ìîæåò ñõî-
äèòüñÿ ê äâóì ðàçëè÷íûì ïðåäåëàì.

Ñëåäñòâèå 8.2 Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm} ñõîäèòñÿ ê σ
â RP (z0) è ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü τ ∈ RP (z0) òàêîâà, ÷òî τ⊂→σm

(m-as), òî τ⊂→σ.

Äåéñòâèòåëüíî, òîãäà τ ∈ M{σm} è ïî òåîðåìå 8.1 ñóùåñòâóåò
σ′ ∈ Ker{σm}, äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå τ⊂→σ′. Íî â ñèëó
òåîðåìû 8.2 σ′ = σ.

Ñëåäñòâèå 8.3 ßäðî ñõîäÿùåéñÿ â RP (z0) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
åäèíñòâåííî.

Ââåäåì íà RP (z0) òîïîëîãèþ T0, ñîãëàñîâàííóþ ñî ñõîäèìîñòüþ
ê ÿäðó. Â êà÷åñòâå ïðåäáàçû äëÿ òîïîëîãèè T0 âîçüìåì ñèñòåìó ìíî-
æåñòâ B = {U(α),W (α)}α∈RP (z0)

, ãäå

U(α) = {β ∈ RP (z0)|α ⊂ ⊂→β}, W (α) = {β ∈ RP (z0)|α 6⊂→β}. (8.1)

Òåîðåìà 8.3 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm} ñõîäèòñÿ ê ýëåìåí-
òó x â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 8.1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {xm}
ñõîäèòñÿ ê x â òîïîëîãèè T0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü {xm} → x â
ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 8.1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà x = σ
� íåâûðîæäåííûé ýëåìåíò â RP (z0). Ìîæíî ñ÷èòàòü òîãäà, ÷òî âñå
xm = σm íåâûðîæäåíû. Ðàññìîòðèì ëþáóþ îêðåñòíîñòü ýëåìåíòà σ
âèäà U(α). Òîãäà σ ∈ U(α), ò. å. α ⊂ ⊂→σ. Âûáåðåì β òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû α ⊂ ⊂→β ⊂ ⊂→σ. Òîãäà β⊂→σm (m-as), ò. ê. σ ∈ M{σm}.
Ñëåäîâàòåëüíî, α ⊂ ⊂→σm, ò. å. σm ∈ U(α) (m-as). Ïóñòü òåïåðü
σ ∈ W (α), ò. å. α 6⊂→σ. Äîêàæåì, ÷òî σm ∈ W (α) (m-as). Ïðåäïîëî-
æèì ïðîòèâíîå. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σmk

}
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èìååì {σmk
} → σ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 8.1, è èç ñëåäñòâèÿ 8.2 âûòå-

êàåò, ÷òî α⊂→σ � ïðîòèâîðå÷èå. Èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî
{σm} → σ â òîïîëîãèè T0.

Åñëè æå x = z0, òî ÿäðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xm} âûðîæäåíî.
Åñëè z0 ∈ U(α), òî α ⊂ ⊂→z0, ÷òî ìîæåò áûòü òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà
α = z0. Íî U(z0) = RP (z0), è òîãäà xm ∈ U(z0), m ≥ 1. Åñëè z0 ∈
∈ W (α), òî α 6⊂→z0, ò. å. α = σ � íåâûðîæäåííûé ýëåìåíò. Åñëè
íåâåðíî, ÷òî α 6⊂→xm (m-as), òî äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {xmk

}, êàê è âûøå, èìååì α⊂→xmk
äëÿ ëþáîãî mk. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ÿäðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xmk
} íåâûðîæäåíî, ò. å. z0 6∈

Ker{xmk
}. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî {xm} → z0 â ñìûñëå îïðåäå-

ëåíèÿ 8.1. Òàêèì îáðàçîì, {xm} → z0 â òîïîëîãèè T0.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü {xm} → z0 â òîïîëîãèè T0. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî
∀α (α ⊂ ⊂→x ⇒ α ⊂ ⊂→xm) (m− as),
∀α (α 6⊂→x ⇒ α 6⊂→xm) (m− as). (8.2)

Ïóñòü x 6= z0. Èç ïåðâîé èìïëèêàöèè (8.2) âûòåêàåò, ÷òî x ∈ M{xm},
à èç âòîðîé � ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè α⊂→
⊂→xmk

, òî α⊂→x. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xmk

} ýëåìåíò x ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì â M{xmk
}, ò. å. x ∈ Ker{xmk

}.
Çíà÷èò, {xm} → x â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 8.1.

Åñëè æå x = z0, òî ÿäðî ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xmk
}

âûðîæäåíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {xmk

} è α 6= z0 èìååì α⊂→xmk
äëÿ ëþáîãî mk, òî, êàê è âûøå,

α⊂→x, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x = z0. Èòàê, Ker{xmk
} = {z0},

ò. å. {xm} → x â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 8.1. Òåîðåìà 8.3 äîêàçàíà.

Òåïåðü óñòàíîâèì ñâîéñòâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà RP (z0),
ñâÿçàííûå ñ êîìïàêòíîñòüþ. Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì îäèí âñïîìî-
ãàòåëüíûé ðåçóëüòàò.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N{σm} îáúåäèíåíèå ∪Ker{xmk
} ìíîæåñòâà ÿäåð

ïî âñåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì {σmk
} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm}

â RP (z0).

Ëåììà 8.3 Ìíîæåñòâî N{σm} èíäóêòèâíî ïî îòíîøåíèþ ïî-
ðÿäêà ⊂→.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {σα}α∈A � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå
ñåìåéñòâî èç ìíîæåñòâà N{σm}. Äîêàæåì, ÷òî îíî îáëàäàåò âåðõíåé
ãðàíüþ τ .

Ïóñòü σα = (Mα, Pα, pα), α ∈ A. Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå ëåììû 8.2, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò σ = (M, P, p) òàêàÿ,
÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ìîðôèçìîâ ψα âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

ψα : σα⊂→σ, α ∈ A, M = ∪α∈Aψα(Mα).

Ïóñòü G1 ⊂ G2 ⊂ · · · ⊂ Gn ⊂ · · · � íåêîòîðîå êîìïàêòíîå èñ÷åð-
ïàíèå M . Ôèêñèðóåì ëþáîé ýëåìåíò α1. Äàëåå ïî èíäóêöèè îïðå-
äåëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü αn−1

ïîñòðîåíî. Åñëè ψαn−1(Mαn−1) = M , òî σαn−1 = σ ÿâëÿåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíûì ýëåìåíòîì ñåìåéñòâà {σα}α∈A è åãî ìîæíî âçÿòü â êà÷å-
ñòâå τ . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî kn òàêîå,
÷òî Gkn 6⊂ ψαn−1(Mαn−1). Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà ψα(Mα) îáðàçóþò
îòêðûòîå ïîêðûòèå êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà Gkn è âëîæåíû äðóã â
äðóãà, òî ñóùåñòâóåò αn òàêîå, ÷òî Gkn ⊂ ψαn(Mαn). Â ðåçóëüòàòå,
åñëè {σα}α∈A íå ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà, òî ïîëó÷àåì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {σαn} òàêóþ, ÷òî σαn⊂→σαn+1 , n ≥ 1, è σ = ∪∞i=1σαi

(relσ).
Êàæäàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σαn ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì N{σm},

ò. å. ÿäðîì íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σ(n)
m } ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {σm}. Ïóñòü τn =
(
Gkn , P, p|Gkn

)
. Ïî ïîñòðîåíèþ τn ⊂ ⊂→σαn ,

ïîýòîìó τn ⊂ ⊂→σ
(n)
m (m-as). Ïîñòðîèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σ(n)

mn}
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm}, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâà ïðèíàäëåæíîñòü
σ ∈ M{σ(n)

mn}. Ïóñòü σ
(1)
m1 òàêîâà, ÷òî τ1⊂→σ

(1)
m1 . Åñëè ïîñòðîåíû σ

(1)
m1 ,

σ
(2)
m2 , . . . , σ

(n−1)
mn−1 , òî ïóñòü σ

(n)
mn òàêîâà, ÷òî τn⊂→σ

(n)
mn è â èñõîäíîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} ýëåìåíò σ
(n−1)
mn−1 ðàñïîëàãàåòñÿ ðàíüøå, ÷åì

ýëåìåíò σ
(n)
mn . Òîãäà σ ∈ M{σ(n)

mn}. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ξ ⊂ ⊂→σ.
Ïîñêîëüêó ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè τn êîìïàêòíî èñ÷åðïûâàþò σ, òî
ñóùåñòâóåò n0 òàêîå, ÷òî ξ⊂→τn ïðè n ≥ n0. Îòñþäà è èç âêëþ÷åíèÿ
τn⊂→σ

(n)
mn ñëåäóåò, ÷òî ξ⊂→σ

(n)
mn , n ≥ n0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Â ñèëó òåîðåìû 8.1 ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü τ ∈ Ker{σ(n)
mn}

òàêàÿ, ÷òî σ⊂→τ . Òàê êàê σα⊂→σ, òî σα⊂→τ . Ïðè ýòîì τ ∈ N{σm} è
τ ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé. Ëåììà 8.3 äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 8.4 Ïðîñòðàíñòâî RP (z0) ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íåâûðîæäåííûõ ýëåìåíòîâ {σm} èç RP (z0) è äîêàçàòü, ÷òî
ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σmk

}, ñõîäÿùàÿñÿ ëèáî ê òî÷-
êå z0, ëèáî ê íåêîòîðîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ ∈ RP (z0). Åñëè z0

ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì äëÿ ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {σm}, òî {σm} → z0, m →∞. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî
τ ∈ N{σm} ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò σ′. Èç ëåììû 8.3 ñëå-
äóåò, ñ ó÷åòîì òåîðåìû 3.3, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò
σ â N{σm} òàêîé, ÷òî σ′⊂→σ. Òàê êàê σ ∈ N{σm}, òî ñóùåñòâóåò
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σmk

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} òàêàÿ, ÷òî
σ ∈ Ker{σmk

}. Ïóñòü {σmkj
} � ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {σmk
}. ßñíî, ÷òî σ ∈ M{σmkj

}. Ïî òåîðåìå 8.1
ñóùåñòâóåò τ ∈ Ker{σmkj

} òàêàÿ, ÷òî σ⊂→τ . Íî òîãäà τ ∈ N{σm}
è, ïîñêîëüêó σ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì â N{σm}, σ = τ .
Èòàê, σ ∈ Ker{σmkj

} äëÿ ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {σmk

}, ïîýòîìó {σmk
} ñõîäèòñÿ ê σ è òåîðåìà 8.4 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 8.5 Ïðîñòðàíñòâî RP (z0) ñ òîïîëîãèåé T0 ÿâëÿåòñÿ
õàóñäîðôîâûì è îáëàäàåò ñ÷åòíîé áàçîé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Õàóñäîðôîâîñòü RP (z0) î÷åâèäíà. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñóùå-
ñòâîâàíèå ñ÷åòíîé ïðåäáàçû. Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå àíàëèòè÷åñêîå
îòîáðàæåíèå f : N → C. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó B0, ñîñòîÿùóþ èç ìíî-
æåñòâ U(α) è W (α) âèäà (8.1), ãäå α = z0 ëèáî α ∈ F ; çäåñü F åñòü
ìíîæåñòâî ïîâåðõíîñòåé èç RP (z0), êàæäàÿ èç êîòîðûõ îãðàíè÷åíà
êîíå÷íûì ÷èñëîì ëîêàëüíî ïðîñòûõ êðèâûõ, ïðîåêòèðóþùèõñÿ ïðè
îòîáðàæåíèè f â ëîìàíûå â C, âåðøèíû êîòîðûõ èìåþò ðàöèîíàëü-
íûå êîîðäèíàòû, è íå ñîäåðæèò ãðàíè÷íûõ òî÷åê âåòâëåíèÿ.

Ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ íàáîðîâ êðèâûõ â N , ïðîåêòèðóþùèõñÿ â
ëîìàíûå ñ âåðøèíàìè, èìåþùèìè ðàöèîíàëüíûå êîîðäèíàòû, ñ÷åò-
íî. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
1) ìíîæåñòâî ëîìàíûõ â C, èìåþùèõ ¾ðàöèîíàëüíûå¿ âåðøèíû,
ñ÷åòíî;
2) ÷èñëî ëèñòîâ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ξ = (N, f) íàä ëþáîé òî÷êîé
íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíî, è ÷èñëî òî÷åê âåòâëåíèÿ ξ òàêæå íå áîëåå, ÷åì



102 Ãëàâà 3

ñ÷åòíî, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî îòðåçêà [AB] â C ñóùåñòâóåò íå
áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî ïðîñòûõ êðèâûõ, ïðîåêòèðóþùèõñÿ â [AB]
ïðè îòîáðàæåíèè f .

Â ñèëó óòâåðæäåíèé ëåììû 7.2 ÷èñëî ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé
áåç òî÷åê âåòâëåíèÿ (âíóòðåííèõ è ãðàíè÷íûõ) íàä N , îãðàíè÷åííûõ
çàäàííûìè êðèâûìè β1, . . . , βν , íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíî. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñèñòåìà B0 ñ÷åòíà. Îñòàëîñü óñòàíîâèòü, ÷òî òîïîëîãèÿ, ïîðîæäåí-
íàÿ ïðåäáàçîé B0, ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé T0.

Ïîñêîëüêó B0 ⊂ B, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò
èç B ïðåäñòàâèì â âèäå îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâ ïðåäáàçû B0. Ïóñòü
α = σ � íåâûðîæäåííûé ýëåìåíò â RP (z0). Íåòðóäíî äîêàçàòü,
÷òî ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå èñ÷åðïàíèå ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ ïî-
âåðõíîñòÿìè èç F , ïîýòîìó σ = ∪τ⊂→σ, τ∈F τ (relσ). Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî σ⊂→β ⇐⇒ τ⊂→β äëÿ ëþáîé ïîâåðõíîñòè τ , τ⊂→σ, τ ∈ F . Çíà÷èò,
σ 6⊂→β ⇐⇒ ñóùåñòâóåò τ ∈ F òàêàÿ, ÷òî τ⊂→σ, σ 6⊂→β. Ñëåäîâàòåëüíî,

U(σ) =
⋃

τ⊂→σ, τ∈F
U(τ). (8.3)

Åñëè σ ⊂ ⊂→β, òî, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå èñ÷åðïàíèå β
ïîâåðõíîñòÿìè èç F , ñóùåñòâóåò τ ∈ F òàêàÿ, ÷òî σ⊂→τ è τ ⊂ ⊂→β.
Îáðàòíî, åñëè τ ∈ F , σ⊂→τ è τ ⊂ ⊂→β, òî σ ⊂ ⊂→β. Ïîýòîìó

W (σ) =
⋃

σ⊂→τ, τ∈F
W (τ). (8.4)

Òàê êàê U(τ), W (τ) ∈ B0 ïðè τ ∈ F , òî èç (8.3) è (8.4) ñëåäóåò
óòâåðæäåíèå òåîðåìû 8.5.

Òàê êàê ëþáîå ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíîå T1-ïðîñòðàíñòâî ñî
ñ÷åòíîé áàçîé ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì (ñì., íàïð., [13], ãë.III, ïðåä-
ëîæåíèå 3.23), òî èç òåîðåì 8.4 è 8.5 âûòåêàåò

Òåîðåìà 8.6 Ïðîñòðàíñòâî RP (z0) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì â
òîïîëîãèè T0.

Ïóñòü σ = (M,P, p) ∈ M{σm}. Âûáåðåì íåêîòîðîå êîìïàêòíîå
èñ÷åðïàíèå σ(n) = (Qn, P, pn), ãäå pn = p|Qn , n ≥ 1. Äëÿ ëþáîãî
êîìïàêòà Q â M ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð n(Q), ÷òî Q ⊂ Qn ïðè
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n ≥ n(Q). Òàê êàê σ(n) ⊂ ⊂→σ, òî äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò òàêîé
íîìåð m(n), ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ìîðôèçìà jn

m èìååì jn
m : σ(n)⊂→σm

ïðè m ≥ n. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 1.2, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
îòîáðàæåíèå jn

m|Q íå çàâèñèò îò n ïðè m ≥ m(n), n ≥ n(Q). Òàê
êàê σ(n)⊂→σ(n+1), n ≥ 1, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî m(n) ìîíîòîííî
çàâèñèò îò n. Îáîçíà÷èì jQ

m = jn
m|Q ïðè m ≥ m(n(Q)). Íàçîâåì

îòîáðàæåíèÿ jQ
m, Q ⊂ M , m ≥ m(n(Q)), êàíîíè÷åñêèìè âëîæåíèÿìè

êîìïàêòîâ èç σ â σm, èíäóöèðîâàííûìè âêëþ÷åíèåì σ ∈ M{σm}.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå
ñõîäèìîñòüþ {σm} → σ, m →∞.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè Q1 ⊂ Q2, òî jQ1
m = jQ2

m |Q1 â ñèëó ëåììû 2.1
ïðè m ≥ m(n(Q2)), ò. å. îòîáðàæåíèÿ jm ôàêòè÷åñêè íå çàâèñÿò îò
Q (m-as). Ïîýòîìó áóäåì îïóñêàòü âåðõíèé èíäåêñ â îáîçíà÷åíèè jQ

m

è ïèñàòü ïðîñòî jm, ïðè ýòîì jm ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðà-
æåíèÿ èç M â Mm, íî îïðåäåëåííûå íå íà âñåì M , à íà êîìïàêòàõ â
M ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m, òî÷íåå, ïðè m ≥ m0, ãäå m0 çàâèñèò
îò ýòîãî êîìïàêòà.

Åñòåñòâåííî, jQ
m ìîæåò çàâèñåòü îò âûáîðà êîìïàêòíîãî èñ÷åð-

ïàíèÿ, íî åñëè jQ
m è iQm � äâà êàíîíè÷åñêèõ âëîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-

þùèå äâóì ðàçëè÷íûì êîìïàêòíûì èñ÷åðïàíèÿì, òî jQ
m = iQm ïðè

m ≥ m1, ãäå m1 çàâèñèò îò Q è âûáîðà ýòèõ èñ÷åðïàíèé. Áîëåå òî-
ãî, åñëè Q � ñâÿçíûé êîìïàêò â M , ñîäåðæàùèé òî÷êó P , òî jQ

m

íå çàâèñèò è îò âûáîðà êîìïàêòíîãî èñ÷åðïàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñ-
ëè σ

(n)
1 = (Q′n, P, p′n) � äðóãîå êîìïàêòíîå èñ÷åðïàíèå è Q ⊂ Qn,

Q ⊂ Q′k, òî Q ⊂ Q′′nk, ãäå Q′′nk åñòü ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ïåðåñå÷åíèÿ
Qn ∩ Q′k, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó P . Åñëè τ ′′ = (Q′′nk, P, p′n ), òî â ñèëó
ëåììû 1.2 âëîæåíèå τ ′′⊂→σm îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì,
ïîýòîìó jn

m|Q′′nk
= ikm|Q′′nk

, ãäå jn
m : σ(n)⊂→σm è ikm : σ(n)⊂→σm. Çíà-

÷èò, jQ
m = jn

m|Q = ikm|Q = iQm äëÿ âñåõ m, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû jQ
m

è iQm.
Î÷åâèäíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 8.4 Ïóñòü σ ∈ M{σm}, jm � êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ,
èíäóöèðîâàííûå ýòèì âêëþ÷åíèåì, S � ëþáàÿ òî÷êà èç σ è Sm =
= jm(S) (m-as) (ïðè ìàëûõ m âûáåðåì â êà÷åñòâå Sm ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó èç σm). Òîãäà σ(S) ∈ M{σm(Sm)} è j′m = jm (m-as), ãäå
j′m � êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå âêëþ÷åíèåì σ(S) ∈
∈ M{σm(Sm)}.
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Òåïåðü îïðåäåëèì ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðîèçâîëüíûõ
ýëåìåíòîâ αm èç Ob(RP)(N). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîåêöèè zm

îòìå÷åííûõ òî÷åê ýëåìåíòîâ αm ñõîäÿòñÿ â N ê íåêîòîðîé òî÷êå z0.
Ðàññìîòðèì ëþáóþ îäíîñâÿçíóþ îêðåñòíîñòü U òî÷êè z0 â N ,

îãðàíè÷åííóþ æîðäàíîâîé êðèâîé γ. Åñëè αm ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòüþ σm = (Mm, Pm, pm) íàä N è zm ∈ U , òî îáîçíà÷èì
σU

m =
(
MU

m, Pm, pm|MU
m

)
, ãäå MU

m åñòü ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ïðîîáðàçà
p−1

m (U), ñîäåðæàùàÿ îòìå÷åííóþ òî÷êó Pm.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÿäðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αm} íåâûðîæäå-

íî, åñëè αm ÿâëÿþòñÿ ðèìàíîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè σm (m-as) è ñó-
ùåñòâóåò îêðåñòíîñòü W òî÷êè z0 è íàòóðàëüíîå ÷èñëî k òàêèå, ÷òî
äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè z0, ëåæàùåé â W è óäîâëåòâîðÿþ-
ùåé îïèñàííûì âûøå ñâîéñòâàì, ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σU

m ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåííûì îäíîñâÿçíûì k-ëèñòíûì êðóãîì (m-as). Åñëè ÿäðî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {αm} íåâûðîæäåíî, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå αm

ÿâëÿþòñÿ ðèìàíîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè σm = (Mm, Pm, pm), m ≥ 1.

Îïðåäåëåíèå 9.1 Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ = (M,P, p) ïðèíàä-
ëåæèò ñåìåéñòâó S{σm}, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

a) Ñóùåñòâóþò òî÷êè Sm ∈ M̌(σm), m ≥ 1, è S ∈ M̌(σ) òàêèå,
÷òî σ̌(S) ∈ M{σ̌m(Sm)}. (Äëÿ ïåðâûõ ÷ëåíîâ óñëîâèå pm(Sm) = z0,
ãäå z0 = p(S), ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ, è òîãäà ïðè ìàëûõ m èìååì
σ̌m(Sm) 6∈ RP (z0). Â ïîäîáíîì ñëó÷àå ñëåäóåò óäàëèòü ýòè ÷ëåíû
èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.)

b) Ïóñòü jm � êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäóöèðóåìûå âêëþ÷å-
íèåì σ̌(S) ∈ M{σ̌m(Sm)}, T � ëþáàÿ òî÷êà èç M ïîðÿäêà (n − 1),
p(T ) = T0 è Kn(T0) � îáîáùåííûé îäíîñâÿçíûé n-ëèñòíûé êðóã
íàä N ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ, åñëè n > 1, òàêîé, ÷òî
ñóùåñòâóåò ìîðôèçì j : Kn(T0)⊂→σ(T ). Åñëè îáëàñòü j(E) îãðà-
íè÷åíà æîðäàíîâîé êðèâîé γ, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè âåòâëå-
íèÿ σ, è îñòàåòñÿ ¾ñëåâà¿ îò íåå ïðè ïîëîæèòåëüíîì îáõîäå γ,
òî jm(γ) ðàçáèâàåò σm íà äâå ÷àñòè (m-as), ïðè÷åì òà èç íèõ, êî-
òîðàÿ îñòàåòñÿ ¾ñëåâà¿ îò êðèâîé jm(γ) ïðè åå ïîëîæèòåëüíîì
îáõîäå, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì îäíîñâÿçíûì n-ëèñòíûì êðóãîì K
íàä N .



�9. Îáùèé ñëó÷àé 105

c) Åñëè â ïðåäûäóùåì ïóíêòå òî÷êà T ñîâïàäàåò ñ îòìå÷åííîé
òî÷êîé P ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ, òî ýòîò îäíîñâÿçíûé êðóã K
ñîäåðæèò îòìå÷åííóþ òî÷êó Pm ïîâåðõíîñòè σm (m-as).

Ëåììà 9.1 Åñëè ÿäðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} íåâûðîæäåíî,
òî ìíîæåñòâî S{σm} íåïóñòî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ÿäðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm}
íåâûðîæäåíî. Âûáåðåì îêðåñòíîñòü W òî÷êè z0 è íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî k òàêèå, ÷òî ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σU

m ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè
îäíîñâÿçíûìè k-ëèñòíûìè êðóãàìè (m-as) äëÿ ëþáîé îäíîñâÿçíîé
îêðåñòíîñòè U òî÷êè z0, îãðàíè÷åííîé êðèâîé. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî N = C, z0 = 0 è W = E = {ζ : |ζ| < 1}.
Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å îòîáðàçèì W êîíôîðìíî íà E ñ ïîìîùüþ
íåêîòîðîé ôóíêöèè f è âìåñòî ïîâåðõíîñòåé (M, P, p) íàä N òàêèõ,
÷òî p(M) ⊂ W , ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòè (M,P, f ◦ p).

Èòàê, ïóñòü σU
m ÿâëÿþòñÿ îäíîñâÿçíûìè k-ëèñòíûìè êðóãàìè

(íàä C) äëÿ ëþáîé æîðäàíîâîé îáëàñòè U â E. Ëþáîé îäíîñâÿç-
íûé k-ëèñòíûé êðóã îãðàíè÷åí k-êðàòíî îáõîäèìîé îêðóæíîñòüþ γ.
Ïóñòü E(r) = {ζ ∈ C : |ζ| < r}, ãäå r ∈ (0, 1). Òîãäà σ

E(r)
m òàêæå ÿâ-

ëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì k-ëèñòíûì êðóãîì (m-as). ßñíî, ÷òî σ
E(r)
m ⊂→σE

m

(m-as). Ïóñòü r < 1/2,

σE(r)
m =

(
ME(r)

m , Pm, pm|ME(r)
m

)
, σE

m =
(
ME

m, Pm, pm|ME
m

)
,

ME(r,1)
m = ME

m\ME(r)
m è σE(r,1)

m =
(
ME(r,1)

m , Tm, pm|ME(r,1)
m

)
,

(m-as), ãäå Tm � ëþáàÿ òî÷êà èç M
E(r,1)
m òàêàÿ, ÷òî pm(Tm) = 1/2.

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî σ
E(r,1)
m ñîâïàäàåò ñ k-ëèñòíûì êîëüöîì

Rk(r, 1) = (E( k
√

r, 1), 1/
k
√

2, ζk),

ãäå E(r, 1) = {ζ ∈ C| k
√

r < |ζ| < 1}, ò. å. íå çàâèñèò îò m (m-as).
Äåéñòâèòåëüíî, σ

E(r,1)
m èìååò íóëåâîé ðîä, îãðàíè÷åíà äâóìÿ

k-êðàòíî îáõîäèìûìè îêðóæíîñòÿìè γr è γ, ïðè÷åì γr îáõîäèòñÿ
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à γ � ïðîòèâ ÷àñîâîé. Îäíîñâÿçíûå êðóãè ñ
åäèíñòâåííîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ â öåíòðå (åñëè k > 1) K1 = (E, ζk) è
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K2 = (E, r/ζk) îãðàíè÷åíû êðèâûìè γ− è γ−r . Ñêëåèâàÿ σ
E(r,1)
m ñ êðó-

ãàìè K1 è K2 âäîëü ãðàíè÷íûõ êðèâûõ, ïîëó÷àåì êîìïàêòíóþ ðè-
ìàíîâó ïîâåðõíîñòü τ ðîäà íîëü, k-êðàòíî íàêðûâàþùóþ áåñêîíå÷íî
óäàëåííóþ òî÷êó (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè). Ñîãëàñíî ôîðìóëå Ðèìàíà-
Ãóðâèöà ñóììàðíàÿ êðàòíîñòü òî÷åê âåòâëåíèÿ

V (τ) = 2nτ (∞)− 2 = 2k − 2.

Ïîñêîëüêó τ èìååò äâå òî÷êè, ëåæàùèå íàä òî÷êàìè ζ = 0 è ζ = ∞,
êðàòíîñòè (k − 1), òî äðóãèõ òî÷åê âåòâëåíèÿ, êðîìå íèõ, ó τ íåò.
Òàê êàê τ îäíîñâÿçíà, òî τ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå τ = (C, R),
ãäå z = R(ζ) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè ýòîì R−1(∞) ñîñòîèò
èç îäíîé òî÷êè, êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íî óäàëåííîé. Çíà-
÷èò, R � ïîëèíîì ñòåïåíè k. Êðîìå ζ = ∞ ñóùåñòâóåò åùå ðîâíî
îäíà òî÷êà âåòâëåíèÿ τ , êîòîðóþ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìîæ-
íî ïåðåìåñòèòü â íà÷àëî êîîðäèíàò. Òîãäà R′(ζ) = 0 ⇐⇒ ζ = 0,
ò. å. R(ζ) = aζk, a 6= 0. Âñå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè (C, aζk) ýêâèâà-
ëåíòíû ïîâåðõíîñòè (C, ζk) ôóíêöèè ζ = k

√
w. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

σ
E(r,1)
m = Rk(r, 1) (m-as).
Ïóñòü òåïåðü σ = (E, 0, ζk) � îäíîñâÿçíûé åäèíè÷íûé êðóã ñ

åäèíñòâåííîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ â öåíòðå. Ïîêàæåì, ÷òî σ ∈ S{σm}.
Ïóñòü S = 1/ k

√
2, Sm � ëþáàÿ òî÷êà èç ME

m, ïðîåêòèðóþùàÿñÿ â
òî÷êó ζ = 1/2 (m-as). Òîãäà σ̌(S) = (E\{0}, 1/ k

√
2, ζk) ïðè k > 1,

σ̌(S) = (E, 1/ k
√

2, ζk) ïðè k = 1.
Ïóñòü k > 1. Ïðîâåðêà óñëîâèÿ a). Åñëè Q � ëþáàÿ îáëàñòü,

êîìïàêòíî ñîäåðæàùàÿñÿ â E\{0}, òî 1/ k
√

2 ∈ Q è ñóùåñòâóåò r ∈
∈ (0, 1), òàêîå, ÷òî Q ⊂ E( k

√
r, 1). Çíà÷èò,

(Q, 1/
k
√

2, ζk)⊂→Rk(r, 1) = σE(r,1)
m ⊂→σ̌m(Sm) (m-as)

è σ̌(S) ∈ M{σ̌m(Sm)}.
Ïðîâåðêà óñëîâèÿ b). Ïóñòü jm � êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èí-

äóöèðîâàííûå ïîñëåäíèì âêëþ÷åíèåì. Ðàññìîòðèì ëþáóþ òî÷êó ζ0

èç E, è ïóñòü D � îáëàñòü â E, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó ζ0 è îãðàíè÷åí-
íàÿ æîðäàíîâîé êðèâîé γ, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó 0, òàêàÿ, ÷òî
Kn(w0) = (D, ζ0, ζ

k) ÿâëÿåòñÿ n-ëèñòíûì êðóãîì íàä C ñ åäèíñòâåí-
íîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ � ζ0 (åñëè n > 1), ãäå n = ord(ζ0, σ), w = ζn

0 .
Åñëè ζ0 6= 0, òî n = 1 è êðóã Kn(w0) = K1(w0) îäíîëèñòåí, ò. å.
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íå ñîäåðæèò òî÷êó âåòâëåíèÿ 0. Ïîýòîìó K1(w0) ⊂ ⊂→(ζ0) è ïîâåðõ-
íîñòü

(
jm(D), jm(ζ0), ζk ◦ j−1|jm(D)

)
ÿâëÿåòñÿ îäíîëèñòíûì îáîáùåí-

íûì êðóãîì íàä C, ñîäåðæàùèìñÿ â σm(jm(ζ0)), îãðàíè÷åííûì jm(γ)
è îñòàþùèìñÿ ¾ñëåâà¿ îò êðèâîé jm(γ) ïðè ïîëîæèòåëüíîì åå îáõî-
äå (m-as).

Åñëè æå ζ0 = 0, òî n = k. Êðèâûå jm(γ) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè
çàìêíóòûìè â ME

m (m-as). Òàê êàê σE
m îäíîñâÿçíà, òî jm(γ) ðàçáè-

âàåò σE
m íà äâå ÷àñòè, ïðè÷åì ÷àñòü σ′m, êîòîðàÿ îñòàåòñÿ ¾ñëåâà¿

îò jm(γ), èìååò êîìïàêòíîå çàìûêàíèå â σE
m ñ ãðàíèöåé |jm(γ)|, ò. å.

σ′m åñòü îäíîñâÿçíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé
pm ◦ jm(γ) = p(γ)(îòìå÷åííóþ òî÷êó σ′m ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî).
Êðèâàÿ p(γ) åñòü k-êðàòíî îáõîäèìàÿ æîðäàíîâà êðèâàÿ δ â C, ïî-
ýòîìó ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 4.1 ïîëó÷àåì, ÷òî σ′m èìååò ðîâíî
k ëèñòîâ íàä ëþáîé òî÷êîé, íàõîäÿùåéñÿ âíóòðè δ (ñ ó÷åòîì êðàòíî-
ñòè âåòâëåíèÿ) è íå èìååò òî÷åê íàä îñòàëüíûìè òî÷êàìè C. Çíà÷èò,
σ′m åñòü îäíîñâÿçíûé k-ëèñòíûé êðóã íàä C. Î÷åâèäíî, ÷òî òî æå
ñàìîå ñïðàâåäëèâî íå òîëüêî äëÿ σE

m, íî è äëÿ σm. Òàêèì îáðàçîì
óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ b).

Ïðîâåðêà óñëîâèÿ c). Ïóñòü ζ0 = 0 � îòìå÷åííàÿ òî÷êà ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè σ. Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σE

m ñîäåðæàò òî÷êè Pm, ò. ê.
ÿäðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} íåâûðîæäåíî. Êðèâàÿ p(γ) = δk íå
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó 0 = ζk è ðàçäåëÿåò òî÷êè 0 è ∞. Çíà÷èò, òî÷-
êà 0 íàõîäèòñÿ âíóòðè êðèâîé δ. Ïîñêîëüêó zm = pm(Pm) → z0 = 0
ïðè m → ∞, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m êðèâàÿ p(γ) = δk íå
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó zm. Áîëåå òîãî, òî÷êè zm è z0 = 0 íàõîäÿòñÿ â
îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà C\|δ|. Çíà÷èò, ÷èñëî ëèñòîâ
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ′m íàä òî÷êîé zm ðàâíî ÷èñëó ëèñòîâ íàä
òî÷êîé 0, ò. å. ind0(δk) = k · ind0(δ) = k ïî òåîðåìå 4.1 (ãäå indz(γ) �
èíäåêñ êðèâîé γ îòíîñèòåëüíî òî÷êè z). Òàê êàê σ′m ÿâëÿåòñÿ ÷à-
ñòüþ σE

m, à ÷èñëî òî÷åê ïîâåðõíîñòè σE
m, ëåæàùèõ íàä òî÷êîé zm (ñ

ó÷åòîì êðàòíîñòè âåòâëåíèÿ) ðàâíî k, òî âñå ýòè òî÷êè, â ÷àñòíî-
ñòè, Pm ëåæàò â σ′m. Èòàê, σ′m ñîäåðæèò òî÷êó Pm è ñïðàâåäëèâîñòü
óñëîâèÿ c) óñòàíîâëåíà.

Åñëè æå k = 1, òî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî σ̌(S) = σ(S)⊂→σ̌m(Sm),
ò. å. σ̌(S) ∈ M{σ̌m(Sm)}, à óñëîâèÿ b) è c) âûïîëíÿþòñÿ î÷åâèäíûì
îáðàçîì. Ëåììà 9.1 äîêàçàíà.
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Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ëåììû 8.2 äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé.

Ëåììà 9.2 Ìíîæåñòâî S{σm} èíäóêòèâíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {τα}α∈A � ëèíåéíî óïîðÿäî-
÷åííîå ïîäìíîæåñòâî èç S{σm}, τα = (M (α), P (α), p(α)), α ∈ A. Ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî {τα}α∈A íå ñîäåðæèò íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà, èíà÷å
ñóùåñòâîâàíèå âåðõíåé ãðàíè ýòîãî ñåìåéñòâà î÷åâèäíî. Â ñèëó òå-
îðåìû 3.2 ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü σ ñåìåéñòâà {τα}α∈A

â Ob(RP)(N). Èç äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû è ëåììû 3.3 ñëåäó-
åò, ÷òî ìîæíî òàê îïðåäåëèòü ìîðôèçìû φβ

α : τα⊂→τβ ïðè α ≺ β, è
φα : τα⊂→σ, ÷òî ñèñòåìà {τα; φβ

α} îáðàçóåò ïðÿìîé ñïåêòð â êàòåãîðèè
Ob(RP)(N) è {σ;φα} åñòü ïðåäåë ýòîãî ñïåêòðà. Êàê è ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå ëåìì 8.2 è 8.3 ïîëó÷àåì, ÷òî σ = ∪α∈Aτα (relφα), ïðè÷åì
ìîæíî âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn} òàêóþ, ÷òî σ = ∪∞n=1ταn

(relφαn
). Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ìíîæåñòâî A ñîâïàäàåò ñ N.
Èòàê, ïóñòü τn = (M (n), P (n), p(n)), {σ; φn} = lim−→{τn; φl

n} è σ =

= ∪∞n=1τn (relφn), ãäå φn : τn⊂→σ, φl
n : τn⊂→τl ïðè n ≤ l. Ïîêàæåì,

÷òî σ ∈ S{σm}. Â ñèëó ëåììû 1.1 ñóùåñòâóåò îáîáùåííûé k-ëèñòíûé
êðóã K = (E, 0, ψ), ψ(ζ) = φ(ζk), ãäå φ : C→ N ãîëîìîðôíî, ñ åäèí-
ñòâåííîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ â öåíòðå, åñëè k ≥ 1, òàêîé, ÷òî äëÿ
íåêîòîðîãî ìîðôèçìà j èìååì j : K⊂→τ1. Ôèêñèðóåì òî÷êó w0 ∈
∈ ψ(E\{0}) ⊂ N è ïóñòü ζ1, . . . , ζk � òå òî÷êè èç E, êîòîðûå ïåðåõî-
äÿò â w0 ïðè îòîáðàæåíèè ψ. Ïóñòü Sl

n = φn
1 (ζl), l = 1, . . . , k, n ∈ N,

Sl = φn(Sl
n), l = 1, . . . , k. Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê φ1 = φn ◦φn

1 = φj ◦φj
1,

òî Sl íå çàâèñèò îò n ∈ N, l = 1, . . . , k.
Òàê êàê τn ∈ S{σm}, òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 9.1 ñóùåñòâóþò òî÷êè

Tn
m èç σm è Tn èç τn òàêèå, ÷òî τ̌n(Tn) ∈ M{σ̌m(Tn

m)} è èìåþò ìåñòî
óñëîâèÿ b) è c). Ïóñòü jn

m � êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäóöèðîâàí-
íûå âêëþ÷åíèåì τ̌n(Tn) ∈ M{σ̌m(Tn

m)}, è Snl
m = jn

m(Sl
n) (m-as), n ∈ N,

l = 1, . . . , k. Òîãäà â ñèëó ëåììû 8.4 èìååì τ̌n(Sl
n) ∈ M{σ̌m(Snl

m )},
n ∈ N, l = 1, . . . , k, ïðè÷åì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàíîíè÷åñêèå âëî-
æåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå ïîñëåäíèìè âêëþ÷åíèÿìè, ñîâïàäàþò ñ jn

m.
Òàê êàê K⊂→τ1 è τ1⊂→τn, òî K⊂→τn, n ≥ 1.

Ïóñòü in : K⊂→τn è γ0 � êðèâàÿ â E, êîòîðàÿ îáõîäèò îêðóæ-
íîñòü {ζ : |ζ| = 3/4} ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè è γn = in(γ0), òî
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â ñèëó óñëîâèé b) è c) îïðåäåëåíèÿ 9.1 êðèâàÿ jn
m(γn) ðàçáèâàåò

σm íà äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ � σn
m � ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì

îäíîñâÿçíûì k-ëèñòíûì êðóãîì, îñòàåòñÿ ¾ñëåâà¿ îò jn
m(γn) è ñî-

äåðæèò òî÷êó Pm. Ïîñêîëüêó ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σn
m îãðàíè÷åíà

êðèâîé pm(jn
m(γ)) = p(n)(γn) = ψ(γ0), òî îíà ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåí-

òîé ñâÿçíîñòè â p−1
m (ψ({|ζ| < 3/4})), ñîäåðæàùåé òî÷êó Pm, çíà-

÷èò, íå çàâèñèò îò n. Òî÷êè Snl
m ïðèíàäëåæàò σn

m (m-as), n ∈ N,
l = 1, . . . , k. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Q � îáëàñòü, êîìïàêòíî ñîäåð-
æàùàÿñÿ â E\{0} è ñîäåðæàùàÿ òî÷êè ζ1, . . . , ζk, òî ìîðôèçì inm =
= jn

m ◦ in : (Q, ζl, ψ|Q)⊂→σ̌m(Sl
n) ïåðåâîäèò Q â ñâÿçíîå ìíîæåñòâî

inm(Q), ïðîåêöèÿ êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ψ(Q) ⊂ ψ({|ζ| < 3/4}) (m-as).
Ïîýòîìó inm(Q) ëåæèò â σn

m (m-as). Òàê êàê σn
m ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì

k-ëèñòíûì êðóãîì, à ïðîåêöèè òî÷åê Snk
m íà N ñîâïàäàþò, òî ñðåäè

òî÷åê Snk
m ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ôèêñèðîâàííûõ m ñóùåñòâóåò íå

áîëåå, ÷åì k ðàçëè÷íûõ. Îòáðàñûâàÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè êîíå÷-
íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm}, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî
óñëîâèå âûïîëíåíî ïðî ëþáîì m ≥ 1.

Ïåðåõîäÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {τn} ê
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {τni}, ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êè Snk

m

íå çàâèñåëè îò n. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü {τn1} � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ÷òî Sn1,k

1 íå çàâèñèò îò n1. Äàëåå ïî èíäóêöèè îïðåäåëÿåì
ïðè k ≥ 2 ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τnj} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {τnj−1}
òàêóþ, ÷òî S

nj ,k
j íå çàâèñèò îò nj . Òîãäà äèàãîíàëüíàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {τnn} óäîâëåòâîðÿåò íóæíîìó ñâîéñòâó.
Èòàê, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Sk

m = Snk
m íå çàâèñèò îò n. Òîãäà

jn
m(Sk

n) = Snk
m = Sik

m = ji
m(Sik

m ) = ji
m ◦ φi

n(Sk
n) äëÿ ëþáûõ n, i ∈ N

òàêèõ, ÷òî n ≤ i. Èñïîëüçóÿ ëåììó 1.2, ïîëó÷àåì, ÷òî íà êîìïàêòàõ
â τ̌(Sk

n) îòîáðàæåíèÿ jn
m è ji

m ◦ φi
n ñîâïàäàþò (m-as).

Òåïåðü ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî σ ∈ S{σm}. Ïðîâåðèì óñëîâèå a)
îïðåäåëåíèÿ 9.1. Ïóñòü Q � îáëàñòü, êîìïàêòíî ëåæàùàÿ â σ̌ è ñî-
äåðæàùàÿ òî÷êó Sk. Òàê êàê Q ⊂ ∪∞n=1φn(M (n)) è Q êîìïàêòíî, à
îáëàñòè φn(M (n)) âëîæåíû äðóã â äðóãà, òî ñóùåñòâóåò n0 ∈ N òà-
êîå, ÷òî Q ⊂ φn(M (n)) äëÿ ëþáîãî n ≥ n0. Ïóñòü jm = jn

m ◦ φ−1
n íà

Q (m-as). Åñëè i ≥ n ≥ n0, òî jn
m ◦ φ−1

n = ji
m ◦ φi

n ◦ φ−1
n = ji

m ◦ φ−1
i

(m-as), ïîñêîëüêó φi ◦φi
n = φn â ñèëó ñâîéñòâ ïðåäåëà ïðÿìîãî ñïåê-

òðà. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèÿ jm îïðåäåëåíû êîððåêòíî, ïðè÷åì
jm(Sk) = jn

m ◦ φ−1
n (Sk) = jn

m(Sk
n) = Snk

m = Sk
m. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
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τ̌(Sk) ∈ M{σ̌m(Sk
m)}. Óñëîâèÿ b) è c) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ êàíîíè÷åñêèõ âëîæåíèé jn
m. Òàêèì îáðàçîì,

σ ∈ S{σm}, ò. å. σ � âåðõíÿÿ ãðàíü äëÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî
ñåìåéñòâà {τn} íå òîëüêî â Ob(RP)(N), íî è â S{σm}. Ëåììà 9.2
äîêàçàíà.

Åñëè S{σm} íåïóñòî, òî ïî òåîðåìå 3.3 íåïóñòî è ìíîæåñòâî ìàê-
ñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ â S{σm}, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç Ker{σm}.
Ýëåìåíòû Ker{σm} íàçîâåì ÿäðàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm}.

Îïðåäåëåíèå 9.2 Ïóñòü {αm} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåí-
òîâ èç Ob(RP)(N) è αm = (Xm, Pm, pm), m ≥ 1. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî {αm} ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó α ∈ Ob(RP)(N), åñëè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü zm = pm(Pm) ñõîäèòñÿ â N ê íåêîòîðîé òî÷êå z0 è
α ∈Ker{αmk

} äëÿ ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αmk
} ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {αm}.

Êàê è â ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ 8.1 óñòàíîâèì åäèíñòâåííîñòü ïðåäå-
ëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â Ob(RP)(N).

Òåîðåìà 9.1 Ïóñòü {σm} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåâûðîæäåí-
íûõ ýëåìåíòîâ èç Ob(RP)(N), σm = (Mm, Pm, pm), m ≥ 1, è zm =
= pm(Pm) → z0, m → ∞. Åñëè {σm} → σ′1, m → ∞, â Ob(RP)(N) è
σ′2 ∈Ker{σm}, òî σ′1 = σ′2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ÿäðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm}
íåâûðîæäåíî, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü W òî÷êè z0 è íàòóðàëüíîå
÷èñëî k òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé îäíîñâÿçíîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè z0,
ëåæàùåé â W è îãðàíè÷åííîé æîðäàíîâîé êðèâîé, ðèìàíîâû ïîâåðõ-
íîñòè σU

m, îïðåäåëåííûå â íà÷àëå ïàðàãðàôà, ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííû-
ìè k-ëèñòíûìè êðóãàìè. Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ 9.1 ñëåäóåò, ÷òî
åñëè σ′n = (M ′

n, P ′n, p′n), òî ord(P ′n, σ′n) = k, n = 1, 2. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïóñòü Kn � îáîáùåííûé îäíîñâÿçíûé êðóã, ñîäåðæàùèéñÿ â σ′n
ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåðæäàåòñÿ â ëåììå 1.1. Ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ïðîåêöèÿ U êðóãà Kn íà N ëåæèò â W . Êðóã Kn îãðàíè÷åí
kn-êðàòíî îáõîäèìîé êðèâîé α, ãäå kn = ord(P ′n, σ′n). Èç óñëîâèé b)
è c) îïðåäåëåíèÿ 9.1 ñëåäóåò, ÷òî σU

m ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì îáîá-
ùåííûì êðóãîì íàä N , ñîäåðæàùèì òî÷êó Pm. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò
êðóã k-ëèñòåí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò êðóã îãðàíè÷åí êðèâîé αkn
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è èç òåîðåìû 4.1 çàêëþ÷àåì, ÷òî ÷èñëî åãî ëèñòîâ ðàâíî kn. Èòàê,
k1 = k2 = k. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Kn = K = (E, 0, ψ) íå çàâèñèò îò n.

Ïóñòü ìîðôèçì j(n) : K⊂→σ′n ,n = 1, 2. Òàê êàê σ′n ∈Ker{σm},
òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 9.1 èìååì äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê Fn ∈ M̌ ′

n(σ′n)
è Fnm ∈ M̌m(σm) âêëþ÷åíèÿ σ′n(Fn) ∈ M{σ̌m(Fnm)}, ïðè÷åì êàíî-
íè÷åñêèå âëîæåíèÿ j

(n)
m , èíäóöèðîâàííûå èìè, óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèÿì b) è c) îïðåäåëåíèÿ 9.1. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 9.2,
âûáåðåì òî÷êè ζ1, . . . , ζk, ëåæàùèå íàä îäíîé è òîé æå òî÷êîé w0 =
= ψ(E\{0}) è ïóñòü

S
(n)
l = j(n)(Sl), S

(n)
lm = j(n)

m (S(n)
l ) (m− as), l = 1, . . . , k, n = 1, 2.

Òîãäà ïî ëåììå 8.4 σ̌′n(S(n)
l ) ∈ M{σ̌m(S(n)

lm )}, l = 1, . . ., k, n = 1, 2.
Òî÷êè S

(n)
lm ëåæàò â êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà p−1

m (U), ñîäåð-
æàùåé òî÷êó Pm, ò. å. â íåêîòîðîì k-ëèñòíîì êðóãå σU

m, è èìåþò
îäíó è òó æå ïðîåêöèþ íà N � òî÷êó w0. Ïîñêîëüêó ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì n âñå òî÷êè S

(n)
lm ðàçëè÷íû è èõ ðîâíî k øòóê, òî ìíîæå-

ñòâà {S(1)
lm , l = 1, . . . , k} è {S(2)

lm , l = 1, . . . , k} ñîâïàäàþò. Ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ ëþáîãî m ñóùåñòâóåò íîìåð l(m) ∈ {1, 2, . . . , k} òàêîé,
÷òî S

(2)
km = S

(1)
l(m),m. Âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {mq} òàêóþ, ÷òî

l(mq) íå çàâèñèò îò mq. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî l(mq) = k. Òîãäà σ̌′2(S

(2)
k ) ∈ M{σ̌mq (S

(1)
k,mq

)}.
Ïîñêîëüêó σ′1 � ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò â S{σmq}, òî σ̌′1(S

(1)
k )

ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì â M{σ̌mq (S
(1)
k,mq

)}. Ýòî æå âåðíî
è äëÿ ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σmq}. Ïî-
ýòîìó â ñèëó òåîðåìû 8.2 σ̌′1(S

(1)
k ) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì â

M{σ̌mq (S
(1)
k,mq

)}, à ïîñêîëüêó σ̌′2(S
(2)
k ) ïðèíàäëåæèò ýòîìó ìíîæåñòâó,

òî ñóùåñòâóåò ìîðôèçì j : σ̌′2(S
(2)
k )⊂→σ̌′1(S

(1)
k ). ßñíî, ÷òî j

(2)
mq = j

(1)
mq ◦j

(q-as) â ñèëó ëåììû 1.2. Îòñþäà è èç ìàêñèìàëüíîñòè ýëåìåíòà σ(1) â
S{σmq} ñ ó÷åòîì óñëîâèé b), c) îïðåäåëåíèÿ 9.1 ñëåäóåò, ÷òî σ′2⊂→σ′1.
Íî ïîñêîëüêó σ′1, σ′2 ∈ S{σm} è σ′2 � ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ýòîãî
ìíîæåñòâà, òî σ′1⊂→σ′2. Çíà÷èò, σ′1 = σ′2 è òåîðåìà 9.1 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 9.1 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â Ob(RP)(N) íå ìîæåò
ñõîäèòüñÿ ê äâóì ðàçëè÷íûì ïðåäåëàì. ßäðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ñõîäÿùåéñÿ â Ob(RP)(N), îïðåäåëåíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
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Ââåäåì íà Ob(RP)(N) äðóãóþ ñõîäèìîñòü. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {αn} èç Ob(RP)(N) ñ íåòðèâèàëüíûì ÿäðîì. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî αm = σm ∈ Ob(RP)(N), m ≥ 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S1{σm}
ïîäìíîæåñòâî â S{σm}, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì: åñëè σ ∈ S1{σm}, òî
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ a), b), c) îïðåäåëåíèÿ 9.1 è, êðîìå òîãî, â óñëî-
âèè b) îáîáùåííûå n-ëèñòíûå êðóãè K ÿâëÿþòñÿ îäíîñâÿçíûìè äëÿ
ëþáîé òî÷êè T èç σ. Ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ â S1{σm}
íåïóñòî, ýòî äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ S{σm}. Îáîçíà÷èì åãî
÷åðåç Ker1{σm}. Åñëè ÿäðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} âûðîæäåíî, òî
ïîëàãàåì Ker1{σm} = {z0}, ãäå {z0} � ïðåäåë ïðîåêöèé îòìå÷åííûõ
òî÷åê èç {αm}.

Îïðåäåëåíèå 9.3 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{αm} ðåãóëÿðíî ñõîäèòñÿ ê α â Ob(RP)(N), åñëè α ∈Ker1{αmk

} äëÿ
ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αmk

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αm}.

Ñïðàâåäëèâ àíàëîã òåîðåìû 9.1.

Òåîðåìà 9.2 Ïðåäåë ðåãóëÿðíî ñõîäÿùåéñÿ â Ob(RP)(N) ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. ßäðî ðåãóëÿðíî ñõîäÿùåé-
ñÿ â Ob(RP)(N) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åäèíñòâåííî.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò ðàçëè÷èå ìåæäó ïðîñòîé è ðåãó-
ëÿðíîé ñõîäèìîñòÿìè â Ob(RP)(N).

Ïðèìåð 9.1 Ïóñòü D1 = D2 = {ζ ∈ C : |ζ| < 1, Im ζ > 0},
D3 = D4 = {ζ ∈ C : |ζ| < 1, Im ζ < 0}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γi

j äóãó
íà ãðàíèöå îáëàñòè Di, îáõîäÿùóþ ïðè j = 1 îòðåçîê [−1, 0], ïðè
j = 2 � îòðåçîê [0, 1/(2m)] ïðè j = 3 � îòðåçîê [1/(2m), 1/m], ïðè
j = 4 � îòðåçîê [1/m, 1] òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáëàñòü Di îñòàâàëàñü
¾ñëåâà¿ îò γi

j , i = 1, . . . , 4, j = 1, . . . , 4. Îòîæäåñòâëÿÿ äóãè γ1
1 è γ3

1 ,
γ1
3 è γ3

3 , γ2
1 è γ4

1 , γ2
3 è γ4

3 , γ1
2 è γ4

2 , γ1
4 è γ4

4 , γ2
2 è γ3

2 , γ2
4 è γ3

4 , ïîëó÷à-
åì ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü σm, ñêëååííóþ èç îáëàñòåé Di, i = 1, .., 4,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíûì êðóãîì íàä C ñ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ,
ïðîåêòèðóþùèìèñÿ â òî÷êè ζ = 0, ζ = 1/(2m), ζ = 1/m. Ïóñòü îò-
ìå÷åííàÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè σm åñòü òî÷êà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò
òî÷êå ζ =

√−1/2 îáëàñòè D1 ïðè ñêëåèâàíèè. Òîãäà {σm} ñõîäèò-
ñÿ ê äâóëèñòíîìó êðóãó (E, (1 +

√−1)/2, ζ2) è ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî ê
ïðîêîëîòîìó äâóëèñòíîìó êðóãó (E\{0}, (1 +

√−1)/2, ζ2).
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Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm} ñõîäèòñÿ ê
σ′ = (M ′, P ′, p′) è ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî ê σ′′ = (M ′′, P ′′, p′′), òî σ′′⊂→σ′,
ïðè÷åì åñëè j : σ′′⊂→σ′ � íåêîòîðûé ìîðôèçì, òî M ′\j(M ′′) ⊂
⊂ M̌ ′(σ′), ò. å. σ′′ ïîëó÷àåòñÿ èç σ′ âûêàëûâàíèåì íåêîòîðûõ òî÷åê
âåòâëåíèÿ èëè ñîâïàäàåò ñ σ′.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm} ñõîäèòñÿ (èëè ðåãóëÿðíî ñõîäèò-
ñÿ) ê σ ïðè m → ∞, òî σ ∈Ker{σm} ⊂ S{σm} (ñîîòâåòñòâåííî
⊂ S1{σm}), ïîýòîìó îïðåäåëåíû êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ êîìïàêòîâ
èç σ̌(S) â σ̌m(Sm), èíäóöèðîâàííûå âëîæåíèåì σ̌(S) ∈ M{σ̌m(Sm)}.
Íàçîâåì jm êàíîíè÷åñêèìè âëîæåíèÿìè, èíäóöèðîâàííûìè ñõîäè-
ìîñòüþ (ðåãóëÿðíîé ñõîäèìîñòüþ) {σm} ê σ.

Ââåäåì íà Ob(RP)(N) òîïîëîãèþ T , ñîãëàñîâàííóþ ñ ðåãóëÿðíîé
ñõîäèìîñòüþ ê ÿäðó. Ïóñòü σ1 = (M1, p1) � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ñ
êðàåì íàä N áåç òî÷åê âåòâëåíèÿ, îãðàíè÷åííàÿ êðèâûìè γ1, . . . , γn,
ïðè÷åì γi ÿâëÿåòñÿ ni-êðàòíî îáõîäèìîé êðèâîé αi, îãðàíè÷èâàþ-
ùåé îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü Ui â N , i = 1, . . . , l, ãäå l � íåêîòîðîå
÷èñëî, 1 ≤ l ≤ n. Ïóñòü τ = (σ1,Γ1,Γ2, . . . , Γl) � óïîðÿäî÷åííûé
íàáîð, ñîñòîÿùèé èç ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ñ êðàåì σ1 áåç òî÷åê
âåòâëåíèÿ, ó êîòîðîé îòìå÷åíû l ãðàíè÷íûõ êðèâûõ Γ1, Γ2, . . . , Γl,
ïðîåêòèðóþùèõñÿ â êðèâûå γ1, γ2, . . . , γl. Ìíîæåñòâî òàêèõ íàáîðîâ
îáîçíà÷èì ÷åðåç A = A(N). Ïóñòü τ ∈ A, σ = (M, P, p) ∈ Ob(RP)(N).
Áóäåì ïèñàòü j : τ ≺ σ èëè ïðîñòî τ ≺ σ, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðå-
ðûâíîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå j : M1 → M òàêîå, ÷òî p ◦ j = p1

è îáðàç j(Γi) ðàçáèâàåò M íà äâå ÷àñòè, ïðè÷åì òà ÷àñòü, êîòîðàÿ
îñòàåòñÿ ¾ñëåâà¿ îò j(Γi), ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì ni-ëèñòíûì êðó-
ãîì, i = 1, . . . , l, à ïðè i = 1 ýòîò êðóã ñîäåðæèò òî÷êó P . Åñëè ê
òîìó æå j(M1) ⊂ ⊂→(σ), òî áóäåì ïèñàòü j : τ ≺≺ σ èëè ïðîñòî
τ ≺≺ σ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L ìíîæåñòâî îòêðûòûõ ïîäîáëàñòåé U â N .
Áóäåì ïèñàòü U ≺ α = (X, P, p) ∈ Ob(RP)(N), åñëè p(P ) ∈ U , è
U ≺≺ α, åñëè p(P ) ∈ U . Ïóñòü

U(y) = {β ∈ Ob(RP)(N) | y ≺≺ β}
W(y) = {β ∈ Ob(RP)(N) | y 6≺ β}.

(9.1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T òîïîëîãèþ â Ob(RP)(N), ïîðîæäåííóþ ïðåäáà-
çîé {U(y), W(y)}, y ∈ A ∪ L.



114 Ãëàâà 3

Òåîðåìà 9.3 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm} ðåãóëÿðíî ñõîäèòñÿ ê
ýëåìåíòó x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {xm} ñõîäèòñÿ ê x â òî-
ïîëîãèè T .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 9.3 íàì áóäóò íåîáõîäèìû äâå ñëå-
äóþùèå ëåììû.

Ëåììà 9.3 Ïóñòü D1 è D � äâå îäíîñâÿçíûå îáëàñòè â N ,
ïðè÷åì D1 ⊂⊂ D è D îãðàíè÷åíà æîðäàíîâîé êðèâîé γ. Ïóñòü
z0 ∈ D\D1 è Al(D, D1, z0) � ìíîæåñòâî âñåõ îäíîñâÿçíûõ îáîáùåí-
íûõ l-ëèñòíûõ êðóãîâ K = (E, 0, ψ) òàêèõ, ÷òî ψ(E) = D,ψ(0) = z0,
è âñå òî÷êè âåòâëåíèÿ K ïðîåêòèðóþòñÿ â òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå
îáëàñòè D1. Òîãäà ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm} èç Al(D, D1, z0)
ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ðåãóëÿðíî ê íåêî-
òîðîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ ∈ Al(D,D1, z0).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü B{σm} = {z ∈ N | ∃ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {zm} òàêàÿ, ÷òî zm ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé íåêîòîðîé
òî÷êè âåòâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè σm è z = limm→∞ zm}. Â ñèëó òåî-
ðåìû 5.2 ÷èñëî òî÷åê âåòâëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Al(D,D1, z0)
(ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè âåòâëåíèÿ) çàâèñèò ëèøü îò n (òî÷íåå, îíî ðàâ-
íî (l − 1)). Âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σmk

} òàêóþ, ÷òî ìíî-
æåñòâî B{σmk

} êîíå÷íî. Ïóñòü B{σmk
} = {w1, . . . , wk}. Ïî óñëîâèþ

òåîðåìû èìååì B{σmk
} ⊂ D1 ⊂ D\{z0}.

Ïîñòðîèì êîìïàêòíîå èñ÷åðïàíèå {Qn} îáëàñòè D\B{σmk
} îá-

ëàñòÿìè Qn, ñîäåðæàùèìè òî÷êó z0 è îãðàíè÷åííûõ (k + 1)-é æîð-
äàíîâîé êðèâîé γ1n, . . . , γk+1,n êàæäàÿ. Ïóñòü σm = (Mm, Pm, pm).
Ðàññìîòðèì ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σ

(n)
mk =

(
Qmk

n , Pmk
, p|Qmk

n

)
, ãäå

Qmk
n � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà p−1

mk
(Qn), ñîäåðæàùàÿ òî÷-

êó Pmk
. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì n ðèìàíîâû

ïîâåðõíîñòè σn
mk

íå èìåþò òî÷åê âåòâëåíèÿ (mk-as), îãðàíè÷åíû êðè-
âûìè (γ1n)s1 , . . . , (γk+1,n)sk+1 (mk-as), ãäå s1, . . . , sk+1 � íåêîòîðûå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå l. Â ñèëó ëåììû 7.1 ÷èñëî òà-
êèõ ïîâåðõíîñòåé êîíå÷íî. Ïðèìåíÿÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè äèàãî-
íàëüíûé ïðîöåññ è ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî σ

(n)
mk = σ(n) íå çàâèñÿò îò mk (mk-as) äëÿ ëþáîãî n ≥ 1.

Òàê êàê σ
(n)
mk⊂→σ

(n+1)
mk , n ≥ 1, ïî òåîðåìå 3.2 ñóùåñòâóåò σ′ òàêàÿ, ÷òî

σ(n)⊂→σ′, n ≥ 1, è σ′ = ∪∞n=1σ
(n) (rel σ). Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ(n)
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èìååò ðîâíî l ëèñòîâ íàä ëþáîé òî÷êîé èç Qn (mk-as), ïîýòîìó σ′

èìååò ðîâíî l ëèñòîâ íàä ëþáîé òî÷êîé ìíîæåñòâà D\B{σmk
}. ßñ-

íî, ÷òî σ(n) èìååò ðîä íóëü è ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòîðîãî l-ëèñòíîãî
îäíîñâÿçíîãî êðóãà σ ∈ Al(D, D1, z0) âûêàëûâàíèåì òî÷åê, ëåæàùèõ
íàä ìíîæåñòâîì B{σmk

}. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî {σm}
ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî ê σ è óòâåðæäåíèå ëåììû 9.3 äîêàçàíî.

Ëåììà 9.4 Ïóñòü σm = σm1 ∪ σm2 (rel σm), m ≥ 1, ïðè÷åì ïåðå-
ñå÷åíèå τ = σm1∩σm2 (rel σm) íå çàâèñèò îò m. Åñëè {σmi} ñõîäèò-
ñÿ ðåãóëÿðíî ê σi, i = 1, 2, òî τ⊂→σi, i = 1, 2, ìîðôèçìû ji : τ⊂→σi,
i = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ãðàíè÷íîé ñêëåéêè è {σm} ðåãó-
ëÿðíî ñõîäèòñÿ ê ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ, ïîëó÷àþùåéñÿ èç σ1 è
σ2 ñêëåèâàíèåì îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìîâ j1 è j2.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 9.3. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü
{xm} → x â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 9.3. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé,
êîãäà x = σ = (M, P, p) � íåâûðîæäåííûé ýëåìåíò â Ob(RP)(N).
Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå xm = σm = (Mm, Pm, pm) ÿâëÿþòñÿ
ðèìàíîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè íàä N . Ïóñòü σ ∈ U(y), ò. å. y ≺≺ σ.
Åñëè y = U , òî p(P ) ∈ U . Ïîñêîëüêó pm(Pm) → p(P ), m → ∞, è U
îòêðûòî, òî pm(Pm) ∈ U , ò. å. y ≺≺ σm (m-as), à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
σm ∈ U(y) (m-as).

Åñëè y = (M1, p1,Γ1,Γ2, . . . , Γl) ∈ A, òî óñëîâèå y ≺≺ σ îçíà÷à-
åò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ñóùåñòâóåò j : y ≺ σ, ò. å. òàêîå íåïðåðûâíîå
èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå j : M1 → M , ÷òî p ◦ j = p1 è j(Γi) îãðà-
íè÷èâàåò â σ íåêîòîðûé îäíîñâÿçíûé îáîáùåííûé ni-ëèñòíûé êðóã,
i = 1, . . . , l, ïðè÷åì ïðè i = 1 îí ñîäåðæèò òî÷êó P . Ïóñòü jm �
êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå ðåãóëÿðíîé ñõîäèìîñòüþ
{σm} → σ. Òàê êàê j(M1) ⊂⊂ M̌(σ), òî m-as îïðåäåëåíû îòîáðàæå-
íèÿ jm◦j. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ b) è c) îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà S1{σm},
íåòðóäíî çàêëþ÷èòü, ÷òî jm ◦ j : y ≺≺ σm (m-as), ò. å. σm ∈ U(y)
(m-as).

Ðàññìîòðèì òåïåðü îêðåñòíîñòü âèäà W(y). Åñëè y = U è σ ∈
∈ W(y), òî p(P ) 6∈ U è ïîñêîëüêó pm(Pm) → p(P ), m → ∞, à U
çàìêíóòî, òî pm(Pm) 6∈ U (m-as), ò. å. σm ∈ W(y) (m-as).

Åñëè æå y = (M1, p1, Γ1, Γ2, . . . , Γl) ∈ A è σ ∈ W(y), òî òàêæå
σm ∈ W(y) (m-as). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-
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òåëüíîñòü {σmk
} òàêàÿ, ÷òî σmk

6∈ W(y), ò. å. y ≺ σmk
äëÿ âñåõ

mk. Ïóñòü jmk
: y → σmk

� ñîîòâåòñòâóþùèå îòîáðàæåíèÿ. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç σ

(i)
mk îáîáùåííûé ni-ëèñòíûé êðóã, êîòîðûé îãðàíè÷åí â

σmk
êðèâîé jmk

(Γi), i = 1, . . . , l. Òàê êàê (M1, p1) íå ñîäåðæèò òî÷åê
âåòâëåíèÿ, òî ó êàæäîé ãðàíè÷íîé êðèâîé Γi ñóùåñòâóåò ¾âîðîòíèê¿,
ò. å. òàêàÿ çàìêíóòàÿ îáëàñòü Gi â M1, îãðàíè÷åííàÿ Γi è íåêîòîðîé
êðèâîé Γ′i, êîòîðàÿ ãîìåîìîðôíà êîëüöó {1 ≤ |ζ| ≤ 2} è îáëàäàåò
òåì ñâîéñòâîì, ÷òî åå ïðîåêöèÿ p1(Gi) ãîìåîìîðôíà êîëüöó è íàä
êàæäîé òî÷êîé p1(Gi) ëåæèò ðîâíî ni òî÷åê èç Gi. Ìîæíî âûáðàòü
ýòè ¾âîðîòíèêè¿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàëèñü
â M1. Òîãäà êðèâûå jmk

(Γ′i) òàêæå îãðàíè÷èâàþò íåêîòîðûé îáîá-
ùåííûé ni-ëèñòíûé êðóã τ

(i)
mk , ñîäåðæàùèé σ

(i)
mk , ÷èñëî òî÷åê âåòâëå-

íèÿ êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò n, i = 1, . . . , l.
Ôèêñèðóåì òî÷êó Ti ∈ Gi, è ïóñòü T

(i)
mk = jmk

(Ti), i = 1, . . . , l.
Â ñèëó ëåììû 9.3 ñóùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σmks

} ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {σmk

} òàêàÿ, ÷òî êðóãè τ
(i)
mks

(
T

(i)
mks

)
ñ îòìå÷åí-

íîé òî÷êîé T
(i)
mks

ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîìó îáîáùåííîìó îäíîñâÿçíîìó
ni-ëèñòíîìó êðóãó τ (i) äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , l. ×òîáû íå óñëîæ-
íÿòü îáîçíà÷åíèÿ, ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî
óñëîâèå âûïîëíåíî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σmk

}. Ïîñêîëüêó âñå
τ

(i)
mk

(
T

(i)
mk

)
ñîäåðæàò ¾âîðîòíèê¿ vi =

(
Gi, T i, p1|Gi

)
, ïî ëåììå 9.4

ÿäðî σ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σmk
} ñîäåðæèò ðèìàíîâó ïîâåðõ-

íîñòü, ïîëó÷àþùóþñÿ èç (M1, p1) ïðèêëåèâàíèåì îáîáùåííûõ îäíî-
ñâÿçíûõ ni-ëèñòíûõ êðóãîâ τ (i) âäîëü ¾âîðîòíèêîâ¿ vi, i = 1, . . . , l.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî y ≺ σ, ò. å. σ 6∈ W(y). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò èñõîä-
íîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Èòàê, σm 6∈ W(y) (m-as).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà x = z0 � âûðîæäåííûé ýëåìåíò
èç Ob(RP)(N). Åñëè x ∈ U(y), òî y = U ∈ L è x = z0 ∈ U . Ïîñêîëü-
êó äëÿ xm = (Xm, Pm, pm) èìååì pm(Pm) → z0, òî pm(Pm) ∈ U
(m-as), ò. å. xm ∈ U(y) (m-as). Åñëè æå x ∈ W(y), ãäå y = U ∈ L,
òî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó x = z0 6∈ U ⇒ pm(Pm) 6∈ U (m-as), ò. å.
xm ∈ W(y).

Íàêîíåö, åñëè y ∈ A, x ∈ W(y), òî ïðåäïîëîæåíèå xm 6∈ W(y)
âåäåò, êàê è â ñëó÷àå x = σ, ê íåâûðîæäåííîñòè ÿäðà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {xm}.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü {xm} → x â òîïîëîãèè T . Ïóñòü ñíà÷àëà
x = σ = (M,P, p) � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàä N . Ïóñòü {Qn} � êîì-
ïàêòíîå èñ÷åðïàíèå M çàìêíóòûìè îáëàñòÿìè, îãðàíè÷åííûìè êðè-
âûìè, íå ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êè âåòâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè σ. Ïóñòü
S1 = P, S2, . . . , Sk � ìíîæåñòâî òî÷åê âåòâëåíèÿ σ, ïîïàäàþùèõ
â Qn, äîïîëíåííîå òî÷êîé P , åñëè P íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ σ.
Ïóñòü ni=ord(Si, σ), i = 1, . . . , k. Âûáåðåì ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèå-
ñÿ îäíîñâÿçíûå îáîáùåííûå ni-ëèñòíûå êðóãè Ki, êîìïàêòíî ñîäåð-
æàùèåñÿ â Qn è ñîäåðæàùèå òî÷êè Si, i = 1, . . . , k, ñîîòâåòñòâåííî.
Óäàëÿÿ èç Qn ýòè êðóãè, ïîëó÷àåì çàìêíóòóþ îáëàñòü Q′

n. Ìîæíî
ïîäîáðàòü Q′

n òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Q′n} ÿâëÿ-
ëàñü êîìïàêòíûì èñ÷åðïàíèåì äëÿ M\{P}.

Ïóñòü τn = (Q′
n, p|Q′n ,Γn

1 , . . . , Γn
k ), ãäå Γn

1 , . . . , Γn
k � ãðàíè÷íûå

êðèâûå îáëàñòè Q′n, ñîîòâåòñòâóþùèå óäàëÿåìûì èç îáëàñòè Qn êðó-
ãàì K1, . . . , Kk. Ïî ïîñòðîåíèþ τn ≺≺ σ, ïîýòîìó σ ∈ A(τn), n ≥ 1.
Òàê êàê {xm} → x â òîïîëîãèè T , òî xm=σm ∈ A(τn) (m-as) äëÿ
ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî n, ò. å. ñóùåñòâóåò jn

m : τn ≺≺ σm (m-as).
Ïóñòü S � ëþáàÿ òî÷êà èç Q′

1 è Sn
m = jn

m(S). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
îáðàç Γ1

1 ïðè îòîáðàæåíèè jn
m ðàçáèâàåò σm íà äâå ÷àñòè, îäíà èç êî-

òîðûõ åñòü îáîáùåííûé îäíîñâÿçíûé n1-ëèñòíûé êðóã, ñîäåðæàùèé
òî÷êó Pm. Ïîýòîìó ñðåäè òî÷åê Sn

m ïðè ôèêñèðîâàííîì m åñòü íå
áîëåå, ÷åì n1 ðàçëè÷íûõ è, ïðèìåíÿÿ äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ, ïîëó-
÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τn} ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{τnt} òàêóþ, ÷òî Snt

m = Sm íå çàâèñèò îò íîìåðà nt. Îòñþäà è èç
óñëîâèÿ jn

m : τn ≺≺ σm (m-as) ñëåäóåò, ÷òî σ̌(S) ∈ M{σ̌m(Sm)} è
äàëåå, ÷òî σ ∈ S{σm} ñ êàíîíè÷åñêèìè âëîæåíèÿìè jm, ðàâíûìè
jn
m íà Q′n. Äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè σ âèäà W(y) èìååì σm ∈ W(y)
(m-as). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {σmr} èìååì y ≺ σmr (mr-as), òî y ≺ σ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî σ �
ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò â S{σm}, à ïîñêîëüêó ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî
è äëÿ ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σmr}, òî {σm} → σ â ñìûñëå
îïðåäåëåíèÿ 9.3.

Åñëè x = z0 � âûðîæäåííûé ýëåìåíò â Ob(RP)(N) è {xm} → x â
òîïîëîãèè T , òî {xm} ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî ê z0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xmk

}, ÿäðî êîòîðîé íåâûðîæäå-
íî. Òîãäà ñóùåñòâóåò y ∈ A òàêîå, ÷òî y ≺≺ σ, ãäå σ � íåêîòîðîå ÿä-
ðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xmk

} îòíîñèòåëüíî ðåãóëÿðíîé ñõîäèìîñòè.
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Ñëåäîâàòåëüíî, y ≺≺ xmk
(mk-as). Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, z0 ∈ W(y),

ò. ê. y 6≺ z0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî {xm} ñõîäèòñÿ ê z0 â òîïî-
ëîãèè T . Òåîðåìà 9.2 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Ïóñòü N{σm} åñòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ Ker{σmk
}, âçÿòîå ïî

âñåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì {σmk
} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm}, àíà-

ëîãè÷íî ÷åðåç N1{σm} îáîçíà÷èì îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ Ker1{σmk
}

òàêæå ïî âñåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì.

Ëåììà 9.5 Ìíîæåñòâà N{σm} è N1{σm} èíäóêòèâíû ïî îò-
íîøåíèþ ïîðÿäêà ⊂→.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 8.3.

Ïóñòü N0 � ëþáàÿ çàìêíóòàÿ îáëàñòü, êîìïàêòíî âëîæåííàÿ â N ,
è ObN0(RP)(N) � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îáúåêòîâ (X, P, p) â ïðî-
ñòðàíñòâå Ob(RP)(N), äëÿ êîòîðûõ p(P ) ∈ N0.

Òåîðåìà 9.4 Èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xm} ýëåìåíòîâ â
ObN0(RP)(N) ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xmk

}, êî-
òîðàÿ
a) ñõîäèòñÿ â ObN0(RP)(N);
b) ðåãóëÿðíî ñõîäèòñÿ â ObN0(RP)(N).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü xm = (Xm, Pm, pm), m ≥ 1. Òîãäà
äëÿ âñåõ m òî÷êè pm(Pm) ∈ N0 è ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xmk

} è òî÷êà z0 ∈ N òàêèå, ÷òî pmk
(Pmk

) → z0, mk → ∞. Äàëåå
äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ êàê è â òåîðåìå 8.4.

Ñëåäñòâèå 9.2Ïðîñòðàíñòâî ObN0(RP)(N) ñåêâåíöèàëüíî êîì-
ïàêòíî â òîïîëîãèè T .

Òåîðåìà 9.5 Ïðîñòðàíñòâî Ob(RP)(N) ñ òîïîëîãèåé T õàóñ-
äîðôîâî è óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Õàóñäîðôîâîñòü Ob(RP)(N) î÷åâèä-
íà. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîé ïðåäáàçû
òîïîëîãèè T . Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8.5 ôèêñèðóåì íåêî-
òîðîå àíàëèòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå f : N → C. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
{U(y),W(y)}, ãäå y � òî÷êà èëè íàáîð τ = (σ1,Γ1,Γ2, . . . , Γl) ∈ A,
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σ1 = (M1, p1), ïðè÷åì êîìïîíåíòû êðàÿ σ1 ïðîåêòèðóþòñÿ ïðè îòîá-
ðàæåíèè f ◦ p1 â ëîìàíûå â C, âåðøèíû êîòîðûõ èìåþò ðàöèîíàëü-
íûå êîîðäèíàòû. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8.5, óáåæäàåìñÿ,
÷òî òîïîëîãèÿ, ïîðîæäàåìàÿ ýòîé ïðåäáàçîé, ñîâïàäàåò ñ T , à ñàìà
ïðåäáàçà ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíîé. Òåîðåìà 9.5 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 9.6 Ïðîñòðàíñòâî Ob(RP)(N) ëîêàëüíî êîìïàêòíî â
òîïîëîãèè T . Åñëè N � êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü, òî ïðîñòðàí-
ñòâî Ob(RP)(N) â òîïîëîãèè T êîìïàêòíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè òî÷êà x = z0 � âûðîæäåííûé ýëå-
ìåíò â Ob(RP)(N), òî ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ îáëàñòü U â N , ñîäåð-
æàùóþ òî÷êó z0, ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì â N . Ïóñòü y = U ∈ L.
Òîãäà z0 ∈ U(y) = {β = (X, P, p) | p(P ) ∈ U}. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
U(y) = {β = (X, P, p) | p(P ) ∈ U} =: ObU (RP)(N) Ïðîñòðàíñòâî
ObU (RP)(N) ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíî ïî ñëåäñòâèþ 9.2, õàóñäîð-
ôîâî è èìååò ñ÷åòíóþ áàçó, êàê ïîäïðîñòðàíñòâî Ob(RP)(N), ïî
òåîðåìå 9.4. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî êîìïàêòíî (ñì., íàïð., [13]). Òàêèì
îáðàçîì, U(y) � êîìïàêòíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè z0 â Ob(RP)(N).

Ïóñòü òåïåðü x = σ = (M, P, p) � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàä N .
Ôèêñèðóåì íåêîòîðûé íàáîð τ = (σ1,Γ1,Γ2, . . . , Γl) ∈ A òàêîé, ÷òî
ñóùåñòâóåò j : τ ≺≺ σ. Ïóñòü σ1 = (M1, p1). Òîãäà j(Γk) ðàçáèâàåò σ1

íà äâå ÷àñòè, ïðè÷åì òà ÷àñòü, êîòîðàÿ ëåæèò ¾ñëåâà¿ îò j(Γk), ÿâ-
ëÿåòñÿ îáîáùåííûì îäíîñâÿçíûì nk-ëèñòíûì êðóãîì, ñîäåðæàùèì
òî÷êó P , k = 1, . . . , l. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9.2 ïîñòðîèì
äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ¾âîðîòíèê¿ G

(n)

i îêîëî Γi, îãðàíè÷åí-
íûé êðèâûìè Γi è Γ(n)

i , òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû G
(n)

i ⊃ G
(n+1)

i , n ≥ 1,
è ∩∞n=1G

(n)

i = |Γi|, i = 1, . . . , l. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G
(n)

i ∩ G
(n)

j = ∅,
i 6= j, n ≥ 1. Ïóñòü M

(n)

1 = M1\ ∪l
i=1 G

(n)

i . Òîãäà

τ (n) =
(
M

(n)

1 , p1|M(n)
1

, Γ(n)
1 ,Γ(n)

2 , . . . , Γ(n)
l

)
∈ A, n ≥ 1.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåìì 9.3 è 9.4 íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî çàìûêà-
íèå U(τ) = ∩∞n=1U(τ (n)), ýòî ìíîæåñòâî êîìïàêòíî â òîïîëîãèè T è
ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ σ.

Åñëè N êîìïàêòíî, òî Ob(RP)(N) ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíî ïî
ñëåäñòâèþ 9.2. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 9.4 (ñì. òàêæå [13]) îíî êîìïàêò-
íî. Òåîðåìà 9.6 äîêàçàíà.
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì áåç äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûå ïî÷òè î÷å-
âèäíûå ñâîéñòâà ðåãóëÿðíîé ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 9.7 Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm} òàêîâà, ÷òî êàæ-
äàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σm ëèáî îäíîñâÿçíà, ëèáî íå èìååò òî-
÷åê âåòâëåíèÿ, òî {σm} ñõîäèòñÿ ê ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {σm} ðåãóëÿðíî ñõîäèòñÿ ê σ.

Òåîðåìà 9.8 Ïóñòü íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm}, ãäå
σm = (Mm, Pm, pm), m ≥ 1, ðåãóëÿðíî ñõîäèòñÿ ê ðèìàíîâîé ïî-
âåðõíîñòè σ = (M, P, p) è jm � êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäóöèðî-
âàííûå ýòîé ñõîäèìîñòüþ. Ïóñòü T ∈ M è Tm ∈ Mm, m ≥ 1, �
òàêèå òî÷êè, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

åñëè íåêîòîðûé îáîáùåííûé îäíîñâÿçíûé n-ëèñòíûé êðóã K =
= (E, 0, ψ), ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ â öåíòðå â ñëó÷àå,
åñëè n > 1, ñîäåðæèòñÿ â σ(T ), ïðè÷åì îáðàç j(E) ïðè âëîæåíèè
j : K⊂→σ(T ) îãðàíè÷åí êðèâîé Γ, îáõîäÿùåé ãðàíèöó j(E) â ïîëî-
æèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, òî jm(Γ) îãðàíè÷èâàåò (m-as) íåêîòî-
ðûé n-ëèñòíûé êðóã â σm, êîòîðûé îñòàåòñÿ ¾ñëåâà¿ îò êðèâîé
jm(Γ) ïðè åå îáõîäå è ñîäåðæèò òî÷êó Tm (â ÷àñòíîñòè, ýòî óñëî-
âèå âûïîëíåíî, åñëè T ∈ M(σ̌), Tm = jm(T ) (m-as)).

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm(Tm)} ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî ê σ(T ),
ïðè÷åì êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ j′m, èíäóöèðîâàííûå ýòîé ñõîäèìî-
ñòüþ, ìîæíî âûáðàòü ñîâïàäàþùèìè ñ jm.

Òåîðåìà 9.9 Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm} ñõîäèòñÿ èëè ðå-
ãóëÿðíî ñõîäèòñÿ ê ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ. Åñëè îòìå÷åííûå
òî÷êè ïîâåðõíîñòåé σm, m ≥ 1, è σ íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè âåòâëå-
íèÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σ̌m}ñõîäèòñÿ ê σ̌, ïðè÷åì ñõîäèòñÿ
ðåãóëÿðíî.

Òåîðåìà 9.10 Ïóñòü {σm}, ãäå σm = (Mm, Pm, pm), m ≥ 1, ðå-
ãóëÿðíî ñõîäèòñÿ ê ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ = (M,P, p), ïðè÷åì
pm(Mm) ⊂ Q, ãäå Q � íåêîòîðàÿ îáëàñòü â N . Åñëè ϕ : Q → N1 �
ïðîèçâîëüíàÿ íåïîñòîÿííàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ èç Q â íåêîòî-
ðóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü N1, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ′m =
= (Mm, Pm, ϕ ◦ pm), m ≥ 1, ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé íàä N1 ðå-
ãóëÿðíî ñõîäèòñÿ ê σ′ = (M,P, ϕ ◦ p).
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óíèâåðñàëüíûõ íàêðûòèé

Ââåäåì åùå îäèí âèä ñõîäèìîñòè, íåîáõîäèìûé ïðè èçó÷åíèè ñõî-
äèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé óíèâåðñàëüíûõ íàêðûòèé.

Åñëè γ � êðèâàÿ â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X, íå îáÿçàòåëü-
íî çàìêíóòàÿ, òî ÷åðåç [γ]X áóäåì îáîçíà÷àòü ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ
êðèâîé γ â X (îòíîñèòåëüíî åå êîíöîâ). Ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ òî-
÷å÷íîé êðèâîé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç e (áåç óêàçàíèÿ ïðîñòðàíñòâà
X è òî÷êè � íîñèòåëÿ ýòîé êðèâîé). Åñëè f : X → Y � íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, òî ÷åðåç f# îáîçíà÷èì
èíäóöèðîâàííîå ôóíêöèåé f îòîáðàæåíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóï-
ïîèäîâ (ñì., íàïð., [87]).

Ïóñòü H � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû G. Îáîëî÷êîé ìíî-
æåñòâà H íàçîâåì ïîäãðóïïó â G, ïîðîæäåííóþ âñåâîçìîæíûìè
ñîïðÿæåíèÿìè yxy−1 ýëåìåíòîâ x ∈ H ýëåìåíòàìè y ∈ G. Îáîëî÷êà
H åñòü íàèìåíüøàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G, ñîäåðæàùàÿ ìíîæå-
ñòâî H. Ýëåìåíòû îáîëî÷êè íàçûâàþòñÿ ñëåäñòâèÿìè ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà H (ñì., íàïð., [51], ãë. IV, ï. I).

Îïðåäåëåíèå 10.1 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σm = (Mm, Pm, pm) èç
Ob(RP)(N) ñõîäèòñÿ ê σ = (M,P, p) ∈ Ob(RP)(N) ñ ñîõðàíåíèåì
ñâÿçíîñòè, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
a) σm ðåãóëÿðíî ñõîäèòñÿ ê σ;
b) åñëè γ � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ â M(σ), òàêàÿ, ÷òî [γ]M 6= e,
òî [jm ◦ γ]Mm 6= e (m-as), ãäå jm � êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èí-
äóöèðîâàííûå ðåãóëÿðíîé ñõîäèìîñòüþ {σm} ê σ.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò ðàçëè÷èå ìåæäó ðåãóëÿðíîé ñõî-
äèìîñòüþ è ñõîäèìîñòüþ ñ ñîõðàíåíèåì ñâÿçíîñòè.

Ïðèìåð 10.1 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm}, ãäå
σm = (E, 1/2, z + 1/(mz), m ≥ 1,

ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé íàä C ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî ê ðèìàíîâîé ïî-
âåðõíîñòè σ = (E\{0}, 1/2, z), îäíàêî íå ñõîäèòñÿ ê σ ñ ñîõðàíåíè-
åì ñâÿçíîñòè, òàê êàê, ê ïðèìåðó, êðèâàÿ γ, îäíîêðàòíî îáõîäÿùàÿ
îêðóæíîñòü {|z| = 1/4}, íå ãîìîòîïíà òî÷å÷íîé â E\{0}, â òî âðåìÿ
êàê [jm ◦ γ]Mm = e (m-as), ïîñêîëüêó E îäíîñâÿçíî.



122 Ãëàâà 3

Íàøåé áëèæàéøåé öåëüþ áóäåò äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ñõîäè-
ìîñòü ñ ñîõðàíåíèåì ñâÿçíîñòè ëîêàëüíî ðàâíîìåðíà. Ýòî áóäåò ñäå-
ëàíî â ñåðèè, ñîñòîÿùåé èç òðåõ ëåìì.

Ëåììà 10.1 Ïóñòü M � àáñòðàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü,
Q � îáëàñòü â M ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì, ñîäåðæàùàÿ ôèêñè-
ðîâàííóþ òî÷êó P ∈ M è îãðàíè÷åííàÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðîñòûõ
çàìêíóòûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðèâûõ β1, . . . , βs. Ïóñòü êðè-
âàÿ αi ñîåäèíÿåò òî÷êó P ñ íà÷àëîì êðèâîé βi â Q, i = 1, . . . , s, è
γi = αiβiα

−
i , i = 1, . . . , s. Åñëè γ � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ â Q, ñ íà÷àëîì

â òî÷êå P è [γ]M = e, òî [γ]Q ïðèíàäëåæèò îáîëî÷êå O ýëåìåíòîâ
[γi]Q, i ∈ A, â ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå Q, ãäå A = (1 ≤ i ≤ s |
[γi]M = e}.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñòðîèì óíèâåðñàëüíîå íàêðû-
òèå f : M̃ → M ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè M è ôèêñèðóåì òî÷êó
P̃ ∈ f−1(P ). Ïóñòü Q̃ � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà f−1(Q),
ñîäåðæàùàÿ òî÷êó P̃ . Èç ñâîéñòâ íàêðûâàþùèõ îòîáðàæåíèé [87] è
òåîðåìû î ìîíîäðîìèè [88] ñëåäóåò, ÷òî Q̃ îãðàíè÷åíà â M̃ íå áîëåå,
÷åì ñ÷åòíûì ÷èñëîì ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ, íîñèòåëè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà B1 =

⋃
i∈A f−1(|βi|),

è îòêðûòûõ ðàçîìêíóòûõ äóã � êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
B2 =

⋃
i 6∈A f−1(|βi|). Ïî òåîðåìå î ìîíîäðîìèè ïîäíÿòèå γ̃ êðèâîé

γ èç òî÷êè P̃ íà M̃ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé êðèâîé. Òàê êàê |γ| ⊂ Q,
òî |γ̃| ⊂ Q̃.

Ïóñòü Q̃′ � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M̃\B2, ñîäåðæà-
ùàÿ òî÷êó P̃ . Ïîñêîëüêó M̃ îäíîñâÿçíî è Q̃′ îãðàíè÷åíî â M̃ íå áî-
ëåå, ÷åì ñ÷åòíûì ÷èñëîì îòêðûòûõ äóã, òî Q̃′ îäíîñâÿçíî. Ïðè ýòîì
Q̃′\Q̃ åñòü îáúåäèíåíèå íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîãî ÷èñëà æîðäàíîâûõ
îáëàñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îãðàíè÷åíà íåêîòîðîé êîìïîíåíòîé
ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà B1. Ïðè ýòîì íè îäíà òî÷êà ëþáîé èç êîìïî-
íåíò ìíîæåñòâà B1 íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ îáúåäèíåíèÿ
îñòàëüíûõ êîìïîíåíò. Îòñþäà ñ ïðèâëå÷åíèåì òåîðåìû Çåéôåðòà-
âàí Êàìïåíà ñëåäóåò, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(Q̃, P ) çàìêíó-
òîé îáëàñòè Q̃ â òî÷êå P̃ åñòü ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ îáðàçóþùèìè âè-
äà [α̃klβ̃kl(α̃kl)−]

Q̃
, ãäå β̃kl � ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ â Q̃, ÿâëÿ-
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þùàÿñÿ ïîäíÿòèåì êðèâîé βk èç íåêîòîðîé òî÷êè P̃kl, òàêàÿ, ÷òî
|β̃kl| ⊂ ∂Q̃, à α̃kl � êðèâàÿ â Q̃, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó P̃ ñ òî÷êîé P̃kl.
Ïóñòü f ′ = f |

Q̃
: Q̃ → Q. Ïîñêîëüêó

f ′#
(
[α̃klβ̃kl(α̃kl)−]

Q̃

)
= [f(α̃kl)βkf(α̃kl)−]Q =

= [f(α̃kl)α−k ]Q[γk]Q[f(α̃kl)α−k ]−1

Q
,

òî îáðàç f ′#
(
[α̃klβ̃kl(α̃kl)−]

Q̃

)
ëåæèò â îáîëî÷êå ýëåìåíòîâ [γi]Q,

i ∈ A. Íî ïîñêîëüêó [γ]Q = [f(γ̃)]Q = f ′#([γ̃]
Q̃

), òî [γ]Q ∈ O. Ëåì-
ìà 10.1 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 10.1 Ïóñòü Q � îáëàñòü íà àáñòðàêòíîé ðèìàíî-
âîé ïîâåðõíîñòè M , P0, P1, P2, . . . , Pn � íåêîòîðûå òî÷êè èç Q,
Q′ = Q\{P1, P2, . . . , Pn} è U1, U2, . . . , Un � æîðäàíîâû îáëàñòè â Q,
êîòîðûå ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïðè÷åì Pj ∈ Uj, j = 1, . . . , n.
Ïóñòü βj � êðèâàÿ, îáõîäÿùàÿ ãðàíèöó îáëàñòè Uj, à êðèâàÿ αj

ñîåäèíÿåò òî÷êó P0 ñ íà÷àëîì êðèâîé βj â Q′, j = 1, . . . , n. Åñëè
[γ]Q = e è íà÷àëî êðèâîé γ åñòü òî÷êà P0, òî [γ]Q′ ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì ýëåìåíòîâ [αjβjα

−
j ]Q′ â π1(Q′, P0).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè U ′
j � æîðäàíîâà îá-

ëàñòü òàêàÿ, ÷òî Pj ∈ U ′
j ⊂⊂ Uj , òî Uj\U ′

j ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì äå-
ôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì â Uj\{Pj}. Ïîýòîìó Q′′ = Q\ ∪n

j=1 U ′
j �

ñèëüíûé äåôîðìàöèîííûé ðåòðàêò äëÿ Q′. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α′j è β′j
êðèâûå, àíàëîãè÷íûå êðèâûì α′j è β′j , íî îïðåäåëåííûì äëÿ U ′

j , à
íå äëÿ Uj . Â ñèëó ëåììû 10.1 [γ]Q′′ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ýëåìåíòîâ
[α′jβ

′
j(α

′
j)
−]Q′′ . Òàê êàê Q′′′ = Q\ ∪n

j=1 Uj ñèëüíûé äåôîðìàöèîííûé
ðåòðàêò äëÿ Q′′, è äåôîðìàöèþ ìîæíî ïîñòðîèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî
ïðè íåé α′j è β′j ïåðåõîäÿò â αj è βj , òî [α′jβ

′
j(α

′
j)
−]Q′′ = [αjβjα

−
j ]Q′′ .

Ïîýòîìó [γ]Q′′ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ýëåìåíòîâ [αjβj(αj)−]Q′′ , îòêóäà
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ.

Ëåììà 10.2 Åñëè σ = (M,P, p), σm = (Mm, Pm, pm), m ≥ 1,
γ � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ â M̌(σ), òàêàÿ, ÷òî [γ]M = e, è ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {σm} ðåãóëÿðíî ñõîäèòñÿ ê σ, òî [jm(γ)]Mm = e (m-as),
ãäå jm � êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå ðåãóëÿðíîé ñõî-
äèìîñòüþ {σm} ê σ.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê êðèâàÿ γ ãîìîòîïíà òî÷å÷íîé
â M è îáðàç ãîìîòîïèè åñòü êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâó-
åò îáëàñòü Q ⊂⊂ M , îãðàíè÷åííàÿ æîðäàíîâûìè êðèâûìè, òàêàÿ,
÷òî γ ãîìîòîïíà òî÷å÷íîé êðèâîé â Q. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P1, . . . , Pn

òî÷êè âåòâëåíèÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè M , ëåæàùèå â Q. Ïðèìå-
íÿÿ ñëåäñòâèå 10.1, óáåæäàåìñÿ, ÷òî β ãîìîòîïíà â Q\{P1, . . . , Pn}
ïðîèçâåäåíèþ ïåòåëü âèäà αkβ±k α−k , k = 1, . . . , n, ãäå βk � ïðîñòàÿ
çàìêíóòàÿ êðèâàÿ â M , îãðàíè÷èâàþùàÿ æîðäàíîâó îáëàñòü Uk, ñî-
äåðæàùóþ òî÷êó Pk è íå ñîäåðæàùóþ äðóãèõ òî÷åê âåòâëåíèÿ σ,
k = 1, . . . , n. Èñïîëüçóÿ êîìïàêòíîñòü îáðàçà ãîìîòîïèè, âûáåðåì
êîìïàêò Q1 â Q\{P1, . . . , Pn} òàêîé, ÷òî β ãîìîòîïíà ïðîèçâåäåíèþ
γ =

∏l
k=1 α′kβ±i(k)(α

′
k)− â Q1 äëÿ íåêîòîðûõ êðèâûõ α′k. Òîãäà èìååì

Q1 ⊂⊂ M̌(σ).
Â êà÷åñòâå U1, . . . , Un ìîæíî áðàòü ïðîèçâîëüíûå ìàëûå îêðåñò-

íîñòè òî÷åê P1, . . . , Pn. Â ñèëó ëåììû 1.1 ìîæíî ïîäîáðàòü èõ òàêè-
ìè, ÷òî βk îãðàíè÷èâàåò íåêîòîðûé îäíîñâÿçíûé îáîáùåííûé êðóã
â M , k = 1, . . . , n. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðíîé ñõîäèìîñòè,
çàêëþ÷àåì, ÷òî jm(βk) îãðàíè÷èâàåò îáîáùåííûé îäíîñâÿçíûé êðóã
â Mm (m-as), ïîýòîìó

[jm(βk)]Mm = e (m− as), k = 1, . . . , n. (10.1)

Òàê êàê [β]Q1 = [γ]Q1 , òî [jm(β)]jm(Q1) = [jm(γ)]jm(Q1) (m-as), à çíà-
÷èò,
[jm(β)]Mm =[jm(γ)]Mm =

l∏
k=1

[jm(α′k)]Mm [jm(βi(k))]±1
Mm

[jm(α′k)]−1
Mm

= e

â ñèëó (10.1). Ëåììà 10.2 äîêàçàíà.

Ñõîäèìîñòü ñ ñîõðàíåíèåì ñâÿçíîñòè ëîêàëüíî ðàâíîìåðíà â ñëå-
äóþùåì ñìûñëå.

Ëåììà 10.3 Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm} ñõîäèòñÿ ê σ ñ ñî-
õðàíåíèåì ñâÿçíîñòè, σ = (M, P, p), σm = (Mm, Pm, pm), m ≥ 1, è
Q� êîìïàêò â M̌(σ), òî ñóùåñòâóåò íîìåð N , çàâèñÿùèé òîëüêî
îò Q òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî m ≥ N è ëþáîé êðèâîé γ â Q èìåþò
ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòè

1) [γ]M = e ⇐⇒ [jm(γ)]Mm = e;

2) [γ]M 6= e ⇐⇒ [jm(γ)]Mm 6= e.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Q óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì ëåììû 10.1, èíà÷å ðàñøèðèì Q äî íóæíîé îáëàñòè.

1) Åñëè |γ| ∈ Q, [γ]M = e, òî ïî ëåììå 10.1 â îáîçíà÷åíèÿõ òîé
æå ëåììû ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ [γ]Q ïðèíàäëåæèò îáîëî÷êå O ýëå-
ìåíòîâ [γi]Q, i ∈ A. Òàê êàê [γi]M = e, i ∈ A, ìíîæåñòâî A êîíå÷íî è
{σm} ðåãóëÿðíî ñõîäèòñÿ ê σ, òî ïî ëåììå 10.2 ñóùåñòâóåò N = N(Q)
òàêîå, ÷òî [jm(γi)]Mm

= e ïðè m ≥ N(Q), i ∈ A. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ïðè m ≥ N ãîìîìîðôèçì (jQ

m)#, ãäå jQ
m : Q → Mm � ñóæåíèå êà-

íîíè÷åñêèõ âëîæåíèé jm íà Q, ïåðåâîäèò ýëåìåíòû [γi]Q, i ∈ A, â
åäèíè÷íûé ýëåìåíò ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ïîâåðõíîñòè Mm. Ïî-
ñêîëüêó ÿäðî ãîìîìîðôèçìà (jQ

m)# åñòü íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ôóí-
äàìåíòàëüíîé ãðóïïû çàìêíóòîé îáëàñòè Q, à îáîëî÷êà O ýëåìåíòîâ
[γi]Q, i ∈ A, åñòü íàèìåíüøàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ
èõ, òî O ⊂Ker(jQ

m)#, m ≥ N . Òàê êàê [γ]Q ∈ O, òî îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî [γ]Q ∈Ker(jQ

m)# è

[jm(γ)]Mm = (jQ
m)#([γ]Q) = e, m ≥ N.

Îáðàòíî, åñëè ïðè m ≥ N âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ [jm(γ)]Mm = e, òî
[γ]M = e. Ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 10.1.

2) Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {σmk

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} è êðèâûå γ(mk), òàêèå, ÷òî
ëèáî

a) [γ(mk)]M = e è [jmk
(γ(mk))]Mmk

6= e äëÿ ëþáîãî mk, ëèáî
b) [γ(mk)]M 6= e è [jmk

(γ(mk))]Mmk
= e äëÿ ëþáîãî mk.

Ñëó÷àé a) íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó åñëè [γ(mk)]M = e, òî â ñèëó 1)
ïðè mk ≥ N âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ [jmk

(γ(mk))]Mmk
= e. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëó÷àé b). Ïóñòü Qmk
= jmk

(Q), γmk
=

= jmk
(γ(mk)). Â ñèëó ëåììû 10.1 ýëåìåíò [γmk

]Qmk

ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì ýëåìåíòîâ [jmk

(γi)]Qmk

, i ∈ Amk
, ãäå

Amk
= {1 ≤ i ≤ s : [jmk

(γi)]Mmk
= e}.

Òàê êàê ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , s} êîíå÷-
íî, òî, ïåðåõîäÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Amk

= A íå çàâèñèò îò mk. Òàê êàê
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{σm} ñõîäèòñÿ ê σ ñ ñîõðàíåíèåì ñâÿçíîñòè, òî èç îïðåäåëåíèÿ 10.1
ñëåäóåò, ÷òî [γi]M = e, i ∈ A, ïîñêîëüêó [jmk

(γi)]Mmk
= e äëÿ ëþáîãî

mk. Íî jmk
îòîáðàæàåò ãîìåîìîðôíî Q íà Qmk

, ïîýòîìó [γ(mk)]Q ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ýëåìåíòîâ [γi]Q, i ∈ A. Âëîæåíèå j : Q → M èíäó-
öèðóåò ãîìîìîðôèçì j# ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï, ïðè êîòîðîì [γi]Q
ïåðåõîäèò â [γi]M = e ïðè i ∈ A. Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû [γ(mk)]Q
ëåæàò â ÿäðå ãîìîìîðôèçìà j# è [γ(mk)]M = j#([γ(mk)]Q) = e. Ïî-
ëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó 10.3.

Îòìåòèì ñëåäóþùèé ëþáîïûòíûé ôàêò.

Òåîðåìà 10.1 Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm} ðèìàíîâûõ ïî-
âåðõíîñòåé áåç òî÷åê âåòâëåíèÿ ñõîäèòñÿ ê ðèìàíîâîé ïîâåðõíî-
ñòè σ, òî {σm} ñõîäèòñÿ ê σ ñ ñîõðàíåíèåì ñâÿçíîñòè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm}
ñõîäèòñÿ ê ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ, ïðè÷åì σm = (Mm, Pm, pm),
m ≥ 1, ÿâëÿþòñÿ ðèìàíîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè áåç òî÷åê âåòâëåíèÿ.
Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî σ = (M, P, p) òàêæå íå èìååò òî÷åê âåòâëåíèÿ
è â ñèëó òåîðåìû 9.7 {σm} ñõîäèòñÿ ê σ ðåãóëÿðíî. Ñëåäîâàòåëüíî,
óñëîâèå a) îïðåäåëåíèÿ 10.1 âûïîëíåíî. Äîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî
óñëîâèå b). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóþò êðèâàÿ γ â
M è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σmk

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm}, òàêèå,
÷òî [γ]M 6= e, íî [γmk

]Mmk
= e, ãäå γmk

= jmk
(γ).

Ïóñòü Q � îáëàñòü â M , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì ëåììû 10.1,
êîòîðàÿ ñîäåðæèò |γ|, è Qmk

= jmk
(Q). Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è

ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 10.3, ï. 2, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå
ìíîæåñòâî A, ÷òî [γmk

]Qmk

ëåæèò â îáîëî÷êå ýëåìåíòîâ [jmk
(γi)]Qmk

,
i ∈ A, ïðè÷åì [βi

mk
]Mmk

= e, i ∈ A, ãäå βi
mk

= jmk
(βi).

Êðèâûå β
(i)
mk ïðîñòûå, çàìêíóòûå è ãîìîòîïíû òî÷å÷íûì â Mmk

,
ïîýòîìó ëèáî β

(i)
mk , ëèáî (β(i)

mk)− ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííîé ãðàíèöåé
íåêîòîðîé îäíîñâÿçíîé ïîäîáëàñòè M i

mk
. Îòìåòèì, ÷òî pmk

(β(i)
mk) =

= pmk
◦jmk

(βi) = p(βi), ò. å. íå çàâèñèò îò mk. Ïåðåõîäÿ â ñëó÷àå íåîá-
õîäèìîñòè ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 7.2 è
ñëåäñòâèÿ 7.1, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè ñ êðàåì
σi

mk
=

(
M i

mk
, Tmk

, p|Mi
mk

)
(äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê Tmk

∈ M i
mk

) ïî-



�10. Ñõîäèìîñòü ê ÿäðó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óíèâåðñàëüíûõ. . . 127

ïàðíî ýêâèâàëåíòíû è èõ îðèåíòèðîâàííîé ãðàíèöåé ÿâëÿåòñÿ ëèáî
βi

mk
äëÿ âñåõ mk, ëèáî (βi

mk
)− äëÿ âñåõ mk, i ∈A. Åñëè äëÿ íåêîòîðî-

ãî i ∈ A îíè îãðàíè÷åíû êðèâûìè βi
mk

, òî î÷åâèäíî, ÷òî Qmk
⊂ M i

mk

è â êà÷åñòâå Tmk
ìîæíî âçÿòü òî÷êè jmk

(P ). Èñïîëüçóÿ ìàêñèìàëü-
íîñòü ýëåìåíòà σ â ìíîæåñòâå S1{σm}, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü Qi â M , ñîäåðæàùàÿ Q, è òàêàÿ, ÷òî (Qi, P, p|

Qi)
ýêâèâàëåíòíà σi

mk
äëÿ ëþáîãî mk. Ïîñêîëüêó |γ| ⊂ Q ⊂ Qi è Qi îä-

íîñâÿçíî, òî [γ]M = e, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.
Åñëè æå äëÿ âñåõ i ∈ A ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σi

mk
îãðàíè÷åíû

êðèâûìè (β(i)
mk)−, òî ñóùåñòâóåò îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü Qi â M òàêàÿ,

÷òî Qi∩Q = |βi|, ïîýòîìó [βi]M = e è [γi]M = e, i ∈ A. Ïîñêîëüêó [γ]Q
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ýëåìåíòîâ [γi]Q, òî [γ]M ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
ýëåìåíòîâ [γi]M . Çíà÷èò, [γ]M = e � ïðîòèâîðå÷èå, è òåîðåìà 10.1
äîêàçàíà.

Ïóñòü σ = (M,P, p) � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàä N è f : (M̃, P̃ ) →
→ (M, P ) � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå äëÿ M ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé
P . Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíóþ ðåàëèçàöèþ M̃ êàê ìíîæåñòâî
ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ [γ]M êðèâûõ γ â M ñ íà÷àëîì â òî÷êå P
ñ åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåìîé òîïîëîãèåé è êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé
(ñì., íàïð., [88]). Ïðè ýòîì f([γ]M ) = P ′, ãäå P ′ � êîíå÷íàÿ òî÷-
êà êðèâîé γ. Óíèâåðñàëüíûì íàêðûòèåì ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ
íàçîâåì òðîéêó σ̃ = (M̃, P̃ , p̃), ãäå p̃ = p ◦ f .

Óñòàíîâèì òåîðåìó î ñâÿçè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðè-
ìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé íàä N ñî ñõîäèìîñòüþ èõ óíèâåðñàëüíûõ íà-
êðûòèé.

Òåîðåìà 10.2 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm} ðèìàíîâûõ ïîâåðõíî-
ñòåé σm = (Mm, Pm, pm) íàä N ñõîäèòñÿ ê ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè
σ = (M,P, p) ñ ñîõðàíåíèåì ñâÿçíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:
I) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ̃m = (M̃m, P̃m, p̃m) óíèâåðñàëüíûõ íàêðû-
òèé ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé σm ñõîäèòñÿ ê óíèâåðñàëüíîìó íà-
êðûòèþ σ̃ = (M̃, P̃ , p̃) ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ;
II) êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ j̃m, èíäóöèðîâàííûå ñõîäèìîñòüþ {σ̃m}
ê σ̃, ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ fm ◦ j̃m

ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî âíóòðè ˇ̃M(σ̃) ê f (ãäå fm : M̃m → Mm,
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m ≥ 1, f : M̃ → M � ñîîòâåòñòâóþùèå íàêðûòèÿ) â òîì ñìûñëå,
÷òî äëÿ ëþáîé îáëàñòè Q̃ ⊂⊂ ˇ̃M(σ̃) ñîäåðæàùåé ôèêñèðîâàííóþ
òî÷êó S̃ ∈ ˇ̃M(σ̃) ïîâåðõíîñòè

(
Qm = fm ◦ j̃m(Q̃), fm ◦ j̃m(S̃), p|Qm

)

ýêâèâàëåíòíû
(
Q = f(Q̃), f(S̃), p|Q

)
(m-as).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó òåîðåì 9.6 è 9.7 ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî îòìå÷åííûå òî÷êè ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé σm, σ̃m, σ è σ̃
íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ è, åñëè {σm} → σ ðåãóëÿðíî, òî
Pm = jm(P ), ãäå jm � êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå ýòîé
ñõîäèìîñòüþ, à åñëè {σ̃m} → σ̃, òî P̃m = j̃m(P̃ ), m ≥ 1, è S̃ = P̃ .

A) Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ïîâåðõíîñòè σm íå èìåþò
òî÷åê âåòâëåíèÿ, m ≥ 1.

Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ I). Ïóñòü {σm} ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî ê σ.
Ðàññìîòðèì ëþáóþ ïîâåðõíîñòü τ̃ ⊂ ⊂→σ̃. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî τ̃ =

=
(
Q̃, P̃ , p̃|Q̃

)
, ãäå Q̃ ⊂⊂ M̃ . Òàê êàê p íåïðåðûâíî è îáðàç êîì-

ïàêòà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè åñòü êîìïàêò, òî τ ⊂ ⊂→σ,
ãäå τ = (Q,P, p|Q), Q = p(Q̃). ßñíî, ÷òî Q̃ ñîäåðæèòñÿ â ìíîæå-
ñòâå {[γ]M : γ � êðèâàÿ â Q, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó P ñ íåêîòîðîé
òî÷êîé P ′}. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè P̃1 ∈ Q̃ è γ̃1 � êðèâàÿ â Q̃, ñîåäè-
íÿþùàÿ òî÷êè P̃ è P̃1, òî P̃1 = [γ1]M , ãäå γ1 = f(γ̃1) � êðèâàÿ â Q.
Îïðåäåëèì âëîæåíèÿ j̃m : τ̃⊂→σ̃m ïî ôîðìóëå j̃m([γ]M ) = [jm(γ)]Mm .
Ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1) ëåììû 10.3, è j̃m

èíúåêòèâíû â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2) òîé æå ëåììû. Î÷åâèäíî, ÷òî
j̃m íåïðåðûâíû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî σ̃ ∈ M{σ̃m}.

Ïîêàæåì, ÷òî σ̃ ∈Ker{σ̃m}. Ïóñòü τ̃ = (q̃, S̃, ρ̃) � òàêàÿ ðèìà-
íîâà ïîâåðõíîñòü íàä N , ÷òî ñóùåñòâóþò ìîðôèçìû q̃m : τ̃ ⊂ ⊂→σ̃m

(m-as). Äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî τ̃⊂→σ̃. Ïóñòü Q̃m = q̃m(Q̃)
(m-as). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî τ̃ îãðàíè÷åíà
êîíå÷íûì ÷èñëîì àíàëèòè÷åñêèõ êðèâûõ Γ1, . . . , Γn, èíà÷å ðàññìîò-
ðèì êîìïàêòíîå èñ÷åðïàíèå ïîâåðõíîñòè τ̃ òàêèìè ïîâåðõíîñòÿìè.
Òîãäà êàæäàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü

(
Q̃m, P̃m, p̃|Q̃m

)
òàêæå îãðàíè-

÷åíà êðèâûìè Γ1, . . . , Γn. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãðàíèöà Q̃m â M̃m

ñîñòîèò èç êðèâûõ Γm1, . . . , Γmn, ïðè÷åì p̃m ◦ Γmi = Γi, i = 1, . . . , n.
Â ñèëó îäíîñâÿçíîñòè M̃m êðèâàÿ Γmi ðàçáèâàåò M̃m íà äâå ÷àñòè,
ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç êîòîðûõ îäíîñâÿçíà. Îáîçíà÷èì ýòó îäíî-
ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó ÷åðåç Q̃mi.
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ßñíî, ÷òî ëèáî Q̃m ⊂ Q̃mi, ëèáî Q̃m∩Q̃mi = |Γmi|, è ðèìàíîâà ïî-
âåðõíîñòü τ̃mi =

(
Q̃mi, p̃m|Q̃mi

)
îãðàíè÷åíà â ïåðâîì ñëó÷àå êðèâîé

γi, à âî âòîðîì � êðèâîé Γ−i . Â ñèëó ëåììû 7.2 è ñëåäñòâèÿ 7.1 ñðåäè
ïîâåðõíîñòåé τ̃mi ñóùåñòâóåò íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷-
íûõ (ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè). Ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ â ñëó÷àå
íåîáõîäèìîñòè ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî τ̃mi íå
çàâèñèò îò m äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî i èìå-
åì Q̃m ⊂ Q̃mi (m-as), òî çàìåíèì τ̃ íà τ̃ ′ =

(
Q̃mi, P̃m, p̃m|Q̃mi

)
=

= τ̃mi(P̃m). Åñëè æå äëÿ âñåõ i èìååì Q̃m

⋂
Q̃mi = |Γmi|, òî ïóñòü

τ̃ ′ =
(
Q̃′m, P̃m, p̃m|Q̃′m

)
, ãäå Q̃′m = Q̃m

⋃ (⋃n−1
i=1 Q̃mi

)
(m-as). È â òîì,

è â äðóãîì ñëó÷àÿõ τ̃ ′ íå çàâèñèò îò m, îãðàíè÷åíà îäíîé êðèâîé,
îäíîñâÿçíà, ñîäåðæèò τ̃ è êîìïàêòíî ñîäåðæèòñÿ âî âñåõ σ̃m(m-as).
Ïîýòîìó, çàìåíÿÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè τ̃ íà τ̃ ′, ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî τ̃ îäíîñâÿçíà è îãðàíè÷åíà îäíîé àíàëèòè÷åñêîé êðèâîé.

-

?
-

?

@
@

@@R ¶
¶

¶¶7

τ̃

τ

σ̃m

σm

σ

q̃m

qm

f ′ fm

q jm (loc, m-as)

Äèàãð. 10.1

Áîëåå òîãî, â ñèëó ëåììû 7.4, ïåðåõîäÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìî-
ñòè ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïîâåðõíîñòè
(Qm, Pm, pm|Qm), ãäå Qm = fm(Q̃m), ýêâèâàëåíòíû íåêîòîðîé ôèê-
ñèðîâàííîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè τ = (Q,S, ρ) (m-as). Òîãäà îïðå-
äåëåíû âëîæåíèÿ qm ⊂ ⊂→σm (m-as), è òàê êàê {σm} ñõîäèòñÿ ðå-
ãóëÿðíî ê σ, òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ 8.2 ñóùåñòâóåò ìîðôèçì q : τ⊂→σ.
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ßñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå f ′ : Q̃ → Q òàêîå,
÷òî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà 10.1

Îïðåäåëèì âëîæåíèå q̃ : τ̃⊂→σ̃ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè T̃ ∈ Q̃
è γ̃ � êðèâàÿ â Q̃, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó P̃ ñ òî÷êîé T̃ , òî ïîëàãàåì
q̃(P̃ ) = [q ◦ f ′(γ̃)]M .

Ïîêàæåì, ÷òî q îïðåäåëåíî êîððåêòíî. Åñëè γ̃1 è γ̃2 � äâå êðèâûå
â Q̃, ñîåäèíÿþùèå òî÷êó P̃ ñ òî÷êîé T̃ , òî â ñèëó îäíîñâÿçíîñòè Q̃
èìååì [γ̃1]Q̃ = [γ̃2]Q̃. Ïîýòîìó [q ◦ f ′(γ̃1)]M = [q ◦ f ′(γ̃2)]M . ßñíî, ÷òî
q̃ íåïðåðûâíî. Ïîêàæåì, íàêîíåö, ÷òî q̃ èíúåêòèâíî. Åñëè êðèâàÿ γ̃i

ñîåäèíÿåò P̃ ñ òî÷êîé T̃i, i = 1, 2, ïðè÷åì q̃(T̃1) = q̃(T̃2), òî â ñèëó
êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû 10.1 ïîëó÷àåì

[fm ◦ q̃m(γ̃1)]Mm
= [jm ◦ q ◦ f ′(γ̃1)]Mm

= (jm)#(q̃(T̃1)) =

= (jm)#(q̃(T̃2)) = [jm ◦ q ◦ f ′(γ̃2)]Mm = [fm ◦ q̃m(γ̃2)]Mm .

Ïî òåîðåìå î ìîíîäðîìèè [88] êðèâûå qm(γ̃1) è qm(γ̃2) îêàí÷è-
âàþòñÿ â îäíîé è òîé æå òî÷êå ïîâåðõíîñòè σ̃m. Ñëåäîâàòåëüíî,
q̃m(T̃1) = q̃m(T̃1) (m-as). Íî q̃m èíúåêòèâíû, ïîýòîìó T̃1 = T̃2 è q̃ èíú-
åêòèâíî.

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî q̃ : τ̃⊂→σ̃. Ñëåäîâàòåëüíî, σ̃ ∈Ker{σ̃m}. Òàê
êàê ýòî âåðíî è äëÿ ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σ̃mk

} ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {σ̃m}, òî {σ̃m} → σ̃ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 8.1.

Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ II). Ïîêàæåì, ÷òî fm ◦ j̃m ñõîäÿòñÿ ðàâ-
íîìåðíî âíóòðè M̃ ê f . Ïóñòü (Q̃n)n≥1 � êîìïàêòíîå èñ÷åðïàíèå
M̃ , P̃ ∈ Q̃n, τ̃n =

(
Q̃n, P̃ , p̃|Q̃n

)
, n ≥ 1. Òîãäà τ̃n ⊂ ⊂→σ̃, è òàê

êàê {σ̃m} → σ̃, m → ∞, òî j̃m|Q̃n
: τ̃n⊂→σ̃m (m-as). Ðàññóæäàÿ êàê

ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìîñòè óñëîâèÿ I) òåîðåìû ñ èñïîëüçî-
âàíèåì äèàãîíàëüíîãî ïðîöåññà è ïåðåõîäÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè
ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σ̃mk

}, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóþò ðèìàíî-
âû ïîâåðõíîñòè τn =

(
Qn, P, p|Q̃n

)
⊂→σ è íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ

f ′n : Q̃n → Qn òàêèå, ÷òî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà
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-

? ?
-

τ̃n

τn

σ̃mk

σmk

f ′n fmk

j̃mk
|Q̃n

jmk
|Qn

Äèàãð. 10.2

äëÿ ëþáîãî n ≥ 1. Ïðè l ≥ n èìååì Q̃n ⊂ Q̃l è f ′l |Q̃n
= f ′n. Äåéñòâè-

òåëüíî, èç êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû 10.2 ñëåäóåò, ÷òî

jmk
◦ f ′l |Q̃n

= fmk
◦ j̃mk

|Q̃n
= jmk

◦ f ′n

(mk-as) è òàê êàê jmk
èíúåêòèâíû, òî f ′l |Q̃n

= f ′n. Ñëåäîâàòåëüíî, íà
M̃ îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå f ′ : M̃ → M òàêîå, ÷òî f ′|Q̃n

= f ′n, n ≥ 1.
Èç êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû 10.2 ñëåäóåò, ÷òî (mk-as)

p ◦ f ′n = pmk
◦ jmk

◦ f ′n = pmk
◦ fmk

◦ j̃mk
= pmk

◦ j̃mk
= p̃|Q̃n

.

Çíà÷èò, p ◦ f ′ = p̃. Òàê êàê M̃ îäíîñâÿçíî è f : (M̃, P̃ ) → (M, P ) �
íàêðûòèå, òî â ñèëó [87], ãë.2, �4, òåîðåìà 5, ñóùåñòâóåò ïîäíÿòèå
îòîáðàæåíèÿ f ′ : (M̃, P̃ ) → (M, P ) íà M̃ îòíîñèòåëüíî f , ò. å. òàêîå
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f̃ ′ : (M̃, P̃ ) → (M̃, P̃ ), ÷òî êîììóòàòèâíà
äèàãðàììà

-
½

½
½

½> @
@

@R

(M̃, P̃ ) (M, P )

(M̃, P̃ )

f

f ′

f̃ ′

Äèàãð. 10.3

Òîãäà p̃ ◦ f̃ ′ = p ◦ f ◦ f̃ ′ = p ◦ f ′ = p̃ è f̃ ′(P̃ ) = P̃ . Îòñþäà ñ ó÷åòîì
ñëåäñòâèÿ 6.2 èç [65], ãë. V, ñëåäóåò, ÷òî f̃ ′ : M̃ → M̃ åñòü òîæäåñòâåí-
íîå îòîáðàæåíèå. Çíà÷èò, f ′ = f ◦ f̃ ′ = f è â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè
äèàãðàììû 10.2 èìååì (mk-as)

jmk
◦ f |Q̃n

= jmk
◦ f ′|Q̃n

= jmk
◦ f ′n|Q̃n

= fmk
◦ j̃mk

|Q̃n
, n ≥ 1,
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÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü fmk
◦ j̃mk

ñõîäèòñÿ âíóòðè
M̃ ê f . Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{σmk

} ñîäåðæèò òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm′
k
}, äëÿ êîòîðîé

pm′
k
◦ j̃m′

k
ñõîäèòñÿ âíóòðè M̃ ê f . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî fm ◦ j̃m ñõîäèòñÿ

âíóòðè M̃ ê f è II) óñòàíîâëåíî.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ñíà÷àëà îòìåòèì äâà ïðîñòûõ ôàêòà, íåîáõîäè-

ìûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå.

Ëåììà 10.4 Ïóñòü σi = (Mi, Pi, pi), i = 1, 2, � äâå ðèìàíî-
âû ïîâåðõíîñòè íàä N , è f : (M1, P1) → (M2, P2) � ãîëîìîðô-
íîå îòîáðàæåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(σ1) ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü(
f(M1), P2, p|f(M1)

)
. Òîãäà

1) åñëè f èíúåêòèâíî, òî f(σ1) = σ1;
2) åñëè ord(P1, σ1) = 0, σ1 = ∪α∈Aσα (rel σ1) è ìîðôèçìû

jα : σα⊂→σ1, α ∈ A, à f èíúåêòèâíî íà êàæäîé èç îáëàñòåé jα(σα),
òî f(σ1) = ∪α∈Aσα (rel σ2).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó äîñòàòî÷íîñòè. Ïóñòü (τ̃n)n∈N �
êîìïàêòíîå èñ÷åðïàíèå σ, τ̃n =

(
Q̃n, P̃ , p̃|Q̃n

)
, n ≥ 1. Òîãäà (τn)n∈N,

ãäå τn = f(τ̃n) = (Qn, P, p|Qn), n ≥ 1, � êîìïàêòíîå èñ÷åðïàíèå
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ. Â ñèëó óñëîâèÿ II) òåîðåìû ïîâåðõíîñòü
τn = f(τ̃n) ýêâèâàëåíòíà ïîâåðõíîñòÿì fm ◦ j̃m(τ̃n) (m-as), ïîýòîìó
τn⊂→σm (m-as). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî σ ∈ M{σm}.

Ïîêàæåì, ÷òî σ ∈Ker{σm}. Äëÿ ýòîãî íóæíî óñòàíîâèòü, ÷òî åñëè
τ⊂→σm (m-as), òî τ⊂→σ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî τ ïðåäñòàâèìà â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà îäíîñâÿçíûõ
ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé τ = ∪s

i=1τi (rel τ), èíà÷å ðàññìîòðèì êîì-
ïàêòíîå èñ÷åðïàíèå τ òàêîãî òèïà ïîâåðõíîñòÿìè. Òàê êàê τi îäíî-
ñâÿçíû, òî ïî òåîðåìå î ìîíîäðîìèè τi⊂→σm (m-as), i = 1, . . . , s. Â ñè-
ëó óñëîâèÿ I) òåîðåìû {σ̃m} → σ̃, m →∞, ïîýòîìó τi⊂→σ̃, i = 1, . . . , s

â ñèëó ñëåäñòâèÿ 8.2. Ïóñòü τ̃ = ∪s
i=1τi (rel σ̃) =

(
Q̃, P̃ , p̃|Q̃

)
⊂→σ̃. Ðàñ-

ñìîòðèì êîìïàêòíîå èñ÷åðïàíèå (τni)n≥1 ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè τi,
i = 1, . . . , s. Òîãäà τ̃n = ∪s

i=1τni (rel σ̃) � êîìïàêòíîå èñ÷åðïàíèå τ̃ .
Èñïîëüçóÿ óñëîâèå II) òåîðåìû, èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèé fm íà
Qni, ãäå Qni � îáëàñòü â σ̃, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáðàçó τni ïðè âëîæå-
íèè τni⊂→σ̃, è èíúåêòèâíîñòü j̃m âíóòðè M̃ , à òàêæå ëåììó 10.4, ïî-
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ëó÷àåì, ÷òî ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ∪s
i=1τni (rel σ)= f (∪s

i=1τni (rel σ̃))
ýêâèâàëåíòíà ðèìàíîâûì ïîâåðõíîñòÿì

fm ◦ j̃m (∪s
i=1τni (rel σ̃)) = fm (∪s

i=1τni (rel σ̃m)) =

= ∪s
i=1τni (relσm) = ∪s

i=1τni (rel τ) = τn (m-as).

Çíà÷èò, τn⊂→σ, à òàê êàê (τn)n≥1 � êîìïàêòíîå èñ÷åðïàíèå τ , òî
τ⊂→σ. Èòàê, σ ∈Ker{σm}. Àíàëîãè÷íî äëÿ ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {σmk

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} èìååì σ ∈Ker{σmk
}. Çíà÷èò,

{σm} → σ, ïðè÷åì ðåãóëÿðíî â ñèëó òåîðåìû 9.6 è ñ ñîõðàíåíèåì
ñâÿçíîñòè â ñèëó òåîðåìû 10.1. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû â ñëó÷àå A)
çàêîí÷åíî.

B) Îòìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f̌m = fm|M̌m(σm) : ˇ̃σm → σ̌m ,
m ≥ 1, è f̌ = f |M̌(σ) : ˇ̃σ → σ ÿâëÿþòñÿ íàêðûòèÿìè σ̌m, m ≥ 1 è σ̌
ñîîòâåòñòâåííî.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm} ñõîäèòñÿ ê σ ñ
ñîõðàíåíèåì ñâÿçíîñòè. Òîãäà {σ̌m} ñõîäèòñÿ ê σ̌ ðåãóëÿðíî è ñ ñî-
õðàíåíèåì ñâÿçíîñòè â ñèëó òåîðåì 9.6 è 10.1. Ïîñòðîèì óíèâåðñàëü-
íûå íàêðûòèÿ f̃ : ˜̃σ → ˇ̃σ, f̃m : ˜̃σm → ˇ̃σm, m ≥ 1, äëÿ ˇ̃σ è ˇ̃σm, m ≥ 1,

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ˜̃
f = f̌ ◦ f̃ : ˜̃σ → σ̌ è ˜̃

fm = f̌m ◦ f̃m : ˜̃σm → σ̌m,
m ≥ 1, � íàêðûòèÿ, êîòîðûå â ñèëó îäíîñâÿçíîñòè ˜̃σ è ˜̃σm, m ≥ 1,
ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè. Èìååì êîììóòàòèâíûå äèàãðàììû

˜̃σ ˜̃σm

σ̌ σ̌m

ˇ̃σm

f̃ f̃m

˜̃
f

˜̃
fm

f̌ f̌m
? ?

Q
QQs

½
½

½½=

Q
QQs

½
½

½=

ˇ̃σ

Äèàãð. 10.4

Â ñèëó äîêàçàííîãî â ñëó÷àå A), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {˜̃σm}, ãäå
˜̃σm = ( ˜̃Mm, ˜̃Pm, ˜̃pm), m ≥ 1, ñõîäèòñÿ ê ˜̃σ = ( ˜̃M, ˜̃P , ˜̃p), è îòîáðàæåíèÿ
˜̃
fm ◦ ˜̃jm ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî âíóòðè ˜̃Mm ê ˜̃

f , ãäå ˜̃jm � êàíîíè÷åñêèå
âëîæåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå ñõîäèìîñòüþ {˜̃σm} ê ˜̃σ.
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Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f̃m ◦ ˜̃jm ñõîäÿòñÿ ê f̃ ðàâíîìåðíî âíó-
òðè ˜̃M . Ïóñòü ˜̃τ =

(
˜̃Q, ˜̃P , ˜̃p| ˜̃Q

)
) ⊂ ⊂→˜̃σ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ˜̃τ îãðàíè÷åíà àíàëèòè÷åñêîé êðèâîé è îäíîñâÿç-
íà, ïîñêîëüêó ˜̃σ îäíîñâÿçíà è ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå èñ÷åðïàíèå åå
òàêîãî òèïà îáëàñòÿìè. Â ñèëó ëåììû 7.4 ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {mk} òàêàÿ, ÷òî âñå ïîâåðõíîñòè τ̃mk

= f̃mk
◦ ˜̃jmk

(˜̃τ)
ýêâèâàëåíòíû íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè τ̃ .
Äîêàæåì, ÷òî τ̃ ýêâèâàëåíòíà ïîâåðõíîñòè f̃(˜̃τ). Äëÿ ýòîãî äîñòà-
òî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê ˜̃T 1, ˜̃T 2 ∈ ˜̃Q ðàâåíñòâî
f̃( ˜̃T 1) = f̃( ˜̃T 2) ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

f̃mk
◦ ˜̃jmk

( ˜̃T 1) = f̃mk
◦ ˜̃jmk

( ˜̃T 2) (mk-as). (10.2)

Â ñèëó òîãî ÷òî f : σ̃m → σm åñòü óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå, ðà-
âåíñòâî (10.2) ïî òåîðåìå î ìîíîäðîìèè èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

[ ˜̃fmk
◦ ˜̃jmk

( ˜̃γ1)]Mmk
= [ ˜̃fmk

◦ ˜̃jmk
( ˜̃γ2)]Mmk

(mk-as), (10.3)

ãäå ˜̃γ1 è ˜̃γ2 � íåêîòîðûå êðèâûå â ˜̃Q, ñîåäèíÿþùèå òî÷êó ˜̃P ñ òî÷êàìè
˜̃T 1 è ˜̃T 2 ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ˜̃

fmk
◦ ˜̃jmk

ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ê ˜̃
f

â ˜̃Q, òî (10.3) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

[j̃mk
◦ ˜̃

fmk
( ˜̃γ1)]Mmk

= [j̃mk
◦ ˜̃

fmk
( ˜̃γ2)]Mmk

(mk-as). (10.4)

Ïîñêîëüêó {σm} ñõîäèòñÿ ê ñ σ ñîõðàíåíèåì ñâÿçíîñòè, òî ïî ëåì-
ìå 10.3 ðàâåíñòâî (10.4) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

[ ˜̃fmk
( ˜̃γ1)]M = [ ˜̃fmk

( ˜̃γ2)]M (mk-as). (10.5)

Êðèâûå f̃( ˜̃γ1) è f̃( ˜̃γ2) ÿâëÿþòñÿ ïîäíÿòèÿìè êðèâûõ ˜̃
f( ˜̃γ1) è ˜̃

f( ˜̃γ2)
íà M̃ èç òî÷êè P̃ îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ f : σ̃ → σ, êîòîðîå îïðå-
äåëÿåò óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå. Ïîýòîìó (10.5) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíöû êðèâûõ f̃( ˜̃γ1) è f̃( ˜̃γ2) ñîâïàäàþò, ò. å.
f̃( ˜̃T 1) = f̃( ˜̃T 2).
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Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} ìîæíî âû-
äåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σmk

} òàêóþ, ÷òî f̃mk
◦ ˜̃jmk

ñõîäèòñÿ
ê f̃ íà ˜̃τ . Ïðèìåíÿÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ,
ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû f̃mk

◦ ˜̃jmk
ñõîäèëèñü ê f̃ ðàâíîìåðíî âíó-

òðè ˜̃M . Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {σmk

} ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm′
k
}, îáëàäà-

þùóþ òàêèì æå ñâîéñòâîì. Çíà÷èò, f̃mk
◦ ˜̃jmk

ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî
âíóòðè ˜̃M ê f̃ .

Òàê êàê, êðîìå òîãî, {˜̃σm} ñõîäèòñÿ ê ˜̃σ, òî, ïðèìåíÿÿ óæå äî-
êàçàííóþ äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé I), II) òåîðåìû 10.2 â ñëó÷àå A) ê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óíèâåðñàëüíûõ íàêðûòèé f̃m : ˜̃σm → ˇ̃σm, ïîëó-
÷àåì, ÷òî {ˇ̃σm} → ˇ̃σ.

Äîêàæåì, ÷òî fm ◦ j̃m ñõîäèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî âíóòðè ˇ̃M(σ̃), ãäå
j̃m � êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå ñõîäèìîñòüþ {ˇ̃σm} →
→ ˇ̃σ. Ïóñòü îáëàñòü Q̃ ⊂⊂ ˇ̃M(σ̃), P̃ ∈ Q̃ è τ̃ =

(
Q̃, P̃ , p̃|Q̃

)
. Áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî τ̃ = ∪s
i=1τ̃i (rel τ̃), ãäå τ̃i

îäíîñâÿçíû, i = 1, . . . , s. Èñïîëüçóÿ îäíîñâÿçíîñòü τ̃i è óñëîâèå τ̃i ⊂
⊂→ˇ̃σ, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 5.1 èç [56], ãë. V, ïîëó÷àåì, ÷òî τ̃i ⊂ ⊂→σ̃j ,
i = 1, . . . , s. Òîãäà ˜̃τ = ∪s

i=1τ̃i (rel ˜̃σ)⊂ ⊂→˜̃σ. Òàê êàê {˜̃σm} → ˜̃σ, òî ˜̃τ ⊂
⊂→˜̃σm (m-as), è ïîñêîëüêó ˜̃

fm ◦ ˜̃jm ñõîäÿòñÿ ê ˜̃
f ðàâíîìåðíî âíóòðè

˜̃M , òî ïîâåðõíîñòü ˜̃
f(˜̃τ) ýêâèâàëåíòíà ˜̃

fm ◦ ˜̃jm(˜̃τ) (m-as). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ˜̃

f(˜̃τ) = f ◦ f̃(˜̃τ) = f(τ̃) è
˜̃
fm ◦ ˜̃jm(˜̃τ) = fm ◦ f̃m ◦ ˜̃jm(˜̃τ) = fm ◦ j̃m ◦ f̃(˜̃τ) = fm ◦ j̃m(τ̃) (m-as),

ïîýòîìó f(τ̃) = fm ◦ j̃m(τ̃) (m-as) è fm ◦ j̃m ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
âíóòðè ˇ̃

f(σ) ê f .
Îñòàëîñü óñòàíîâèòü, ÷òî {σ̃m} ñõîäèòñÿ ê σ̃. Ìû óæå ïîêàçàëè,

÷òî {ˇ̃σm} → ˇ̃σ. Äîêàæåì, ÷òî σ̃ ∈ S1{σ̃m}. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
òî÷êè âåòâëåíèÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ̃ è ïðîâåðèòü óñëîâèå b)
îïðåäåëåíèÿ 9.1 äëÿ òàêèõ òî÷åê.

Ïóñòü T̃ ∈ M̃ � òî÷êà âåòâëåíèÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ̃ ïîðÿä-
êà (n−1) > 0 è j̃ : Kn = (E, 0, ψ) ⊂ ⊂→σ̃(T̃ ) � âëîæåíèå îäíîñâÿçíîãî
îáîáùåííîãî n-ëèñòíîãî êðóãà íàä N ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé âåòâëå-
íèÿ â öåíòðå â ïîâåðõíîñòü σ̃(T̃ ). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çàìêíóòàÿ
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îáëàñòü j̃(E) íå ñîäåðæèò äðóãèõ òî÷åê âåòâëåíèÿ ðèìàíîâîé ïî-
âåðõíîñòè σ̃, êðîìå T̃ , îãðàíè÷åíà æîðäàíîâîé êðèâîé γ è íàñòîëüêî
ìàëà, ÷òî f èíúåêòèâíî íà j̃(E). Òîãäà j = f ◦ j̃ : Kn ⊂ ⊂→σ̃(T̃ ),
ãäå T = f(T̃ ), è j(E) îãðàíè÷åíà êðèâîé f(γ). Òàê êàê fm ◦ j̃m(γ) =
= jm◦f(γ), òî j̃m(γ) ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì íà M̃m êðèâîé jm◦f(γ). Ïî-
ñêîëüêó {σm} ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî ê σ, êðèâàÿ jm◦f(γ) ðàçáèâàåò Mm

íà äâå ÷àñòè, ïðè÷åì òà ÷àñòü Mm1, êîòîðàÿ ëåæèò ¾ñëåâà¿ îò ýòîé
êðèâîé, ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì n-ëèñòíûì êðóãîì (m-as). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïî òåîðåìå î ìîíîäðîìèè ëþáîå ïîäíÿòèå êðèâîé jm ◦ f(γ)
íà M̃ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé êðèâîé, ïðè÷åì òà ÷àñòü Gm, êîòîðàÿ ëå-
æèò ¾ñëåâà¿ îò íåå, ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàåòñÿ íà Mm1 ôóíêöèåé
fm|Gm

, à çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì n-ëèñòíûì êðóãîì. Òàêèì
îáðàçîì, σ̃ ∈ S1{σ̃m}.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî σ̃ ∈Ker1{σ̃m}. Ïóñòü τ̃ ∈ S1{σ̃m}. Òàê êàê
{ˇ̃σm} → ˇ̃σ, òî ˇ̃σ ∈Ker{ˇ̃σm}. Êðîìå òîãî, ˇ̃τ ∈ M{ˇ̃σm}, ïîýòîìó ñóùå-
ñòâóåò ìîðôèçì h̃ : ˇ̃τ⊂→ˇ̃σ. Íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî τ̃⊂→σ̃.

Ïóñòü T̃ ∈ M̃ � òî÷êà âåòâëåíèÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè τ̃ ïî-
ðÿäêà (n − 1) > 0 è j̃ : Kn ⊂ ⊂→τ̃(T̃ ) � íåêîòîðûé ìîðôèçì, ãäå
Kn = (E, 0, ψ) � íåêîòîðûé îäíîñâÿçíûé îáîáùåííûé n-ëèñòíûé
êðóã íàä N ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ â öåíòðå, â ïîâåðõ-
íîñòü σ̃(T̃ ), ïðè÷åì çàìêíóòàÿ îáëàñòü j̃(E) íå ñîäåðæèò äðóãèõ òî-
÷åê âåòâëåíèÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè τ̃ , êðîìå T̃ , è îãðàíè÷åíà æîð-
äàíîâîé êðèâîé γ. Äîêàæåì, ÷òî h̃(γ) îãðàíè÷èâàåò â σ̃ îäíîñâÿçíûé
îáîáùåííûé n-ëèñòíûé êðóã, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî τ̃⊂→σ̃.

Ïóñòü h̃m � êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå âêëþ÷å-
íèåì ˇ̃τ ∈ M{ˇ̃σm}. Â ñèëó òîãî, ÷òî τ̃ ∈ S{σ̃m}, ñ èñïîëüçîâàíè-
åì óñëîâèÿ b) îïðåäåëåíèÿ 9.1 ïîëó÷àåì, ÷òî h̃m(γ) îãðàíè÷èâàåò â
σ̃m íåêîòîðûé îäíîñâÿçíûé îáîáùåííûé n-ëèñòíûé êðóã (m-as). Ïî-
ñêîëüêó j̃m ◦ h̃ = h̃m, êðèâàÿ j̃m ◦ h̃(γ) îãðàíè÷èâàåò â σ̃m íåêîòîðûé
îäíîñâÿçíûé îáîáùåííûé n-ëèñòíûé êðóã (m-as).

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. ÷òî h̃(γ) íå ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàí-
íîé ãðàíèöåé îäíîñâÿçíîãî îáîáùåííîãî n-ëèñòíîãî êðóãà â σ̃. Òî-
ãäà h̃(γ) îãðàíè÷èâàåò íåêîòîðûé ïðîêîëîòûé îáîáùåííûé êðóã â σ̃.
Ïîñêîëüêó σ̃ îäíîñâÿçíà, òî [h̃(γ)]M̃ = e. Çíà÷èò, (h̃(γ))− ÿâëÿåòñÿ
ãðàíèöåé íåêîòîðîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G̃ â M̃ , êîìïàêòíî ñîäåð-
æàùåéñÿ â M̃ (è, çíà÷èò, M̃ êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíà ñôåðå Ðèìà-
íà). Ïóñòü P1, . . . , Pk � òî÷êè âåòâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè σ̃, ïîïàäàþùèå
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â G̃. Âûáåðåì îáîáùåííûå îäíîñâÿçíûå êðóãè Ki, ñîäåðæàùèå åäèí-
ñòâåííóþ òî÷êó âåòâëåíèÿ Pi êàæäûé, i = 1, . . . , k, ëåæàùèå âíóòðè
G̃ è èìåþùèå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìûêàíèÿ. Óäàëÿÿ çàìû-
êàíèÿ ýòèõ êðóãîâ èç G̃, ïîëó÷àåì îáëàñòü Q̃, îãðàíè÷åííóþ êðèâîé
(h̃(γ))− è êðèâûìè γ1, . . . , γk. Òàê êàê {σ̃m} → σ̃ è êðèâûå γ−i îãðà-
íè÷èâàþò îáîáùåííûå îäíîñâÿçíûå êðóãè Ki â σ̃, òî, èñïîëüçóÿ ï. b)
îïðåäåëåíèÿ 9.1, ïîëó÷àåì, ÷òî êðèâûå j̃m(γ−i ) òàêæå îãðàíè÷èâàþò
îáîáùåííûå êðóãè â σ̃m, i = 1, . . . , k (m-as). Ýòè êðóãè îäíîñâÿçíû,
ò. ê. âñå σ̃m îäíîñâÿçíû. Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî j̃m(h(γ)) îãðàíè÷è-
âàåò îäíîñâÿçíûé êðóã â σ̃m(m-as), ïîëó÷àåì, ÷òî M̃m ìîæåò áûòü
ñêîíñòðóèðîâàíà èç (k + 1)-ñâÿçíîé îáëàñòè j̃m(Q̃) ïðèêëåèâàíèåì
îäíîñâÿçíûõ êðóãîâ âäîëü âñåõ åå ãðàíè÷íûõ êîìïîíåíò (m-as). Òàê
êàê j̃m(Q̃) � îáëàñòü, ïîäîáíàÿ îäíîëèñòíîé, òî M̃m òîïîëîãè÷åñêè,
à çíà÷èò, è êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíà ñôåðå C (m-as).

Ïîñêîëüêó fm : M̃m → Mm � íàêðûòèå, m ≥ 1, òî ïî òåîðå-
ìå 9.4 èç [88], ãë. 9, fm � ãîìåîìîðôèçì, çíà÷èò, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî σ̃m = σm è fm � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå (m-as). Òàê êàê
fm◦j̃m ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî âíóòðè ˇ̃M(σ̃) ê f , òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
f èíúåêòèâíî, ò. å. σ̃ = σ. Íàêîíåö, òàê êàê {σm} ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî
ê σ, òî {σ̃m} ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî ê σ̃. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëî-
æåíèþ, ÷òî τ̃ 6⊂→σ̃. Çíà÷èò, σ̃ � ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò â S1{σ̃m},
ò. å. σ̃ ∈Ker1{σ̃m}. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî σ̃ ∈Ker1{σ̃mk

} äëÿ
ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σ̃mk

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σ̃m}.
Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè {σ̃m} → σ̃, òî {σ̌m} → σ̌ ïî òåîðåìå 9.8, è â

ñèëó óæå äîêàçàííîãî ñëó÷àÿ A) òåîðåìû (íåîáõîäèìîñòü) {˜̃σm} →
˜̃σ è îòîáðàæåíèÿ f̃m ◦ ˜̃jm ñõîäÿòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê f̃ â ˜̃σ.
Òàê êàê ïî óñëîâèþ fm ◦ j̃m ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî âíóòðè σ̌ ê f , òî
îòîáðàæåíèÿ ˜̃

fm ◦ ˜̃jm = fm ◦ f̃m ◦ ˜̃jm ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ê f ◦ f̃ =
= ˜̃

f âíóòðè ˜̃σ. Èñïîëüçóÿ îïÿòü äîêàçàííîå â ï. A) (äîñòàòî÷íîñòü),
ïîëó÷àåì, ÷òî {σ̌m} → σ̌.

Äîêàæåì, ÷òî {σm} ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî ê σ. Ïóñòü T ∈ M �
òî÷êà âåòâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè σ ïîðÿäêà (n − 1) è j : Kn⊂→σ(T ),
ãäå Kn = (E, 0, ψ) � îáîáùåííûé îäíîñâÿçíûé n-ëèñòíûé êðóã ñ
åäèíñòâåííîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ â öåíòðå, ïðè÷åì j(E) íå ñîäåðæèò
äðóãèõ òî÷åê âåòâëåíèÿ, êðîìå T , è îãðàíè÷åíà êðèâîé γ. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî j(E) ëåæèò â òàêîé ìàëîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè T , êî-
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òîðàÿ ïðîñòî íàêðûòà, ò. å. f−1(U) åñòü íåñâÿçíàÿ ñóììà îáëàñòåé
Ui, ïðè÷åì fi = f |Ui : Ui → U � ãîìåîìîðôèçì. Ôèêñèðóåì íîìåð i.
Òîãäà g = f−1

i ◦ j : Kn⊂→σ̃(T̃ ), ãäå T̃ = f−1
i (T ). Îáðàç êðóãà g(E)

îãðàíè÷åí êðèâîé Γ, òàêîé, ÷òî f(Γ) = γ, è ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì
îäíîñâÿçíûì n-ëèñòíûì êðóãîì â σ̃ ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé âåòâëå-
íèÿ â öåíòðå. Òàê êàê {σ̃m} ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî ê σ̃, òî j̃m(Γ) îãðà-
íè÷èâàåò â σ̃m íåêîòîðûé îáîáùåííûé îäíîñâÿçíûé n-ëèñòíûé êðóã
(G̃m, p̃m|G̃m

) (m-as). Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèÿ fm ◦ j̃m ñõîäÿòñÿ ê f

ðàâíîìåðíî âíóòðè ˇ̃M è f èíúåêòèâíî íà |Γ|, òî fm èíúåêòèâíû íà
j̃m(|Γ) (m-as). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî fm|

G̃m
: G̃m → fm(G̃m) ÿâ-

ëÿåòñÿ íàêðûâàþùèì îòîáðàæåíèåì äëÿ ëþáîãî m (m-as). Òàê êàê
fm|

G̃m
îäíîëèñòíî íà ãðàíèöå, òî ñîãëàñíî ëåììå 3.4 èç [56] fm|

G̃m
�

ãîìåîìîðôèçì. Ñëåäîâàòåëüíî, jm(γ) = fm ◦ j̃m(Γ) îãðàíè÷èâàåò â
σm îäíîñâÿçíûé n-ëèñòíûé êðóã (fm(Gm), p|fm(Gm

) (m-as). Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî σ ∈Ker1{σm}. Ïîñêîëüêó ýòî âåðíî è äëÿ ëþáîé ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {σmk

}, òî {σm} ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî ê σ.
Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî {σm} ñõîäèòñÿ ê σ ñ ñîõðàíåíèåì ñâÿç-

íîñòè. Ïóñòü γ � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ â ˇ̃M , òàêàÿ, ÷òî [γ]M 6= e, è
γ̃ � ïîäíÿòèå γ íà M̃ . Òîãäà γ̃ íå çàìêíóòà ïî òåîðåìå î ìîíîäðî-
ìèè [88]. Çíà÷èò, â ñèëó èíúåêòèâíîñòè j̃m ïîëó÷àåì, ÷òî j̃m(γ̃) íå
çàìêíóòà (m-as). Íî ïðîåêöèÿ êðèâîé j̃m(γ̃) íà Mm åñòü fm◦ j̃m(γ̃) =
= jm ◦ f(γ̃) = jm(γ) (m-as) â ñèëó óñëîâèÿ II) òåîðåìû. Ïðèìåíÿÿ
ñíîâà òåîðåìó î ìîíîäðîìèè, ïîëó÷àåì, ÷òî [jm(γ)]Mm 6= e. Ýòî çà-
âåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 10.1 Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 10.2 èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî fm ◦ j̃m = jm ◦ f íà êîìïàêòàõ â M̌(σ̃) (m-as).

Òåîðåìà 10.3 Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm} ðèìàíîâûõ ïî-
âåðõíîñòåé σm = (Mm, Pm, pm), m ≥ 1, íàä N ñõîäèòñÿ ðåãóëÿð-
íî ê ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ = (M,P, p) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
óíèâåðñàëüíûõ íàêðûòèé σ̃m = (M̃m, P̃m, p̃m) ñõîäèòñÿ ê îäíîñâÿç-
íîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ̃ = (M̃, P̃ , p̃). Òîãäà σ̃ ÿâëÿåòñÿ óíè-
âåðñàëüíûì íàêðûòèåì ïîâåðõíîñòè σ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm}
ñõîäèòñÿ ê σ ñ ñîõðàíåíèåì ñâÿçíîñòè.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî {σm} ñõî-
äèòñÿ ê σ ñ ñîõðàíåíèåì ñâÿçíîñòè. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà
ñóùåñòâóåò êðèâàÿ γ â M̌(σ), òàêàÿ, ÷òî [γ]M 6= e, è [jm(γ)]Mm

= e
(m-as), ãäå jm � êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå ðåãóëÿð-
íîé ñõîäèìîñòüþ {σm} ê σ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî γ � ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ â M . Òîãäà êðèâûå γm =
= jm(γ) òàêæå ïðîñòûå è çàìêíóòûå â Mm, ãîìîëîãè÷íûå íóëþ,
ïîñêîëüêó îíè ãîìîòîïíû òî÷å÷íûì (m-as). Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî
γm, ëèáî γ−m ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé íåêîòîðîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Gm

â Mm. Ìîæåì ñ÷èòàòü, ïåðåõîäÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ê ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè è ìåíÿÿ îðèåíòàöèþ γ, ÷òî îðèåíòèðîâàííîé ãðà-
íèöåé îáëàñòè Gm ÿâëÿåòñÿ γm. Áîëåå òîãî, äåôîðìèðóÿ γ, ìîæåì
äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû Pm ∈ Gm (m-as).

Ïóñòü fm : M̃m → Mm � íàêðûâàþùèå îòîáðàæåíèÿ, m ≥ 1.
Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè G̃m ìíîæåñòâà f−1

m (Gm), ñîäåð-
æàùóþ òî÷êó P̃m. Òàê êàê Gm îäíîñâÿçíà, òî G̃m îòîáðàæàåòñÿ
ôóíêöèåé fm ãîìåîìîðôíî íà Gm. Ïîýòîìó ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè
τ̃m = (G̃m, P̃m, p̃m|G̃m

) è τm = (Gm, Pm, pm|Gm) ýêâèâàëåíòíû, è ýòó
ýêâèâàëåíòíîñòü îñóùåñòâëÿåò ìîðôèçì f |G̃m

: τ̃m⊂→τm (m-as).
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {τm} ñõîäèòñÿ ðå-

ãóëÿðíî ê ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè τ , ãäå τ = (G,P, p|G), à G � êîì-
ïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M\|γ|, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó P . Òàê êàê
τm = τ̃m⊂→σ̃m è {σ̃m} → σ̃, òî τ⊂→σ̃. Åñëè ϕ : τ⊂→σ̃ � ñîîòâåòñòâó-
þùèé ìîðôèçì, òî ãðàíèöà ϕ(G) â M̃ ñîñòîèò èç ïðîñòîé êðèâîé γ̃.
Ýòà êðèâàÿ íå ìîæåò áûòü ãîìîòîïíà òî÷å÷íîé â φ(G), òàê êàê èíà÷å
γ áûëà áû ãîìîòîïíà òî÷å÷íîé â G. Îäíàêî M̃ îäíîñâÿçíî, çíà÷èò,
îäíîñâÿçíî è ìíîæåñòâî M̃\ϕ(G). Èç îïðåäåëåíèÿ ñõîäèìîñòè {σ̃m}
ê σ̃ ñëåäóåò, ÷òî M̃m\G̃m îäíîñâÿçíû (m-as). Ñëåäîâàòåëüíî, âñå M̃m

êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíû ñôåðå Ðèìàíà C è fm îäíîëèñòíû (m-as)
(ñì., íàïð., [88], ãë. 9). Òîãäà σ̃m = σm (m-as) è â ñèëó åäèíñòâåííî-
ñòè ïðåäåëà σ̃ = σ. Ïîýòîìó σ ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé ïîâåðõíîñòüþ,
è ëþáàÿ êðèâàÿ íà íåé, â ÷àñòíîñòè γ, ãîìîòîïíà òî÷å÷íîé. Ïîëó-
÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.



ÃËÀÂÀ 4. ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ ÐÈÌÀÍÎÂÛÕ
ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÅÉ ÍÀÄ ÑÔÅÐÎÉ

�11. Ìåòðèçàöèÿ ïðîñòðàíñòâà ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé
íàä ñôåðîé, ñâÿçàííîãî ñ ðåãóëÿðíîé ñõîäèìîñòüþ ê ÿäðó

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Ob(RP) ïóíêòèðîâàííûõ ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé íàä ñôåðîé C, ïîïîëíåííîå òî÷êàìè C (âûðîæäåííû-
ìè ýëåìåíòàìè), ñ òîïîëîãèåé T , ñîãëàñîâàííîé ñ ðåãóëÿðíîé ñõîäè-
ìîñòüþ ê ÿäðó. Ñîãëàñíî òåîðåìàì 9.4 è 9.5 ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâ-
ëÿåòñÿ êîìïàêòíûì è óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè. Ïî
âòîðîé ìåòðèçàöèîííîé òåîðåìå Ï. Ñ. Óðûñîíà (ñì., íàïð., [13]) ïðî-
ñòðàíñòâî Ob(RP) ìåòðèçóåìî. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ
îïèñàíèå â ÿâíîì âèäå ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà Ob(RP), ñîãëàñîâàí-
íîé ñ ðåãóëÿðíîé ñõîäèìîñòüþ ê ÿäðó, ÷òî è äåëàåòñÿ â íàñòîÿùåì
ïàðàãðàôå. Îòìåòèì, ÷òî Á. Ï. Êóôàðåâûì â [53] áûëà ïîñòðîåíà
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåòðèêà â ïðîñòðàíñòâå ïîäîáëàñòåé ïëîñêîñòè.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñôåðà C = C∪{∞} íàäåëåíà ìåòðèêîé ñ äèô-
ôåðåíöèàëüíûì ýëåìåíòîì |dz|/(1 + |z|2). Òàêèì îáðàçîì, äèàìåòð
ñôåðû êàê ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâåí π/2. Åñëè σ = (M, P, p)
(èëè σ = (M,P, p)) � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü (ñîîòâåòñòâåííî ðèìà-
íîâà ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì) íàä C, òî íà σ(σ) ìîæíî ââåñòè ìåòðèêó
dσ(P1, P2) = infγ lC((p(γ)), ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì
êðèâûì, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè P1 è P2 â M (M), à lC((p(γ)) � ñôåðè-
÷åñêàÿ äëèíà êðèâîé p(γ).

Ïóñòü M0 � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì ∂M0, ñîñòîÿùèì èç
êðèâûõ Γ1, . . . , Γn (n ≥ 1), M0 = M0\∂M0, îòîáðàæåíèå p0 : M0 → C
ãîëîìîðôíî â M0, íåïðåðûâíî è ëîêàëüíî èíúåêòèâíî â M0. Ìíî-
æåñòâî íàáîðîâ τ0 = (M0, Γ1, . . . , Γl, p0), ñîñòîÿùèõ èç ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé íàä C ñ êðàåì, ó êîòîðûõ l êîìïîíåíò êðàÿ îòìå÷åíû
(l ≤ n), îáîçíà÷èì ÷åðåç A (ñì. �9).

Ïóñòü σ = (M, P, p) ∈ Ob(RP) è τ0 ∈ A. Áóäåì ïèñàòü j : τ0 <
< σ, èëè ïðîñòî τ0 < σ, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå èíúåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå j : M0 → M , ãîëîìîðôíîå â M0, òàêîå, ÷òî p ◦ j = p0

è äëÿ ëþáîãî k, 1 ≤ k ≤ l, êðèâàÿ j(Γk) ðàçáèâàåò M íà äâå ÷àñòè,
ïðè÷åì òà ÷àñòü Mk, êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ j(M0), èìååò â M
êîìïàêòíîå çàìûêàíèå, p(Mk) 6= C, è ïðè k = 1 ïîâåðõíîñòü M1

îäíîñâÿçíà è ñîäåðæèò òî÷êó P .
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Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Kn(z0, ε) ìû îáîçíà÷àåì n-ëèñòíûé îäíî-
ñâÿçíûé êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 ðàäèóñà ε ñ ðåàëèçàöèåé (E, 0, f),
ãäå E = {|ζ| < 1} (ñì. � 1).

Îïðåäåëåíèå 11.1 Ïóñòü ε ∈ (0, π/4). Áóäåì ïèñàòü j : τ0

ε
< σ

èëè ïðîñòî τ0

ε
< σ, åñëè

a) ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå j : τ0 < σ, äëÿ êîòîðîãî j(M0) ⊂⊂
⊂⊂ Mε(σ), ãäå

Mε(σ)={S ∈ M(σ)|∃i : K1(p(S), ε) ⊂⊂→σ̌(S), i(E)⊂⊂M\{P}}; (11.1)

b) äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê T1, T2 ∈ M0 ñóùåñòâóåò êðèâàÿ γ,
ñîåäèíÿþùàÿ èõ â M0, äëèíà êîòîðîé ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì c/ε, ãäå
c = π2/2; ãðàíè÷íûå êðèâûå M0 ñïðÿìëÿåìû è äëèíà êàæäîé èç íèõ
ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì c/ε;

c) ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü (M1, P, p|M1) ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì
k-ëèñòíûì êðóãîì (äëÿ íåêîòîðîãî k) ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé âåòâ-
ëåíèÿ â öåíòðå, åñëè k > 1, ðàäèóñà r ∈ (ε, π/4).

Ïóñòü A(σ) = {τ0 ∈ A | τ0 < σ}, Aε(σ) = {τ0 ∈ A | τ0

ε
< σ} ïðè

ε ∈ (0, π/4), Aε(σ) = ∅ ïðè ε ≥ π/4.

Ëåììà 11.1 Ïóñòü τ0 ∈ A, σ ∈ Ob(RP) è ε ∈ (0, π/4). Òîãäà
ñóùåñòâóåò íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ îòîáðàæåíèé
j : τ0

ε
< σ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü j : τ0

ε
< σ. Òîãäà â ñèëó

ï. c) îïðåäåëåíèÿ 11.1 ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü (M1, P, p|M1) ÿâëÿåòñÿ
k-ëèñòíûì îäíîñâÿçíûì êðóãîì Kk(ζ0, ε) ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷-
êå ζ0 = p(P ) ∈ C, ïðè÷åì k = ord(P, σ). Ñêëåèâàÿ τ0 è Kk(ζ0, r) âäîëü
ãðàíè÷íûõ êîìïîíåíò, ïîëó÷àåì ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü τ ′ ñ êðàåì
íàä C, ñîñòîÿùèì èç (n−1) êîìïîíåíò, ñîîòâåòñòâóþùèõ Γ2, . . . , Γn.
Ïóñòü τ ′ ïîëó÷àåòñÿ èç τ ′ îòáðàñûâàíèåì êðàÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî τ ′

îïðåäåëÿåòñÿ ïî τ0 åäèíñòâåííûì îáðàçîì, â ÷àñòíîñòè, íå çàâèñèò
îò j : τ0

ε
< σ. Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå j|M0 : M0 → M ïðîäîëæàåòñÿ äî

ìîðôèçìà j′ : τ ′⊂→σ, è ñîîòâåòñòâèå j 7→ j′ èíúåêòèâíî. Èñïîëüçóÿ
ëåììó 1.2, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî
ìîðôèçìîâ j′ : τ ′⊂→σ. Çíà÷èò, ÷èñëî îòîáðàæåíèé j : τ0

ε
< σ íå

áîëåå, ÷åì êîíå÷íî, è ëåììà 11.1 äîêàçàíà.
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Òåïåðü óñòàíîâèì ðÿä ñâîéñòâ ìíîæåñòâ Aε(σ).

Ëåììà 11.2 Ïóñòü σ1 è σ � äâå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè íàä C,
ïðè÷åì σ1⊂→σ. Òîãäà

1) åñëè 0 < δ < ε, òî Aε(σ) ⊂ Aδ(σ) ⊂ A(σ);
2) åñëè ε > 0, òî Aε(σ1) ⊂ Aε(σ);
3) ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî Aε(σ) 6= ∅.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèÿ 1) è 2) ñðàçó ñëå-

äóþò èç îïðåäåëåíèé. Óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ 3).
Ïóñòü ord(P, σ) = k − 1. Òîãäà â ñèëó ëåììû 1.1 ñóùåñòâóþò r ∈
∈ (0, π/4) è ìîðôèçì j : Kk(ζ0, r)⊂→σ = (M, P, p), ãäå ζ0 = p(P ).
Ïóñòü Kk(ζ0, r) = (E, 0, f) è M0 = j({1/3 ≤ |ζ| ≤ 2/3}), Γ1 � îá-
ðàç êðèâîé, îáõîäÿùåé îêðóæíîñòü {|ζ| = 1/3} ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå,
ïðè îòîáðàæåíèè j. Ïóñòü τ0 = (M0, Γ1, p0), ãäå p0 = p|M0

. Òîãäà
k-ëèñòíîå êîëüöî ñ êðàåì τ0 ∈ A. Ïóñòü l1 � äëèíà êðèâîé Γ1.

Òàê êàê M0 êîìïàêòíî â M , òî l2 = supT1,T 2∈M0
infγ lσ(γ) < ∞,

ãäå èíôèìóì äëèí êðèâûõ áåðåòñÿ ïî âñåì êðèâûì, ñîåäèíÿþùèì T1

ñ T2 â M0. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè æå M0 è òîãî, ÷òî M0 ⊂⊂ M\{P},
èìååì δ > 0, ãäå

δ = inf
T∈M0

sup{r > 0 | ∃j : K1(p(T ), r)⊂→σ(T ), j(E) ⊂ M\{P}} > 0.

Êðèâàÿ Γ1 ðàçáèâàåò σ íà äâå ÷àñòè, ïðè÷åì òà ÷àñòü, êîòîðàÿ ëåæèò
¾ñïðàâà¿ îò Γ1, ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì k-ëèñòíûì êðóãîì Kk(ζ0, ε

′)
ðàäèóñà ε′ = arctg(tg r/3k). Ôèêñèðóåì ÷èñëî ε ∈ (0, π/4) òàêîå, ÷òî
ε < min(c/l1, c/l2, δ, ε

′). Òîãäà â ñèëó âûáîðà âåëè÷èí l1, l2, δ è ε′

ïîëó÷àåì, ÷òî τ0

ε
< σ ò. å. τ0 ∈ Aε(σ). Ëåììà 11.2 äîêàçàíà.

Ëåììà 11.3 Åñëè τ0 ∈ Aε(σ) äëÿ íåêîòîðîãî ε ∈ (0, π/4), òî
ñóùåñòâóåò ε̃ ∈ (ε, π/4) òàêîå, ÷òî τ0 ∈ Aε̃(σ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü τ0 ∈ Aε(σ) è j : τ0

ε
< σ. Íåòðóäíî

ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâà Mε′ , îïðåäåëåííûå ñîãëàñíî (11.1), îòêðû-
òû äëÿ ëþáîãî ε′ > 0 è Mε = ∪ε′>εMε′ . Òàê êàê j(M0) êîìïàêòíî
â M , à ìíîæåñòâà Mε′ óáûâàþò (â ñìûñëå âêëþ÷åíèÿ), ïðè âîçðàñ-
òàíèè ε′, òî ñóùåñòâóåò ε1 ∈ (ε, π/4), òàêîå, ÷òî j(M0) ⊂⊂ Mε1 .

Ïóñòü òåïåðü T1, T2 � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè èç M0, è f(T1, T2) =
= infγ lσ(γ), ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì êðèâûì γ, ñîåäèíÿþùèì
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òî÷êè T1 è T2 â M0. Òàê êàê ôóíêöèÿ f(T1, T2) íåïðåðûâíà íà êîì-
ïàêòå M0 ×M0, òî ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü
ε′′ = infT1,T 2

[c/f(T1, T2)] ÿâëÿåòñÿ íà ñàìîì äåëå ìèíèìóìîì. Â ñè-
ëó óñëîâèÿ b) îïðåäåëåíèÿ 11.1 äëÿ ëþáûõ T1, T2 ∈ M0 ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî c/f(T1, T2) > ε, ïîýòîìó ε′′ > ε.

Ïóñòü ε′′1 = c/ min1≤i≤l lσ(Γi), ãäå lσ(Γi) � äëèíà êðèâîé Γi â
τ0, i = 1, . . . , l. Èç îïðåäåëåíèÿ 11.1 ñëåäóåò, ÷òî ε′′1 < ε. Âûáåðåì
íåêîòîðîå ÷èñëî ε3 èç èíòåðâàëà (ε′′1 , ε).

Íàêîíåö, ïóñòü ε4 ∈ (ε, r), ãäå r � ÷èñëî, îïèñûâàåìîå â ï. c)
îïðåäåëåíèÿ 11.1. Òîãäà ÷èñëî ε̃ = min1≤i≤4 εi ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.
Ëåììà 11.3 äîêàçàíà.

Äëÿ äâóõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé σi = (Mi, Pi, pi), i = 1, 2, íàä
C îïðåäåëèì ïîëóîòêëîíåíèå

d(σ1, σ2) = inf{ε > 0|Aε(σ1) ⊂ A(σ2)}. (11.2)
Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îñíîâ-

íûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ïðîâåðêè íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ ââî-
äèìîé íèæå ìåòðèêè íà ïðîñòðàíñòâå Ob(RP).

Ëåììà 11.4 Åñëè d(σ1, σ2)= ε, òî Aε+δ(σ1) ⊂ Aδ(σ2) äëÿ ëþáîãî
ïîëîæèòåëüíîãî δ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Aε+δ(σ1)
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ε + δ < π/4. Ïóñòü τ0 = (M0, Γ1, . . . , Γl, p0) ∈
∈ Aε+δ(σ1). Â ñèëó ï. 1 ëåììû 11.2 èìååì τ0 ∈ Aε(σ2), à òàê êàê
d(σ1, σ2) = ε, òî τ0 ∈ A(σ2). Ïîêàæåì, ÷òî τ0 ∈ Aδ′(σ2) äëÿ ëþáîãî
δ′ ∈ (0, δ).

Ïóñòü îòîáðàæåíèå j1 : τ0

ε+δ
< σ1. Òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿ 11.1

j1(M0) ⊂ (M1)ε+δ(σ1), ïðè ýòîì îäíà èç ãðàíè÷íûõ êîìïîíåíò îá-
ëàñòè j1(M0), à èìåííî j1(Γ1) äåëèò M1 íà äâå ÷àñòè � Q1 è Q2,
ïðè÷åì îäíà èç ÷àñòåé, ñêàæåì, (Q1, P1, p1|Q1) ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì
k-ëèñòíûì êðóãîì ðàäèóñà r > ε+δ ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ
â öåíòðå, åñëè k > 1.

Äëÿ ëþáîé òî÷êè S èç ìíîæåñòâà j1(M0) ñóùåñòâóåò ìîðôèçì
iS : K1(p1(S), δ) ⊂ ⊂→σ̌1(S), ïîñêîëüêó

j1(M0) ⊂ (M1)ε+δ(σ1) ⊂⊂ (M1)δ(σ1)

è â ñèëó (11.1). Ïóñòü U = ∪S∈j1(M0)iS(E). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî U
ñâÿçíî, íå ñîäåðæèò P1, è îäíà èç ãðàíè÷íûõ êîìïîíåíò U , êîòîðóþ
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îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ′1, äåëèò M1 íà äâå ÷àñòè Q′1 è Q′
2, ïðè÷åì åñëè

Q′
1 � òà ÷àñòü, êîòîðàÿ ñîäåðæèò òî÷êó P1, òî ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü

(Q′1, P1, p1|Q′1 ÿâëÿåòñÿ k-ëèñòíûì êðóãîì ðàäèóñà r1 = r − δ < π/4.
Îòìåòèì, ÷òî r1 > ε.

Ðàññìîòðèì ëþáóþ îáëàñòü Q0 â U , îãðàíè÷åííóþ êðèâûìè, è
òàêóþ, ÷òî Q0 ñîäåðæèò ìíîæåñòâà j1(M0), G = ∪S∈j1(|Γ1|)iS(E)

è èìååò âèä Q0 = G ∪
(
∪l

n=1iS(n)(E)
)
, ãäå S(1), . . . , S(l) � íåêîòî-

ðûå òî÷êè èç j1(M0). (Îòìåòèì, ÷òî (G, p1|G) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
k-ëèñòíûì êîëüöîì, åñëè r + δ < π/2, è çàìêíóòûì k-ëèñòíûì êðó-
ãîì, åñëè r + δ ≥ π/2.) Òîãäà îäíîé èç ãðàíè÷íûõ êîìïîíåíò Q0

ÿâëÿåòñÿ Γ′1. Óñòàíîâèì, ÷òî τ ′ = (Q0, Γ′1, p1|Q0
) ïðèíàäëåæèò ìíî-

æåñòâó Aε(σ1). Ïîñêîëüêó r1 > ε, óñëîâèå c) îïðåäåëåíèÿ 11.1 âû-
ïîëíåíî. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü óñëîâèÿ a) è b).

Ïðîâåðêà óñëîâèÿ a). Äëÿ ëþáîé òî÷êè T ∈ Q0 ñóùåñòâóåò òî÷êà
S ∈ j(M0) òàêàÿ, ÷òî T ∈ iS(E). Òàê êàê S ∈ j(M0) ⊂⊂ (M1)ε+δ(σ1),
òî ñóùåñòâóåò ìîðôèçì jS : K1(p1(S), ε + δ) ⊂ ⊂→σ̌1(S), òàêîé, ÷òî
jS(E) ⊂ M1\{P1}. Îòîáðàæåíèå p1 íåïðåðûâíî è èíúåêòèâíî íà ìíî-
æåñòâå jS(E) è åãî ïðîåêöèÿ p1(jS(E)) åñòü çàìêíóòûé ñôåðè÷åñêèé
êðóã ðàäèóñà (ε+ δ) ñ öåíòðîì â p1(S). Òàê êàê T ∈ jS(E), òî ñôåðè-
÷åñêîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè p1(S) äî òî÷êè p1(T ) íå ïðåâîñõîäèò δ.
Ïóñòü B � ñôåðè÷åñêèé êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå p1(T ) ðàäèóñà ε.
Òîãäà B ⊂ p1(jS(E)) è

(
p1|jS(E)

)−1

|B : K1(p1(T ), ε) ⊂ ⊂→σ̌1(T ), ãäå
K1(p1(T ), ε) = (B, p1(T ), idB), idB : B → C � îòîáðàæåíèå, òîæäå-
ñòâåííîå íà B. Ïîñêîëüêó P1 6∈

(
p1|jS(E)

)−1

(B), òî îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî òî÷êà T ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó (M1)ε(σ1).

Ïðîâåðêà óñëîâèÿ b). Ïóñòü T1, T2 � ëþáûå òî÷êè èç Q0. Âûáå-
ðåì òî÷êè S1, S2 ∈ j1(M0) òàêèå, ÷òî Ti ∈ jSi(E) ⊂ Q0, i = 1, 2.
Òîãäà òî÷êó T1 ìîæíî ñîåäèíèòü â Q0 ñ òî÷êîé Si êðèâîé γi, äëèíà
êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò δ, i = 1, 2. Òàê êàê j1 : τ0

ε+δ
< σ1 è îòîá-

ðàæåíèå j1 ñîõðàíÿåò ïðîåêöèè, òî òî÷êó S1 ìîæíî ñîåäèíèòü â Q0

ñ òî÷êîé S2 êðèâîé γ, äëèíà êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò c/(ε+ δ) â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ 11.1, ï. b). Ðàññìîòðèì êðèâóþ γ1γγ−2 . Åå äëèíà

lσ(γ1γγ−2 ) ≤ lσ(γ1) + lσ(γ) + lσ(γ−2 ) ≤ 2δ + c/(ε + δ) =

= c/ε + 2δ − cδ/[ε(ε + δ)] < c/ε + 2δ − 4cδ/π2 = c/ε,
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ïîñêîëüêó ε, ε + δ < π/2 è c = π2/2. Èòàê, êðèâàÿ γ1γγ−2 ñîåäèíÿåò
â Q0 òî÷êè T1 è T2 è åå äëèíà ìåíüøå c/ε.

Äëèíà êðèâîé Γ′1 ðàâíà

lσ(Γ′1) = πk sin[2(r − δ)] < πk sin 2r = lσ(Γ1) < c/(ε + δ) < c/ε,

ïîñêîëüêó 0 < r− δ < r < π/4. Çíà÷èò, óñëîâèå b) òàêæå âûïîëíåíî.

Èòàê, τ ′
ε
< σ1, ò. å. τ ′ ∈ Aε(σ1). Òàê êàê j1 : τ0

ε+δ
< σ1, òî ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ <-âëîæèìîñòè êðèâàÿ j1(Γk) ïðè 1 ≤ k ≤ l ðàçáèâàåò
M1 íà äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ � M1k íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ i(M0),
îäíîñâÿçíà è p1(M1k) 6= C. Ïóñòü Γ′2, . . . , Γ

′
t � ãðàíè÷íûå êðèâûå

îáëàñòè Q0 â M1, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â ∪t
k=2M1k. Òîãäà êðèâàÿ Γ′i,

i = 1, . . . , t, ðàçáèâàåò M1 íà äâå ÷àñòè, ïðè÷åì òà ÷àñòü M ′
1i, êîòî-

ðàÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ Q0, ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé è p1(M ′
1i) 6= C. Ïóñòü

τ ′′ = (Q0, p1|Q0
, Γ′1, . . . , Γ

′
t). Ñêàçàííîå âûøå îçíà÷àåò, ÷òî τ ′′

ε
< σ1.

Ïîñêîëüêó d(σ1, σ2)= ε, òî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå g : τ ′′
ε
< σ2. Òî-

ãäà g ◦ j1 : τ0 < σ2.
Îòîáðàæåíèå g◦j1 çàâèñèò, âîîáùå ãîâîðÿ, îò âûáîðà îáëàñòè Q0.

Ïîñòðîèì òåïåðü âîçðàñòàþùóþ ñèñòåìó îáëàñòåé (Qn)n≥1, îáëàäà-
þùóþ òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è îáëàñòü Q0, òàêèõ, ÷òî

◦
U= ∪∞i=1Qi.

Ïóñòü τ ′′i = (Qi, p1|Qi
, Γ′1, Γ

′
2i, . . . , Γt(i),i) � ýëåìåíò èç A(σ1), ïîñòðî-

åííûé ïî Qi àíàëîãè÷íî òîìó, êàê τ ′′ áûëî ïîñòðîåíî ïî îáëàñòè Q0.
Òîãäà τ ′′i

ε
< σ1 è ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå gi : τ ′′i < σ2. Çíà÷èò,

gi ◦ j1 : τ0 < σ2, i ≥ 1. Â ñèëó ëåììû 11.1 ñðåäè îòîáðàæåíèé gi,
i ≥ 1, ñóùåñòâóåò íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ. Ïîýòîìó,
ïåðåõîäÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî gi ◦ j1 íå çàâèñèò îò i. Îáîçíà÷èì g2 = gi ◦ j1.

Äîêàæåì, ÷òî j2 : τ0

δ′
< σ2 äëÿ ëþáîãî δ′ < δ. Äîñòàòî÷íî ïðî-

âåðèòü óñëîâèå a) îïðåäåëåíèÿ 11.1, ïîñêîëüêó óñëîâèÿ b) è c) î÷å-
âèäíûì îáðàçîì âûïîëíåíû. Ïóñòü T1 ∈ M0, j1(T1) = T . Òàê êàê
K1(p1(T ), δ′) ⊂ ⊂→K1(p1(T ), δ), à T ∈ j1(M0), òî ñóùåñòâóåò ìîð-
ôèçì ψ : K1(p1(T ), δ′) ⊂ ⊂→σ̌1(T ), ïðè÷åì ψ(E)) ⊂ ◦

U . Êîìïàêòíîå
ìíîæåñòâî ψ(E)) ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì Qi ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øîì i. Òîãäà îïðåäåëåí ìîðôèçì gi ◦ ψ : K1(p1(T ), δ′)⊂→σ2, ïðè÷åì
âëîæåíèå êîìïàêòíî, òàê êàê δ′ � ëþáîå ÷èñëî, ìåíüøåå δ, è
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K1(p1(T ), δ′) ⊂ ⊂→K1(p1(T ), δ′′) ïðè δ′ < δ′′ < δ. Î÷åâèäíî, ÷òî
gi ◦ ψ(E) ⊂ M2\{P2}. Ïîýòîìó

S1 = j2(T1) = gi ◦ j1(T1) = gi(T ) ∈ (M2)δ′(σ2).

Ïîñêîëüêó T1 � ëþáàÿ òî÷êà èç M0, òî j2(M) ⊂ (M2)δ′(σ2). Èòàê,
j2 : τ0

δ′
< σ2 , ò. å. τ0 ∈ Aδ′(σ2) äëÿ ëþáîãî δ′ < δ.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî åñëè τ0 ∈ Aε+δ(σ1), òî â ñèëó ëåììû 11.3
τ0 ∈ Aε+δ̃(σ1) äëÿ íåêîòîðîãî δ̃ ≥ δ. Â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå τ0 ∈
∈ Aδ′(σ2) äëÿ ëþáîãî δ′ < δ̃, â ÷àñòíîñòè, äëÿ δ′ = δ è ëåììà 11.4
äîêàçàíà.

Ââåäåì òåïåðü ìåòðèêó ρ íà ïðîñòðàíñòâå Ob(RP) ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé, ïîïîëíåííûõ òî÷êàìè C, íàä C. Ïóñòü

d(σ) = inf{ε > 0|Aε(σ) = ∅} (11.3)

äëÿ ëþáîé ïîâåðõíîñòè σ ∈ Ob(RP).
Åñëè σi = (Mi, Pi, pi) ∈ Ob(RP), i = 1, 2, òî ïóñòü

ρ(σ1, σ2) = max{d(σ1, σ2), d(σ2, σ1)}+ dC(p1(P1), p2(P2)), (11.4)

ãäå d(σi, σj) îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (11.2).
Åñëè σ = (M, P, p) ∈ Ob(RP) è z ∈ C, òî ïóñòü

ρ(z, σ) = ρ(σ, z) = d(σ) + dC(p(P ), z), (11.5)

ãäå d(σ) îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (11.3).
Íàêîíåö, åñëè z1, z2 ∈ C, òî ïóñòü

ρ(z1, z2) = dC(z1, z2). (11.6)

Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 11.1. Îòîáðàæåíèå ρ : Ob(RP)×Ob(RP) → R+ îïðå-
äåëÿåò ìåòðèêó íà ïðîñòðàíñòâå ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé íàä C,
ïîïîëíåííîì òî÷êàìè ñôåðû C.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñèììåòðèÿ è íåîòðèöàòåëüíîñòü ρ
ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé (11.4)�(11.6). ßñíî òàêæå, ÷òî ρ(x, x) = 0
äëÿ ëþáîãî x ∈ Ob(RP). Äîêàæåì, ÷òî åñëè ρ(x, y) = 0, òî x = y.
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Åñëè ρ(z1, z2) = 0, òî z1 = z2. Åñëè σ ∈ Ob(RP), z ∈ C, òî â ñèëó
(11.3) âåëè÷èíà d(σ) > 0, è èç (11.5) ñëåäóåò, ÷òî ρ(z, σ) = ρ(σ, z) ≥
≥ d(σ) > 0.

Ïîýòîìó îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ρ(σ1, σ2) = 0, σi ∈ Ob(RP),
i = 1, 2, òî σ1 = σ2. Â ñèëó ñèììåòðèè ρ äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü,
÷òî σ1⊂→σ2. ßñíî, ÷òî â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè ïîëóîòêëîíåíèÿ
(11.2) è ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêè èç óñëîâèÿ ρ(σ1, σ2) = 0 ñëåäóåò, ÷òî
dC(p1(P1), p2(P2)) = 0, îòêóäà p1(P1) = p2(P2) = z0. Ïóñòü Q ⊂⊂
M1, P1 ∈ Q, σ = (Q,P1, p1|Q), ïðè÷åì Q îãðàíè÷åíà êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì êðèâûõ, ëåæàùèõ â M̌1(σ1). Ïóñòü P (1) = P1, à P (2), . . . , P (s) �
òî÷êè âåòâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè σ1, ïîïàäàþùèå â Q è íå ñîâïàäàþ-
ùèå ñ P1. Îáîçíà÷èì ki = ord(P (i), σ1), i = 1, . . . , n. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîå ìàëîå ε0 ∈ (0, π/4), ÷òî äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, ε0) ñóùåñòâóþò ìîð-
ôèçìû ji : Kki(zi, ε)⊂→σ(P (i)), ãäå zi = p1(P (i)), i = 1, . . . , n, ïðè÷åì
ji(E) èìåþò ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ â Q çàìûêàíèÿ.

Ïóñòü Q′ = Q\∪s
i=1 ji(E). Òîãäà Q′ � îáëàñòü â M1, îãðàíè÷åííàÿ

êîíå÷íûì ÷èñëîì êðèâûõ, ïðè÷åì s èç íèõ � Γ1, . . . , Γs � ñîîòâåò-
ñòâóþò êðóãàì j1(E), . . . , js(E). Òàê êàê Q′ íå ñîäåðæèò òî÷åê âåòâ-
ëåíèÿ σ1 è êîìïàêòíà â M1, òî Q′ ⊂ (M1)δ(σ1) äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0.
Ïóñòü l1 � ìèíèìàëüíàÿ èç äëèí êðèâûõ Γ1, . . . , Γs. Â ñèëó êîìïàêò-
íîñòè Q′ ñóùåñòâóåò l2 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê T1, T2 ∈ Q′ ñó-
ùåñòâóåò êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ â Q′ òî÷êè T1 è T2, äëèíà êîòîðîé íå
ïðåâîñõîäèò l2. Ñëåäîâàòåëüíî, τ =

(
Q′, p1|Q′ , Γ1, . . . , Γs

)
ε
< σ1 äëÿ

ëþáîãî ε′, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó 0 < ε′ < min(ε, δ, c/l1, c/l2),
ò. å. τ ∈ Aε′(σ1). Òàê êàê ρ(σ1, σ2) = 0, òî â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè
ïîëóîòêëîíåíèÿ (11.2) è ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêè èìååì d(σ1, σ2) = 0.
Çíà÷èò, d(σ1, σ2) < ε′, ïîýòîìó èç (11.2) ñëåäóåò, ÷òî τ ∈ A(σ2). Òà-
êèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå j : τ < σ2.

Îáðàç j(Γi) ðàçáèâàåò σ2 íà äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ � M
(i)
2

îäíîñâÿçíà, íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ j(Q
′
), ïðè÷åì p2(M

(i)
2 ) 6= C. Ïîñêîëü-

êó p2 ◦ j(Γi) = p1(Γi) åñòü ki-êðàòíî îáõîäèìàÿ îêðóæíîñòü Ci, òî
ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 4.1 íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ òî÷-
êà èç âíóòðåííîñòè Di êðèâîé Ci ïîêðûâàåòñÿ ðîâíî ki ðàç (ñ ó÷å-
òîì êðàòíîñòåé âåòâëåíèÿ) ïðè îòîáðàæåíèè p2, à òî÷êè èç C\Di

íå èìåþò ïðîîáðàçîâ ïðè îòîáðàæåíèè p2|M(i)
2
. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

σ
(i)
2 =

(
M

(i)
2 , Si, p2|M(i)

2

)
åñòü îäíîñâÿçíûé ki-ëèñòíûé êðóã ñ öåí-
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òðîì â òî÷êå zi = p1(Pi), i = 1, . . . , s. Ïîñêîëüêó ε � ëþáîå ñêîëü
óãîäíî ìàëîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, ε0) è îòîáðàæåíèÿ j = jε ìîæíî
âûáèðàòü, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 11.4, ñîãëàñîâàííî äðóã ñ
äðóãîì â ñèëó ëåììû 11.1, ò. å. jε1 |Q′ε2

= jε2 ïðè 0 < ε2 < ε1 (èíäåêñ
ε îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé îáúåêò j èëè Q′ ñòðîèòñÿ äëÿ çà-
äàííîãî ε ∈ (0, ε0)), òî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ki = ord(S(i), σ2)+1, ãäå
S(i) � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà èç M

(i)
2 , ëåæàùàÿ íàä òî÷êîé zi. Ñ èñïîëü-

çîâàíèåì òåîðåìû 5.2 íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî V (σ(i)
2 ) = ki − 1, ò. å.

S(i) � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà âåòâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè σ
(i)
2 , åñëè ki > 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî S(1) = P2. Äîêàçàííîå ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ñó-
ùåñòâóþò ìîðôèçìû j

(2)
i : Kki(zi, ε)⊂→σ2(S(i)), i = 1, . . . , s, è, åñëè

îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå h : Q → M2 òàêèì îáðàçîì, ÷òî h = j íà
Q\∪s

i=1 ji(E), h = j
(2)
i ◦ (ji)−1 íà ji(E), i = 1, . . . , s, òî h íåïðåðûâíî,

èíúåêòèâíî è ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì h : σ⊂→σ2. Èòàê, äëÿ ëþáîé ïî-
âåðõíîñòè σ ⊂ ⊂→σ1 èìååì σ⊂→σ2. Çíà÷èò, σ1⊂→σ2, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 11.1 îñòàëîñü óñòàíî-
âèòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà. Íåðàâåíñòâà

ρ(z1, z3) ≤ ρ(z1, z2) + ρ(z2, z3),

ρ(z1, z2) ≤ ρ(z1, σ) + ρ(σ, z2),

ρ(z1, σ) ≤ ρ(z1, z2) + ρ(z2, σ),

ãäå z1, z2, z3 ∈ C, σ ∈ Ob(RP), ñëåäóþò ñðàçó èç îïðåäåëåíèÿ ρ,
íåîòðèöàòåëüíîñòè âåëè÷èíû d(σ) è íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà äëÿ
ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêè.

Äîêàæåì, ÷òî

ρ(σ1, σ2) ≤ ρ(σ1, z) + ρ(z, σ2), (11.7)

ρ(σ1, z) ≤ ρ(σ1, σ2) + ρ(σ2, z), (11.8)

ρ(σ1, σ3) ≤ ρ(σ1, σ2) + ρ(σ2, σ3). (11.9)

Åñëè Aε(σ1) = ∅, òî d(σ1, σ2) ≤ ε â ñèëó (11.2). Ïîýòîìó d(σ1, σ2) ≤
≤ d(σ1). Àíàëîãè÷íî d(σ1, σ2) ≤ d(σ2). Èñïîëüçóÿ ýòè íåðàâåíñòâà è
íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ ñôåðè÷åñêîé ìåòðèêè, ïîëó÷àåì, ÷òî

ρ(σ1, σ2) = max{d(σ1, σ2), d(σ2, σ1)}+ dC(p1(P1), p2(P2)) ≤
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≤ d(σ1, z)+d(z, σ2)+dC(p1(P1), z)+dC(z, p2(P2)) = ρ(σ1, z)+ρ(z, σ2),

îòêóäà ñëåäóåò (11.7).
Äîêàæåì (11.8). Ïóñòü d(σ1, σ2) = ε. Â ñèëó ëåììû 11.4 ñïðàâåä-

ëèâà èìïëèêàöèÿ Aδ(σ2) = ∅ ⇒ Aδ+ε(σ1) = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó
(11.3)

d(σ1) ≤ ε + d(σ2) = d(σ1, σ2) + ε ≤ max{d(σ1, σ2), d(σ2, σ1)}+ d(σ2).

Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà ñ íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà

dC(p1(P1), z) ≤ dC(p1(P1), p2(P2)) + dC(p2(P2), z),

ïîëó÷àåì (11.8).
Íàêîíåö, óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (11.9). Îáîçíà-

÷èì d(σ1, σ2) = ε, d(σ2, σ3) = δ. Äîêàæåì, ÷òî d(σ1, σ3) ≤ ε+δ. Ïóñòü
τ0 ∈ Aε+δ(σ1). Òàê êàê d(σ1, σ2) = ε, òî ïî ëåììå 11.4 τ0 ∈ Aδ(σ2), îò-
êóäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà d(σ2, σ3) = δ ñëåäóåò, ÷òî τ0 ∈ A(σ3). Èòàê,
d(σ1, σ3) ≤ ε + δ ≤ A, ãäå

A = max{d(σ1, σ2), d(σ2, σ1)}+ max{d(σ2, σ3), d(σ3, σ2)}.

Òàê êàê àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà è äëÿ d(σ3, σ1), òî

max{d(σ1, σ3), d(σ3, σ1)} ≤ A,

îòêóäà ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà â C äëÿ òî÷åê
pi(Pi), i = 1, 2, 3, ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (11.9). Òåîðåìà 11.1 äîêàçàíà.
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Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ââåäåííàÿ â �11 ìåòðèêà ρ ñîãëàñîâàíà ñ ðå-
ãóëÿðíîé ñõîäèìîñòüþ ê ÿäðó. Ïðåäâàðèòåëüíî óñòàíîâèì ðÿä âñïî-
ìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ïóñòü ε ∈ (0, π/2), òî÷êè z1, . . . , zn ∈ C. ×åðåç M(z1, . . . , zn; ε)
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé σ = (M,P, p) íàä C,
îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì: ñóùåñòâóþò òî÷êè P1, . . . , Pn â M , ãäå P1 =
= P , è ìîðôèçìû ik : K1(zk, ε)⊂→σ(Pk) òàêèå, ÷òî ik(E)∩ik+1(E) 6= ∅,
k = 1, . . . , n − 1, è M = ∪n

k=1ik(E). Â ñèëó ëåììû 7.3 ìíîæåñòâî
M(z1, . . . , zn; ε) íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íî. Òî÷êè P1, . . . , Pn íàçîâåì áà-
çèñíûìè òî÷êàìè äëÿ σ.

Ëåììà 12.1 Ïóñòü n ∈ N, ε ∈ (0, π/2) è

σm = (Mm, Pm, pm) ∈M(z(m)
1 , . . . , z(m)

n ; ε), m ≥ 1,

ãäå z
(m)
l � òàêèå òî÷êè, ÷òî

ε̃ = sup
m≥1,1≤l≤n−1

dC(z
(m)
l , z

(m)
l+1 ) < ε. (12.1)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî δ ∈ (ε̃, ε) ñóùåñòâóåò σ ∈ M(z1, . . . , zn; ε), ãäå
zi � íåêîòîðûå òî÷êè èç C , i = 1, . . . , n, òàêàÿ, ÷òî σ ∈ S{σmk

}
äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σmk

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{σm}, ïðè÷åì åñëè P

(m)
1 , . . . , P

(m)
n � áàçèñíûå òî÷êè ïîâåðõíîñòè

σm, m ≥ 1, à P1, . . . , Pn � áàçèñíûå òî÷êè σ, è jmk
� êàíîíè÷åñêèå

âëîæåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå âêëþ÷åíèåì σ ∈ S{σmk
}, òî ðàññòîÿ-

íèå ìåæäó òî÷êàìè jmk
(Pl) è P

(mk)
l â σmk

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
k →∞ äëÿ ëþáîãî l = 1, . . . , n.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {σmk
} � òàêàÿ ïîäïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü, ÷òî âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {z(mk)
l } ñõîäÿòñÿ â C è

zl = limk→∞ z
(mk)
l , l = 1, . . . , n. Ôèêñèðóåì δ ∈ (ε̃, ε). Ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ mk ðàññòîÿíèå dC(z
(mk)
l , zl) < ε + δ, l = 1, . . . , n. Çíà÷èò,

ñóùåñòâóþò ìîðôèçìû

ϕ
(mk)
l : K1(zl, δ)⊂→K1(z

(mk)
l , ε)(Sl),
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ãäå Sl � òî÷êà èç K1(z
(mk)
l , ε), ëåæàùàÿ íàä òî÷êîé zl, l = 1, . . . , n.

Ïóñòü j
(mk)
l : K1(z

(mk)
l , ε)⊂→σmk

(P (mk)
l ), òîãäà

ψ
(mk)
l = j

(mk)
l ◦ ϕ

(mk)
l : K1(zl, δ)⊂→σmk

(S(mk)
l ),

ãäå S
(mk)
l = j

(mk)
l (Sl), l = 1, . . . , n.

Òàê êàê dC(zl, zl+1) = limk→∞ dC(z
(mk)
l , z

(mk)
l+1 ) ≤ ε̃ < δ â ñèëó

(12.1), l = 1, . . . , n − 1, òî dC(z
(mk)
l , z

(mk)
l+1 ) < δ (mk-as). Ñëåäîâàòåëü-

íî, ñóùåñòâóþò òî÷êè ζ
(mk)
l ∈ pmk

(
ψ

(mk)
l (E)

)
∩ pmk

(
ψ

(mk)
l+1 (E)

)
⊂

⊂ pmk
◦ j

(mk)
l (E) ∩ pmk

◦ j
(mk)
l+1 (E), l = 1, . . . , n − 1. Ïîñêîëüêó ïåðå-

ñå÷åíèå j
(mk)
l (E) ∩ j

(mk)
l+1 (E) 6= ∅, l = 1, . . . , n − 1, îòîáðàæåíèå pmk

èíúåêòèâíî íà jk(E), k = 1, . . . , n, è ïåðåñå÷åíèå ðèìàíîâûõ ïîâåðõ-
íîñòåé â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.2 íå çàâèñèò îò îáúåìëþùåé ïîâåðõ-
íîñòè, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà T

(mk)
l ∈ j

(mk)
l (E) ∩ j

(mk)
l+1 (E) òàêàÿ, ÷òî

pmk
(T (mk)

l ) = ζ
(mk)
l , l = 1, . . . , n− 1 (mk-as).

Ïóñòü

M (δ)
mk

=
n⋃

l=1

ψ
(mk)
l (E), p(δ)

mk
= pmk

|
M

(δ)
m

.

Òîãäà σ
(δ)
mk =

(
M

(δ)
mk , S

(mk)
1 , p

(δ)
mk

)
ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ

èç ìíîæåñòâàM(z1, . . . , zn; δ). Ïîñêîëüêó ýòî ìíîæåñòâî êîíå÷íî, òî,
ïåðåõîäÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî σ

(δ)
mk = σ(δ) íå çàâèñèò îò mk.

ßñíî, ÷òî jmk
: σ(δ)⊂→σmk

(S(mk)
1 ) äëÿ íåêîòîðûõ ìîðôèçìîâ jmk

,
ïðè÷åì áàçèñíûå òî÷êè ïîâåðõíîñòè σ(δ) ïåðåõîäÿò ïðè îòîáðàæåíèè
jmk

â òî÷êè S
(mk)
l , ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî òî÷åê P

(mk)
l ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ ïðè mk →∞, l = 1, . . . , n. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî σ(δ) ∈ S{σmk
}

è ëåììà 12.1 äîêàçàíà.

Ëåììà 12.2 Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà L, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ε
è îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì: åñëè σ ∈ Ob(RP) è τ0 ∈ Aε(σ), òî ÷èñëî
ëèñòîâ τ0 íàä ëþáîé òî÷êîé z ∈ C íå ïðåâîñõîäèò L.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà
1) ñóùåñòâóåò ε ∈ (0, π/2) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {τ0m} è {σm},

ãäå τ0m = (M0m, p0m, Γ1m, . . . , Γn(m),m), σm = (Mm, Pm, pm), m ≥ 1,
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òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ îòîáðàæåíèé ϕm èìååì ϕm : τ0m

ε
< σm,

m ≥ 1;
2) ñóùåñòâóþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè Sm1, .., Smk(m) â M0m,

òàêèå, ÷òî p0m(Smj) íå çàâèñèò îò j, j = 1, . . . , k(m);
3) k(m) ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè m →∞.
Äëÿ ëþáîãî l, 2 ≤ l ≤ k(m), â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 11.1 ñóùåñòâó-

åò êðèâàÿ γml, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè Sm1 è Sml, äëèíà êîòîðîé íå
ïðåâîñõîäèò C/ε. Âûáåðåì íà êðèâîé γml òî÷êè T

(l)
m1, . . . , T

(l)
mt, ãäå

t + [2C/ε2] + 1, ðàñïîëîæåííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ âòîðîãî íèæ-
íåãî èíäåêñà ïðè îáõîäå γml òàê, ÷òîáû T

(l)
m1 = Sm1, T

(l)
mt = Sml è

äëèíà äóãè êðèâîé γml ìåæäó òî÷êàìè T
(l)
mk è T

(l)
m,k+1 áûëà ìåíüøå

ε/2, k = 1, . . . , t.
Ïóñòü T̃

(l)
mk = ϕm(T (l)

mk), z
(l)
mk = p0m(T (l)

mk), 1 ≤ l ≤ k(m), m ≥ 1,
l = 1, . . . , t. Òàê êàê T̃

(l)
mk ∈ ϕm(M0m) è ϕm : τ0m

ε
< σm, òî â ñèëó ï. b)

îïðåäåëåíèÿ 11.1 ñóùåñòâóþò ìîðôèçìû i
(l)
mk : K1(z

(l)
mk, ε)⊂→σm(T̃ (l)

mk).
Òàê êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè T

(l)
mk è T

(l)
m,k+1 ìåíüøå ε/2, òî

i
(l)
mk(E) ∩ i

(l)
m,k+1(E) 6= ∅, k = 1, . . . , t − 1, 2 ≤ l ≤ k(m), m ≥ 1.

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî l > 1 ñóùåñòâóåò m0 òàêîå, ÷òî k(m) ≥ l

ïðè m ≥ m0. Çíà÷èò, ïðè m ≥ m0 îïðåäåëåíà ïîâåðõíîñòü ξ
(l)
m =

= (M (l)
m , T̃

(l)
m1, p

(l)
m ) ∈M(z(l)

m1, . . . , z
(l)
mt; ε), ãäå

M (l)
m = ∪t

k=1i
(l)
mk(E), p(l)

m = p|
M

(l)
m

.

Î÷åâèäíî, ÷òî

sup
m≥m0, 1≤k≤t

dC(z
(l)
mk, z

(l)
m,k+1) ≤ ε/2 < ε. (12.2)

Â ñèëó ëåììû 12.1, ïåðåõîäÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ê ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì äèàãîíàëüíîãî ïðîöåññà, ìîæåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî

a1) z
(l)
mk → z

(l)
k ∈ C ïðè m →∞, 1 ≤ k ≤ t, l ≥ 2;

a2) ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ξ(l) ∈ M(z(l)
1 , . . . , z

(l)
n ; δ),

òàêàÿ, ÷òî ξ(l) ∈ S{ξ(l)
m };

a3) åñëè P
(l)
i , i = 1, . . . , t, � áàçèñíûå òî÷êè ïîâåðõíîñòè ξ(l), à

j
(l)
m � êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå âêëþ÷åíèåì ξ(l) ∈
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∈ S{ξ(l)
m }, òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè j

(l)
m (P (l)

i ) è T̃
(l)
mi ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ ïðè m →∞, 1 ≤ k ≤ t, l ≥ 2.
Â ÷àñòíîñòè, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè j

(l)
m (P (l)

1 )
è T̃

(l)
m1 = ϕm(Sm1), à òàêæå ìåæäó j

(l)
m (P (l)

t ) è T̃
(l)
mt = ϕm(Sml). Îòìå-

òèì, ÷òî â ñèëó (12.2)

dC(z
(l)
k , z

(l)
k+1) = lim

m→∞
dC(z

(l)
mk, z

(l)
m,k+1) ≤ ε/2 < ε, 1 ≤ k ≤ t, l ≥ 2.

Ïðèìåíÿÿ åùå ðàç ëåììó 12.1, íà ýòîò ðàç ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{ξ(m)}, è ïåðåõîäÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå δ̃ ∈ (ε/2, δ) è ðèìàíîâà ïî-
âåðõíîñòü ξ ∈M(z1, . . . , zt; δ̃), ÷òî

b1) ξ ∈ S{ξ(m)};
b2) åñëè P1, . . . , Pt � áàçèñíûå òî÷êè ïîâåðõíîñòè ξ, à ψm � êà-

íîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå âêëþ÷åíèåì b1), òî ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ψm(Pk) è P

(m)
k ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè m →∞,

1 ≤ k ≤ t.
Ðàññìîòðèì ëþáóþ ïðîñòóþ êðèâóþ γ â ξ, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè

P1 è Pt. Òàê êàê íîñèòåëü |γ| êîìïàêòåí â ξ è ξ íå ñîäåðæèò òî÷åê
âåòâëåíèÿ, òî (l-as) îïðåäåëåíà êðèâàÿ ψl(γ), êîòîðàÿ êîìïàêòíî ëå-
æèò â ïîâåðõíîñòè ξ(l), òàêæå íå ñîäåðæàùåé òî÷åê âåòâëåíèÿ. Ïî-
ýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ôèêñèðîâàííûõ l îïðåäåëåíà (m-as)
êðèâàÿ ηml = j

(l)
m ◦ ψl(γ), ëåæàùàÿ â M

(l)
m ⊂ Mm. Â ñèëó óñëîâèÿ b2)

êîíöû ψl(P1) è ψl(P2) êðèâîé ψl(γ) ñêîëü óãîäíî áëèçêè ê òî÷êàì P
(l)
1

è P
(l)
t ïðè l → ∞. Çíà÷èò, êîíöû êðèâîé ηml ñêîëü óãîäíî áëèçêè ê

òî÷êàì j
(l)
m (P (l)

1 ) è j
(l)
m (P (l)

t ), à òå, â ñâîþ î÷åðåäü, â ñèëó óñëîâèÿ
a3) � ê òî÷êàì ϕm(Sm1) = T̃

(l)
m1 è ϕm(Sml) = T̃

(l)
mt ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ m è l .
Ïîñêîëüêó σm ñîäåðæèò îäíîëèñòíûå êðóãè ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì

â òî÷êàõ ϕm(Sm1) è ϕm(Sml), òî, ñîåäèíÿÿ íà÷àëî è êîíåö êðèâîé
ηml ñ ýòèìè òî÷êàìè ãåîäåçè÷åñêèìè (m, l-as), ïîëó÷àåì êðèâóþ η̃ml

â σm, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè ϕm(Sm1) è ϕm(Sml). Îòìåòèì, ÷òî ïðîåê-
öèè êðèâûõ η̃ml íà C íå çàâèñÿò îò l. Ïóñòü γm = pm(η̃ml). Òàê êàê
êðèâûå η̃ml íå ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êè âåòâëåíèÿ, òî, â ñèëó åäèíñòâåí-
íîñòè ïîäíÿòèÿ êðèâûõ íà íåðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ, êðèâûå η̃ml

îáÿçàíû ñîâïàäàòü ìåæäó ñîáîé ïðè 2 ≤ l ≤ k(m). Çíà÷èò, êîíå÷íûå
òî÷êè ýòèõ êðèâûõ � ϕm(Sml) � òàêæå ñîâïàäàþò, 2 ≤ l ≤ k(m). Íî
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òî÷êè Sml ïîïàðíî ðàçëè÷íû, 2 ≤ l ≤ k(m), ïîýòîìó ýòî ïðîòèâîðå-
÷èò èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ ϕm. Ëåììà 12.2 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 12.1 Ïóñòü j : τ0

ε
< σ, ãäå τ0 = (M0, p0,Γ1, . . . , Γl),

σ = (M, P, p). Äëÿ ëþáîé òî÷êè S ∈ j(M0) îáîçíà÷èì ÷åðåç iS
ìîðôèçì iS : K1(p(S), ε/2)⊂→σ(S) (ñóùåñòâîâàíèå iS ñëåäóåò èç
îïðåäåëåíèÿ 11.1). Ïóñòü M1 = ∪S∈j(M0)

iS(E), p1 = p|M1 . Òîãäà ÷èñ-
ëî ëèñòîâ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè (M1, p1) îãðàíè÷åíî ÷èñëîì L1,
êîòîðîå çàâèñèò òîëüêî îò ε.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îäíîé èç ãðàíè÷íûõ êðèâûõ ïîâåðõíî-
ñòè M1 ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ Γ′, òàêàÿ, ÷òî (Γ′)− îãðàíè÷èâàåò íåêîòîðûé
îäíîñâÿçíûé êðóã â M ñ öåíòðîì â òî÷êå P ðàäèóñà ρ > ε/2, ïðè÷åì
ýòîò êðóã íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ M1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî M1 îãðàíè÷åíà êðèâûìè â M , èíà÷å óñòðîèì èñ÷åðïà-
íèå M1 òàêîãî ðîäà îáëàñòÿìè, ñîäåðæàùèìè íà ãðàíèöå êðèâóþ Γ′.

Ïîêàæåì, ÷òî τ =
(
M1, p|M1

,Γ′
)
∈ Aδ(σ), ãäå δ çàâèñèò òîëüêî

îò ε. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé òî÷êè T ∈ M1 åå (ε/2)-îêðåñòíîñòü
ñîäåðæèòñÿ â ε-îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè S ∈ j(M0), êîòîðàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîëèñòíûì êðóãîì, ò. ê. j(M0) ⊂ (M)ε(δ). Çíà÷èò, M1 ⊂
⊂ (M)ε/2(δ). Êðîìå òîãî, ëþáûå äâå òî÷êè S1, S2 èç j(M0) ìîæíî
ñîåäèíèòü êðèâîé â j(M0) ⊂ M1 äëèíû, ìåíüøåé C/ε, à äëÿ ëþ-
áîé òî÷êè T ∈ M1 ñóùåñòâóåò òî÷êà S ∈∈ j(M0), êîòîðóþ ìîæíî
ñîåäèíèòü ñ T â iS(E) ⊂ M1 êðèâîé äëèíû, ìåíüøåé, ÷åì ε/2. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ëþáûå äâå òî÷êè T1, T2 ìîæíî ñîåäèíèòü êðèâîé â M1

äëèíû, ìåíüøåé (C/ε)+ε. Çíà÷èò, â êà÷åñòâå δ ìîæíî âçÿòü âåëè÷èíó
min{ε/2, Cε/(C + ε2)}. Òåïåðü óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 12.1 âûòåêàåò
èç ëåììû 12.2.

Ëåììà 12.3 Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà L2, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò
ε > 0, òàêàÿ, ÷òî åñëè τ0 = (M0, p0, Γ1, . . . , Γl), σ = (M,P, p) è
j : τ0

ε
< σ, òî ñóùåñòâóåò δ ∈ (0, ε) è òî÷êè P1, . . . , Pn, ÷èñëî êîòî-

ðûõ n íå ïðåâîñõîäèò L2, òàêèå, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ìîðôèç-
ìîâ ik : K1(p(Pk), δ)⊂→σ(Pk), k = 1, . . . , n, òî j(M0) ⊂ ∪n

k=1ik(E).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó òî÷åê P1, . . . , Pn,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ëåììû 12.3, íåðàçâåòâëåííîé δ-ñåòüþ
äëÿ j(M0) â σ.
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Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0 è ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü jm : τ0m

ε
< σm, ãäå

τ0m = (M0m, p0m, Γ1m, . . . , Γlm), l = l(m),

σm = (Mm, Pm, pm), m ≥ 1,

òàêèå, ÷òî íè äëÿ êàêîãî δ ∈ (0, ε) íèêàêèå m òî÷åê â Dm = jm(M0m)
íå îáðàçóþò íåðàçâåòâëåííóþ δ-ñåòü â σm.

Ïóñòü δ = 2ε/3. Âûáåðåì ëþáóþ òî÷êó P
(m)
1 ∈ Dm, ãäå m � äî-

ñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî. Òàê êàê ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîé òî÷-
êè, íå îáðàçóåò íåðàçâåòâëåííîé δ-ñåòè äëÿ Dm â σm, òî ñóùåñòâóåò
òî÷êà P

(m)
2 ∈ Dm, ëåæàùàÿ âíå δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè P

(m)
1 . Ñèñòåìà

P
(m)
1 , P

(m)
2 òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ íåðàçâåòâëåííîé δ-ñåòüþ äëÿ Dm â σm.

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òî÷êà P
(m)
3 , ëåæàùàÿ âíå δ-îêðåñòíîñòåé òî÷åê

P
(m)
1 , P

(m)
2 .

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, âûáåðåì òî÷êè P
(m)
1 , . . . , P

(m)
m â Dm òà-

êèå, ÷òî òî÷êà P
(m)
k+1 ëåæèò âíå îáúåäèíåíèÿ δ-îêðåñòíîñòåé òî÷åê

P
(m)
1 , P

(m)
2 , . . . , P

(m)
k , k = 1, . . . , m− 1. Ïóñòü

ϕ
(m)
k : K1(z

(m)
k , ε/3)⊂→σm(P (m)

k )

ìîðôèçìû, ñóùåñòâóþùèå â ñèëó óñëîâèÿ Dm ⊂ (Mm)ε(σm). Òîãäà
ìíîæåñòâà ϕ

(m)
k (E), k = 1, . . . , m, ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è ëåæàò â

M
(m)
1 = ∪S∈j(M0)

i
(m)
S (E), ãäå ìîðôèçìû i

(m)
S : K1(pm(S), ε/2)⊂→σm(S).

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 12.1 ïëîùàäü M
(m)
1 íå ïðåâîñõîäèò πL1(ε). Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, M (m)
1 ñîäåðæèò m ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ

ϕ
(m)
k (E), ïëîùàäü êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà ïëîùàäè Σ(ε/3) ñôå-

ðè÷åñêîãî êðóãà ðàäèóñà ε/3. Ñëåäîâàòåëüíî, mΣ(ε/3) ≤ πL1(ε), ÷òî
íåâåðíî ïðè áîëüøèõ m. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåì-
ìó 12.3.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ëåììû 9.3 äëÿ ðèìàíî-
âûõ ïîâåðõíîñòåé íàä C íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ãðàíè÷íûõ êðèâûõ.

Ëåììà 12.4 Ïóñòü σm = (Mm, Pm, pm), m ≥ 1, � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü îäíîñâÿçíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé íàä C, îãðàíè÷åí-
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íûõ îäíîé è òîé æå ëîêàëüíî ïðîñòîé êðèâîé β, ïðè÷åì ÷èñëî ëè-
ñòîâ ïîâåðõíîñòè σm íàä íåêîòîðîé òî÷êîé zm ∈ C îãðàíè÷åíî
êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò m. Ïóñòü Dm ⊂ Mm � ïîäîáëàñòü
â Mm, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó Pm, ïðè÷åì Mm\Dm � êîìïàêò â Mm

è âñå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σ′m = (Dm, Pm, pm|Dm
) ýêâèâàëåíòíû

ìåæäó ñîáîé. Òîãäà
1) ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σmk

} ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {σm}, ðåãóëÿðíî ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé îäíîñâÿçíîé ðèìàíî-
âîé ïîâåðõíîñòè σ = (M, P, p), îãðàíè÷åííîé êðèâîé β;

2) ñóùåñòâóåò îáëàñòü D â M , ñîäåðæàùàÿ òî÷êó P , òàêàÿ,
÷òî M\D � êîìïàêò â M ;

3) ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ′ = (D, P, p|D) ýêâèâàëåíòíà âñåì σ′m,
m ≥1, ïðè÷åì, åñëè ϕmk

: σ′⊂→σ′mk
, òî íà êîìïàêòàõ â D îòîáðà-

æåíèå ϕmk
ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèìè âëîæåíèÿìè, èíäóöèðîâàí-

íûìè ðåãóëÿðíîé ñõîäèìîñòüþ {σmk
} ê σ, ϕmk

íåïðåðûâíî ïðîäîë-
æàåòñÿ íà D è ϕmk

(∂M) = ∂Mmk
(mk-as).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìå Ô. Ã. Àâõàäèåâà [5], òåîðåìà 1,
ñóùåñòâóåò îäíîñâÿçíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü η = (G0, p0), îãðàíè-
÷åííàÿ êðèâîé β−, áåç ãðàíè÷íûõ òî÷åê âåòâëåíèÿ, ïðè÷åì ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 4 èç [4] ÷èñëî ëèñòîâ η íàä ëþáîé òî÷êîé z ∈ C ðàâíî-
ìåðíî îãðàíè÷åíî. Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû ÷èñëî ëèñòîâ ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé σm íàä òî÷êîé zm ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî. Ñêëåèâàÿ
σm = (Mm, Pm, pm) è η = (G0, p0) âäîëü ãðàíè÷íûõ êðèâûõ, ïîëó-
÷àåì êîìïàêòíóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü ξm íàä C ðîäà íóëü, ÷èñëî
ëèñòîâ êîòîðîé íàä òî÷êîé zm (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè âåòâëåíèÿ) ðàâ-
íîìåðíî îãðàíè÷åíî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
îíî íå çàâèñèò îò m. Ïîñêîëüêó ξm êîìïàêòíà, òî ÷èñëî ëèñòîâ ξm

íàä ëþáîé òî÷êîé z ∈ C (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè âåòâëåíèÿ) îäèíàêîâî.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðèìàíîâû ïîâåðõ-

íîñòè σ′m, m ≥ 1, îãðàíè÷åíû äâóìÿ êðèâûìè, îäíà èç êîòîðûõ åñòü,
êîíå÷íî, β. Ïóñòü ξ′ = (M ′, P ′, p′) ïîëó÷àåòñÿ èç σ′m è η ñêëåèâà-
íèåì âäîëü ãðàíè÷íûõ êðèâûõ. Ïîñêîëüêó η⊂→ξ′⊂→ξm, m ≥ 1, òî
ÿäðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξm} íåïóñòî. Áîëåå òîãî, ξ′ ñîäåðæèòñÿ â
ëþáîì ýëåìåíòå ìíîæåñòâà Ker{ξmk

} äëÿ ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {ξmk

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξm}. Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 9.2, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {ξmk

}, êîòîðàÿ ðåãóëÿðíî ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé êîìïàêò-
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íîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ðîäà íóëü ξ = (M, P, p). Òîãäà ñóùå-
ñòâóþò ìîðôèçìû j′ : ξ′⊂→ξ, j : η⊂→ξ. Ïóñòü σ = (G,P, p|G), ãäå
G = M\j(G′), D = j′(M ′)\j(G′). Íåòðóäíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî {σmk

}
ñõîäèòñÿ ê σ è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 2), 3) ëåììû 12.4.

Ëåììà 12.5 Ïóñòü ε ∈ (0, π/2), σm = (Mm, Pm, pm), m ≥ 1, �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé íàä C, γm � êðèâàÿ
â (Mm)ε(σm), äëèíà êîòîðîé ìåíüøå C/ε, ðàçáèâàþùàÿ Mm íà äâå
÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ � Dm, ëåæàùàÿ ¾ñëåâà¿ îò γm, ñîäåðæèò
òî÷êó Pm, îäíîñâÿçíà è pm(Dm) 6= C, m ≥ 1. Ïóñòü ìîðôèçìû
imS : K1(pm(S), ε)⊂→σm(S) äëÿ ëþáîé òî÷êè S ∈ (Mm)ε(σm) è D̃m =
= Dm

(∪S∈|γm|imS(E)
)
. Òîãäà

a) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü η̃m =
(
D̃m, Pm, pm|D̃m

)
, m ≥ 1, ñîäåð-

æèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {η̃mk
}, ñõîäÿùóþñÿ ðåãóëÿðíî ê íåêî-

òîðîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè η̃ = (M̃, P̃ , p̃);
b) åñëè j̃mk

� êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå ñõîäè-
ìîñòüþ {η̃mk

} ê η̃, òî äëÿ íåêîòîðîé îáëàñòè Q0 ⊂⊂ ˇ̃
M(η̃) èìååì

|γmk
| ⊂ j̃mk

(Q0) (mk-as);
c) êðèâàÿ (j̃mk

)−1(γmk
) ðàçáèâàåò M̃ íà äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòî-

ðûõ � Qmk
, êîòîðàÿ ëåæèò ¾ñëåâà¿ îò íåå, ñîäåðæèò òî÷êó P̃ ,

îäíîñâÿçíà è p̃(Qmk
) 6= C (mk-as).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó äëèíû êðèâûõ γm ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åíû, òî äëÿ ëþáîãî m ≥ 1 ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê
P1m, . . . , Pnm, ãäå n íå çàâèñèò îò m, ëåæàùèõ íà γm ïîñëåäîâàòåëüíî
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ïåðâîãî èíäåêñà, òàêèõ, ÷òî äëèíà äóãè γkm

êðèâîé γm, ëåæàùåé ìåæäó òî÷êàìè Pkm è Pk+1,m, íå ïðåâîñõîäèò
ε/4 (Pn+1,m = P1m). Ïóñòü ikm = iS äëÿ S = Pkm, zkm = pm(Pkm),
k = 1, . . . , n, D′

m = ∪m
k=1ikm(E), p′m = p|D′m , τm = (D′

m, P1m, p′m),
m ≥ 1. Òîãäà τm ∈M(z1m, . . . , znm; ε).

Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå δ > ε/2. Â ñèëó ëåììû 12.1, ïåðåõîäÿ â ñëó-
÷àå íåîáõîäèìîñòè ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü τ = (D′′, P ′′, p′′) ∈ M(z1, . . . , zn; δ),
êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò S{τm}, ïðè÷åì åñëè ϕm � êàíîíè÷åñêèå âëî-
æåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå ýòèì âêëþ÷åíèåì, à P ′′ = P (1), . . . , P (n) �
áàçèñíûå òî÷êè τ , òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ϕm(P (k)) è Pkm

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè m →∞, k = 1, . . . , n.
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Ïóñòü ìîðôèçìû ψk : K1(zk, δ)⊂→τ(P (k)), k = 1, . . . , n. Âûáåðåì
r < 1 íàñòîëüêî áëèçêèì ê åäèíèöå, ÷òîáû ìíîæåñòâî p′′◦ψk(Er), ãäå
Er = {|ζ| < r}, ÿâëÿëîñü ñôåðè÷åñêèì êðóãîì ñ öåíòðîì â òî÷êå zk

ðàäèóñà, áîëüøåãî ε/2. Òàê êàê ψk(Er) ⊂⊂ D′′, òî m-as îïðåäåëåíî
ìíîæåñòâî ϕm(ψk(Er)).

Ïîñêîëüêó äëèíà äóãè γkm íå ïðåâîñõîäèò ε/4, ϕm(ψk(Er)) åñòü
êðóã â Mm ðàäèóñà ε/2 ñ öåíòðîì â òî÷êå ϕm(P (k)), è ðàññòîÿíèå
ìåæäó òî÷êàìè ϕm(P (k)) è Pkm ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè m →∞, ïðè-
÷åì Pkm ∈ |γkm|, òî |γkm| ⊂ ϕm(ψk(Er)) (m-as), k = 1, . . . , n. Çíà-
÷èò, åñëè Q = ∪n

k=1ψk(Er), òî |γm| ⊂ ϕm(Q) (m-as). Áîëåå òîãî, ëþ-
áàÿ òî÷êà èç |γm| ñîäåðæèòñÿ â ϕm(Q) âìåñòå ñî ñâîåé îäíîëèñòíîé
(ε/4)-îêðåñòíîñòüþ. Ïîýòîìó m-as îïðåäåëåíà êðèâàÿ γ̃m = ϕ−1

m (γm).
Äîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m è l êðèâûå γ̃m è γ̃l

ñâîáîäíî ãîìîòîïíû â Q. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ωkm � êðèâàÿ â
ψk−1(Er)∩ψk(Er), ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè P (k) è ϕ−1

m (Pkm), k = 1, . . . , n
(m-as), ãäå ψ0 = ψn. Òîãäà êðèâàÿ γ̃m ñâîáîäíî ãîìîòîïíà â Q êðè-
âîé

∏n
k=1 κkm, ãäå κkm = ωkmγ̃km(ωk+1,m)−, γ̃km = ϕ−1

m (γkm), k =
= 1, . . . , n, ωn+1,m = ω1m (m-as). Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m è l
êðèâûå κkm è κkl ñîåäèíÿþò òî÷êè P (k) è P (k+1) â ψk(Er), k =
= 1, . . . , n (Pn+1 = P1). Ïîñêîëüêó ψk(Er) îäíîñâÿçíî, òî êðèâûå
κkm è κkl ãîìîòîïíû â ψk(Er) ⊂ Q. Ïîýòîìó

∏n
k=1 κkm ãîìîòîïíà

êðèâîé
∏n

k=1 κkl, à êðèâàÿ γ̃m ñâîáîäíî ãîìîòîïíà γ̃l â Q.
Âûáåðåì ïðîñòóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ γ â Q, êîòîðàÿ ñâîáîäíî

ãîìîòîïíà êðèâûì γ̃m (m-as) â Q è îáëàäàåò ñâîéñòâîì: ñóùåñòâóåò
ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè P (1), êîòîðóþ γ̃ ðàçáèâàåò íà äâå ÷àñòè,
ïðè÷åì P (1) ëåæèò â òîé ÷àñòè, êîòîðàÿ îñòàåòñÿ ¾ñëåâà¿ îò γ̃ ïðè
åå îáõîäå. Òîãäà êðèâàÿ γ′m = ϕm(γ̃) ñâîáîäíî ãîìîòîïíà êðèâîé γm â
ϕm(Q), à, çíà÷èò, è â Mm (m-as). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè
Pm1 äî òî÷êè ϕm(P (1)) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè m → ∞, çàêëþ÷àåì,
÷òî êðèâàÿ γ′m, êàê è γm, ðàçáèâàåò Mm íà äâå ÷àñòè, è òà èç íèõ �
Gm, êîòîðàÿ ëåæèò ¾ñëåâà¿ îò γ′m, îäíîñâÿçíà è ñîäåðæèò òî÷êó
Pm1, è ϕm(P (1)) = P

(1)
m (m-as). Êðèâûå γm è γ′m ñâîáîäíî ãîìîòîïíû

â ϕm(Q) ⊂ (Mm)ε(σm). Ïîýòîìó Pm 6∈ ϕm(Q), è òàê êàê Pm ëåæèò â
îáëàñòè Dm, îñòàþùåéñÿ ¾ñëåâà¿ îò γm, òî Pm ëåæèò â îáëàñòè Gm,
îñòàþùåéñÿ ¾ñëåâà¿ îò γ′m (m-as).

Ïóñòü η′m =
(
Gm, P

(1)
m , pm|Gm

)
, m ≥ 1. Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè

η′m îãðàíè÷åíû îäíîé è òîé æå êðèâîé p(γ̃). Òàê êàê î÷åâèäíî, ÷òî
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Gm ⊂ Dm ∪ϕm(Q), è ñóùåñòâóåò òî÷êà zm 6∈ pm(Dm), à ïîâåðõíîñòü(
ϕm(Q), pm|ϕm(Q)

)
íå áîëåå, ÷åì n-ëèñòíà, ïîñêîëüêó ñêëååíà èç n

îäíîëèñòíûõ êðóãîâ, òî ÷èñëî ëèñòîâ ïîâåðõíîñòè η′m íàä òî÷êîé zm

îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé n. Ïóñòü D � îáëàñòü â Q, îãðàíè÷åííàÿ êðè-
âûìè, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó P (1), îäíîé èç ãðàíè÷íûõ êðèâûõ êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ γ̃. Òîãäà ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè

(
ϕm(D), P (1)

m , pm|ϕm(D)

)

ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíû (m-as).
Èç ëåììû 12.4 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{η′mk
}, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé îäíîñâÿçíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè

η′ = (M ′, P ′, p′), ïðè÷åì ìîðôèçì i :
(
D, P (1), p|D

)⊂→η′ è êàíîíè-
÷åñêèå âëîæåíèÿ j′mk

, èíäóöèðîâàííûå ýòîé ñõîäèìîñòüþ, òàêîâû,
÷òî

jmk
◦ i = ϕmk

(mk − as). (12.3)

Ïóñòü δ̃ � ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ â D, êîòîðàÿ ñâîáîäíî ãîìî-
òîïíà â Q êðèâîé γ̃ è δ̃mk

= ϕmk
(δ̃) (mk-as). Òîãäà δ̃mk

ñâîáîäíî
ãîìîòîïíà â ϕmk

(Q) êðèâîé γ̃mk
, à, ñëåäîâàòåëüíî, è γmk

(mk-as).
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {η̃mk

(P (1)
mk )}. Â ñèëó òåîðåìû 9.4

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ðåãóëÿðíî ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè η̃0 = (M̃, P̃0, p̃). Òàê êàê

η′mk
⊂→η̃mk

(P (1)
mk

) è τmk
⊂→η̃mk

(P (1)
mk

),

ïðè÷åì {η′mk
} ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî ê η′, à τ ∈ S1{τmk

}, òî ñóùåñòâó-
þò ìîðôèçìû j′ : η′⊂→η̃0 è j′′ : τ⊂→η̃0, ïðè÷åì êàíîíè÷åñêèå âëîæå-
íèÿ j̃mk

, èíäóöèðîâàííûå ðåãóëÿðíîé ñõîäèìîñòüþ {η̃mk
(P (1)

mk )} →
→ η̃0, ìîæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû îíè ñîâïàäàëè ñ j′mk

◦ (j′)−1 è
ϕmk

◦ (j′′)−1 íà êîìïàêòàõ â j′(η′) è j′′(τ) ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü Q0 = j′′(Q). Òàê êàê Q ⊂⊂ D′, òî Q0 ⊂⊂ M̌0(ξ). Èç âëîæå-

íèÿ |γmk
| ⊂ ϕmk

(Q) ñëåäóåò, ÷òî

|γmk
| ⊂ ϕmk

◦ (j′′)−1(Q0) = j̃mk
(Q0). (12.4)

Êðèâàÿ (j̃mk
)−1(γmk

) ñâîáîäíî ãîìîòîïíà â Q0, â ñèëó (12.3), êðèâîé

(j̃mk
)−1(τ̃mk

) = j′ ◦ (jmk
)−1(τ̃mk

) = j′ ◦ i ◦ (ϕmk
)−1(τ̃mk

) = j′ ◦ i(δ̃)

(mk-as). Òàê êàê ïîâåðõíîñòü η′ îäíîñâÿçíà, òî i(δ̃) ðàçáèâàåò åå
íà äâå ÷àñòè, ïðè÷åì òà ÷àñòü, êîòîðàÿ ëåæèò ¾ñëåâà¿ îò i(δ̃), îä-
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íîñâÿçíà. Â ñèëó ãîìîòîïíîñòè òî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ êðèâîé
(jmk

)−1(γmk
) (mk-as).

Ïîêàæåì, ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {η̃mk
} ìîæíî âûáðàòü ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {η̃m′
k
}, ðåãóëÿðíî ñõîäÿùóþñÿ ê η̃ = (M̃, P̃ , p̃) =

= η̃0(P̃ ), ãäå P̃ � íåêîòîðàÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè M̃ , ïðè÷åì êàíîíè-
÷åñêèå âëîæåíèÿ j̃m′

k
, èíäóöèðîâàííûå ýòîé ñõîäèìîñòüþ, ñîâïàäà-

þò ñ j̃mk
.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ñóùåñòâóåò îáëàñòü K ⊂⊂ ˇ̃
M(η̃0),

òàêàÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {m′
k} òî÷êè Pm′

k

ëåæàò â j̃m′
k
(K). Òîãäà áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (j̃m′
k
)−1(Pm′

k
) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå

P̃ ∈ K. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òî÷êà P̃ è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{η̃m′

k
} ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè.

Åñëè æå äëÿ ëþáîé îáëàñòè K ⊂⊂ ˇ̃
M(η̃0) òî÷êè Pmk

íå ëåæàò
â j̃mk

(K), íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, òî ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî
îáëàñòåé {Qn} â M ′, ïîñòðîåíííîå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðèìàíîâà
ïîâåðõíîñòü η′ îãðàíè÷åíà êðèâîé p(γ̃), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êâàçè- ëî-
êàëüíî ïðîñòîé êàê îáðàç ïðîñòîé êðèâîé ïðè àíàëèòè÷åñêîì îòîá-
ðàæåíèè. Ïî òåîðåìå 5.2 ìíîæåñòâî òî÷åê âåòâëåíèÿ ðèìàíîâîé ïî-
âåðõíîñòè η′ êîíå÷íî. Ïóñòü D̃ � îáëàñòü â D, îãðàíè÷åííàÿ êðè-
âûìè δ̃ è γ̃, è T1, . . . , Tν � âíóòðåííèå òî÷êè âåòâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè
η′, ïðè÷åì ord(Tl, η

′) = nl, l = 1, . . . , ν. Ñóùåñòâóåò ìàëîå ε > 0 òà-
êîå, ÷òî η′ êîìïàêòíî ñîäåðæèò nl-ëèñòíûå ñôåðè÷åñêèå îäíîñâÿç-
íûå êðóãè ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ Tl ðàäèóñà ε, l = 1, . . . , ν, çàìû-
êàíèÿ êîòîðûõ â η′ íå ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ. Óäàëÿÿ èç M ′\i(D̃)
nl-ëèñòíûå ñôåðè÷åñêèå îäíîñâÿçíûå êðóãè K

(n)
l ðàäèóñà ε/n ñ öåí-

òðàìè â òî÷êàõ Tl, l = 1, . . . , ν, ïîëó÷èì îáëàñòü Qn, n ≥ 1. Ïóñòü
Kn = j′(Qn), n ≥ 1. Òîãäà {Kn}� âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îáëàñòåé â ˇ̃

M(η̃0). Ïîñêîëüêó Qn ⊂⊂ M̌ ′(η′), èìååì Kn ⊂⊂ ˇ̃
M(η̃0),

n ≥ 1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, òî÷êè Pmk
íå ëåæàò â j̃mk

(K), íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî íîìåðà. Ïóñòü Γnl � êðèâàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ãðàíèöåé êðó-
ãà j′(K(n)

l ) â M̃ . Òàê êàê êðèâàÿ δ̃mk
= jm′

k
◦ i(δ̃) ðàçáèâàåò M ′ íà äâå

÷àñòè, ïðè÷åì òà ÷àñòü, êîòîðàÿ ëåæèò ¾ñëåâà¿ îò íåå, îäíîñâÿçíà
è ñîäåðæèò jm′

k
(Kn) (mk-as), òî êðèâàÿ j̃mk

(Γnl), ëåæàùàÿ â ýòîé
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÷àñòè, ðàçáèâàåò η̃mk
íà äâå ÷àñòè, îíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îäíî-

ñâÿçíûì nl-ëèñòíûì ñôåðè÷åñêèì êðóãîì K
(n)
l,mk

(mk-as). Íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò l = l(mk, n) òàêîå, ÷òî Pmk

∈ K
(n)
l,mk

(mk-
as). Òàê êàê l ïðèíèìàåò êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé, òî, ïåðåõîäÿ â
ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì â {η̃mk

} è {Qn},
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî l = l(mk, n) íå çàâèñèò îò mk è n. Òîãäà â êà÷å-
ñòâå òî÷êè P̃ ìîæíî âçÿòü òî÷êó j′(Tl).

Èòàê, ìîæåì ñ÷èòàòü, ïåðåõîäÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ê ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, ÷òî {η̃mk

} ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî ê η̃0(P̃ ) = η̃

ñ êàíîíè÷åñêèìè âëîæåíèÿìè j̃mk
, ò. å. óñëîâèå a) òåîðåìû âûïîë-

íåíî. Óñëîâèÿ b), c) óæå óñòàíîâëåíû, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî
p̃(Qmk

) 6= C (mk-as). Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïîâåðõíîñòè(
Qmk

, p̃|Qmk

)
è (Dmk

, pmk
|Dmk

) îãðàíè÷åíû îäíîé è òîé æå êðèâîé
è èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ëèñòîâ íàä ëþáîé òî÷êîé èç C, ïîýòîìó
p̃(Qmk

) = pmk
(Dmk

) 6= C (mk-as). Ëåììà 12.5 äîêàçàíà.
Òåïåðü óñòàíîâèì ñîãëàñîâàííîñòü ââåäåííîé â ïðåäûäóùåì ïà-

ðàãðàôå ìåòðèêè ρ ñ ðåãóëÿðíîé ñõîäèìîñòüþ ê ÿäðó.

Òåîðåìà 12.1 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αm} èç Ob(RP) ðåãóëÿðíî
ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó α ∈ Ob(RP) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ρ(αm, α) → 0, m →∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó-
÷àé, êîãäà α åñòü òî÷êà z0 ∈ C. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñèòóàöèþ,
êîãäà âñå αm ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ëèáî òî÷êàìè, ëèáî ðèìàíîâû-
ìè ïîâåðõíîñòÿìè. Åñëè αm = zm ∈ C, m ≥ 1, è {αm} → α, m →∞,
òî ρ(αm, α) = dC(zm, z) → 0, m →∞.

Ïóñòü òåïåðü αm = σm = (Mm, Pm, pm) ∈ Ob(RP), m ≥ 1. Äîêà-
æåì, ÷òî ρ(σm, z0) → 0 ïðè m →∞. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà,
ïåðåõîäÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ρ(σm, z0) > 2ε, m ≥ 1, äëÿ íåêîòîðîãî ε ∈ (0, π/8).
Ïîñêîëüêó pm(Pm) →∞ ïðè m →∞, òî èç (11.5) è ïîñëåäíåãî íåðà-
âåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî d(σm) > ε (m-as), ãäå d(σ) îïðåäåëåíî â (11.3).
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî d(σm) > ε ïðè m ≥ 1. Òîãäà Aε(σm) 6= ∅, m ≥ 1.
Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò

τm = (M0m, p0m,Γ1m, . . . , Γl(m),m)
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è îòîáðàæåíèå jm : M0m → Mm òàêèå, ÷òî jm : τm

ε
< σm, m ≥ 1.

Êðèâàÿ γm = jm(Γ1m) óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì ëåììû 12.5,
m ≥ 1. Çíà÷èò, â ñèëó ýòîé ëåììû ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{η̃m} òàêàÿ, ÷òî η̃m⊂→σm, m ≥ 1, è {η̃m} ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî ê íåâû-
ðîæäåííîìó ÿäðó η̃. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî η̃ ∈ S1{σm}. Íî α �
åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò â S1{σm} â ñèëó òåîðåìû 9.2.
Ñëåäîâàòåëüíî, η̃⊂→α, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî α = z0 ∈ C �
âûðîæäåííîå ÿäðî äëÿ {σm}.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà α = σ = (M, P, p) ∈ Ob(RP).
Òàê êàê zm = pm(Pm) → z0 = p(P ) ïðè m → ∞, òî äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà òîãî, ÷òî ρ(σm, σ) → 0 ïðè m → ∞ â ñèëó (11.4) äîñòàòî÷íî
óñòàíîâèòü, ÷òî

lim
m→∞

d(σ, σm) = 0, (12.5)

lim
m→∞

d(σm, σ) = 0. (12.6)

Ïóñòü j : τ0

ε
< σ, ãäå τ = (M0, p0,Γ1, . . . , Γl) è ε ∈ (0, π/4). Äîêà-

æåì, ÷òî τ0 < σm (m-as). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî êðèâàÿ j(Γk) ðàçáèâàåò σ íà äâå ÷àñòè, ïðè÷åì òà ÷àñòü,
êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ j(M0), ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì nk-ëèñòíûì
êðóãîì (ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ â öåíòðå, åñëè nk > 1).
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæåì äîáèòüñÿ ýòîãî, óâåëè÷èâàÿ τ0 è óìåíü-
øàÿ ε. Ïóñòü jm � êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå ðåãó-
ëÿðíîé ñõîäèìîñòüþ {σm} ê σ. Òîãäà îïðåäåëåíû (m-as) îòîáðàæå-
íèÿ ϕm = jm ◦ j : M0 → Mm. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ b), c) îïðåäå-
ëåíèÿ 9.1 äëÿ S{σm}, óñëîâèå σ ∈ Ker1{σm} ⊂ S1{σm} ⊂ S{σm} è
îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà S1{σm}, ïîëó÷àåì, ÷òî ϕm(Γk) ðàçáèâàåò σm

íà äâå ÷àñòè (m-as), îäíà èç êîòîðûõ, íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ ϕm(M0),
ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì nk-ëèñòíûì êðóãîì, k = 1, . . . , l, ïðè÷åì ïðè
k = 1 ýòîò êðóã ñîäåðæèò òî÷êó Pm. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ϕm : τ0 < σm,
îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî ðàññòîÿíèå d(σ, σm) ≤ ε (m-as). Ñëåäîâàòåëüíî,
ñïðàâåäëèâî (12.5).

Äîêàæåì (12.6). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà, ïåðåõîäÿ â ñëó-
÷àå íåîáõîäèìîñòè ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
d(σm, σ) ≥ ε, m ≥ 1, äëÿ íåêîòîðîãî ε ∈ (0, π/4). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè τm = (M0m, p0m, Γ1m, . . . , Γl(m),m),
m ≥ 1, è ϕm : M0m → Mm, m ≥ 1, òàêèå, ÷òî ϕm : τm

ε
< σm è óñëîâèå

τm < σ íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè êàêîì m ≥ 1.
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Êðèâàÿ ϕm(Γ1m) ðàçáèâàåò σm íà äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ �
Dm � ñîäåðæèò òî÷êó Pm è ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì êðóãîì. Îòìåòèì,
÷òî âìåñòå ñ êàæäîé òî÷êîé S ∈ ϕm(M0m) ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σm

ñîäåðæèò è îäíîëèñòíûé êðóã U
(m)
S ñ öåíòðîì â òî÷êå S ðàäèóñà ε.

Ïóñòü
G = D ∪

(
∪S∈Λm

U
(m)
S

)
,

ãäå
Λm = |ϕm(Γ1m)|, ηm = (Gm, Pm, pm|Gm) , m ≥ 1.

Â ñèëó ëåììû 12.5, ïåðåõîäÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ê ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ηm} ðåãó-
ëÿðíî ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè η = (G, P̃0, p̃0)
è åñëè jm � êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå ýòîé ðåãóëÿð-
íîé ñõîäèìîñòüþ, òî êðèâàÿ βm = i−1

m (ϕm(Γ1m)) îïðåäåëåíà (m-as)
è ðàçáèâàåò η íà äâå ÷àñòè, ïðè÷åì òà ÷àñòü Qm, êîòîðàÿ ñîäåðæèò
îòìå÷åííóþ òî÷êó P , îäíîñâÿçíà è åå ïðîåêöèÿ íà C íå ñîâïàäàåò
ñ C. Òàê êàê ïðîåêöèÿ βm íà C åñòü îêðóæíîñòü â C, îáõîäèìàÿ
íåêîòîðîå ÷èñëî ðàç, òî ÷àñòü ïîâåðõíîñòè η, ñîîòâåòñòâóþùàÿ Qm,
ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì êðóãîì íàä C. Èç òîãî, ÷òî ηm⊂→σm, m ≥ 1,
è èç ðåãóëÿðíîé ñõîäèìîñòè {σm} ê σ ñëåäóåò, ÷òî η⊂→σ, è ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî η åñòü ÷àñòü σ, ò. å. G ⊂ M, P̃0 = P è p̃0 = p|G, à êà-
íîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ jm, èíäóöèðîâàííûå ðåãóëÿðíîé ñõîäèìîñòüþ
{σm} ê σ, ñîâïàäàþò ñ im íà êîìïàêòàõ â Ǧ(η).

Ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ òî÷êó Sm ∈ Λm. Â ñèëó ëåììû 12.5 ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü j−1

m (Sm) ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè Q ⊂⊂ Ǧ(η)
è áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ñõîäèòñÿ ê íåêî-
òîðîé òî÷êå S0 ∈ Ǧ(η). Òîãäà ïî òåîðåìå 9.8 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{ηm(Sm)} ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî ê η(S0), ïðè÷åì êàíîíè÷åñêèå âëîæå-
íèÿ, èíäóöèðîâàííûå ýòîé ñõîäèìîñòüþ, ñîâïàäàþò ñ im. Àíàëîãè÷-
íî ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm(Sm)} ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî
ê σ(S0) ñ êàíîíè÷åñêèìè âëîæåíèÿìè jm.

Â ñèëó ëåììû 12.3 ñóùåñòâóåò δ ∈ (0, ε) è ÷èñëî L, çàâèñÿùåå
òîëüêî îò ε, òàêèå, ÷òî ϕm(M0m) îáëàäàåò íåðàçâåòâëåííîé δ-ñåòüþ
Am = {Pm1, . . . , PmL}. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Pm1 = Sm, m ≥ 1. Òàê
êàê ïðè ëþáîì k, 1 ≤ k ≤ L− 1, ëþáûå äâå òî÷êè Pmk, Pm,k+1 ìîæ-
íî ñîåäèíèòü â ϕm(M0m) êðèâîé αk, äëèíà êîòîðîé íå ïðåâîñõîäèò
C/ε, òî, ðàçáèâàÿ |αk| íà [2C/ε2] ÷àñòåé è äîáàâëÿÿ â ñëó÷àå íåîáõî-
äèìîñòè ê òî÷êàì Pmk òî÷êè ðàçáèåíèÿ, ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû
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supm,k dC(zmk, zm, k+1) < ε. Èç ëåììû 12.1 òîãäà ïîëó÷èì, ïåðåõîäÿ â
ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òî ñóùåñòâóåò ðè-
ìàíîâà ïîâåðõíîñòü τ̃ = (Q̃, T̃ , p̃) ∈M(z1, . . . , zn; (ε + δ)/2) ∩S1{τ̃m}
òàêàÿ, ÷òî åñëè qm � êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå âêëþ-
÷åíèåì τ̃ ∈ S1{τ̃m} è P1, . . . , PL � áàçèñíûå òî÷êè τ̃ , òî ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó òî÷êàìè qm(Pk) è Pmk ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè m → ∞,
k = 1, . . . , L.

Òàê êàê τ̃m⊂→σm(Sm), τ̃ ∈ S1{τ̃m} è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm(Sm)}
ðåãóëÿðíî ñõîäèòñÿ ê σ(S0), òî τ̃⊂→σ(S0) è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Q̃ ⊂
⊂ M , p̃ = p|

Q̃
, T̃ = S0 è êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ qm ñîâïàäàþò ñ

jm íà êîìïàêòàõ â Q̃(τ̃). Ïóñòü U1, . . . , UL � êðóãè â τ̃ ñ öåíòðà-
ìè â òî÷êàõ P1, . . . , PL ðàäèóñà r ∈ (δ, (ε + δ)/2). Òîãäà ïðè äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèõ m êðóã im(Uk) = qm(Uk) ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â
òî÷êå qm(Pk) ñîäåðæèò êðóã ðàäèóñà δ ñ öåíòðîì â òî÷êå Pmk. Ïî-
ñêîëüêó òî÷êè Pmk, k = 1, . . . , L, îáðàçóþò δ-ñåòü äëÿ ϕm(M0m), òî
ϕm(M0m) ⊂ jm

(∪L
k=1Uk

)
(m-as). Çíà÷èò, (m-as) îïðåäåëåíî îòîáðà-

æåíèå ψm = j−1
m ◦ ϕm : M0m → M .

Äîêàæåì, ÷òî ψm : τm < σ (m-as). Äåéñòâèòåëüíî, ψm(Γ1m) = βm

ðàçáèâàåò σ íà äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ åñòü îäíîñâÿçíûé êðóã,
ñîäåðæàùèé òî÷êó P . Ïîýòîìó îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî
k, 2 ≤ k ≤ l(m), êðèâàÿ ψm(Γkm) ðàçáèâàåò σ íà äâå ÷àñòè, ïðè÷åì
òà ÷àñòü, êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ψm(M0m), ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ íàä C, ïðîåêöèÿ êîòîðîé íå ñîâïàäàåò ñî
âñåé ñôåðîé C.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà äëÿ ëþáîãî m ñóùåñòâóåò òàêîå
k = k(m), ÷òî êðèâàÿ ψm(Γm), ãäå Γm = Γk(m),m, íå óäîâëåòâîðÿ-
åò äàííîìó óñëîâèþ. Êàê è â ñëó÷àå êðèâûõ Γ1m, ïåðåõîäÿ â ñëó-
÷àå íåîáõîäèìîñòè ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîäáåðåì òàêèå òî÷êè
Tm ∈ ϕm(Γm), m ≥ 1, è T ∈ M , ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm(Tm)}
ðåãóëÿðíî ñõîäèòñÿ ê σ(T ) è êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäóöèðîâàí-
íûå ýòîé ñõîäèìîñòüþ, ñîâïàäàþò ñ jm. Òàê êàê ϕm : τm

ε
< σ, òî

êðèâàÿ ϕm(Γm) ðàçáèâàåò σm íà äâå ÷àñòè, ïðè÷åì òà ÷àñòü � D′
m,

êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ϕm(M0m), îäíîñâÿçíà è pm(D′
m) 6= C,

m ≥ 1. Ïóñòü G′m = D′
m ∪

(
∪S∈Λ0mU

(m)
S

)
, ãäå Λ0m = ϕm(|Γm|), η′ =

= (G′m, Tm, pm|G′m), m ≥ 1. Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå ëåììû 12.5 è ïå-
ðåõîäÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷àåì,
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êàê è âûøå äëÿ êðèâûõ Γ1m, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {η′m} ñõîäèòñÿ
ðåãóëÿðíî ê íåêîòîðîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè η′ = (G′, T, p′)⊂→σ(T )
è êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ h′m, èíäóöèðîâàííûå ýòîé ñõîäèìîñòüþ,
ñîâïàäàþò ñ jm íà êîìïàêòàõ â Ǧ′(η′). Ïðè ýòîì êðèâàÿ

ψm(Γm) = j−1
m ◦ ϕm(Γm) = (h′m)−1 ◦ ϕm(Γm)

â ñèëó ëåììû 12.5 ðàçáèâàåò σ íà äâå ÷àñòè, è òà ÷àñòü, êîòîðàÿ íå
ïåðåñåêàåòñÿ ñ ψm(M0m), îäíîñâÿçíà è åå ïðîåêöèÿ íå ñîâïàäàåò ñ C
(m-as).

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ψm : τm < σ (m-as).
Îäíàêî ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî τm < σ íåâåðíî íè ïðè êàêîì m. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâîñòü (12.6) è íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû
äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ρ(αm, α) → 0 ïðè m → ∞. Èç ëþáîé ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αmk

} ïî òåîðåìå 9.4 ìîæíî âûäåëèòü ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {αm′

k
}, êîòîðàÿ ðåãóëÿðíî ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó

ýëåìåíòó β ∈ Ob(RP). Â ñèëó íåîáõîäèìîñòè óñëîâèÿ íàñòîÿùåé òå-
îðåìû, óæå óñòàíîâëåííîé âûøå, èìååì ρ(αm′

k
, β) → 0 ïðè k → ∞.

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå çàêëþ÷àåì, ÷òî β = α. Èòàê, èç ëþáîé ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {αmk

} ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ðåãóëÿð-
íî ñõîäÿùóþñÿ ê α. Çíà÷èò, {αm} ðåãóëÿðíî ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó α.
Òåîðåìà 12.1 äîêàçàíà.



�13. Ñâÿçü ñõîäèìîñòè ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé
ê ÿäðó ñî ñõîäèìîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé

Ñõîäèìîñòü ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ê ÿäðó äàåò ãåîìåòðè÷å-
ñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ìåðîìîðô-
íûõ ôóíêöèé. Ïðèâîäèìûå íèæå òåîðåìû îáîáùàþò ðåçóëüòàòû Êà-
ðàòåîäîðè [114], Ë. È. Âîëêîâûñêîãî [26] è Þ. Þ. Òðîõèì÷óêà [96]
(ñì. òàêæå [142]).

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σm = (Mm, Pm, pm), m ≥ 1, ðèìàíî-
âûõ ïîâåðõíîñòåé íàä C ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî ê ðèìàíîâîé ïîâåðõ-
íîñòè σ = (M, P, p) ñ êàíîíè÷åñêèìè âëîæåíèÿìè im. Ïóñòü σ′m =
= (M ′

m, P ′m, p′m), m ≥ 1, � äðóãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé íàä C, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíàÿ áèåêöèÿ Fm :
Mm → M ′

m. Îïèøåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σ′m}
ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî.

Ïóñòü fm : Mm → C � íåêîòîðûå ãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ,
m ≥ 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fm} ñõîäèòñÿ
ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê ôóíêöèè f : M → C, åñëè:

a) äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà Q â M̌(σ) ôóíêöèè fm◦im, îïðåäåëåííûå
m-as, ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà Q ê ôóíêöèè f ;

b) äëÿ ëþáîé òî÷êè âåòâëåíèÿ T ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ, ïî-
ðÿäêà ord(T, σ) = n − 1 ñóùåñòâóþò ε, δ ∈ (0, π/2) òàêèå, ÷òî åñëè
êðèâàÿ γ â σ îãðàíè÷èâàåò îäíîñâÿçíûé n-ëèñòíûé êðóã ðàäèóñà ε ñ
åäèíñòâåííîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ T â öåíòðå è |γ| ⊂ M̌(σ), à Km � îä-
íîñâÿçíûé n-ëèñòíûé êðóã â σm, îãðàíè÷åííûé êðèâîé im(γ) (m-as),
òî dC(f(T ), fm(Tm)) < δ äëÿ ëþáîé òî÷êè Tm ∈ Km (m-as).

Ïóñòü σm = (Mm, Pm, pm), m ≥ 1, � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðèìàíî-
âûõ ïîâåðõíîñòåé íàä C ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà è σ̃m = (E, 0, p̃m) �
óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå äëÿ σm (ñì. � 10). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {σm} íîðìàëüíà, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîá-
ðàæåíèé p̃m : E → C íîðìàëüíà â E (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p̃m îïðå-
äåëÿåòñÿ íååäèíñòâåííûì îáðàçîì, íî îïðåäåëåíèå íîðìàëüíîñòè íå
çàâèñèò îò âûáîðà p̃m,m ≥ 1).

Íîðìàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} â ðÿäå ñëó÷àåâ ñëåäóåò
èç åå ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Òàê, â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{σm} íîðìàëüíà, åñëè ñóùåñòâóþò òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè a, b, c ∈ C
òàêèå, ÷òî p(M) ⊂ C\{a, b, c} (m-as) (ñì., íàïð., [63], [28]).
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Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 13.1 Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm} ðèìàíîâûõ ïî-

âåðõíîñòåé íàä C ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà íîðìàëüíà è ñõîäèòñÿ ê
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ ñ ñîõðàíåíèåì ñâÿçíîñòè. Ïóñòü σ′m =
= (M ′

m, P ′m, p′m) ∈ Ob(RP), Fm : Mm → M ′
m � ãîëîìîðôíàÿ áèåêöèÿ

òàêàÿ, ÷òî Fm(Pm) = P ′m, è fm = p′m ◦ Fm, m ≥ 1. Òîãäà
1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fm} ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê

íåïîñòîÿííîé ôóíêöèè f : M → C òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
a) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σ′m} íîðìàëüíà è ñõîäèòñÿ ê íåòðèâè-

àëüíîìó ÿäðó σ′ = (M ′, P ′, p′) ñ ñîõðàíåíèåì ñâÿçíîñòè;
b) äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê T ∈ M̌(σ)\{P}, T ′ ∈ M̌ ′(σ′)\{P ′} ðàñ-

ñòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè Fm ◦ im(T ) è i′m(T ′) â σ′m ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ, ãäå i′m � êàíîíè÷åñêèå ñëîæåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå ðåãóëÿð-
íîé ñõîäèìîñòüþ {σ′m} ê σ;

c) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fm ◦ im(T ) îãðàíè÷åíà íà ïëîñêîñòè C
è, åñëè ψ : E → M̌(σ) � ïðîèçâîëüíîå îäíîëèñòíîå ãîëîìîðôíîå
îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî ψ(0) = T è ψm = fm ◦ im ◦ ψ, m ≥ 1, òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü arg(ψ′m(0)) ñõîäèòñÿ;

2) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 1) ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíàÿ áèåêöèÿ
F : M → M ′, òàêàÿ, ÷òî p′ ◦ F = f ;

3) åñëè {σ′m} � íîðìàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {fm} ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê ïîñòîÿííîé ôóíê-
öèè f ≡ w0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {σ′m} ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî
ê âûðîæäåííîìó ÿäðó w0;

4) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 1) ôóíêöèè ϕm = pm ◦ F−1
m ñõîäÿòñÿ

ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê ϕ = p ◦ F−1.

Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü òåîðåìó 13.1, óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü
åå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà âñå σm ñîâïàäàþò ñ åäèíè÷íûì êðóãîì E.
Òåîðåìà 13.2 ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé ðåçóëüòàòîâ Êàðàòåîäîðè [114]
è Ë. È. Âîëêîâûñêîãî [26].

Òåîðåìà 13.2 Ïóñòü fm � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåðîìîðôíûõ â
åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèé, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî
â E ê ôóíêöèè f : E → C.

1) Åñëè f 6≡const, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðèìàíîâûõ ïîâåðõíî-
ñòåé σm = (E, 0, fm), m ≥ 1, ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî ê ðèìàíîâîé ïî-
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âåðõíîñòè σ = (E, 0, f) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàíîíè÷åñêèõ âëîæå-
íèé im, èíäóöèðóåìûõ ýòîé ñõîäèìîñòüþ, ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà
êîìïàêòàõ â Ě(σ) ê òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ idE : E → E.

2) Åñëè f ≡ w0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm} ñõîäèòñÿ ðåãóëÿð-
íî ê âûðîæäåííîìó ÿäðó w0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1) Ïóñòü ζ0 � ëþáàÿ òî÷êà èç E òàêàÿ,
÷òî f(ζ0) 6= ∞, f ′(ζ0) 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü
U òî÷êè ζ0 â E, òàêàÿ, ÷òî f àíàëèòè÷íà è îäíîëèñòíà â U . Ïóñòü
V � îòêðûòûé êðóã, ñîäåðæàùèé òî÷êó ζ0 è êîìïàêòíî âëîæåííûé
â U . Èç òåîðåìû Ðóøå ñëåäóåò, ÷òî âñå fm îäíîëèñòíû â U . Ïóñòü
g : E → V � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå E íà V òàêîå, ÷òî g(0) = ζ0.
Òîãäà

fm ◦ g(ζ) = am0 + eiαmam1ζ +
∞∑

k=2

amkζk,

|ζ| < 1, ãäå αm ∈ R, m ≥ 1. Òàê êàê fm ◦ g ñõîäÿòñÿ ê îäíîëèñòíîé
ôóíêöèè f â E, òî am0 → a0, eiαm → eiα, ãäå a0 ∈ C è α ∈ R �
íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Ïóñòü hm(z) = e−iαm(z − am0), m ≥ 1. Òîãäà
ôóíêöèè km = hm ◦ fm ◦ g ñõîäÿòñÿ ê ôóíêöèè k = h ◦ f ◦ g, ãäå
h(z) = e−iα(z − a0), ïðè÷åì km(0) = 0, k′m(0) > 0. Ïî òåîðåìå 1 èç
[30], ãë. II, � 5, îáëàñòè Dm = km(E) ñõîäÿòñÿ êàê ê ÿäðó ê îáëàñòè
D = k(E) îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0. Ïîñêîëüêó

h−1
m (w) = am0 + eiαmw → a0 + eiαw = h−1(w), m →∞,

ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â E, òî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü îáëàñòåé h−1

m (Dm) = fm(V ) ñõîäèòñÿ êàê ê ÿäðó ê îáëàñòè
h−1(D) = f(V ) îòíîñèòåëüíî ëþáîé òî÷êè ïîñëåäíåé îáëàñòè, â ÷àñò-
íîñòè, òî÷êè f(ζ0). Èñïîëüçóÿ òî, ÷òî fm(ζ0) → f(ζ0), m → ∞, çà-
êëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîëèñòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõ-
íîñòåé σ′m = (V, ζ0, fm) ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî ê ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè
σ′ = (V, ζ0, f). Ïîñêîëüêó σ′m⊂→σm(ζ0), m ≥ 1, òî ÿäðî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {σm(ζ0)} íåâûðîæäåíî.

Â ñèëó òåîðåìû 9.4 ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σmk
(ζ0)},

ñõîäÿùàÿñÿ ðåãóëÿðíî ê íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè τ = (M, P, p). Ïóñòü
jmk

� êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäóöèðîâàííûå ðåãóëÿðíîé ñõîäè-
ìîñòüþ {σmk

(ζ0)} ê τ , è {Qn} � êîìïàêòíîå èñ÷åðïàíèå M̌(τ), ïðè-
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÷åì P ∈ Qn, n ≥ 1. Ïîñêîëüêó âñå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σmk
(ζ0)

èìåþò ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï è îäíîñâÿçíû, òî ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü τ
ïîäîáíà îäíîëèñòíîé è íå ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ýëëèïòè÷åñêîãî
òèïà, ò. å. ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî M ⊂ C. Ôóíêöèè jmk

|Qn : Qn → E
îïðåäåëåíû (mk-as) è îäíîëèñòíû â Qn, ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû 1
èç [30], ãë. I, � 2, îáðàçóþò íîðìàëüíîå ñåìåéñòâî. Ïðèìåíÿÿ â ñëó-
÷àå íåîáõîäèìîñòè äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ è ïåðåõîäÿ ê ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè jmk

ñõîäÿòñÿ íà ëþáîì
êîìïàêòå Qn â M̌(τ) ê ôóíêöèè ϕ|Qn

: Qn → E, ãäå ϕ : M̌(τ) → E �
íåêîòîðàÿ ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ.

Òàê êàê fmk
◦ jmk

= p íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæå-
ñòâà M̌(τ)(mk-as), òî f ′mk

(ζ0) ◦ j′mk
(P ) = p′(P ), îòêóäà, èñïîëüçóÿ

òåîðåìó Âåéåðøòðàññà è ñõîäèìîñòü ïðîèçâîäíûõ f ′mk
ê f ′ è j′mk

�
ê ϕ′, çàêëþ÷àåì, ÷òî ϕ′(P ) = limk→∞ i′mk

(P ) = p′(P )/f ′(ζ0) 6= 0, ò. å.
ϕ 6≡ const â M̌(τ). Èç îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðíîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò,
÷òî j′mk

(P )− ζ0 → 0 ïðè k →∞, îòêóäà

ϕ(P ) = lim
k→∞

jmk
(P ) = ζ0.

Ôóíêöèÿ ϕ îãðàíè÷åíà â M̌(τ), ïîýòîìó â òî÷êàõ ìíîæåñòâà M\M̌(τ)
èìååò óñòðàíèìûå îñîáåííîñòè è ïðîäîëæàåòñÿ äî àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèè ψ : M →E. Òàêèì îáðàçîì, τ̌ ýêâèâàëåíòíà ïîâåðõíîñòè
τ ′ = (G, ζ0, f |G), ãäå ýêâèâàëåíòíîñòü çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì
ψ : M → G = ψ(M), è áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî τ = τ ′, ψ = idG.

Äîêàæåì, ÷òî G = E. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âîçìîæíû äâà âàðè-
àíòà.

I) Ñóùåñòâóåò òî÷êà ζ ′ ∈ ∂G∩E, òàêàÿ, ÷òî f èíúåêòèâíî â íåêî-
òîðîé îêðåñòíîñòè U1 òî÷êè ζ ′ â E. Óìåíüøàÿ â ñëó÷àå íåîáõîäè-
ìîñòè U1, ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âñå fmk

áûëè èíúåêòèâíû
â U1. Òàê êàê imk

→ ψ = idG ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â Ǧ(τ ′), òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σmk

(ζ ′mk
)}, ãäå ζ ′mk

= σmk
(ζ ′), ðåãóëÿðíî ñõî-

äèòñÿ ê τ ′(ζ ′). Ïóñòü U2 � êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå ζ ′, êîìïàêòíî
ñîäåðæàùèéñÿ â U1. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ðóøå (åñëè f(ζ ′) = ∞, òî
ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèè 1/fmk

è 1/f), óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ζmk

â U2 (îïðåäåëåííàÿ mk-as) òàêàÿ, ÷òî
ξ = (U2, ζ

′, f)⊂→(U1, ζmk
, fmk

) (mk-as). Èç îäíîëèñòíîñòè ôóíêöèé
fmk

â U1 è ðàâåíñòâà fmk
(ζmk

) = f(ζ1) = fmk
◦ imk

(ζ1) = fmk
(ζ ′mk

)
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ñëåäóåò, ÷òî ζmk
= ζ ′mk

(mk-as) è òîãäà ξ⊂→τ ′(ζ ′), ÷åãî íå ìîæåò áûòü,
ïîñêîëüêó ξ = (U2, ζ

′, f), τ ′(ζ ′) = (G, ζ ′, f) è U2 →G.
II) Åñëè ζ ′ ∈ ∂G ∪E, òî f íå èíúåêòèâíî íè â êàêîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè ζ ′. Ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê äèñ-
êðåòíî. Ïóñòü γ � ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ â Ǧ(τ ′), ðàçáèâàþùàÿ
σ = (E, 0, f) íà äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ ñîäåðæèò òî÷êó ζ ′ è ÿâ-
ëÿåòñÿ n-ëèñòíûì êðóãîì (K, f) ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ ζ ′.
Òàê êàê E îäíîñâÿçíî è fmk

◦ imk
= f , òî imk

(γ) ðàçáèâàåò σmk
íà

äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ � (Kmk
, fmk

) îäíîñâÿçíà è îãðàíè÷åíà
êðèâîé fmk

◦imk
(γ) = f(γ), êàê è (K, f), ò. å. n-êðàòíî îáõîäèìîé ñôå-

ðè÷åñêîé îêðóæíîñòüþ. Ïóñòü òî÷êà ζ0 ∈ C\f(K). Âûáåðåì îáëàñòü
Q ⊂⊂ E, òàêóþ, ÷òî K ⊂⊂ Q è ζ0 6∈ f(Q). Òàê êàê fmk

ñõîäèòñÿ ðàâ-
íîìåðíî ê f â Q, òî ζ0 6∈ fmk

(Q) (mk-as). Èç òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî
÷èñëà ëèñòîâ ïîâåðõíîñòåé (Kmk

, fmk
) è (K, f) íàä ëþáîé òî÷êîé èç

f(K) ñîâïàäàþò (mk-as). Ñëåäîâàòåëüíî, (Kmk
, fmk

) åñòü n-ëèñòíûé
êðóã. Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðíîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî
ζ ′ ∈ G � ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, G = E.

Íàêîíåö, σmk
= σmk

(0) → σ(0) = σ, mk → ∞. Ýòî ïîêàçûâà-
åì, èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðîâîäèìûå âûøå, ñëó÷àé II), åñëè 0 �
òî÷êà âåòâëåíèÿ σ. Åñëè ord(0, σ) = 0, òî ýòî ñëåäóåò èç ñõîäèìîñòè
imk

→ idE , mk → ∞. Àíàëîãè÷íî èç ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{σmk

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ðåãóëÿðíî ñõîäÿùóþñÿ ê σ. Çíà÷èò, {σm} ðåãóëÿðíî ñõîäèòñÿ
ê σ, m →∞.

2) Ïóñòü òåïåðü f ≡ w0. Äîêàæåì, ÷òî {σm} ñõîäèòñÿ ðåãóëÿð-
íî ê w0. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {σmk

}, êîòîðàÿ ðåãóëÿðíî ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó íåâû-
ðîæäåííîìó ÿäðó τ = (M,P, p), ãäå p(P ) = w0. Êàê è â ñëó÷àå 1),
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî M ⊂ C. Ïóñòü imk

� êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ,
èíäóöèðîâàííûå ðåãóëÿðíîé ñõîäèìîñòüþ {σmk

} ê τ . Òàê êàê imk
ïå-

ðåâîäèò êîìïàêòû Q èç M̌(τ) â E, òî â ñèëó òåîðåìû 1 èç [30], ãë. I,
� 2, îòîáðàæåíèÿ imk

|Q îáðàçóþò íîðìàëüíîå ñåìåéñòâî è áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî imk

ñõîäÿòñÿ ê îòîáðàæåíèþ
i : M̌(τ) → E ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â M̌(τ). Â ñèëó ëåììû 1.1
ñóùåñòâóåò n-ëèñòíûé îäíîñâÿçíûé êðóã Kn(w0, ε) = (E, 0, g), ãäå
n = ord(P, τ)+1, w0 = p(P ), ñîäåðæàùèéñÿ â τ , ò. å. ñóùåñòâóåò ìîð-
ôèçì i : Kn(w0, ε)⊂→τ . Ïóñòü E = {ζ ∈ E : 1/4 < |ζ| < 3/4}. Òîãäà
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ðàññòîÿíèå
dC(p ◦ i(E1), z0) > 0. (13.1)

Ìîäóëü äâóñâÿçíîé îáëàñòè E1 ðàâåí 3. Ïîñêîëüêó ìîäóëü äâóñâÿç-
íîé îáëàñòè èíâàðèàíòåí ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè, òî ìîäóëü
îáëàñòåé E

(1)
mk = imk

(E1) òàêæå ðàâåí 3. Èç îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðíîé
ñõîäèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî îáðàç imk

({|ζ| = 1/2}) îêðóæíîñòè ðàäèóñà
1/2 ðàçáèâàåò E íà äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ îäíîñâÿçíà è ñîäåð-
æèò òî÷êó 0 � îòìå÷åííóþ òî÷êó ïîâåðõíîñòè σmk

, ïðè÷åì 0 6∈ E
(1)
mk

(mk-as). Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàíè÷íûå êðèâûå îáëàñòè E
(1)
mk îòäåëÿþò

òî÷êó 0 îò åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Òîãäà îáëàñòü E
(1)
mk ñîäåðæèò

(mk-as) ïî êðàéíåé ìåðå îäíó òî÷êó ζmk
, òàêóþ, ÷òî |ζmk

| < 1/2. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå E

(1)
mk ñîäåðæàëàñü áû â êîëüöå E′ = {1/2 < |ζ| < 1}

è åå ãðàíè÷íûå êîìïîíåíòû ðàçäåëÿëè áû ãðàíè÷íûå êîìïîíåíòû
êîëüöà E′ è òîãäà, ñîãëàñíî [14], ìîäóëü E

(1)
mk íå ïðåâîñõîäèë áû ìî-

äóëÿ E′, êîòîðûé ðàâåí 2.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü òî÷åê {zmk
}, ãäå zmk

= i−1 ◦ i−1
mk

(ζmk
), ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé

òî÷êå z0 ∈ E1, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ζmk
} � ê òî÷êå ζ0 ∈ E. Òàê

êàê fmk
◦ imk

= p íà êîìïàêòàõ â M̌(τ), òî

p ◦ i(z0) = lim
k→∞

p ◦ i(zmk
) = lim

k→∞
fmk

(ζmk
) = f(ζ0) = w0.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (13.1). Òåîðåìà 13.2 äîêàçàíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 13.1.
Ïóñòü σ̃m = (E, 0, gm), m ≥ 1, è σ̃ = (E, 0, g) � óíèâåðñàëüíûå

íàêðûòèÿ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé σm, m ≥ 1, è σ ñîîòâåòñòâåí-
íî, è Gm : E → Mm, m ≥ 1, G : E → M � ñîîòâåòñòâóþùèå íà-
êðûâàþùèå îòîáðàæåíèÿ. Ïî òåîðåìå 10.2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σ̃m}
ñõîäèòñÿ (ðåãóëÿðíî) ê σ̃. Ïóñòü ĩm � êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èí-
äóöèðóåìûå ðåãóëÿðíîé ñõîäèìîñòüþ {σ̃m} ê σ̃. Ôèêñèðóåì òî÷êó
ζ0 ∈ Ě(σ̃)\{0}, ζ0 > 0, è ïóñòü ζm = ĩm(ζ0) (m-as). Ïîñêîëüêó îòîá-
ðàæåíèÿ gm è g îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòà, òî ìîæíî
ïîäîáðàòü èõ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ζm > 0
(m-as).

Ïîêàæåì, ÷òî gm → g, m →∞. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm}
íîðìàëüíà, òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {gmk

}, ñõîäÿùà-
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ÿñÿ ê íåêîòîðîìó îòîáðàæåíèþ g(1) : E → C. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σ̃m} ñõîäèòñÿ (ðåãóëÿðíî) ê σ̃ = (E, 0, g). Ïî-
ýòîìó â ñèëó òåîðåìû 13.2 g(1) 6≡ const è ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè
σ̃(1) = (E, 0, g(1)) è σ̃ ýêâèâàëåíòíû. Çíà÷èò, äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ R
èìååì g(1)(ζ) = g(eiαζ), ζ ∈ E. Ïóñòü ĩmk

è ĩ
(1)
mk � êàíîíè÷åñêèå âëî-

æåíèÿ, èíäóöèðóåìûå ñõîäèìîñòüþ {σ̃mk
} ê σ̃ è σ(1) ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà ĩ
(1)
mk(ζ) = eiαĩmk

(ζ), ζ ∈ Ě(σ̃). Ïî òåîðåìå 13.2 ĩ
(1)
mk(ζ) → ζ,

k →∞ â Ě(σ̃), ïîýòîìó

ζ0 = lim
k→∞

ĩ(1)mk
(ζ) = eiα lim

k→∞
ĩmk

(ζ) = eiα lim
k→∞

ζmk
.

Èç óñëîâèé ζ0 > 0, ζmk
> 0 (mk-as) ñëåäóåò, ÷òî eiα = 1, ïîýòîìó

g(1) = g. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {gm} ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê g. Ñëåäîâàòåëüíî, gm → g, m → ∞. Òîãäà ïî
òåîðåìå 13.2 ĩmk

(ζ) → ζ, ζ ∈ Ě(σ̃).
Ïóñòü Hm = Fm ◦ Gm, hm = p′m ◦ Hm, m ≥ 1, h = f ◦ G. Òîãäà

ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà

C ¾ E - C
gm hm

@
@

@
@R

­
­

­
­À

@
@

@
@R

­
­

­
­À

Mm M ′
m

pm Gm Hm p′m

fm

Fm

6

-

Ïî ñëåäñòâèþ 10.1 Gm ◦ ĩm = im ◦G íà êîìïàêòàõ â Ě(σ̃) (m-as),
à ïî óñëîâèþ òåîðåìû fm ◦ jm → f íà êîìïàêòàõ â M̌(σ). Ïîýòîìó
hm ◦ ĩm = fm ◦ Gm ◦ ĩm = fm ◦ im ◦ G → f ◦ G = h â Ě(σ̃), m → ∞.
Ïî òåîðåìå 1 èç [30], ãë. 2, � 5, ôóíêöèè (ĩm)−1, îïðåäåëåííûå íà
êîìïàêòàõ â Ě(σ̃), ñõîäÿòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê òîæäåñòâåííîìó
îòîáðàæåíèþ. Ïîýòîìó hm = (hm ◦ ĩm) ◦ (ĩm)−1 → h, m →∞ â Ě(σ̃).
Äîêàæåì, ÷òî hm → h â êðóãå E.
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Ïóñòü ζ � ëþáàÿ òî÷êà âåòâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè σ̃. Òîãäà T =
= G(ζ) � òî÷êà âåòâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè σ. Ñîãëàñíî ï. b) îïðåäå-
ëåíèÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè {fm} ê f ñóùåñòâóþò ε,
δ ∈ (0, π/2) òàêèå, ÷òî åñëè êðèâàÿ γ îãðàíè÷èâàåò â σ îäíîñâÿçíûé
n-ëèñòíûé êðóã K ðàäèóñà ε ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ T â
öåíòðå è |γ| ⊂ M̌(σ), à Km � îäíîñâÿçíûé n-ëèñòíûé êðóã â σm,
îãðàíè÷åííûé êðèâîé im(γ), òî

dC(f(T ), fm(Tm)) < δ (13.2)

äëÿ ëþáîé òî÷êè Tm ∈ Km (m-as). Ïóñòü K̃ ⊂ E � îäíîñâÿçíûé
êðóã â σ̃, îãðàíè÷åííûé ïîäíÿòèåì γ̃ êðèâîé γ íà σ̃ (îòíîñèòåëüíî
îòîáðàæåíèÿ G) è ñîäåðæàùèé òî÷êó ζ. Òàê êàê Gm ◦ ĩm = im ◦
G íà êîìïàêòàõ â Ě(σ̃) (m-as), òî êðèâûå γ̃m = im(γ̃) ÿâëÿþòñÿ
ïîäíÿòèÿìè íà σ̃m (îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ Gm) êðèâûõ γm è,
ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷èâàþò íåêîòîðûé n-ëèñòíûé êðóã K̃m â σ̃m

(m-as), ïðè÷åì Gm(K̃m) = Km. Òàê êàê ĩm → id, m →∞, ðàâíîìåð-
íî íà |γ̃|, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè ζ òàêàÿ, ÷òî U ⊂ K̃

è |γ̃m| ∩ U = ∅ (m-as). Ñëåäîâàòåëüíî, U ⊂ K̃m (m-as). Åñëè òî÷êà
ζ ′ ∈ U , òî hm(ζ ′) = fm ◦Gm(ζ ′) = fm(Tm), ãäå Tm = Gm(ζ ′) ∈ Km. Â
ñèëó (13.2) dC(z, hm(ζ ′)) < δ, ζ ′ ∈ U . Â ñèëó [30], ãë. I, � 2, ñåìåéñòâî
{hm} íîðìàëüíî â U . Íî òàê êàê {hm} → h â Ě(σ̃) è ôóíêöèÿ h ìå-
ðîìîðôíà â E, òî ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ â U ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hmk

}
ñõîäèòñÿ ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ê h. Ñëåäîâàòåëüíî, {hm} → h
â E.

Ïî òåîðåìå 13.2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ̃′m = (E, 0, hm), m ≥ 1, ñõî-
äèòñÿ (ðåãóëÿðíî) ê ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ̃′ = (E, 0, h). Îòìåòèì,
÷òî σ̃′m ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì íàêðûòèåì äëÿ σ′m ñ íàêðûâàþùèì
îòîáðàæåíèåì Hm : E → M ′

m. Ïî òåîðåìå 9.4 ñóùåñòâóåò ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {σ′mk

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σ′m}, ñõîäÿùàÿñÿ ðåãó-
ëÿðíî. Òàê êàê σ̃′ � ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óíèâåðñàëüíûõ íà-
êðûòèé � íåâûðîæäåí, òî {σ′mk

} ñõîäèòñÿ ê íåâûðîæäåííîìó ÿäðó
σ′ = (M ′, P ′, p′). Èç îäíîñâÿçíîñòè σ̃′ â ñèëó òåîðåìû 10.3 ñëåäóåò,
÷òî σ̃′ ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì íàêðûòèåì äëÿ σ′. Ïóñòü ĩ′mk

è i′mk
�

êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäóöèðóåìûå ðåãóëÿðíûìè ñõîäèìîñòÿìè
{σ̃′mk

} ê σ̃′ è {σ′mk
} ê σ′ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà Hmk

◦ ĩ′mk
= i′mk

◦H

íà êîìïàêòàõ â Ě(σ̃′) â ñèëó ñëåäñòâèÿ 10.1, ãäå H : E → M ′ �
íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå.
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Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíàÿ áèåêöèÿ F : M → M ′ òà-
êàÿ, ÷òî p′ ◦F = f . Ñíà÷àëà óñòàíîâèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå F : M → M ′, òàêîå, ÷òî p′ ◦ F = f . Ïóñòü Q � ïðîèç-
âîëüíàÿ òî÷êà èç M è γ � êðèâàÿ â M , ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó P ñ Q.
Ïîäíèìåì γ íà E èç òî÷êè 0 îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ G. Åñëè
γ̃ � ýòî ïîäíÿòèå, è γ′ = H(γ̃), òî îïðåäåëèì F (Q) êàê êîíå÷íóþ
òî÷êó êðèâîé γ′. Ïîêàæåì, ÷òî F îïðåäåëåíî êîððåêòíî. Ïðåäïî-
ëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóþò êðèâûå γ1 è γ2, ñîåäèíÿþùèå
òî÷êè P è Q â M òàêèå, ÷òî γ′1 è γ′2 îêàí÷èâàþòñÿ â ðàçëè÷íûõ
òî÷êàõ M ′. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà Q
íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ σ è Q 6∈ G(Ě(σ̃′)). Òîãäà, çàìåíÿÿ
êðèâóþ γ = γ2γ

−
1 íà ãîìîòîïíóþ, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî åå ïîäíÿòèå

γ̃ = γ̃2γ̃
−
1 íà E íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè âåòâëåíèÿ σ̃ è σ̃′, à êðè-

âàÿ γ′ = γ′2(γ
′
1)
− = H(γ̃) ðàçîìêíóòà. Çíà÷èò, ðàçîìêíóòû êðèâûå

γ
(1)
mk = i′mk

◦ H(γ̃) = Hmk
◦ ĩ′mk

(γ̃). Òàê êàê γ
(2)
mk = Hmk

◦ ĩmk
(γ̃) =

= Fmk
◦ Gmk

◦ ĩmk
(γ̃) = Fmk

◦ imk
◦ G(γ̃) = Fmk

◦ imk
(γ), òî êðèâûå

γ
(2)
mk çàìêíóòû.
Ïóñòü T1 è T2 � íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè êðèâîé γ̃, à T

(i)
mk,1

è T
(i)
mk,2 � íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè êðèâîé γ

(i)
mk , i = 1, 2. Òîãäà

H(T1) = H(T2),

Hmk
(T (1)

mk,1) 6= Hmk
(T (1)

mk,2), Hmk
(T (2)

mk,1) = Hmk
(T (2)

mk,2). (13.3)

Âûáåðåì îäíîñâÿçíûå îêðåñòíîñòè U1 è U2 òî÷åê T1 è T2 â ìíîæå-
ñòâå Ě(σ̃)∩Ě(σ̃′) òàê, ÷òîáû H|Ui áûëî èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì,
i = 1, 2, è H(U1) = H(U2). Òàê êàê ĩmk

è ĩ′mk
ñõîäÿòñÿ ê òîæäåñòâåí-

íîìó îòîáðàæåíèþ â Ě(σ̃) è Ě(σ̃′) ñîîòâåòñòâåííî, òî T
(i)
mk,j ∈ Uj ,

i, j = 1, 2. Ïóñòü êðèâàÿ ωmk,1 ñîåäèíÿåò òî÷êè T
(1)
mk,1 è T

(2)
mk,1 â U1. Òî-

ãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êðèâàÿ ωmk,2 â U2, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè
T

(1)
mk,2 è T

(2)
mk,2 â U2 òàêàÿ, ÷òî H(ωmk,1) = H(ωmk,2). Êðèâûå ĩmk

(γ̃)

è γ
(3)
mk = ωmk,1ĩmk

(γ̃)(ωmk,2)− èìåþò êîíöû â òî÷êàõ T
(1)
mk,1 è T

(1)
mk,2,

ïîýòîìó êðèâàÿ

Hmk
(γ(3)

mk
) = Hmk

◦ ĩ′mk
(ωmk,1) ·Hmk

◦ ĩ′mk
(γ̃) ·

(
Hmk

◦ ĩ′mk
(ωmk,2)

)−

ðàçîìêíóòà â ñèëó (13.3). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
Hmk

◦ ĩ′mk
(ωmk,1) = i′mk

◦H(ωmk,1) =
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= (i′mk
◦H(ωmk,2))− = (Hmk

◦ ĩ′mk
(ωmk,2))−,

ïîýòîìó êðèâàÿ Hmk
(γ(3)

mk) çàìêíóòà, êàê è γ
(2)
mk . Ïîëó÷åííîå ïðîòè-

âîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî F îïðåäåëåíî êîððåêòíî. Òàê êàê p′ ◦F = f ,
à p′ è f ãîëîìîðôíû, òî è F ãîëîìîðôíî.

Äîêàæåì, ÷òî F èíúåêòèâíî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññóæäàÿ êàê è
âûøå, ïîëó÷àåì, ÷òî êðèâûå γ

(1)
mk çàìêíóòû, à êðèâûå γ

(2)
mk � ðàçî-

ìêíóòû (mk-as). Îäíàêî ýòè êðèâûå ëèáî îäíîâðåìåííî çàìêíóòû,
ëèáî îäíîâðåìåííî ðàçîìêíóòû. Èòàê, F � ãîëîìîðôíàÿ áèåêöèÿ.
Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî σ′ ýêâèâàëåíòíà ïîâåðõíîñòè (M, P, f)
è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî σ′ = (M, P, f).

Èòàê, èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ðåãóëÿðíî ê σ′. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî èç ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σmk

}
ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ðåãóëÿðíî ñõîäÿùóþñÿ ê
σ′, ïðè÷åì σ′ íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Çíà÷èò,
{σm} ðåãóëÿðíî ñõîäèòñÿ ê σ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè óñëîâèé ï. 1) îñòàëîñü óñòà-
íîâèòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê T ∈ M̌(σ)\{P} è T ′ ∈ M̌ ′(σ′)\{P}
ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè Fm ◦ im(T ) è i′m(T ′) â σ′m ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ ïðè m →∞. Ïóñòü ζ ∈ Ě(σ̃′)∩ Ě(σ̃)\{0} � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà
è T = G(ζ), T ′ = H(ζ) = F (T ). Òîãäà

Fm ◦ im(T ) = Fm ◦ im(G(ζ)) = Fm ◦Gm ◦ ĩm(ζ) = Hm ◦ ĩm(ζ),

i′m(T ′) = i′m ◦H(ζ). Ïóñòü (U, ζ, h) � îäíîñâÿçíûé îäíîëèñòíûé êðóã
ðàäèóñà ε > 0, ñîäåðæàùèéñÿ â σ̃′(ζ). Òàê êàê ĩm è ĩ′m ñòðåìÿòñÿ ê
òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â U , òî ïðè äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèõ m ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ζm} â U òàêàÿ,
÷òî ĩ′m(ζm) = ĩm(ζ). Çíà÷èò, òî÷êà

Fm ◦ im(T ) = Hm ◦ ĩ′m(ζm) = i′m ◦Hm(ζm),

ò. å. ëåæèò â êðóãå ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå i′m(T ′) = i′m ◦H(ζ),
ïîýòîìó ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè Fm ◦ im(T ) è i′m(T ′) íå ïðåâîñ-
õîäèò ε (m-as). Ïîñêîëüêó ε ìîæíî âûáðàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì, òî
ýòî ðàññòîÿíèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è íåîáõîäèìîñòü 1) óñòàíîâëåíà,
ò. ê. óñëîâèå c) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíåíî.
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Òåïåðü äîêàæåì 3). Ïóñòü {fm} → w0, m → ∞, íî {σ′m} íå ñõî-
äèòñÿ (ðåãóëÿðíî) ê w0. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 9.4 ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî {σ′m} ñõîäèòñÿ ðåãóëÿðíî ê íåêîòîðîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ′.
Åñëè σ̃′m = (E, 0, hm) � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå ïîâåðõíîñòè σ′m,
m ≥ 1, òî â ñèëó íîðìàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σ′m} ñóùåñòâó-
åò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hmk

}, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ãî-
ëîìîðôíîìó îòîáðàæåíèþ h. Ïîñêîëüêó σ′ � íåâûðîæäåííîå ÿäðî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σ′m}, òî ÿäðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σ̃′m} òàêæå
íåâûðîæäåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, h 6≡ const â ñèëó òåîðåìû 13.2. Ïî-
ñêîëüêó hm ◦ ĩm = fm ◦ Gm ◦ ĩm = fm ◦ im ◦ G → f ◦ G â Ě(σ̃) è ĩm
ñòðåìèòñÿ ê òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â
Ě(σ̃), òî hm → f◦G, m →∞, â Ě(σ̃). Òàêèì îáðàçîì, h = f◦G ≡ w0 �
ïðîòèâîðå÷èå. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ 3) òåîðåìû óñòàíîâëåíà.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî {σ′m} � íîðìàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hm = fm ◦ Gm, m ≥ 1, íîðìàëü-
íà â E. Ïóñòü {hmk

} � ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ
ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â E ê ôóíêöèè h. Òîãäà

fmk
◦ imk

◦G = fmk
◦Gmk

◦ ĩmk
= hmk

◦ imk
→ h k →∞,

ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â Ě(σ̃), ñëåäîâàòåëüíî, fmk
◦ imk

ñõîäèòñÿ ëî-
êàëüíî ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â M̌(σ) ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f̌
òàêîé, ÷òî f̌ ◦G = h.

Äîêàæåì, ÷òî {fmk
} ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f : M → C

òàêîé, ÷òî f |M̌(σ) = f̌ . Ïóñòü T ∈ M\M̌(σ) è n = ord(T, σ) + 1.
Ôèêñèðóåì òî÷êó ζ ∈ E òàêóþ, ÷òî G(ζ) = T . Òàê êàê {hmk

} → ∞,
mk → ∞, òî ñóùåñòâóþò δ ∈ (0, π/2) è îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü U
òî÷êè ζ â E òàêèå, ÷òî

dC(h(ζ), hmk
(z)) < δ (13.4)

äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ U (mk-as). Â ñèëó ëåììû 1.1 ñóùåñòâóåò îá-
ëàñòü Ṽ ⊂⊂ U òàêàÿ, ÷òî

(
Ṽ , ζ, g|

Ṽ

)
� n-ëèñòíûé îäíîñâÿçíûé êðóã

íàä C ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ â öåíòðå, åñëè n > 1. Òàê êàê
ãðàíè÷íàÿ êðèâàÿ γ̃ îáëàñòè Ṽ êîìïàêòíî ñîäåðæèòñÿ â E, òî êðè-
âûå γ̃mk

= ĩmk
(γ̃) ëåæàò â U (mk-as) è îãðàíè÷èâàþò îáëàñòè Ṽmk

â
U òàêèå, ÷òî

(
Ṽmk

, ζ, gmk
|
Ṽmk

)
� îäíîñâÿçíûå n-ëèñòíûå êðóãè íàä

C. Ìîæíî âûáðàòü Ṽ íàñòîëüêî ìàëîé, ÷òîáû G áûëî èíúåêòèâíî
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íà Ṽ . Òîãäà êðèâàÿ γ = G(γ̃) îãðàíè÷èâàåò îäíîñâÿçíûé n-ëèñòíûé
êðóã (V, T, p|V ), ãäå V = G(Ṽ ). Èç îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðíîé ñõîäèìî-
ñòè {σmk

} ê σ ñëåäóåò, ÷òî êðèâûå

γmk
= Gmk

(γ̃mk
) = Gmk

◦ ĩmk
(γ̃) = imk

◦G(γ̃) = i(γ)

îãðàíè÷èâàþò îäíîñâÿçíûå n-ëèñòíûå êðóãè
(
Vmk

, Tmk
, p|Vmk

)
â σmk

(mk-as), ãäå Tmk
= Gmk

(T ). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî Vmk
= Gmk

(Ṽmk
)

è îòîáðàæåíèå Gmk
èíúåêòèâíî íà Ṽmk

(mk-as).
Èç (13.4) ñëåäóåò, ÷òî dC(h(ζ), h(z)) < δ, z ∈ U , ïîýòîìó

dC(h(ζ), f̌(z)) ≤ δ < π/2, S ∈ V \{T}.

Èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ âûòåêàåò, ÷òî f̌ èìååò óñòðàíèìóþ îñîáåí-
íîñòü â òî÷êå T . Ïîëîæèì f(T ) = h(ζ). ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ f , äî-
îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì â ëþáîé òî÷êå âåòâëåíèÿ ïîâåðõíî-
ñòè M , ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé. Ïóñòü Tmk

∈ Vmk
è zmk

� òî÷êà
èç Ṽmk

, òàêàÿ, ÷òî Gmk
(zmk

) = Tmk
. Òîãäà dC(f(T ), fmk

(Tmk
)) =

= dC(h(ζ), fmk
◦ Gmk

(zmk
)) = dC(h(ζ), hmk

(zmk
)) < δ â ñèëó (13.4).

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî {fmk
} ñõîäèòñÿ ê f ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî.

Åñëè {σ′m} → w0, m → ∞, òî {fmk
} → w0. Äåéñòâèòåëüíî, â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå, â ñèëó óæå óñòàíîâëåííîé íåîáõîäèìîñòè 1) ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {σ′m} ñõîäèëàñü áû ê íåòðèâèàëüíîìó ÿäðó. Àíà-
ëîãè÷íî ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè â {fm}
ìîæíî âûäåëèòü åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê w0. Çíà-
÷èò, {fm} → w0 è äîñòàòî÷íîñòü 3) óñòàíîâëåíà.

Ïóñòü òåïåðü {σ′m} ñõîäèòñÿ ñ ñîõðàíåíèåì ñâÿçíîñòè ê íåòðè-
âèàëüíîìó ÿäðó σ′ = (M ′, P ′, p′). Òîãäà h 6≡ const, è, ñëåäîâàòåëü-
íî, f 6≡ const. Ïðèìåíÿÿ äîêàçàííóþ íåîáõîäèìîñòü óòâåðæäåíèÿ 1)
è óòâåðæäåíèå 2) òåîðåìû, çàêëþ÷àåì î òîì, ÷òî f = p′ ◦ F , ãäå
F : M → M ′ åñòü íåêîòîðàÿ ãîëîìîðôíàÿ áèåêöèÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê T ∈ M̌(σ) è T ′ ∈ M̌ ′(σ′)
ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè Fm ◦ im(T ) è i′m(T ′) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
ïðè m → ∞, òî T ′ = F (P ). Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó T ′ ∈ M̌ ′(σ′),
òî ñóùåñòâóåò îäíîëèñòíûé êðóã (U ′, T ′, P ′|U ′) ñ öåíòðîì â òî÷êå T ′,
ëåæàùèé â σ′(T ′). Òàê êàê U ′ îäíîñâÿçåí, ïî òåîðåìå î ìîíîäðîìèè
ñóùåñòâóåò êðóã (W, ζ ′, h|W ) â σ̃′ òàêîé, ÷òî H îòîáðàæàåò ãîìåî-
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ìîðôíî W íà W ′. Ïî óñëîâèþ, Fmk
◦ imk

(T ) ∈ i′mk
(U ′) (mk-as), ïî-

ýòîìó ñóùåñòâóþò òî÷êè ζmk
òàêèå, ÷òî i′mk

◦H(ζmk
) = Fmk

◦ imk
(T )

(mk-as), ïðè÷åì {ζmk
} → ζ ′, mk →∞. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ζ ∈ E

òàêîâî, ÷òî G(ζ) = T , òî

Fmk
◦ imk

(T ) = Fmk
◦ imk

(G(ζ)) = Fmk
◦Gmk

◦ ĩmk
(ζ) = H ◦ ĩmk

(ζ).

Òàê êàê Hmk
: E → M ′

mk
� óíèâåðñàëüíîå íàêðûâàþùåå îòîáðà-

æåíèå è Hmk
◦ ĩmk

(ζ) = Hmk
◦ ĩ′mk

(ζmk
), òî ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçî-

âàíèå íàëîæåíèÿ, ò. å. äðîáíî-ëèíåéíûé àâòîìîðôèçì Amk
êðóãà

E òàêîé, ÷òî Amk
(ζmk

) = ζ ′mk
, ãäå ζmk

= ĩmk
(ζ), ζ ′mk

= ĩ′mk
(ζmk

).
Òàê êàê ñåìåéñòâî äðîáíî-ëèíåéíûõ àâòîìîðôèçìîâ E îòíîñèòåëüíî
êîìïàêòíî, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî {Amk

}
ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê íåêîòîðîìó îòîáðàæåíèþ A, ïðè-
÷åì A � ëèáî àâòîìîðôèçì E, ëèáî êîíñòàíòà, ïî ìîäóëþ ðàâíàÿ
åäèíèöå. ßñíî, ÷òî A(ζ) = limk→∞Amk

(ζmk
) = limk→∞ ζ ′mk

= ζ ′, ïî-
ýòîìó A 6≡ const. Äîêàæåì, ÷òî A � ïðåîáðàçîâàíèå íàëîæåíèÿ äëÿ
íàêðûòèÿ H : E → M ′.

Èìååì Hmk
◦Amk

= Hmk
, ïîýòîìó

Hmk
◦ ĩ′mk

◦ (̃i′mk
)−1 ◦Amk

◦ ĩ′mk
= Hmk

◦ ĩ′mk
(mk-as)

íà êîìïàêòàõ â EA = Ě(σ̃′) ∩A(Ě(σ̃′)), ñëåäîâàòåëüíî,

H ◦ (̃i′mk
)−1Amk

◦ ĩ′mk
= H

âíóòðè EA. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî i′mk
è (i′mk

)−1 ñòðåìÿòñÿ íà êîìïàêòàõ â
EA ê òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ, çàêëþ÷àåì, ÷òî H ◦A = H, ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òàê êàê ζ ′ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè σ̃′ è A(ζ) =
= ζ ′, ãäå A � ïðåîáðàçîâàíèå íàëîæåíèÿ äëÿ óíèâåðñàëüíîãî íàêðû-
òèÿ H : E → M ′, òî ζ òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ äëÿ σ̃′.
Èñïîëüçóÿ äîêàçàííîå âûøå, ïîëó÷àåì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êà-
ìè Fmk

◦imk
(T ) è i′mk

(T ′′), ãäå T ′′ = F (T ), ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Çíà÷èò,
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè i′mk

(T ′) è i′mk
(T ′′),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî T ′ = T ′′ = F (T ).
Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äëÿ ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó-

÷àåì, ÷òî ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç {fm} ñîäåðæèò ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê f = p′ ◦ F , ãäå
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F : M → M ′ � ãîëîìîðôíàÿ áèåêöèÿ è F (T ) = T ′. Îñòàëîñü äîêà-
çàòü, ÷òî f íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Åñëè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü fm◦im(T ) îãðàíè÷åíà â C è ψ : E → M̌(σ) � îäíîëèñò-
íîå ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå, òàêîå, ÷òî ψ(0) = T , ψm = fm ◦ im ◦ψ,
m ≥ 1, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü arg(ψ′m(0)) ñõîäèòñÿ ê êîíñòàíòå α, òî
íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ = f ◦ ψ àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè
íóëÿ (êàê îòîáðàæåíèå â êîíå÷íóþ ïëîñêîñòü C) è arg(ϕ′(0)) = α.
Åñëè Fi : M → M ′, i = 1, 2, � äâà ãîëîìîðôíûõ ãîìåîìîðôèçìà
è fi = p′ ◦ Fi, i = 1, 2, òî ïóñòü G1 : E → M � óíèâåðñàëüíîå
íàêðûòèå, òàêîå, ÷òî G1(0) = T . Òîãäà Hi = Fi ◦ G1 : E → M ,
i = 1, 2, � äâà óíèâåðñàëüíûõ íàêðûòèÿ, ïðè÷åì H1(0) = H2(0).
Ñëåäîâàòåëüíî, H2(ζ) = H1(eiϑζ) äëÿ íåêîòîðîãî ϑ ∈ R. Èìååì
Fi ◦ G1 = Fi ◦ ψ ◦ r(ζ), ãäå r = ψ−1 ◦ G1 : E → E, r(0) = 0. Ïîýòîìó
f2 ◦ψ ◦r(ζ) = f1 ◦ψ ◦r(eiϑζ), îòêóäà (f2 ◦ψ)′(0) = eiϑ(f2 ◦ψ)′(0). Åñëè
arg(fi ◦ψ)′(0) = α, i = 1, 2, òî ϑ = 0, îòêóäà F1 = F2 è f1 = f2, ò. å. 1)
ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

Ñïðàâåäëèâîñòü 4) ñëåäóåò èç ïðèìåíåíèÿ 1) ê îáðàòíûì ôóíê-
öèÿì F−1

m : M ′
m → Mm, m ≥ 1. Òåîðåìà 13.1 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 13.1 Åñëè íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûõ êîíôîðì-
íûõ îòîáðàæåíèé ïîâåðõíîñòè M íà ñåáÿ, îñòàâëÿþùèõ òî÷êó P
íåïîäâèæíîé, òî óñëîâèÿ b) è c) òåîðåìû 13.1 ìîæíî îïóñòèòü, ïî-
ñêîëüêó îíè íóæíû ëèøü äëÿ óñòàíîâëåíèÿ åäèíñòâåííîñòè êîí-
ôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ F : M → M ′.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì îäíî ñëåäñòâèå òåîðåìû 13.2. Íàïîìíèì,
÷òî äëÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ = (R, P, π) ãèïåðáîëè÷åñêîãî òè-
ïà íàä C ìîæíî îïðåäåëèòü ïëîòíîñòü ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêè
λσ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü F : E → R̃ � íåêîòîðîå êîíôîðì-
íîå îòîáðàæåíèå, ãäå R̃ � óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå R, è f = π ◦ F .
Åñëè òî÷êà Q íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ σ è ζ ∈ f−1(Q), òî â
îêðåñòíîñòè ζ îòîáðàæåíèå f ëîêàëüíî îäíîëèñòíî. Ïóñòü

λσ(Q) =
1

f ′(ζ)(1− |ζ|2) .

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî λσ(Q) íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè ζ (ñì., íàïð.,
[49], ãë. 2).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì. òàêæå [142]).
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Ñëåäñòâèå 13.1 Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðèìàíîâûõ ïîâåðõ-
íîñòåé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà σn íàä C ñõîäèòñÿ ê ïîâåðõíîñòè
σ = (R, P, π) ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ñ ñîõðàíåíèåì ñâÿçíîñòè. Òî-
ãäà λσn → λσ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â Ř(σ). Â ÷àñòíîñòè, åñëè
ãèïåðáîëè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè σn íàä C íå ñîäåðæàò òî÷åê âåòâ-
ëåíèÿ è ñõîäÿòñÿ ê ãèïåðáîëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè σ, òî λσn → λσ

ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â R.

Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåì 10.1, 10.2 è 13.2.
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ñõîäèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé

Â ýòîì ïàðàãðàôå óñòàíîâèì òåîðåìû î ñâÿçè ñõîäèìîñòè ê ÿäðó
îäíîñâÿçíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ñî ñõîäèìîñòüþ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ èì ôóíêöèé.

Ïóñòü σm = (Mm, Pm, pm), m ≥ 1, � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðèìàíî-
âûõ ïîâåðõíîñòåé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà íàä C, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåòðè-
âèàëüíîìó îäíîñâÿçíîìó ÿäðó σ = (M,P, p) ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.
Ïóñòü n = ord(P, σ)+1 è ε íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî ñóùåñòâóåò êðèâàÿ γ
â M̌(σ), ðàçáèâàþùàÿ M íà äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ ñîäåðæèò P
è ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì n-ëèñòíûì êðóãîì íàä C ñ åäèíñòâåííîé
òî÷êîé âåòâëåíèÿ â öåíòðå, åñëè n > 1. Ïî îïðåäåëåíèþ ñõîäèìîñòè
ê ÿäðó êðèâûå γm = im(γ), ãäå im � êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäó-
öèðóåìûå ñõîäèìîñòüþ {σm} ê σ, ðàçáèâàåò σm íà äâå ÷àñòè, îäíà
èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ n-ëèñòíûì îäíîñâÿçíûì êðóãîì, ñîäåðæàùèì
òî÷êó Pm (m-as). Ïóñòü Mε è Mε

m (m-as) ïîëó÷àþòñÿ èç M è Mm

óäàëåíèåì n-ëèñòíûõ êðóãîâ, ñîäåðæàùèõ òî÷êè P è Pm è îãðàíè-
÷åííûõ γ è γm ñîîòâåòñòâåííî.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm} ñõîäèòñÿ ê σ
ñ ñîõðàíåíèåì ìîäóëÿ, åñëè mod(Mε) = limm→∞mod(Mε

m), ãäå
mod(Q) îçíà÷àåò ìîäóëü äâóñâÿçíîé îáëàñòè Q.

Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå â òåîðåìå 14.1 ýòî îïðåäåëåíèå íå çà-
âèñèò îò âûáîðà ε > 0.

Ïðèìåð 14.1Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σm = (E, 0, z+(2z)m) ñõîäèòñÿ
ê σ = (E, 0, z/2) ñ êàíîíè÷åñêèìè âëîæåíèÿìè im(z) → i(z) = z/2,
z ∈ E. Òàêèì îáðàçîì,

mod(Mε) = (1/2π) ln ctg(ε) 6= (1/2π) ln ctg(ε/2) = lim
m→∞

mod(Mε
m),

è ñõîäèìîñòü {σm} ê σ ïðîèñõîäèò áåç ñîõðàíåíèÿ ìîäóëÿ.

Òåîðåìà 14.1 Ïóñòü f , fm : E → C, m ≥ 1, � íåêîòîðàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fm}
ñõîäèòñÿ ê f ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé σm = (E, 0, fm),
m ≥ 1, ñõîäèòñÿ ê σ = (E, 0, f) ñ ñîõðàíåíèåì ìîäóëÿ è äëÿ íåêî-
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òîðîé òî÷êè ζ0 ∈ Ě(σ)\{0} èìååì im(ζ0) → ζ0, m → ∞, ãäå im �
êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäóöèðóåìûå ñõîäèìîñòüþ {σm} ê σ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {fm} → f 6≡ const. Ñîãëàñ-
íî òåîðåìå 13.2 ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σm = (E, 0, fm) ñõîäÿòñÿ ê
σ = (E, 0, f). Äîêàæåì, ÷òî ñõîäèìîñòü ïðîèñõîäèò ñ ñîõðàíåíèåì
ìîäóëÿ. Ïóñòü γ � êðèâàÿ â E, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáëàñòü D â E,
ñîäåðæàùóþ íà÷àëî êîîðäèíàò òàêàÿ, ÷òî γ ∈ Ě(σ) è (D, 0, f |D) �
n-ëèñòíûé êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå 0 ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ
â öåíòðå, åñëè n > 1. Åñëè im � êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäóöèðó-
åìûå ñõîäèìîñòüþ {σm} ê σ, òî êðèâûå γm = im(γ) îãðàíè÷èâàþò
n-ëèñòíûé îäíîñâÿçíûé êðóã â σm, ñîäåðæàùèé òî÷êó 0 (m-as). Ïóñòü
mod(E/D) = l è δ = e−2πl. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíôîðìíîå îòîáðàæå-
íèå ϕ êîëüöà E(δ) = {ζ ∈ C : δ < |ζ| < 1} íà D. Ïîñêîëüêó êðèâàÿ γ
àíàëèòè÷íà (îíà ïåðåõîäèò â n-êðàòíî îáõîäèìóþ îêðóæíîñòü ïðè
àíàëèòè÷åñêîì îòîáðàæåíèè f), òî îòîáðàæåíèå ϕ : E(δ) → D ìîæíî
ïðîäîëæèòü â áîëåå øèðîêîå êîëüöî E(δ1) = {ζ ∈ C : δ1 < |ζ| < 1},
ãäå 0 < δ1 < δ. Ïóñòü ϕ1 : E(δ1) → C � ýòî ïðîäîëæåíèå. Ôèêñèðóåì
ìàëîå ε > 0. Òàê êàê im ñòðåìèòñÿ ê òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ
ïðè m →∞, òî êðèâûå γm ëåæàò â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè
êðèâîé γ, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæàòñÿ â ϕ1(E(δ1)) (m-as). Ïðè ýòîì
êðèâûå ϕ−1

1 (γm) ëåæàò â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè êðèâîé
ϕ−1

1 (γ), îáõîäÿùåé îêðóæíîñòü {|ζ| = δ}, â ÷àñòíîñòè, â êðóãîâîì
êîëüöå {δ2 < |ζ| < δ3}, ãäå δ2 = e−2π(l+ε), δ3 = e−2π(l−ε), è ãîìîòîïíà
êðèâîé ϕ−1

1 (γ) â ýòîì êîëüöå. Ïóñòü Qm � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ
êðèâîé ϕ−1

1 (γm) è îêðóæíîñòüþ {|ζ| = 1}. Òîãäà E(δ2) ⊂ Qm ⊂
⊂ E(δ3), ñëåäîâàòåëüíî,

l − ε = mod(E(δ3)) ≤ mod(Qm) ≤ mod(E(δ2)) (m-as).

Åñëè Dm � îáëàñòü â E, îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé γm è îêðóæíîñòüþ
{|ζ| = 1}, òî ϕ1 îòîáðàæàåò Qm êîíôîðìíî íà Dm, ò. å. mod(Dm) =
= mod(Qm) (m-as). Ñëåäîâàòåëüíî,

|mod(Dm)−mod(D)| = |mod(Qm)− l| ≤ ε (m-as),

÷òî ïîêàçûâàåò, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε, ÷òî mod(Dm) → mod(D)
ïðè m →∞. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ {σm} → σ ñ ñîõðàíåíèåì ìîäóëÿ.

Ïóñòü òåïåðü ζ0 ∈ Ě(σ)\{0}. Òîãäà im(ζ0) → ζ0, m → ∞. Ýòî
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè òåîðåìû.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü σm = (E, 0, fm), m ≥ 1, ñõîäèòñÿ ê σ =
= (E, 0, f) ñ ñîõðàíåíèåì ìîäóëÿ. Ðàññìîòðèì êðèâóþ γ â Ě(σ), ðàç-
áèâàþùóþ σ íà äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ åñòü n-ëèñòíûé êðóã
ñ öåíòðîì â íóëå ðàäèóñà ε ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ â 0,
åñëè n > 1. Ïóñòü γm = im(γ) (m-as) è γm ðàçáèâàåò σm íà äâå
÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ åñòü îäíîñâÿçíûé n-ëèñòíûé êðóã, ñîäåðæà-
ùèé íà÷àëî êîîðäèíàò. Åñëè Mε = Int(γ), Mε

m = Int(γm) (m-as), òî
mod(Mε

m) → mod(Mε) ïðè m →∞.
Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà Q â Ě(σ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîëèñòíûõ

îòîáðàæåíèé im|Q : Q → E ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà, ïîýòîìó íîð-
ìàëüíà. Ðàññìàòðèâàÿ êîìïàêòíîå èñ÷åðïàíèå Ě(σ) îáëàñòÿìè Qn,
n ≥ 1, è ïðèìåíÿÿ äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {imk

}, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé îäíî-
ëèñòíîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè i : Ě(σ) → E. Ïîñêîëüêó ìíîæå-
ñòâî òî÷åê âåòâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè σ äèñêðåòíî, òî i ïðîäîëæàåòñÿ
äî îòîáðàæåíèÿ i : E → E.

Äîêàæåì, ÷òî i 6≡ const. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå i(ζ) ≡ ζ0 ∈ E.
Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî [14], ãë. 3, äëÿ ëþáîãî êîíòèíóóìà C, ëåæà-
ùåãî â E è ñîäåðæàùåãî òî÷êè 0 è w 6= 0, ìîäóëü äâóñâÿçíîé îá-
ëàñòè E\C íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà m(r) = mod(E\Cr), ãäå Cr � îò-
ðåçîê {ζ | 0 ≤ Re ζ ≤ r, Im ζ = 0}, r = |w|, ïðè÷åì m(r) → 0 ïðè
r → 1, òî òî÷êè êðèâîé γm ëåæàò â íåêîòîðîì êðóãå {|ζ| ≤ R},
R < 1; èíà÷å äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {m′

l} ìîäóëü
îáëàñòè Mε

m′
l
ñòðåìèëñÿ áû ê íóëþ ïðè l → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî,

|ζ0| = limk→∞ |imk
(ζ)| ≤ R, ζ ∈ |γ|, ïîýòîìó |ζ0| < 1.

Åñëè Kr � êðóã ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå ζ0, ñîäåðæàùèé-
ñÿ êîìïàêòíî â E, òî |γmk

| ⊂ Kr (mk-as), ïîñêîëüêó imk
ñõîäèò-

ñÿ ðàâíîìåðíî ê ζ0 íà |γ|. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
mod(Mε

mk
) ≥ mod(E\Kr) (m-as). Ïîñêîëüêó mod(E\Kr) → ∞ ïðè

r → 0, òî mod(Mε
mk

) → ∞ ïðè k → ∞ � ïðîòèâîðå÷èå, äîêàçûâàþ-
ùåå, ÷òî i 6≡ const.

Ïîñêîëüêó imk
îäíîëèñòíû, òî i îäíîëèñòíà â Ě(σ), à, çíà÷èò,

è â E. Äîêàæåì, ÷òî i(E) = E. Òàê êàê imk
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî

ê i íà |γ|, òî êðèâûå γmk
ëåæàò â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè

êðèâîé i(γ). Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ïðè
äîêàçàòåëüñòâå íåîáõîäèìîñòè óñëîâèÿ òåîðåìû, óáåæäàåìñÿ, ÷òî

mod(E\ Int(i(γ))) = lim
k→∞

mod(E\ Int(i(γmk
))) =
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= lim
k→∞

mod(Mε
mk

) = mod(Mε) = mod(E\ Int(γ)).

Îáëàñòü i(Mε) ëåæèò â E\ Int(i(γ)), ïîýòîìó åå ìîäóëü íå ïðå-
âîñõîäèò mod(E\ Int(i(γ))) = mod(Mε) è çíàê ðàâåíñòâà èìååò ìå-
ñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè îáëàñòè ñîâïàäàþò. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, i(Mε) ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì îáðàçîì îáëàñòè Mε, ñëåäî-
âàòåëüíî, â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ìîäóëÿ mod(i(Mε)) = mod(Mε).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî i(E\ Int(γ)) = E\ Int(i(γ)), ïîýòîìó i(E) = E.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî i(0) = 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ω � êðè-
âàÿ â E, îãðàíè÷èâàþùàÿ ìàëûé n-ëèñòíûé êðóã â σ ñ öåíòðîì â
íóëå, òî imk

(ω) îãðàíè÷èâàåò n-ëèñòíûé êðóã â σmk
, ñîäåðæàùèé

íà÷àëî êîîðäèíàò, ïîýòîìó i(ω) êàê ïðåäåë êðèâûõ imk
(ω) îãðàíè-

÷èâàåò îáëàñòü, ñîäåðæàùóþ âíóòðè èëè íà ãðàíèöå òî÷êó 0. Çíà÷èò,
i(0) = 0 è i(ζ) = eiαζ, α ∈ R. Òàê êàê i(ζ0) = limk→∞ imk

(ζ0) = ζ0,
ζ0 6= 0, òî eiα = 1 è i(ζ) = ζ, ζ ∈ E.

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{imk

} ñóùåñòâóåò åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ëîêàëüíî
ðàâíîìåðíî ê òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ â Ě(σ). Ñëåäîâàòåëüíî,
{im} → i, m →∞, ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â Ě(σ).

Â ñèëó òåîðåìû 13.2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü i−1
m ñõîäèòñÿ ëîêàëüíî

ðàâíîìåðíî â i(Ě(σ)) ê i−1. Ïîýòîìó fm = f ◦ i−1
m → f ◦ i−1 = f

ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â i(Ě(σ)) = Ě(σ). Äîêàæåì, ÷òî {fm} → f
ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â E. Ïóñòü ζ � òî÷êà âåòâëåíèÿ σ ïîðÿäêà
(k − 1). Âûáåðåì ëþáîå ìàëîå ε > 0 è ïóñòü (D, ζ, f |D) � k-ëèñòíûé
îäíîñâÿçíûé êðóã ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ â ζ, îãðàíè÷åí-
íûé êðèâîé γ â Ě(σ), ðàäèóñà, ìåíüøåãî ε. Òîãäà im(γ) îãðàíè÷èâàåò
k-ëèñòíûé êðóã (Dm, ζm, f |Dm) ðàäèóñà r (m-as). Ïîñêîëüêó im(γ) →
γ, m →∞, òî òî÷êà ζ ëåæèò âî âñåõ îáëàñòÿõ Dm (m-as). Â ñèëó ïðî-
èçâîëüíîñòè ε ïîëó÷àåì, ÷òî {fm} → f ïîòî÷å÷íî, à, ñëåäîâàòåëüíî,
è ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â E. Òåîðåìà 14.1 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 14.1 Âìåñòî óñëîâèÿ im(ζ0) → ζ0, m → ∞, ìîæíî
ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû f

(n)
m (0) → f

(n)
m (0), m → ∞, ãäå n = ord(0, σ) + 1

â ñëó÷àå, åñëè f(0) 6= ∞, è (1/fm)(n)(0) → (1/f)(n)(0), m → ∞,
â ñëó÷àå, åñëè f(0) = ∞.

Çàìå÷àíèå 14.2 Ñõîäèìîñòü ñ ñîõðàíåíèåì ìîäóëÿ ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà îáåñïå÷èâàåò íîðìàëüíîñòü ñî-
îòâåòñòâóþùåãî èì ñåìåéñòâà îòîáðàæàþùèõ ôóíêöèé.
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Òåïåðü îáñóäèì âîïðîñ î ñõîäèìîñòè îäíîñâÿçíûõ ðèìàíîâûõ ïî-
âåðõíîñòåé â ñëó÷àå, êîãäà íîðìèðîâêà îòîáðàæàþùèõ ôóíêöèé ïðî-
èçâîäèòñÿ íå âî âíóòðåííåé òî÷êå (êàê â òî÷êå 0 â òåîðåìå 14.1), à â
òðåõ ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ.

Ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü σ = (M, P, p) � îä-
íîñâÿçíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà íàä C è
F : E → M � íåêîòîðîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå. Ñå÷åíèåì åäè-
íè÷íîãî êðóãà íàçîâåì ïðîñòóþ êðèâóþ γ, ëåæàùóþ â E (çà èñ-
êëþ÷åíèåì êîíöîâ) è ñîåäèíÿþùóþ äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè. Ïóñòü z : [0, 1] → E � ïðåäñòàâëåíèå γ è γ � îòêðûòàÿ
äóãà êðèâîé γ ñ ïðåäñòàâëåíèåì z : (0, 1) → E, ò. å. γ ïîëó÷àåòñÿ èç
γ óäàëåíèåì êîíöåâûõ òî÷åê. Òîãäà êðèâóþ F (γ) íàçîâåì ñå÷åíèåì
ïîâåðõíîñòè σ.

Ïóñòü {γn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñå÷åíèé E, îáëàäàþùèõ ñâîé-
ñòâîì: êàæäàÿ êðèâàÿ γn ðàçáèâàåò E íà äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ
� δn � íå ñîäåðæèò òî÷êó 0, ïðè÷åì δn+1 ⊂ δn, n ≥ 1, è ∩∞n=1δn =
= eiϑ ∈ ∂E. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γn} íàçûâàåòñÿ öåïüþ ñå÷åíèé
åäèíè÷íîãî êðóãà E, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {δn} �
öåïüþ îáëàñòåé. Äâå öåïè ñå÷åíèé {γ1

n} è {γ2
n} íàçûâàþòñÿ ýêâèâà-

ëåíòíûìè, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ ðàâíîñèëüíûõ óñëîâèé:
a) åñëè {δ1

n} è {δ2
n} � ñîîòâåòñòâóþùèå èì öåïè îáëàñòåé, òî

∩∞n=1δ
1
n = ∩∞n=1δ

2
n = eiϑ;

b) äëÿ ëþáîãî n ≥ 1 ñóùåñòâóåò m ≥ 1, òàêîå, ÷òî δ1
m ⊂ δ2

n,
δ2
m ⊂ δ1

n.
Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè x öåïåé ñå÷åíèé {γn} íàçûâàåòñÿ ïðî-

ñòûì êîíöîì åäèíè÷íîãî êðóãà, ñîîòâåòñòâóþùèì òî÷êå eiϑ (ñì.,
íàïð., [30], [46], [92], [93], [178]). Ìîæíî îòîæäåñòâèòü x ñ òî÷êîé
eiϑ ∈ E.

Åñëè {γn} � öåïü ñå÷åíèé E, òî íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{F (γn)} öåïüþ ñå÷åíèé ïîâåðõíîñòè σ, à îáðàç {F (γn)} ñîîòâåòñòâó-
þùåé öåïè îáëàñòåé {δn} � öåïüþ îáëàñòåé ïîâåðõíîñòè σ. Íà ìíî-
æåñòâå öåïåé ñå÷åíèé σ èíäóöèðóåòñÿ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè:
{F (γ1

n)} ýêâèâàëåíòíà {F (γ2
n)}, åñëè {γ1

n} ýêâèâàëåíòíà {γ2
n}. Êëàññ

ýêâèâàëåíòíîñòè öåïåé ñå÷åíèé {F (γn)} ïîâåðõíîñòè σ íàçîâåì ïðî-
ñòûì êîíöîì σ.

Îòìåòèì, ÷òî ìû ââîäèì è ðàññìàòðèâàåì çäåñü ëèøü ãðàíè÷íûå
ïðîñòûå êîíöû ïîâåðõíîñòè.
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Ïóñòü y � ïðîñòîé êîíåö σ è {F (γn)} � åãî ïðåäñòàâèòåëü. Åñ-
ëè x = eiϑ � ïðîñòîé êîíåö E ñ ïðåäñòàâèòåëåì {γn}, òî ïîëàãàåì
F (x) = y. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå F ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðà-
æåíèÿ F : E → M = M ∪PE(M), ãäå PE(M) � ìíîæåñòâî ïðîñòûõ
êîíöîâ σ. Ââåäåì íà M òîïîëîãèþ, ñîãëàñîâàííóþ ñ òîïîëîãèåé M ,
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îêðåñòíîñòü U ïðîñòîãî êîíöà y ñ ïðåäñòàâèòå-
ëåì {F (γn)} è ñîîòâåòñòâóþùåé åìó öåïüþ îáëàñòåé {F (δn)} îïðåäå-
ëÿåòñÿ ëþáûì ïîäìíîæåñòâîì Q â M , òàêèì, ÷òî F (δn) ⊂ Q (n-as).
Ïî îïðåäåëåíèþ U ñîñòîèò èç òî÷åê S ∈ Q, à òàêæå ïðîñòûõ êîíöîâ
x1 ñ ïðåäñòàâèòåëÿìè {F (γ1

n)} è ñîîòâåòñòâóþùåé åìó öåïüþ îáëà-
ñòåé {F (δ1

n)}, ÷òî F (δ1
n) ⊂ Q (n-as). Îêðåñòíîñòü òî÷åê èç M îïðåäå-

ëÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå
F : E → M ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðèìåíÿòü òàêæå îáîçíà÷åíèÿ Γn = F (γn),
Dn = F (δn), n ≥ 1. Âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå öåïåé ñå÷åíèé
{Γn}, îïðåäåëÿþùèõ ïðîñòûå êîíöû çàäàííîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíî-
ñòè σ âíóòðåííèì îáðàçîì, ò. å. â òåðìèíàõ ñàìîé σ, áåç ïðèâëå÷åíèÿ
îòîáðàæåíèÿ F , êîòîðîå, êàê ïðàâèëî, â ÿâíîì âèäå íåèçâåñòíî.

Îïèøåì, êàê ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî äëÿ êîíå÷íîëèñòíûõ ïî-
âåðõíîñòåé è ïîâåðõíîñòåé σ = (M, P, p), òàêèõ, ÷òî p(M) 6= C.
Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ïîíÿòèå äîñòèæèìîé ãðàíè÷íîé òî÷êè ïîâåðõ-
íîñòè σ. Ïóñòü Γ � êðèâàÿ íà M ñ ïðåäñòàâëåíèåì z : [0,∞) → M ,
ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà Q â M ñóùåñòâóåò t0 ∈ [0,∞) òàêîå,
÷òî z(t) ∈ M\Q, t ≥ t0, è ñóùåñòâóåò limt→∞ p(z(t)) = a. Åñëè Γ1,
Γ2 � äâå ïîäîáíûå êðèâûå ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè z1, z2 : [0,∞) → M ,
ïðè÷åì limt→∞ p(z1(t)) = limt→∞ p(z2(t)) = a, òî áóäåì íàçûâàòü Γ1

è Γ2 ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìîòîïèÿ, ò. å. íåïðåðûâ-
íîå îòîáðàæåíèå Z : [0,∞) × [0, 1] → M òàêîå, ÷òî Z(t, 0) = z1(t),
Z(t, 1) = z2(t), t ≥ 0, ïðè÷åì p(Z(t, τ)) ñòðåìèòñÿ ê a ïðè t → ∞
ðàâíîìåðíî ïî τ , 0 ≤ τ ≤ 1. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè A òàêèõ êðèâûõ
íàçîâåì äîñòèæèìîé ãðàíè÷íîé òî÷êîé ïîâåðõíîñòè σ. Ïîëîæèì
p(A) = a. Åñëè Γ ∈ A, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êðèâàÿ Γ îêàí÷èâàåòñÿ
â äîñòèæèìîé ãðàíè÷íîé òî÷êå A ïîâåðõíîñòè σ. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî äîñòèæèìàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà A ïðèíàäëåæèò ïðîñòîìó êîí-
öó y ïîâåðõíîñòè σ, åñëè äëÿ ëþáûõ ïðåäñòàâèòåëåé Γ òî÷êè A è
{Γn} ïðîñòîãî êîíöà y âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: äëÿ ëþáîãî n ≥ 1 ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t ñå÷åíèå Γn ðàçäåëÿåò òî÷êè P è z(t) â M , ãäå
z : [0,∞) → M � ïðåäñòàâëåíèå êðèâîé Γ.
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî p(M) 6= C. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p(M) ⊂ {t ∈ C : |z| ≤ R}. Êàê è â îäíîëèñò-
íîì ñëó÷àå, èç ëåììû Ëèíäåëåôà (ñì., íàïð., [30]), ïðèìåíåííîé ê
ôóíêöèè p ◦ F , ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé äîñòèæèìîé ãðàíè÷íîé òî÷-
êè A ïîâåðõíîñòè σ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà eiϑ ∈ ∂E òà-
êàÿ, ÷òî åñëè Γ ∈ A, z : [0,∞) → M � ïðåäñòàâëåíèå êðèâîé Γ,
òî F−1(z(t)) → eiϑ, t → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòèæèìàÿ ãðàíè÷-
íàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò ðîâíî îäíîìó ïðîñòîìó êîíöó. Ñ èñïîëü-
çîâàíèåì òåîðåìû 2.3.1 èç [46] è åå äîêàçàòåëüñòâà íåòðóäíî ïîêà-
çàòü, ÷òî ïðîñòîé êîíåö ïîâåðõíîñòè σ íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëåå
îäíîé äîñòèæèìîé ãðàíè÷íîé òî÷êè. Ýòè æå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåä-
ëèâû è äëÿ êîíå÷íîëèñòíûõ ïîâåðõíîñòåé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïî-
âåðõíîñòü σ íå áîëåå, ÷åì k-ëèñòíà è ñóùåñòâóåò òî÷êà a ∈ C, êîòî-
ðàÿ èìååò ðîâíî k ïðîîáðàçîâ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè âåòâëåíèÿ), ò. å.

p−1(a) = {A1, . . . , Al},
l∑

i=1

[ord(Ai, σ) + 1] = k. Âûáðîñèì èç σ êðóãè ñ
öåíòðàìè â ýòèõ ïðîîáðàçàõ, ñîäåðæàùèåñÿ â σ è òàêèå, ÷òî èõ ïðî-
åêöèÿ ñîâïàäàåò ñ ôèêñèðîâàííûì êðóãîì K = {z | dC(z, z0) < ε}.
Ïîëó÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü ïîäîáíà îäíîëèñòíîé è êîíôîðìíî ýêâèâà-
ëåíòíà l-ñâÿçíîé îáëàñòè D ⊂ E ïðè îòîáðàæåíèè F−1. Ïðè ýòîì
p(F (D)) ∪ K = ∅, ò. å. p(F (D)) 6= C. Ïîñêîëüêó ïðèâîäèìûå âû-
øå óòâåðæäåíèÿ íîñÿò ëîêàëüíûé õàðàêòåð, òî ïðè ðàññìîòðåíèè
ãðàíè÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ïðè îòîáðàæåíèè F : E → D â îêðåñòíî-
ñòè ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìîæíî îãðàíè÷èâàòüñÿ îäíîñâÿçíûìè ïîäîáëà-
ñòÿìè D1 â E, ñîäåðæàùèìèñÿ â D è ñîäåðæàùèõ ìíîæåñòâà âèäà
{z ∈ C : r < |z| < 1, ϑ1 < arg(z) < ϑ2}, äëÿ êîòîðûõ p(F (D1)) 6= C, è
ïðèìåíÿòü ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû. Èòàê, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 14.2 Ïóñòü σ = (M, P, p) � ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ãè-
ïåðáîëè÷åñêîãî òèïà íàä C è âûïîëíåíî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç
óñëîâèé: a) p(M) 6= C; b) σ êîíå÷íîëèñòíà. Òîãäà ëþáàÿ äîñòèæè-
ìàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò ðîâíî îäíîìó ïðîñòîìó êîíöó.
Ëþáîé ïðîñòîé êîíåö σ ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé äîñòèæèìîé ãðà-
íè÷íîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè σ.

Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 14.2, òî èç òåîðåìû Ôàòó
î ðàäèàëüíûõ ïðåäåëàõ ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê eiϑ íà ∂E, â
êîòîðûõ ôóíêöèÿ p ◦ F èìååò ðàäèàëüíûé ïðåäåë, âñþäó ïëîòíî
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íà ∂E. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îïðåäåëåíèè ïðîñòûõ êîíöîâ σ â ýòîì
ñëó÷àå ìîæíî âûáèðàòü ñå÷åíèÿ Γn, îêàí÷èâàþùèåñÿ â äîñòèæè-
ìûõ ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ σ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñå÷åíèå Γ1 ïîâåðõíî-
ñòè σ îòäåëÿåò äîñòèæèìóþ ãðàíè÷íóþ òî÷êó Q ïîâåðõíîñòè σ
îò òî÷êè P , åñëè Γ1 ðàçäåëÿåò òî÷êè P è z(t), ãäå z : [0,∞) → M �
ïðåäñòàâëåíèå íåêîòîðîé êðèâîé Γ ∈ A.

Ïóñòü {Γn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñå÷åíèé ðèìàíîâîé ïîâåðõíî-
ñòè σ, ïðè÷åì

a) ñå÷åíèå Γn îòäåëÿåò ñå÷åíèå Γn+1 îò òî÷êè P â M , n ≥ 1;
b) åñëè Dn � ìíîæåñòâî òî÷åê â M , êîòîðûå Γn îòäåëÿåò îò P ,

òî ∩∞n=1Dn = ∅;
c) ñå÷åíèå Γn îêàí÷èâàåòñÿ â äîñòèæèìûõ ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ An,

Bn ïîâåðõíîñòè σ è ñðåäè äîñòèæèìûõ òî÷åê An, Bn, An+1, Bn+1

íåò ñîâïàäàþùèõ;
d) ìíîæåñòâî äîñòèæèìûõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê A ïîâåðõíîñòè σ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ¾äëÿ ëþáîãî n ≥ 1 ñå÷åíèå Γn îòäåëÿåò
A îò òî÷êè P¿, ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà.

Òåîðåìà 14.3 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 14.2. Òîãäà
ëþáîé ïðîñòîé êîíåö σ ñîäåðæèò öåïü ñå÷åíèé {Γn}, óäîâëåòâîðÿ-
þùóþ óñëîâèÿì a) � d). Îáðàòíî, åñëè {Γn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñå÷åíèé σ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì a) � d), òî {Γn} ÿâëÿåòñÿ
öåïüþ ñå÷åíèé, îïðåäåëÿþùåé íåêîòîðûé ïðîñòîé êîíåö σ.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè σ êîíå÷íîëèñòíà è åå ïðîñòîé êîíåö y

ñîäåðæèò äîñòèæèìóþ ãðàíè÷íóþ òî÷êó, òî ìîæíî âûáðàòü òàêóþ
öåïü ñå÷åíèé {Γn}, îïðåäåëÿþùóþ y, ÷òî ïðîåêöèè p(Γn) ñå÷åíèé Γn

ëåæàò íà êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòÿõ ñ öåíòðîì â òî÷êå a = p(A)
è ðàäèóñàìè, ñòðåìÿùèìèñÿ ê íóëþ.

Åñëè ôóíêöèÿ p◦F íåïðåðûâíî ïðîäîëæèìà íà åäèíè÷íóþ îêðóæ-
íîñòü ∂E, òî σ äîïóñêàåò ïðèñîåäèíåíèå êðàÿ è ïðîñòûå êîíöû F (eiϑ)
ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ òî÷êàìè ýòîãî êðàÿ.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σm = (Mm, Pm, pm), m ≥ 1, îäíîñâÿç-
íûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà íàä C ñõîäèòñÿ
íîðìàëüíî ê ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ = (M,P, p) è jm � êàíîíè-
÷åñêèå âëîæåíèÿ, èíäóöèðóåìûå ýòîé ñõîäèìîñòüþ. Ñîãëàñíî òåîðå-
ìå 13.1 ìîæíî ïîäîáðàòü êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ Fm : (E, 0) →
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→ (Mm, Pm), m ≥ 1, è F : (E, 0) → (M, P ) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ôóíêöèè fm = pm ◦Fm ñõîäèëèñü ðàâíîìåðíî âíóòðè E ê f = p◦F è
äëÿ ëþáîé òî÷êè ζ ∈ F−1(M̌(σ)) ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè Fm(ζ)
è jm ◦ F (ζ) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè m →∞.

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ïðîñòîãî êîíöà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîâåðõ-
íîñòåé {σm}, ñõîäÿùåéñÿ ê σ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñíà÷àëà òðè-
âèàëüíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åäèíè÷íûõ îäíîëèñòíûõ
êðóãîâ (Em, 0) ê åäèíè÷íîìó êðóãó (E, 0). Ïóñòü γ � ñå÷åíèå êðó-
ãà E, îêàí÷èâàþùååñÿ â òî÷êàõ eiα è eiβ . Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü γm ñå÷åíèé êðóãîâ Em, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

a) äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U ñå÷åíèÿ γ â C ñå÷åíèÿ γm ëåæàò
â U (m-as);

b) åñëè eiαm è eiβm � êîíöû ñå÷åíèÿ γm, òî eiαm → eiα, eiβm → eiβ

ïðè m →∞.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ∆ = {γm} åñòü ñå÷åíèå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êðóãîâ (Em, 0), ñõîäÿùåéñÿ ê (E, 0), ëåæàùåå
íàä γ. (Îòìåòèì, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíè-
åì èç [91], [93].)

Ïóñòü òåïåðü {γn} � öåïü ñå÷åíèé E, îïðåäåëÿþùàÿ ïðîñòîé êî-
íåö eiα ∈ E. Ïîñòðîèì ïðè ôèêñèðîâàííîì n ñå÷åíèå ∆n = {γnm}
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êðóãîâ (Em, 0), ñõîäÿùåéñÿ ê (E, 0), ëåæàùåå
íàä γn. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñå÷åíèé {∆n} íàçîâåì öåïüþ ñå÷å-
íèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Em, 0), ñõîäÿùåéñÿ ê (E, 0). Ïóñòü {∆(i)

n },
ãäå ∆(i)

n = {γ(i)
nm}, i = 1, 2, � äâå öåïè ñå÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(Em, 0), ñõîäÿùåéñÿ ê (E, 0). Íàçîâåì èõ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè äëÿ
ëþáîãî k ≥ 1 ñóùåñòâóåò m0, òàêîå, ÷òî ïðè m ≥ m0 ñå÷åíèå γ

(1)
km

îòäåëÿåò ñå÷åíèÿ γ
(2)
nm îò òî÷êè Pm (n-as), à ñå÷åíèå γ

(2)
km îòäåëÿåò

ñå÷åíèÿ γ
(1)
nm îò òî÷êè Pm (n-as).

Ïóñòü {∆n}, ãäå ∆n = {γnm}, � öåïü ñå÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (Em, 0), ñõîäÿùåéñÿ ê (E, 0). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {F (∆n)},
ãäå F (∆n) = {F (γnm)}, n ≥ 1, íàçîâåì öåïüþ ñå÷åíèé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {σm} ñõîäÿùåéñÿ ê σ. Äâå öåïè ñå÷åíèé {F (∆1

n)} è
{F (∆2

n)} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} → σ íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè ýêâèâàëåíòíû èõ ¾ïðîîáðàçû¿ {∆1

n} è {∆2
n}. Êëàññ ýêâèâàëåíò-

íîñòè Z öåïåé ñå÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} → σ íàçîâåì ïðî-
ñòûì êîíöîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} → σ. Åñëè ïðåäñòàâèòåëü
{F (∆n)} ∈ Z òàêîâ, ÷òî ∆n åñòü ñå÷åíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Em, 0),
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ñõîäÿùåéñÿ ê (E, 0), ëåæàùåå íàä γn, n ≥ 1, è {γn} � öåïü ñå÷å-
íèé, îïðåäåëÿþùàÿ ïðîñòîé êîíåö eiϑ, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Z �
ïðîñòîé êîíåö ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} → σ, ñîîòâåòñòâóþùèé
ïðîñòîìó êîíöó F (eiϑ) ïîâåðõíîñòè σ.

Êàê è â ñëó÷àå ïðîñòûõ êîíöîâ ôèêñèðîâàííîé ðèìàíîâîé ïî-
âåðõíîñòè, äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé òåîðèè ïðîñòûõ êîíöîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} → σ íåîáõîäèìî íàó÷èòüñÿ îïðåäåëÿòü ýòè
ïðîñòûå êîíöû ãåîìåòðè÷åñêè, áåç ïðèâëå÷åíèÿ ôóíêöèé Fm, êîòî-
ðûå, êàê ïðàâèëî, íåèçâåñòíû. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, íàïðèìåð, â ñëó-
÷àå, êîãäà ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σm íå ñîäåðæàò òî÷åê âåòâëåíèÿ
è ñóùåñòâóåò òî÷êà èç C, íå ïðèíàäëåæàùàÿ çàìûêàíèþ ìíîæåñòâà
∪∞m=1pm(Mm). Òîãäà p(M) 6= C è, êàê ïîêàçàíî âûøå, öåïè ñå÷åíèé,
îïðåäåëÿþùèå ïðîñòûå êîíöû σ, ìîæíî âûáèðàòü òàê, ÷òîáû îíè
îêàí÷èâàëèñü â äîñòèæèìûõ ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ σ. Ïóñòü Γ � ñå÷å-
íèå σ, îêàí÷èâàþùååñÿ â äîñòèæèìûõ ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ σ. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Γm} ñå÷åíèé ïîâåðõíîñòåé σm,
îêàí÷èâàþùèõñÿ â äîñòèæèìûõ ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ σm, îáðàçóåò ñå-
÷åíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} → σ, ëåæàùåå íàä Γ, åñëè

1) ñóùåñòâóåò òî÷êà S ∈ M̌(σ), òàêàÿ, ÷òî Γ ðàçäåëÿåò â M òî÷êè
P è S, à Γm � òî÷êè Pm è S (m-as);

2) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò m0 è äóãà Γε ⊂⊂ M êðèâîé Γ,
îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì: ïðè m ≥ m0 äëÿ ëþáîé òî÷êè Tm êðèâîé
Γm ñóùåñòâóåò òî÷êà êðèâîé jm(Γε), ðàññòîÿíèå äî êîòîðîé îò Tm

íå ïðåâîñõîäèò ε.
Êàê è â îäíîëèñòíîì ñëó÷àå (ñì., íàïð., [93]) ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 14.4 1) Ïóñòü {σm}� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, íîðìàëüíî ñõîäÿùàÿñÿ ê ðè-
ìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ, ïðè÷åì çàìûêàíèå ∪∞m=1pm(Mm) íå ñîâ-
ïàäàåò C. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ñå÷åíèÿ Γ ïîâåðõíîñòè σ ñóùåñòâóåò
ñå÷åíèå {Γm} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} → σ, ëåæàùåå íàä Γ.

2) Åñëè {Γm} � öåïü ñå÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} → σ,
îïðåäåëÿþùàÿ ïðîñòîé êîíåö F (eiϑ), è äëÿ ôèêñèðîâàííîãî n ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ∆̃n = {Γnm} � ñå÷åíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} →
→ σ, ëåæàùåå íàä Γn, òî {∆̃n} � öåïü ñå÷åíèé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {σm} → σ, îïðåäåëÿþùèé ïðîñòîé êîíåö, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé F (eiϑ).
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Ïðàâèëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm},
ñõîäÿùåéñÿ ê σ, íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Zm}, ãäå Zm ∈ Mm =
= Mm ∪ PE(Mm).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðàâèëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Zm} ñõî-
äèòñÿ ê ïðîñòîìó êîíöó Z ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} → σ, åñëè äëÿ
ëþáûõ ïðåäñòàâèòåëåé {∆̃n}, ãäå ∆̃n = {Γnm}, n ≥ 1, ïðîñòîãî êîí-
öà Z è, åñëè Zm ∈ PE(Mm), {Γ(m)

n } ïðîñòîãî êîíöà Zm âûïîëíÿ-
åòñÿ óñëîâèå: ñóùåñòâóåò k0 è ôóíêöèÿ m(k), k ≥ k0, òàêèå, ÷òî
ïðè k ≥ k0, m ≥ m(k) ñå÷åíèå Γkm îòäåëÿåò òî÷êó Pm îò Zm, åñëè
Zm ∈ Mm, è îò Γ(m)

i (i-as), åñëè Zm ∈ PE(Mm).
Èç îïðåäåëåíèé íåìåäëåííî ñëåäóåò

Òåîðåìà 14.5 Ïóñòü σm = (Mm, Pm, pm), m ≥ 1, � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü îäíîñâÿçíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ãèïåðáîëè÷åñêîãî
òèïà íàä C, êîòîðàÿ íîðìàëüíî ñõîäèòñÿ ê ðèìàíîâîé ïîâåðõíî-
ñòè σ = (M,P, p), Fm : E → Mm ∪ PE(Mm), m ≥ 1, F : E →
→ M ∪ PE(M) � ãîìåîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ, êîíôîðìíûå â E, è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fm = pm◦Fm ñõîäèòñÿ ê f = p◦F ëîêàëüíî ðàâ-
íîìåðíî â E. Ïóñòü {zm} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç E. Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {zm} ñõîäèòñÿ ê z0 ∈ ∂E òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ïðàâèëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fm(zm)} ñõîäèòñÿ ê ïðî-
ñòîìó êîíöó Z ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} → σ, ñîîòâåòñòâóþùå-
ìó ïðîñòîìó êîíöó F (z0).

Òåîðåìà 14.5 îáîáùàåò îäèí ðåçóëüòàò Ã. Ä. Ñóâîðîâà [91].
Â çàêëþ÷åíèå óñòàíîâèì òåîðåìó î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè ôóíêöèé, çàäàííûõ â åäèíè÷íîì êðóãå è íîðìèðîâàííûõ â òðåõ
ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ (ïðîñòûõ êîíöàõ).

Òåîðåìà 14.6 Ïóñòü σm = (Mm, Pm, pm), m ≥ 1, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü îäíîñâÿçíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé ãèïåðáîëè÷åñêîãî
òèïà íàä C, êîòîðàÿ íîðìàëüíî ñõîäèòñÿ ê ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè
σ = (M,P, p). Ïóñòü Hm : E → Mm∪PE(Mm), m ≥ 1, � íåêîòîðûå
ãîìåîìîðôèçìû, êîíôîðìíûå â E. Òîãäà

I) äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {eiϑm} íà ∂E ñóùåñòâó-
þò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü Hmk

è ïðîñòîé êîíåö Z0 ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {σmk

} → σ, òàêèå, ÷òî ïðàâèëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Hmk

(eiϑm) ñõîäèòñÿ ê Z0.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {eiϑkm}, k = 1, 2, 3, � òðè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè òî÷åê íà ∂E, ñõîäÿùèåñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê òðåì ðàçëè÷íûì
òî÷êàì {eiϑk}, k = 1, 2, 3, íà ∂E è ïðàâèëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{Hm(eiϑkm)} ñõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê ïðîñòûì êîíöàì Zk ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} → σ, ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîñòûì êîíöàì
Xk ïðåäåëüíîé ïîâåðõíîñòè σ, k = 1, 2, 3.

II) Åñëè âñå òðè ïðîñòûõ êîíöà Zk, k = 1, 2, 3, ðàçëè÷íû, òî
ôóíêöèè hm = pm ◦Hm ñõîäÿòñÿ ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî ê h = p ◦H
ïðè m → ∞, ãäå H = H|E, H : E → M ∪ PE(M) � ãîìåîìîðôèçì,
êîíôîðìíûé â E, ïåðåâîäÿùèé òî÷êè eiϑk â ïðîñòûå êîíöû Xk,
k = 1, 2, 3, ñîîòâåòñòâåííî.

III) Åñëè Z1 = Z2 6= Z3, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè ζ0 ∈ E\{eiϑ3} ïðà-
âèëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Hm(ζ0) ñõîäèòñÿ ê Z1, ïðè÷åì ðàâíî-
ìåðíî íà êîìïàêòàõ â E\{eiϑ3}.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü

Fm : (E, 0) → (Mm, Pm), m ≥ 1, F : (E, 0) → (M,P )

êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ òàêèå, ÷òî fm = pm ◦ Fm ëîêàëüíî ðàâ-
íîìåðíî â E ñõîäèòñÿ ê f = p ◦ F è Fm, m ≥ 1, F � èõ ãîìåî-
ìîðôíûå ïðîäîëæåíèÿ íà ∂E äî ñîîòâåòñòâèÿ ïðîñòûõ êîíöîâ. Òî-
ãäà Tm = (Fm)−1 ◦Hm : E → E � äðîáíî-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ.

I) Èìååì Hm(eiϑm) = Fm ◦ Tm(eiϑm). Âûáåðåì èç ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè Tm(eiϑm) ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü Tmk

(eiϑmk ), ñõîäÿùóþ-
ñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå eiϑ ∈ ∂E. Òîãäà ïî òåîðåìå 14.4 ïðàâèëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Hmk

(eiϑmk ) ñõîäèòñÿ ê ïðîñòîìó êîíöó ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {σmk

} → σ, ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðîñòîìó êîíöó F (eiϑ)
è I) äîêàçàíî.

Ïóñòü òåïåðü {Hm(eiϑkm)} → Zk, k = 1, 2, 3,m → ∞. Ïî òåîðå-
ìå 14.4 eiβkm = T (eiϑkm) = (Fm)−1◦Hm(eiϑkm) → (Fm)−1(Xk) = eiβk ,
k = 1, 2, 3.

II) Åñëè âñå òðè ïðîñòûõ êîíöà Zk, k = 1, 2, 3, ðàçëè÷íû, òî
ðàçëè÷íû è Xk, à, çíà÷èò, è eiβk , k = 1, 2, 3. Òàê êàê

Tm(ζ)− eiβ1m

Tm(ζ)− eiβ3m
· eiβ2m − eiβ3m

eiβ2m − eiβ1m
=

ζ − eiϑ1m

ζ − eiϑ3m
· eiϑ2m − eiϑ3m

eiϑ2m − eiϑ1m
, (14.1)

òî Tm(ζ) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â E ê äðîáíî-ëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ
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T (ζ), òàêîìó, ÷òî
T (ζ)− eiβ1

T (ζ)− eiβ3
· eiβ2 − eiβ3

eiβ2 − eiβ1
=

ζ − eiϑ1

ζ − eiϑ3
· eiϑ2 − eiϑ3

eiϑ2 − eiϑ1
.

Ñëåäîâàòåëüíî, T ïåðåâîäèò òî÷êè eiϑk â eiβk , k = 1, 2, 3 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî hm = pm ◦ Hm = pm ◦ Fm ◦ Tm =
= fm ◦ Tm → f ◦ T = p ◦F ◦ T = p ◦H = h ëîêàëüíî ðàâíîìåðíî â E,
ãäå H = F◦T. Òàê êàê Hm(eiϑk) = F ◦T (eiϑk) = F (eiβk) = Xk, k = 1,
2, 3, òî óòâåðæäåíèå II) äîêàçàíî.

III) Åñëè Z1 = Z2 6= Z3, òî eiβ1 = eiβ2 6= eiβ3 . Èç (14.1) ñëåäóåò,
÷òî åñëè ζ0 6= eiϑk , òî Tm(ζ) → eiβ1 , ò. å. Fm(ζ0) → Z1 = Z2, m →∞,
ïðè÷åì ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â E\{eiϑ3}. Òåîðåìà 14.6 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 14.3 Åñëè èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ Z1 = Z2 6= Z3, òî
îòñþäà åùå íå ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè hm = pm ◦ Hm ñõîäÿòñÿ ê ïî-
ñòîÿííîé ôóíêöèè. Äåëî â òîì, ÷òî åñëè âìåñòî îòìå÷åííûõ òî÷åê
Pm = Fm(0), m ≥ 1, âçÿòü òî÷êè Sm = Hm(0), m ≥ 1, òî ìîæåò
îêàçàòüñÿ, ÷òî ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σm(Sm) ñõîäÿòñÿ (íîðìàëü-
íî) ê íåêîòîðîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ′ = (M ′, P ′, p′) è hm → h,
m → ∞, ãäå h = p′ ◦ H ′, à H ′ : (E, 0) → (M ′, P ′) � íåêîòîðîå êîí-
ôîðìíîå îòîáðàæåíèå.

Ïðèìåð 14.1 Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σm = (E, (1− (1/m))i, pm),
ãäå pm(ζ) = 4ζ2[(1 + iζ)−1 + m−1(1 + ζ2)−1]2, m ≥ 1, ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé äâóëèñòíûå ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷àþùèåñÿ èç ðèìàíîâîé ïî-
âåðõíîñòè ôóíêöèè w =

√
z ðàçðåçàíèåì âäîëü äâóõ äóã ïàðàáîëû

{x + iy ∈ C | x = y2 − 1/4} íà îäíîì èç ëèñòîâ. Íåòðóäíî ïðî-
âåðèòü, ÷òî {σm} ñõîäèòñÿ íîðìàëüíî ê îäíîëèñòíîé ïîâåðõíîñòè
σ = (D,−4, idD), ãäå D = {x + iy ∈ C | x < y2 − 1/4}. Ïóñòü
Mm = E, eiϑ1m = −1, eiϑ2m = 1, eiϑ3m = −i, Hm = idE � òîæäå-
ñòâåííîå îòîáðàæåíèå, m ≥ 1. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðàâèëüíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Hm(eiϑkm)}, k = 1, 2, ñõîäÿòñÿ ê ïðîñòîìó êîí-
öó X ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {σm} → σ, ñîîòâåòñòâóþùåìó áåñêîíå÷íî
óäàëåííîé òî÷êå íà ∂D, à {Hm(eiϑ3m)} � ê ïðîñòîìó êîíöó D, ñîîò-
âåòñòâóþùåìó òî÷êå (−1/4). Îäíàêî

hm(ζ) = pm ◦Hm(ζ) = pm(ζ) → p(ζ) = 4ζ2/(1 + iζ)2 6≡ const,
ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σm(0)} ñõîäèòñÿ ê ðèìàíîâîé ïî-
âåðõíîñòè σ′ = (E, 0, p), m →∞.
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�15. Ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû êðèâûõ íà ïðîêîëîòîé
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè

Ââåäåì íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì ïîíÿòèÿ.
Êàê èçâåñòíî, ëþáàÿ ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ðàíãà n èçîìîðôíà ãðóï-

ïå Gn, ñîñòîÿùåé èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè A ñëîâ A, ñîñòàâëåí-
íûõ èç àëôàâèòà {x1, . . . , xn, x−1

1 , . . . , x−1
n } (ñì., íàïð., [54]). Ïóñòîå

ñëîâî áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∅, äëèíó ñëîâà A � ÷åðåç |A|. Ïî îïðå-
äåëåíèþ |∅| = 0.

Îäèí è òîò æå ñèìâîë xε
i (ε = ±1, i = 1, . . . , n) ìîæåò âõîäèòü

â ðàçíûå ñëîâà, à òàêæå ïî íåñêîëüêó ðàç ïðèñóòñòâîâàòü â çàïèñè
îäíîãî è òîãî æå ñëîâà A. Ïóñòü, íàïðèìåð, A = A1x

ε
iA2. ×òîáû

îòëè÷èòü ýòî âõîæäåíèå xε
i îò äðóãèõ, áóäåì óêàçûâàòü ìåñòî âõî-

æäåíèÿ m = |A1|+1 è ñëîâî, êóäà âõîäèò ñèìâîë xε
i . Òàêèì îáðàçîì,

âõîæäåíèå d ñèìâîëà xε
i åñòü òðîéêà d = (xε

i ,m,A), ãäå xε
i � ñèìâîë

âõîæäåíèÿ, m � ìåñòî âõîæäåíèÿ, A � ñëîâî âõîæäåíèÿ. Áóäåì
îáîçíà÷àòü xε

i = (d), m = |d|, A = w(d).
Îòìå÷åííûì ñëîâîì íàçîâåì ñîâîêóïíîñòü A = {d1, . . . , dm},

ãäå dj = (xε(j)
i(j) ,mj ,A), j = 1, . . . , k, � ðàçëè÷íûå âõîæäåíèÿ. Åñëè

|d1| < |d2| < · · · < |dk|, òî A = A1x
ε(1)
i(1)A2x

ε(2)
i(2)A3 . . . x

ε(k)
i(k)Ak+1, ãäå

l∑
j=1

(|Aj | + 1) = |dl|, l = 1, . . . ,m. Îáðàòíî, òàêîé çàïèñè îäíîçíà÷íî

ñîîòâåòñòâóåò îòìå÷åííîå ñëîâî A. Ïîýòîìó áóäåì îòîæäåñòâëÿòü A
ñ çàïèñüþ ñëîâà A

A1 ∗ x
ε(1)
i(1) ∗ A2 ∗ x

ε(2)
i(2) ∗ A3 ∗ · · · ∗ x

ε(k)
i(k) ∗ Ak+1,

ãäå çâåçäî÷êè îòìå÷àþò âõîæäåíèÿ x
ε(j)
i(j) â A, j = 1, . . . , n. Â ÷àñòíî-

ñòè, åñëè A = A1x
ε
iA2, d = (xε

i , |A1|+ 1,A), òî {d} = A1 ∗ xε
i ∗ A2.

Ïóñòü ñëîâî A =
∏p

i=1 xεi

r(i), p ≥ 2. Åñëè r(j) = r(j+1), εj = −εj+1

äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ j ≤ p− 1, è ñëîâî T = T1T2, ãäå T1 =
∏j−1

i=1 xεi

r(i),
j ≥ 2, T1 = ∅, j = 1; T2 =

∏p
i=j+i xεi

r(i), j ≤ p − 1, T2 = ∅, j = p,
òî ñîâîêóïíîñòü S = (A, j, T ) íàçîâåì ýëåìåíòàðíûì ñîêðàùåíèåì
ñëîâà A äî ñëîâà T ïóòåì óäàëåíèÿ âõîæäåíèé dj = (xεj

r(j), j,A) è
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dj+1 = (xεj+1

r(j+1), j + 1,A). Ïóñòü di = (xεi

r(i), i,A), i = 1, . . . , n. Îïðåäå-
ëèì S-îáðàç âõîæäåíèÿ di êàê âõîæäåíèå S(di) = (xεi

r(i), i, T ), åñëè
i = 1, . . . , j − 1, è S(di) = (xεi−2

r(i−2), i − 2, T ), åñëè i = j + 2, . . . , p. Åñ-
ëè d̃i = S(di), òî di áóäåì íàçûâàòü S-ïðîîáðàçîì âõîæäåíèÿ d̃i è
ïèñàòü di = S−1(d̃i).

Ïóñòü Si = (Ai, j(i),Ai+1), i = 1, . . . , n, � íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü
ýëåìåíòàðíûõ ñîêðàùåíèé. Òîãäà

S = (A1, j(1),A2, j(2),A3, . . . , j(n),An+1)

íàçîâåì ñîêðàùåíèåì ñëîâà A1 äîAn+1. ÅñëèAn+1 6= ∅, òî äëÿ ëþáî-
ãî âõîæäåíèÿ d̃, òàêîãî, ÷òî w(d̃) = An+1, îïðåäåëèì åãî
S-ïðîîáðàç S−1(d̃) = S−1

1 ◦S−1
2 ◦ . . .◦S−1

n (d̃). Äëÿ âñåõ d, ÿâëÿþùèõñÿ
S-ïðîîáðàçàìè, îïðåäåëåí S-îáðàç d̃ = Sn ◦ Sn−1 ◦ . . . ◦ S1(d). Åñëè
d íå ÿâëÿåòñÿ S-ïðîîáðàçîì íè äëÿ êàêîãî âõîæäåíèÿ d̃ â An+1, òî
d íàçîâåì S-ñîêðàòèìûì. Åñëè S � ñîêðàùåíèå ñëîâà A äî B, T �
ñîêðàùåíèå ñëîâà B äî C, òî î÷åâèäíûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü
ñóïåðïîçèöèþ T ◦ S, ÿâëÿþùóþñÿ ñîêðàùåíèåì ñëîâà A äî C.

Åñëè âõîæäåíèå d ÿâëÿåòñÿ S-ñîêðàòèìûì, òî ñóùåñòâóåò òàêîå k,
1 ≤ k ≤ n−1, ÷òî äëÿ ñîêðàùåíèÿ S(k) = Sk ◦Sk−1 ◦ . . .◦S1 ñëîâà A1

äî ñëîâà Ak+1 âõîæäåíèå d(k) = S(k)(d) ÿâëÿåòñÿ Sk+1-ñîêðàòèìûì,
ò. å. Ak+2 ïîëó÷àåòñÿ èç Ak+1 ýëåìåíòàðíûì ñîêðàùåíèåì Sk+1 ïó-
òåì óäàëåíèÿ âõîæäåíèÿ d(k) è íåêîòîðîãî âõîæäåíèÿ d

(k)
1 . Ïóñòü

âõîæäåíèå d1 = (S(k))−1(d(k)
1 ). Íàçîâåì ýòî âõîæäåíèå S-àíòèïîäîì

âõîæäåíèÿ d.
Åñëè Si � ñîêðàùåíèå ñëîâà A äî Bi, è Bi ïðèâåäåíû, ò. å. íå

äîïóñêàþò ýëåìåíòàðíûõ ñîêðàùåíèé, i = 1, 2, òî B1 = B2 (ñì.,
íàïð., [54]). Äâà ñëîâà A1 è A2 ýêâèâàëåíòíû (ïèøåì A1 ∼ A2),
åñëè ñóùåñòâóåò ïðèâåäåííîå ñëîâî B, òàêîå, ÷òî ëèáî A1 = A2 = B,
ëèáî ñóùåñòâóåò ñîêðàùåíèå ñëîâà Ai äî ñëîâà B, i = 1, 2. Òàêèì îá-
ðàçîì, ó ëþáîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè A ñëîâ A ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé ïðåäñòàâèòåëü, ÿâëÿþùèéñÿ ïðèâåäåííûì è íàçûâàþùèé-
ñÿ ïðèâåäåííîé çàïèñüþ äëÿ A.

Ëåììà 15.1 Åñëè C � ïðèâåäåííîå ñëîâî, S è T � íåêîòîðûå
ñîêðàùåíèÿ ñëîâ E è D äî C ñîîòâåòñòâåííî, òî ñóùåñòâóåò ñëîâî
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F è ñîêðàùåíèÿ U è V ñëîâà F äî ñëîâ E è D ñîîòâåòñòâåííî,
òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âõîæäåíèÿ d â C èìååì

(S ◦ U)−1(d) = (T ◦ V )−1(d).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè C =
∏s

i=1 xεi

k(i), òî

E = E0

s∏

i=1

(xεi

k(i)Ei), D = D0

s∏

i=1

(xεi

k(i)Di),

ãäå

(
xεi

k(i),

i∑

l=0

(|Ei|+ 1), E
)

= T
((

xεi

k(i),

i∑

l=0

(|Di|+ 1),D
))

=

= (xεi

k(i), i, C), i = 1, . . . , s.

Òîãäà ñëîâà Ei, Di, i = 0, . . . , s, ýêâèâàëåíòíû ïóñòîìó è ñëîâî

F = E0D0

s∏

i=1

(xεi

k(i)EiDi)

ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì. Ëåììà 15.1 äîêàçàíà.
Åñëè A = A1 ∗B∗A2, òî ëþáîå ñîêðàùåíèå S ñëîâà A èíäóöèðóåò

ñîêðàùåíèå ñëîâà B è îïðåäåëåíî ñëîâî S(B) = ∅, åñëè ëþáîé ýëå-
ìåíò ìíîæåñòâà Y = {w(d) = A, |A1|+1 ≤ |d| ≤ |A1|+ |B|}, ÿâëÿåòñÿ
S-ñîêðàòèìûì, è S(B) =

∏
d∈Y (S(d)) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü N � íåêîòîðàÿ àáñòðàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü. Ãèð-
ëÿíäîé ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé íàä N íàçîâåì ïàðó (X, p), ãäå X �
êîìïàêòíûé äâóìåðíûé ïîëèýäð, p : X → N � íåïðåðûâíîå îòîáðà-
æåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:
1) p èíúåêòèâíî íà êàæäîì çàìêíóòîì ñèìïëåêñå â X(ñëåäîâàòåëüíî,
p èíäóöèðóåò íà çàìêíóòûõ 2-ñèìïëåêñàõ â X îðèåíòàöèþ ñ N);
2) êàæäûé çàìêíóòûé 1-ñèìïëåêñ s1 ïðèíàäëåæèò íå áîëåå, ÷åì
äâóì çàìêíóòûì 2-ñèìïëåêñàì; åñëè s1 ïðèíàäëåæèò äâóì 2-ñèì-
ïëåêñàì, òî îíè èíäóöèðóþò íà s1 ïðîòèâîïîëîæíûå îðèåíòàöèè.

Â äàëüíåéøåì âìåñòî òåðìèíà ¾çàìêíóòûé ñèìïëåêñ¿ áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü òåðìèí ¾ñèìïëåêñ¿. Åñëè (X, p) � ãèðëÿíäà íàä N , òî
â ñèëó óñëîâèÿ 2) âñå 1-ñèìïëåêñû ãèðëÿíäû äåëÿòñÿ íà òðè òèïà:
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âíóòðåííèå, ãðàíè÷íûå è ÷èñòî îäíîìåðíûå, â çàâèñèìîñòè îò òî-
ãî, ñêîëüêèì 2-ñèìïëåêñàì îíè ïðèíàäëåæàò: äâóì, îäíîìó èëè íè
îäíîìó.

Ïóñòü (Xi, pi), i = 1, . . . , k, � ãèðëÿíäû íàä N . Íåñâÿçíîé ñóììîé
tk

i=1(Xi, pi) ýòèõ ãèðëÿíä íàçîâåì ãèðëÿíäó (X, p), ãäå X = tk
i=1Xi �

íåñâÿçíàÿ ñóììà Xi, p|Xi
= pi, i = 1, . . . , k.

Îïðåäåëèì îïåðàöèþ ñêëåèâàíèÿ äëÿ ãèðëÿíäû íàä N . Ïóñòü
(X, p) � ãèðëÿíäà íàä N , íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíàÿ, A1 è A2 � ïîä-
ìíîæåñòâà â X òàêèå, ÷òî p(A1) = p(A2), è A1 ∩ A2 ñîñòîèò èç íå
áîëåå, ÷åì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç äâóõ óñëî-
âèé:
1) Ai � îäíîòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà, i = 1, 2;
2) Ai =

⋃k
j=1 sij

1 � îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà 1-ñèìïëåêñîâ îäíîãî
òèïà; ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ êðèâàÿ γ =

∏k
j=1 βij â X òàêàÿ, ÷òî |βij | =

= sij
1 , p(β2j) = (p(β1,k+1−j))− äëÿ âñåõ i è j; åñëè 1-ñèìïëåêñû, âõîäÿ-

ùèå â Ai � ãðàíè÷íîãî òèïà, òî γi îáõîäèò ãðàíèöû 2-ñèìïëåêñîâ â X
â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè; p(γi) � ïðîñòàÿ êðèâàÿ ïðè i = 1, 2.
Ïóñòü X ′ � ôàêòîðïðîñòðàíñòâî X ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè
P1 ∼ P2, åñëè P1 = P2 èëè P1 ∈ Ai, P2 ∈ Aj , i 6= j, è p(P1) = p(P2).
Îïðåäåëèì p′ : X ′ → N êàê åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèþ p′ ◦ h = p, ãäå h : X → X ′ := X/ ∼ � ôàêòîðèçó-
þùåå îòîáðàæåíèå. Íàçîâåì (X ′, p′) ãèðëÿíäîé íàä N , ïîëó÷åííîé
â ðåçóëüòàòå ñêëåèâàíèÿ A1 è A2. Îòìåòèì, ÷òî òðèàíãóëÿöèÿ X
ìîæåò íå èíäóöèðîâàòü òðèàíãóëÿöèþ X ′. Åñëè ïðè ñêëåèâàíèè ïî-
ëó÷àåòñÿ, ÷òî äâà ðàçëè÷íûõ 2-ñèìïëåêñà èìåþò íà ñâîåé ãðàíèöå
äâà îáùèõ ñèìïëåêñà íà åäèíèöó ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, òî ñëåäóåò
ïðåäâàðèòåëüíî ïðîäåëàòü áàðèöåíòðè÷åñêîå ïîäðàçäåëåíèå òðèàí-
ãóëÿöèè â X. Î÷åâèäíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 15.2 Åñëè A1 ∩A2 6= ∅, òî ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè X
è X ′ ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì χ(X ′) ≥ χ(X).

Ââåäåì îïåðàöèþ ðàçðåçàíèÿ ãèðëÿíäû (X, p). Ïóñòü s2 � 2-ñèì-
ïëåêñ â X, ãðàíèöà êîòîðîãî ñîäåðæèò äâà âíóòðåííèõ 1-ñèìïëåêñà
s′1 è s′′1 ; òðåòèé � s′′′1 ìîæåò áûòü êàê âíóòðåííèì, òàê è ãðàíè÷íûì.
Ïóñòü X1 = X\s2, p1 = p|X1 ; (X2, p2) � íåñâÿçíàÿ ñóììà (X1, p1)
è (s2, p|s2), j1 : X1 → X2 è j2 : s2 → X2 � âëîæåíèÿ. Åñëè s′′′1 �
ãðàíè÷íûé, òî ñêëåèâàåì â (X2, p2) ñèìïëåêñû j1(s′′′1 ) è j2(s′′′1 ), à
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åñëè s′′′1 � âíóòðåííèé, òî ñêëåèâàåì ñîîòâåòñòâåííî j1(s′′1 ∪ s′′′1 ) è
j2(s′′1 ∪ s′′′1 ). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ãèðëÿíäó, êîòîðóþ íàçîâåì ãèð-
ëÿíäîé, ïîëó÷åííîé ðàçðåçàíèåì (X, p) âäîëü s′1. Ñèìïëåêñû j1(s′1) è
j2(s′1) íàçîâåì áåðåãàìè ðàçðåçà ãèðëÿíäû (X, p) âäîëü s′1 . ßñíî, ÷òî
åñëè s′′′1 � ãðàíè÷íûé ñèìïëåêñ, òî ðàçðåçàíèå íå ìåíÿåò ýéëåðîâîé
õàðàêòåðèñòèêè.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ðàçðåç ãèðëÿíäû âäîëü ïðîñòîé
äóãè δ, ñîñòîÿùåé èç êîíå÷íîãî ÷èñëà âíóòðåííèõ 1-ñèìïëåêñîâ, ñî-
åäèíÿþùåé âíóòðåííþþ òî÷êó X ñ âíóòðåííåé èëè ãðàíè÷íîé. Åñëè
äóãà δ îðèåíòèðîâàíà, òî èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î ïðàâîì δ+ è ëåâîì
δ− áåðåãàõ ðàçðåçà.

Ïóñòü (X, p) � ãèðëÿíäà íàä N , s1, . . . , sm � âñå 2-ñèìïëåêñû â X.
Â íåñâÿçíîé ñóììå tm

i=1(si, p|si) ñêëåèì âñå ãðàíè÷íûå 1-ñèìïëåêñû
s′1 è s′′1 2-ñèìïëåêñîâ si è sj , êîòîðûå ïåðåõîäÿò â îäèí è òîò æå
ñèìïëåêñ ïðè âëîæåíèÿõ si → X, sj → X. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
ãèðëÿíäó, êîòîðóþ íàçîâåì ðàçáîðêîé ãèðëÿíäû (X, p). Åñëè (X, p)
íå ñîäåðæèò ÷èñòî îäíîìåðíûõ ñèìïëåêñîâ è èçîëèðîâàííûõ òî÷åê,
òî ÿñíî, ÷òî (X, p) ïîëó÷àåòñÿ èç ñâîåé ðàçáîðêè ñêëåèâàíèåì íåêî-
òîðûõ âåðøèí.

Íàçîâåì ïîäãèðëÿíäó (X1, p1) ãèðëÿíäû (X, p) ÷èñòî äâóìåðíîé
÷àñòüþ (X, p), åñëè âñå åå òî÷êè íå èçîëèðîâàíû, à âñå 1-ñèìïëåêñû �
âíóòðåííèå. ×èñòî äâóìåðíàÿ ÷àñòü íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé, åñëè
îíà íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ ÷èñòî äâóìåðíûõ ïîä÷àñòåé.

Òåïåðü ââåäåì êëàññ M êðèâûõ íà êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé ïîâåðõ-
íîñòè N , íåîáõîäèìûé äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîé òåîðåìû ñëå-
äóþùåãî ïàðàãðàôà, è èññëåäóåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà êðèâûõ ýòîãî
êëàññà. Ïóñòü ∞N � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà â N . Îïðåäå-
ëèì M êàê ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ êðèâûõ β â N , óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì:
1) β ëîêàëüíî ïðîñòà, ò. å. äëÿ ëþáîãî ïóòè z : [0, 1] → N , ïðåäñòàâ-
ëÿþùåãî β, 1-ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå z̃ : R→ N îòîáðàæåíèÿ z
ëîêàëüíî èíúåêòèâíî;
2) íîñèòåëü |β| êðèâîé β ðàçáèâàåò N íà êîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñòåé;
3) β íå ïðîõîäèò ÷åðåç ∞N ;
4) åñëè òî÷êè t1, t2, t3 ∈ [0, 1] òàêîâû, ÷òî z(t1) = z(t2) = z(t3) =
= z0 ∈ N , è îòîáðàæåíèÿ gi : R→ N îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëå gi(t) =
= z̃((2t − 1)r + ti), i = 1, 2, 3, à zi : [0, 1] → N � ïî ôîðìóëå zi(t) =
= gi(t), 0 ≤ t ≤ 1/2, zi(t) = gi+1(t), 1/2 ≤ t ≤ 1, i = 1, 2, òî êðèâûå
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α1 è α2 ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè z1 è z2 ëîêàëüíî ïðîñòû ïðè ìàëûõ r > 0
è ñóùåñòâóåò êðèâàÿ, ïîäõîäÿùàÿ ê íèì îáåèì ¾ñëåâà¿ â òî÷êå z0.

Åñëè β ∈ M, òî N\|β| ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè D0, . . . , Dl. Â ñèëó óñëîâèÿ 2) ñóùåñòâóåò ðàçâå ëèøü êî-
íå÷íîå ÷èñëî òî÷åê íà |β|, íè â êàêîé îêðåñòíîñòè êîòîðûõ |β| íå
ãîìåîìîðôíî îòðåçêó âåùåñòâåííîé îñè. Âûáåðåì ñèñòåìó òî÷åê bj ,
j = 0, 1, . . . , m, òàêèõ, ÷òî â êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ñîäåð-
æèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ýòèõ òî÷åê, ïðè ýòîì b0 = ∞. ßñíî,
÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî êðèâûõ ωj

k â Dj , ðàçáèâàþùèõ Dj íà
êîíå÷íîå ÷èñëî îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò
ðîâíî îäíó èç òî÷åê bj . Ïóñòü G0, G1, . . . , Gm � âñå òàêèå îáëàñòè.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî bj ∈ Gj , j = 0, 1, . . . , m.

Ïóñòü B =
⋃m

j=0{bj}, A = N\B, òî÷êà a � íà÷àëî êðèâîé β,
γ0, γ1, . . . , γm � ïðîñòûå ïåòëè â A ñ íà÷àëîì â òî÷êå a, ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèåñÿ (çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè a), òàêèå, ÷òî äëÿ ëþ-
áîé êðèâîé ωk, ñîåäèíÿþùåé òî÷êó b0 ñ òî÷êîé bj , èíäåêñ ïåðåñå-
÷åíèÿ κ(γj , ωk) = δjk (δjk � ñèìâîë Êðîíåêêåðà), κ(γj , ωk) = −1,
k = 1, . . . , m (ïî ïîâîäó èíäåêñà ïåðåñå÷åíèÿ ñì., íàïð., [43], à òàê-
æå �4). Ïóñòü ρ = ρN � ðîä ïîâåðõíîñòè N . Â ñëó÷àå ρ > 0 ïóñòü
a1, b1, . . . , aρ, bρ � ñòàíäàðòíûé íàáîð ïðîñòûõ ïåòåëü â A ñ íà÷à-
ëîì â òî÷êå a, îïðåäåëÿþùèé áàçèñ ãîìîëîãèé N . Òîãäà ãîìîòîïè-
÷åñêèå êëàññû [γ1], . . . , [γm], è, åñëè ρ > 0, [a1], [b1], . . . , [aρ], [bρ], îáðà-
çóþò áàçèñ ñâîáîäíîé ãðóïïû π1(A, a), ãäå π1(A, a) � ôóíäàìåíòàëü-
íàÿ ãðóïïà A â òî÷êå a. Ìîæíî ïîäîáðàòü ýòè êðèâûå òàê, ÷òîáû∏m

j=0[γj ] =
∏ρ

i=1 [[ai], [bi]], åñëè ρ > 0,
∏m

j=0[γj ] = e, åñëè ρ = 0 (çäåñü
è äàëåå [x, y] = xyx−1y−1 � êîììóòàòîð ýëåìåíòîâ x è y).

Äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y ÷åðåç f#

áóäåì îáîçíà÷àòü èíäóöèðóåìûé f ãîìîìîðôèçì ôóíäàìåíòàëüíûõ
ãðóïï. Ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 15.3 Ïóñòü D � æîðäàíîâà îáëàñòü â C, z0 ∈ D, η �
ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, îáõîäÿùàÿ ãðàíèöó D â ïîëîæèòåëü-
íîì íàïðàâëåíèè, íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : D\{z0} → A ÿâëÿ-
åòñÿ àíàëèòè÷åñêèì â D\{z0}, ñóùåñòâóåò limz→z0 h(z) = bk è äëÿ
íåêîòîðîãî ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà ζ â îêðåñòíîñòè òî÷êè bk

ζ(h(z)) =
∞∑

j=l

cj(z − z0)j , cl 6= 0, (l ≥ 1),
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ïðè÷åì h(z1) = a, ãäå z1 � íà÷àëî êðèâîé η. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî
[α] ∈ π1(A, a) èìååì h#([η]) = [α][γk]l[α]−1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îòîáðàæåíèå ζ ◦ h èìååò â òî÷-
êå z0 óñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â äîñòàòî÷-
íî ìàëîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè z0 ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íàÿ âåòâü
w = ϕ(z) ôóíêöèè l

√
ζ(h(z)), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîëèñòíîé â U .

Òîãäà ζ(h(z)) = [ϕ(z)]l, z ∈ U . Ïóñòü γ � êðèâàÿ, êîòîðàÿ ïðè îòîá-
ðàæåíèè w = ϕ(z) ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü {|w| = r1/l}, r > 0.
Òîãäà ζ(h(γ)) åñòü l-êðàòíî îáõîäèìàÿ îêðóæíîñòü {|ζ| = r}, ò. å.
ζ(h(z)) = δl, ãäå δ èìååò ïðåäñòàâëåíèå

ζ = ζ(t) = r exp[(2πt + θ)i], 0 ≤ t ≤ 1. (15.1)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî r íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî |ζ−1(δ)| ∩ |γk| = ∅. Ïóñòü
ε � êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ â D\{z0} òî÷êó z1 ñ íà÷àëîì c êðèâîé γ, à
D′

k � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â N , ñîäåðæàùàÿ òî÷êó bk è îãðàíè÷åííàÿ
êðèâîé γk, ε′ � êðèâàÿ â D

′
k\{bk}, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó a ñ òî÷êîé

h(c), è γ′ = ζ−1(δ). Î÷åâèäíî, ÷òî η ãîìîòîïíà êðèâîé εγε− â D\{z0},
à γk � êðèâîé ε′γ′(ε′)−, ïðè÷åì h(γ) = ζ−1(δl) = (ζ−1(δ))l = (γ′)l.
Çíà÷èò,

h#([η]) = h#([εγε−]) = [h(ε)h(γ)h(ε)−] = [h(ε)(γ′)lh(ε)−] =

= [αε′(γ′)l(ε′)−α−] = [α][ε′γ′(ε′)−]l[α]−1 = [α][γk]l[α]−1,

ãäå [α] = [h(ε)(ε′)−], ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ëåììà 15.4 a) Ìíîæåñòâî W = |β|∪
(
∪k,j |ωj

k|
)
ÿâëÿåòñÿ ñèëü-

íûì äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì äëÿ A.
b) Ïóñòü α � ïåòëÿ â A ñ íà÷àëîì â òî÷êå a, òî÷êà b ∈ ∂Gk.
Òîãäà êðèâàÿ γ(α) = αγkα− ãîìîòîïíà â A êðèâîé τστ−, ãäå σ � çà-
ìêíóòàÿ ëîêàëüíî ïðîñòàÿ êðèâàÿ ñ íà÷àëîì â òî÷êå b, îäíîêðàòíî
îáõîäÿùàÿ ãðàíèöó îáëàñòè Gk â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, τ �
êðèâàÿ â W , ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè a è b.

Çàìå÷àíèå. Â ôðàçå ¾îäíîêðàòíî îáõîäÿùàÿ ãðàíèöó îáëàñòè Gk¿
ãðàíèöà ïîíèìàåòñÿ â òîïîëîãèè ïðîñòûõ êîíöîâ Gk.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. a) Äëÿ ëþáîãî j, 0 ≤ j ≤ m, ïóñòü
Φj � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Gj íà åäèíè÷-
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íûé êðóã E, ïðè êîòîðîì Φj(bj) = 0, à Hj(z, t) = (1 − t)Φj(z) +
+tΦj(z)|Φj(z)|, z ∈ Gj\{bj}. Òîãäà

F (z, t) =
{

z, z ∈ W,
Φj ◦Hj(z, t), z ∈ Gj\{bj}, (0 ≤ t ≤ 1)

ÿâëÿåòñÿ ñèëüíîé äåôîðìàöèîííîé ðåòðàêöèåé A â W . Íåïðåðûâ-
íîñòü F íåòðóäíî ïîêàçàòü ñ ïîìîùüþ òåîðèè Êàðàòåîäîðè î ñîîò-
âåòñòâèè ãðàíèö ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè (ñì., íàïð., [30]).

b) Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 15.3, èñïîëüçóåì òîò ôàêò,
÷òî γj ãîìîòîïíà â A êðèâîé ε′γ′(ε′)−, ãäå ζ(γ′) = δ èìååò ïðåä-
ñòàâëåíèå (15.1) (â îáîçíà÷åíèÿõ ýòîé ëåììû). Òàê êàê ôóíêöèÿ
Φj ◦ ζ−1 îäíîëèñòíà â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, òî ïðè ìà-
ëûõ r êðèâàÿ Φj(γ′) = Φj ◦ ζ−1(δ) çâåçäíà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà
êîîðäèíàò (ñì., íàïð., [30], ñ.166). Ïóñòü Φj � ïðîäîëæåíèå Φj äî
ãîìåîìîðôèçìà ïðîñòûõ êîíöîâ. Âûáåðåì θ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ϕ = arg(Φj ◦ ζ−1(bj + r eiθ)) = arg(Φj(b)), ãäå b � ëþáîé èç ïðî-
ñòûõ êîíöîâ îáëàñòè Gj , íîñèòåëåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òî÷êà b. Òîãäà
Hj(γ′, 1) åñòü êðèâàÿ γ′′ ñ ïðåäñòàâëåíèåì

w = w(t) = exp[i(2πt + ϕ)], 0 ≤ t ≤ 1,

à F (γ′, 1) � êðèâàÿ Φ
−1

j (γ′′), êîòîðàÿ èìååò íà÷àëîì òî÷êó b è îä-
íîêðàòíî îáõîäèò ∂Gj â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Íàêîíåö, γ(α)

ãîìîòîïíà êðèâîé αε′γ′(αε′)− = F (αε′, 0)F (γ′, 0)F (αε′, 0)−, à òà, â
ñâîþ î÷åðåäü, � êðèâîé F (αε′, 1)F (γ′, 1)F (αε′, 1)−, îòêóäà ñëåäóåò
ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ï. b) ëåììû ñ êðèâîé τ = F (αε′, 1).
Ëåììà 15.4 äîêàçàíà.

Ïóñòü β ∈ M. Òîãäà â ñèëó ï. 1) îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà M

ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîñòûõ êðèâûõ β̃1, . . . , β̃n, òàêèõ, ÷òî
β =

∏n
j=1 β̃j . Â ñèëó òîãî ÷òî |β| ðàçáèâàåò N íà êîíå÷íîå ÷èñëî ÷à-

ñòåé, ïåðåñå÷åíèå |β̃i| ∩ |β̃j | ñîñòîèò èç íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íîãî ÷èñëà
òî÷åê è äóã. Ïîýòîìó, ðàçáèâàÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè êðèâûå β̃j

íà áîëåå ìåëêèå ÷àñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè i 6= j ïåðåñå÷åíèå
|β̃i ∩ |β̃j | ëèáî ïóñòî, ëèáî ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, êîíöåâîé êàê äëÿ
β̃i, òàê è äëÿ β̃j , ëèáî |β̃i| = |β̃j |. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, ïðèìåíÿÿ ï.4)
îïðåäåëåíèÿ M, óáåæäàåìñÿ, ÷òî β̃i è β̃j îðèåíòèðîâàíû îäèíàêîâî,
ò. å. β̃i = β̃j . Ïîýòîìó β =

∏q
j=1 βr(j), 1 ≤ r(j) ≤ t, ãäå β1, . . . , βt �
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ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êðèâûå, βr(j) = β̃j , j = 1, . . . , n. Îáîçíà÷èì êðè-
âûå ωj

k, k = 1, . . . , Nj , j = 0, . . . ,m, ÷åðåç βt+1, . . . , βν . Ðàçáèâàÿ ýòè
êðèâûå íà áîëåå ìåëêèå ÷àñòè, ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû îíè áû-
ëè ïðîñòûìè è ïåðåñåêàëèñü ìåæäó ñîáîé ðàçâå ëèøü â êîíöåâûõ
òî÷êàõ.

Ëþáîé êðèâîé α âèäà α =
∏

i βεi

l(i) (εi = ±1) ñîïîñòàâèì ñëîâî
g(α) =

∏
i xεi

l(i) èç àëôàâèòà x±1
i , i = 1, . . . , ν. ×åðåç e áóäåì îáîçíà-

÷àòü åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû π1(A, a).

Ëåììà 15.5 a) Äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé γ â A ñ íà÷àëîì
â òî÷êå a, íå ãîìîòîïíîé íóëþ, ñóùåñòâóåò êðèâàÿ γ̃ =

∏s
i=1 βεi

l(i)

(εi = ±1) òàêàÿ, ÷òî [γ] = [γ̃] â π1(A, a).
b) Åñëè γ′, γ′′ � çàìêíóòûå êðèâûå â A ñ íà÷àëîì â òî÷êå a,

òàêèå, ÷òî γ̃′ =
∏s

i= βεi

l(i), γ̃′′ =
∏u

i=1 βηi

k(i), òî [γ′] = [γ′′] â π1(A, a)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñëîâà g(γ̃′) è
g(γ̃′′) ýêâèâàëåíòíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. a) Ðàçáèåíèå W íà ÷àñòè |β1|, . . . , |βν |
çàäàåò íåêîòîðóþ òðèàíãóëÿöèþ (K, f) äëÿ W , ãäå f : |K| → W � ãî-
ìåîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà |K| êîìïëåêñà K íà W (ñì. [87]). Ðàññìîò-
ðèì ãðóïïó ëîìàíûõ E(K, v0) êîìïëåêñà K ñ âåðøèíîé v0 = f−1(a).
Ñîãëàñíî [87], ãë. 3, �6, ãðóïïà E(K, v0) êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíà
ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå π1(|K|, v0); îáîçíà÷èì ýòîò èýîìîðôèçì ÷å-
ðåç ψ. Òîãäà h = f# ◦ ψ : E(K, v0) → π1(W,a) � òàêæå èçîìîðôèçì.
Ïóñòü vj1 è vj2 � âåðøèíû K (òî÷êè |K|), ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëó
è êîíöó êðèâîé βj ïðè îòîáðàæåíèè f−1. Îáîçíà÷èì e

(1)
j = (vj1, vj2),

e
(−1)
j = (vj2, vj1), e

(0)
j = (vj1, vj1).

Òàê êàê h ñþðúåêòèâíî, è â ñèëó ëåììû 15.4 W � ñèëüíûé äåôîð-
ìàöèîííûé ðåòðàêò äëÿ A, òî äëÿ çàìêíóòîé êðèâîé γ â A ñ íà÷àëîì
â òî÷êå a ñóùåñòâóåò ëîìàíàÿ òàêàÿ, ÷òî h([ζ]) = [γ]. Èñïîëüçóÿ îïðå-
äåëåíèå èçîìîðôèçìà ψ (ñì. [87], ñ. 179), íåòðóäíî ïðîñëåäèòü, ÷òî
åñëè ζ èìååò âèä ζ =

∏r
i=1 e

(ki)
n(i) (ki = 0,±1), òî h([ζ]) =

[
∗∏r

i=1 βki

n(i)

]
,

ãäå çíàê ∗ îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ñîìíîæèòåëÿì,
äëÿ êîòîðûõ ki 6= 0. Ïîýòîìó [γ] =

[
∗∏r

i=1 βki

n(i)

]
, ÷òî è òðåáîâàëîñü

óñòàíîâèòü.
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b) Åñëè [γ′] = [γ′′] â π1(A, a), òî [γ̃′] = [γ̃′′] â π1(W,a) è, çíà-
÷èò, [ζ ′] = h−1([γ̃′]) = h−1([γ̃′′]) = [ζ ′′]. Ïóñòü ζ ′ =

∏s
i=1 e

(εi)
l(i) , ζ ′′ =

=
∏u

i=1 e
(ηi)
k(i). Òîãäà ëîìàíûå ζ ′ è ζ ′′ ýêâèâàëåíòíû. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëîìàíûõ ζ ′ = ζ0, ζ1, . . . , ζn−1, ζn =
= ζ ′′ òàêàÿ, ÷òî ζi è ζi+1 ïðîñòî ýêâèâàëåíòíû, i = 0, . . . , n − 1 (ñì.
[87], ñ. 177). Ïóñòü ζi =

∏s(i)
j=1 e

ε(j,i)
l(j,i) . Ïîêàæåì, ÷òî ñëîâà

Ai =
s(i)∏

j=1

x
ε(j,i)
l(j,i) è Ai+1 =

s(i+1)∏

j=1

x
ε(j,i+1)
l(j,i+1)

ýêâèâàëåíòíû (ñ÷èòàåì x0
k = ∅). Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîñòîé ýêâèâà-

ëåíòíîñòè ëîìàíûõ ñëåäóåò, ÷òî îäíà èç ëîìàíûõ ζi, ζi+1, ñêàæåì
ζi+1, ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîé � ζi � çàìåíîé äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ðåáåð e′(v, v′) è e′′ = (v′, v′′) íà ðåáðî e = (v, v′′), ïðè÷åì v, v′ è v′′

ïðèíàäëåæàò îäíîìó ñèìïëåêñó s. Òàê êàê K îäíîìåðåí, òî s ëèáî
îäíîìåðåí, ëèáî íóëüìåðåí. Åñëè v = v′, òî (v, v′) = e

(0)
j äëÿ íåêî-

òîðîãî j, (v′, v′′) = (v, v′′) è Ai = Ai+1. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñëó÷àé v′ = v′′. Åñëè æå v = v′′ 6≡ v′, òî e′ = e

(ε)
j , e′′ = e

(−ε)
j äëÿ íåêî-

òîðîãî j. Çíà÷èò, Ai+1 ïîëó÷àåòñÿ èç Ai èñêëþ÷åíèåì ñèìâîëîâ xε
j è

x−ε
j , ñòîÿùèõ ðÿäîì, ò. å. Ai è Ai+1 ýêâèâàëåíòíû, i = 1, . . . , n − 1.

Ïîýòîìó ýêâèâàëåíòíû ñëîâà A0 è An.
Îáðàòíî, ïóñòü ñëîâà A′ = g(γ̃′) è A′′ = g(γ̃′′) ýêâèâàëåíòíû. Ïî-

êàæåì, ÷òî [γ′] = [γ′′] â π1(A, a). Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé,
êîãäà A′ è A′′ ïðîñòî ýêâèâàëåíòíû. Åñëè A′′ ïîëó÷àåòñÿ èç A′ èñ-
êëþ÷åíèåì ñèìâîëîâ xε

j è x−ε
j , ñòîÿùèõ ðÿäîì, òî ëîìàíàÿ ζ ′′ ïîëó-

÷àåòñÿ èç ζ ′ çàìåíîé ðåáåð e
(1)
j è e

(−1)
j íà ðåáðî e

(0)
j . Òîãäà î÷åâèäíî,

÷òî ζ ïðîñòî ýêâèâàëåíòíà êàê ζ ′, òàê è ζ ′′, ò. å. ëîìàíûå ζ ′ è ζ ′′

ýêâèâàëåíòíû. Çíà÷èò, [γ̃′] = h([ζ ′]) = h([ζ ′′]) = [γ̃′′] è, â ñèëó ï. a),
[γ′] = [γ′′]. Ëåììà 15.5 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 15.1 Ñîîòâåòñòâèå g∗, ñîïîñòàâëÿþùåå ýëåìåíòó
[γ] ∈ π1(A, a) ýëåìåíò ñâîáîäíîé ãðóïïû, ÿâëÿþùèéñÿ êëàññîì ýê-
âèâàëåíòíîñòè [A] ñëîâà A = g(γ̃), ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì.

Ñëåäñòâèå 15.2 Äëÿ ëþáîãî [γ] ∈ π1(A, a), [γ] 6= e, ñóùåñòâóåò
êðèâàÿ β =

∏
i βεi

l(i) ∈ [γ] òàêàÿ, ÷òî ñëîâî C =
∏

i xεi

l(i) ïðèâåäåíî.

Îáîçíà÷èì C = N([γ]). Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì N(e) = ∅.
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Ïóñòü [π1, π1] � êîììóòàíò ãðóïïû π1(A, a). Äëÿ ëþáîãî [δ] ∈
∈ [π1, π1] îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆([δ], ρ) ìíîæåñòâî íàáîðîâ d = {[δij ],
i = 1, 2, j = 1, . . . , ρ} ýëåìåíòîâ èç π1(A, a) òàêèõ, ÷òî [δ] ïðåäñòàâèì
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ρ êîììóòàòîðîâ

[δ] =
ρ∏

j=1

[[δ1j ], [δ2j ]] . (16.1)

Åñëè [δ] 6= e, òî ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì ∆([δ], 0) = ∅; äëÿ [δ] = e
ïóñòü ∆([δ], 0) = {e}. Òåïåðü îïðåäåëèì ñòåïåíü ýëåìåíòà [δ]

deg[δ] = min{ρ ∈ Z+ | ∆([δ], ρ) 6= ∅}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç π+
1 (A, a) ïîëóãðóïïó â π1(A, a), ïîðîæäåííóþ ýëå-

ìåíòàìè [α][γj ][α]−1, j = 1, . . . ,m, [α] ∈ π1(A, a), à ÷åðåç πn
1,0(A, a) �

ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ âèäà
n∏

i=1

[αi][γ0][αi]−1, [αi] ∈ π1(A, a), i = 1, . . . , n. (16.2)

Ïóñòü Σn(β, ρ) � êëàññ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé σ íàä N ðîäà ρ,
îãðàíè÷åííûõ êðèâîé β, äëÿ êîòîðûõ nσ(∞N ) = n, è ïóñòü

Sn(β, ρ0) = ∪ρ≤ρ0Σn(β, ρ).

Òåîðåìà 16.1 Ïóñòü β ∈ M, ρ0, n ∈ Z+. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíî-
æåñòâî Sn(β, ρ0) áûëî íåïóñòî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
[β] áûëî ïðåäñòàâèìî â âèäå

[β] = [β+][β0][δ], (16.3)

ãäå [β+] ∈ π+
1 (A, a), [β0] ∈ πn

1,0(A, a), [δ] ∈ [π1, π1], deg[δ] = ρ ≤ ρ0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü σ = (M, p) ∈
∈ Σn(β, ρ), ρ ≤ ρ0. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé ρ > 0, ïîñêîëüêó
ñëó÷àé ρ = 0 ðàçáèðàåòñÿ âïîëíå àíàëîãè÷íî, òîëüêî ìåñòàìè äîêà-
çàòåëüñòâî óïðîùàåòñÿ.
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Ïóñòü σ = (M, p) � êàíîíè÷åñêîå ðàñøèðåíèå σ, α � êðèâàÿ íà
∂M òàêàÿ, ÷òî p ◦ α = β, òî÷êà a′ � íà÷àëüíàÿ òî÷êà êðèâîé α.
Ïóñòü δ′ij , i = 1, 2, j = 1, . . . , ρ, � ñèñòåìà èç (2ρ) ïðîñòûõ ïåòåëü
íà M â òî÷êå a′, ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ (çà èñêëþ÷åíèåì òî÷-
êè a′), èíäóöèðóþùèõ áàçèñ ãîìîëîãèé â M , ïðè÷åì |δ′ij | ⊂ M ∪{a′},
p(|δ′ij |) ∩ B = ∅, i = 1, 2, j = 1, . . . , ρ. Òîãäà σ1 = (M1, p1), ãäå
M1 = M\ ∪i,j |δ′ij |, p1 = p|M1 , � îäíîñâÿçíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü.
Êàê õîðîøî èçâåñòíî, êðèâûå δ′ij ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû σ1 áûëà îãðàíè÷åíà êðèâîé βp(ω), ãäå

ω =
∏ρ

j=1
δ′1jδ

′
2j(δ

′
1j)

−(δ′2j)
−.

Ïóñòü σ1 = (M1, p1) � êàíîíè÷åñêîå ðàñøèðåíèå σ1 è α′ � ïðî-
ñòàÿ êðèâàÿ, îáõîäÿùàÿ ∂M1, òî÷íåå, α′ = β′

∏ρ
j=1 δ′′1jδ

′′
2jδ

′′
3jδ

′′
4j , ãäå

p1(β′) = β, p1(δ′′1j) = p1(δ′′3j)
− = p(δ′1j), p1(δ′′2j) = p1(δ′′4j)

− = p(δ′2j),
j = 1, . . . , ρ.

Ïóñòü a′′1 è a′′2 � ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëî è êîíåö êðèâîé β′; îòîáðà-
æåíèå f : E = {|z| ≤ 1} → M1 � ãîìåîìîðôèçì òàêîé, ÷òî f(1) = a′′1 ,
f(−1) = a′′2 è îòîáðàæåíèå κ : E → κ(E) = Ω çàäàåòñÿ ôîðìóëîé
κ(z) = exp(

√−1 πz). Ïóñòü j : M1 → M � íåïðåðûâíîå ïðîäîëæå-
íèå âëîæåíèÿ j : M1 → M (îòìåòèì, ÷òî p1 = p ◦ j). Ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå ϕ = p ◦ j ◦ f ◦ κ−1 : Ω → C. Òàê êàê κ−1(−1) = {−1, 1}
è j ◦ f(1) = j(a′′1) = a′ = j(a′′2) = j ◦ f(−1), òî ϕ íåïðåðûâíî â Ω
è àíàëèòè÷íî â Ω = κ(E). Ïî òåîðåìå 5.2 ìíîæåñòâî p−1(B), ñîâ-
ïàäàþùåå ñ p−1(B), êîíå÷íî è ëåæèò â Ω. Òàê êàê j ◦ f ◦ κ−1 èíú-
åêòèâíî â Ω, òî B′ = ϕ−1(B) � êîíå÷íî. Ïóñòü B′ = {b′1, . . . , b′p},
à γ′1, . . . , γ

′
p � ïðîñòûå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ (çà èñêëþ÷åíè-

åì òî÷êè ζ0 = −1) ïåòëè â Ω1 = Ω\B′ ñ íà÷àëîì â òî÷êå ζ0 = −1
òàêèå, ÷òî èíäåêñ êðèâîé γ′j îòíîñèòåëüíî òî÷êè b′i ðàâåí δj

i (δj
i �

ñèìâîë Êðîíåêêåðà). Ïóñòü ω � êðèâàÿ íà ∂Ω ñ ïðåäñòàâëåíèåì
t 7→ κ(exp(2πt

√−1)), 0 ≤ t ≤ 1. Òîãäà, ñ òî÷íîñòüþ äî íóìåðà-
öèè êðèâûõ γ′j , èìååì [ω] =

∏p
j=1[γ

′
j ] â ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå

π1(Ω1, ζ0) îáëàñòè Ω1. Îáîçíà÷èì ϕ1 = ϕ|Ω1 : Ω1 → A. Â îêðåñòíîñòè
òî÷êè b′j äëÿ íåêîòîðîãî ëîêàëüíîãî ïàðàìåòðà ζ, îïðåäåëåííîãî â
îêðåñòíîñòè òî÷êè ϕ(b′j) = bn(j), ôóíêöèÿ ζ ◦ ϕ1 èìååò ðàçëîæåíèå
ζ ◦ ϕ1 =

∞∑
i=l

ci(z − b′j)
i, ãäå clj 6= 0, à (lj − 1) � ïîðÿäîê âåòâëåíèÿ σ

â òî÷êå j ◦ f ◦ κ−1(b′j).
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Â ñèëó ëåììû 15.3 â ãðóïïå π1(A, a) èìååì

(ϕ1)#([γ′j ]) = [α′j ][γn(j)]lj [α′j ]
−1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

(ϕ1)#([ω]) = (ϕ1)#




p∏

j=1

[γ′j ]


 =

p∏

j=1

[α′j [γn(j)]lj [α′j ]
−1.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

{j |n(j) = 0} = {j | r + 1 ≤ j ≤ p}
äëÿ íåêîòîðîãî r ≥ 0. Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî

p∏

j=1

[α′j ][γn(j)]lj [α′j ]
−1 =

k−1∏

j=1

[α′j ][γn(j)]lj [α′j ]
−1×

×
p∏

j=k+1

[α′′j ][γn(j)]lj [α′′j ]−1[α′k][γn(k)]lk [α′k]−1,

ãäå [α′′j ] = [α′k][γn(k)]lj [α′k]−1[α′j ], ïîçâîëÿåò ïåðåñòàâëÿòü ëþáîé ñî-
ìíîæèòåëü âèäà [α′k][γn(k)]lj [α′k]−1 ñ n(k) = 0 â êîíåö, íå ìåíÿÿ âèäà
ïðîèçâåäåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, (ϕ1)#([ω]) = [β+][β0], ãäå

[β+] =
r∏

j=1

[α′j ][γn(j)]lj [α′j ]
−1 ∈ π1(A, a), (16.4)

[β0] =
∏p

j=r+1[α
′
j ][γ0]lj [α′j ]

−1. ßñíî, ÷òî

nσ(∞N ) =
∑p

j=r+1
lj = n,

ò. å. [β0] ∈ πn
1,0(A, a). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

(ϕ1)#([ω]) = [ϕ1(ω)] = [p ◦ j ◦ f ◦ κ−1(ω)] =

= [p ◦ j(α′)] = [p ◦ j(β′
ρ∏

j=1

δ′′1jδ
′′
2jδ

′′
3jδ

′′
4j)] =
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= [p(α)
ρ∏

j=1

p(δ′1j)p(δ′2j)p(δ′1j)
−p(δ′2j)

−] = [β][δ′],

ãäå [δ′] =
∏ρ

j=1[p(δ′1j), p(δ′2j)]. Çíà÷èò,

[β] = (ϕ1)#([ω])([δ′])−1 = [β+][β0][δ],

ãäå

[δ] = [δ′]−1 =
ρ∏

j=1

[p(δ′2j), p(δ′1j)] ∈ [π1, π1], deg[δ] ≤ ρ,

ò. å. èìååò ìåñòî (16.3).
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü èìååò ìåñòî (16.3), ãäå ñîìíîæèòåëè èìåþò

âèä (16.1), (16.2) è (16.4), ïðè÷åì lj = 1, j = 1, . . . , r. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àé ρ > 0, ò. ê. ñëó÷àé ρ = 0 èññëåäóåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïóñòü
p = r+n, n(j) = 0, α′j = αj−r, j = r+1, . . . , p. Â ñèëó ï. 3 ëåììû 15.4
è ëåììû 15.5 èìååì

[α′j ][γn(j)][α′j ]
−1 = [τj ][ξn(j)][τj ]−1,

ãäå [τj ] = e ëèáî τj =
∏t(j)

k=1 β
ε(k,j)
q(k,j) � êðèâàÿ íà W , ñîåäèíÿþùàÿ

òî÷êó a ñ íà÷àëîì êðèâîé ξn(j), à ξn(j) =
∏t′(j)

k=1 β
ε′(k,j)
q′(k,j) � çàìêíó-

òàÿ êðèâàÿ, îäíîêðàòíî îáõîäÿùàÿ ãðàíèöó îáëàñòè Gn(j) â ïîëî-
æèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Â ñèëó ëåììû 15.4 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
δij =

∏t(j,i)
k=1 β

ε(k,j,i)
q(k,j,i) . Èç óòâåðæäåíèÿ ï. b) ëåììû 15.5 ñëåäóåò, ÷òî

ñëîâà A′′ = g(β) è

A′ =
p∏

j=1

g(τj)g(ξn(j))g(τ−j )
∏

i=1

ρg(δ′1i)g(δ′2i)g(δ−1i)g(δ−2i)

ýêâèâàëåíòíû. Êàê îòìå÷àëîñü ïåðåä ëåììîé 15.5, β =
∏q

j=1 βr(j)

ñîäåðæèò â ñâîåé çàïèñè êðèâûå βi òîëüêî ¾â ñòåïåíè (+1)¿, ïîýòîìó
ñëîâî

g(β) =
q∏

j=1

xr(j)
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ïðèâåäåíî. Ïîñêîëüêó ñëîâî A′ ñîäåðæèò íåêîòîðûå xj êàê â ñòåïå-
íè (+1), òàê è â ñòåïåíè (−1), ñëîâî A′ íå ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííûì.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ñîêðàùåíèå

(A′ = A1, l(1), A2, . . . , At, l(t),At+1 = A′′)

ñëîâà A′ äî ñëîâà A′′. Ïóñòü Ai =
∏w(i)

j=1 x
η(i,j)
s(i,j) , i = 1, . . . , t + 1.

Ïîñòðîèì êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãèðëÿíä

σi = (Xi, pi), i = 1, . . . , t + 1,

íàä N , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:
1) Íà Xi ñóùåñòâóåò êðèâàÿ γ(i) =

∏w(i)
j=1 β̃s(i,j), íîñèòåëü êîòîðîé ñîâ-

ïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì âñåõ 1-ñèìïëåêñîâ â Xi ãðàíè÷íîãî è ÷èñòî
îäíîìåðíîãî òèïà. Êðèâàÿ γ(i) îáõîäèò êàæäûé ÷èñòî îäíîìåðíûé
ñèìïëåêñ äâàæäû â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, à êàæäûé ãðà-
íè÷íûé � îäèí ðàç â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.
2) p(β̃s(i,j)) = β

η(i,j)
s(i,j) , à íîñèòåëü |β̃s(i,j)| ñîñòîèò èç 1-ñèìïëåêñîâ îä-

íîãî òèïà. Åñëè j 6= k, òî |β̃s(i,j)| è |β̃s(i,k)| ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî
èìåþò íå áîëåå äâóõ îáùèõ òî÷åê, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîíöåâûìè.
3) σi íå ñîäåðæèò ÷èñòî äâóìåðíûõ ïîä÷àñòåé.
4) Ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè χ(Xi) ïîëèýäðîâ Xi óäîâëåòâîðÿþò ñî-
îòíîøåíèÿì: χ(X1) = 1− 2ρ, χ(Xi+1) ≥ χ(Xi), i = 1, . . . , t.
5) ni = card(p−1

i (∞N )) = n, i = 1, . . . , t + 1.
Ñíà÷àëà îïðåäåëèì σ1. Ïóñòü Ei = E � çàìêíóòûé åäèíè÷íûé

êðóã, fi : Ei → Gn(i) � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Ei íà Gn(i), êîí-
ôîðìíîå â Ei, ïðè÷åì fi(ηi) = ζn(i), ãäå ηi � êðèâàÿ, îäíîêðàò-
íî îáõîäÿùàÿ åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü ∂Ei, à òî÷êà ai = 1 ∈ Ei,
i = 1, . . . , p. Åñëè [τi] = e, òî ïóñòü Ti = {1}, a′i = bi = 1, gi : Ti → W �
îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé gi(1) = a. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïóñòü Ti = [0, 1], a′i = 1, bi = 0 è gi : Ti → W � ïðåäñòàâëåíèå êðè-
âîé τi, i = 1, . . . , p. Ïóñòü zij : [0, 1] → W � ïðåäñòàâëåíèå êðèâîé δij ,
Sij � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü, à pij :→ W � îòîáðàæåíèå, çàäàâàå-
ìîå ôîðìóëîé zij = pij ◦ηij , ãäå ηij � êðèâàÿ, îäíîçíà÷íî îáõîäÿùàÿ
Sij , ñ íà÷àëîì â òî÷êå b = 1, i = 1, 2, j = 1, . . . , ρ.

Ðàçáèåíèå W íà ÷àñòè |βi|, i = 1, . . . , ν, êàê óæå îòìå÷àëîñü, çà-
äàåò òðèàíãóëÿöèþ W , êîòîðóþ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî òðèàíãóëÿ-
öèè N . Îòîáðàæåíèÿ fi, gi è pij èíäóöèðóþò íà Ei, Ti, è Sij íåêî-
òîðûå òðèàíãóëÿöèè. Òîãäà (Ei, fi), (Ti, gi), i = 1, . . . , p, è (Sij , pij),
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i = 1, 2, j = 1, . . . , ρ, � ãèðëÿíäû íàä N . Îòîæäåñòâèì (ñêëåèì)
â íåñâÿçíîé ñóììå ýòèõ ãèðëÿíä ïàðû òî÷åê ai ∈ Ei è a′i ∈ Ti

äëÿ êàæäîãî i, 1 ≤ i ≤ p, à òàêæå îòîæäåñòâèì ìåæäó ñîáîé âñå
(p + 2ρ) òî÷åê bi, i = 1, . . . , p, è bij , i = 1, 2, j = 1, . . . , ρ. Ïîñêîëüêó
χ(Ei) = χ(Ti) = 1, i = 1, . . . , p, χ(Sij) = 0, i = 1, 2, j = 1, . . . , ρ, òî
ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïîëó÷åííîé ãèðëÿíäû σ1 = (X1, p1) ðàâíà

χ(X1) =
p∑

i=1

[χ(Ei) + χ(Ti)− 1] +
2∑

i=1

ρ∑

i=1

χ(Sij)−(p + 2ρ) + 1 = 1− 2ρ.

Ïóñòü η̃i = ηi, åñëè Ti = {1}; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïóñòü η̃i = η′iηi(η′i)
−,

ãäå η′i : [0, 1] → [0, 1] = Ti � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Ðàññìîòðèì
êðèâóþ γ(1) =

∏p
j=1 η̃i

∏ρ
i=1(η1jη2jη

−
1jη

−
2j). ßñíî, ÷òî

g1(p1(γ(1))) = A′, p1(γ(1)) =
w(1)∏

j=1

β
η(1,j)
s(1,j) .

Òàê êàê βs(1,j) � ïðîñòûå êðèâûå, òî

γ(1) =
w(1)∏

j=1

β̃s(1,j), ãäå p1(β̃s(1,j)) = β
η(1,j)
s(1,j) .

Èç ïîñòðîåíèÿ ãèðëÿíäû σ1 = (X1, p1) è êðèâîé γ(1) íåïîñðåäñòâåííî
âûòåêàåò, ÷òî γ(1) îáõîäèò êàæäûé çàìêíóòûé îäíîìåðíûé ñèìïëåêñ
íà ∂E1 îäèí ðàç, à 1-ñèìïëåêñû íà Sij è Ti (åñëè Ti 6= {1}) � äâà
ðàçà â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Êðîìå òîãî, p1 èíúåêòèâíî
íà |β̃s(1,j)|. Òàêèì îáðàçîì, σ1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1)�4), à 5)
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî card(p−1

1 (∞N )) = card({j | n(j) = 0}) = n, ò. ê.
[β0] ∈ πn

1,0(A, a).
Ïóñòü òåïåðü ïîñòðîåíû ãèðëÿíäû (X1, p1), . . . , (Xk−1, pk−1), óäî-

âëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì 1)�5) ïðè k = 2, . . . , t + 1. Ñëîâî Ak ïîëó÷à-
åòñÿ èç ñëîâà Ak−1 ñîêðàùåíèåì (Ak−1, j, Ak), ãäå j = l(k − 1). Òàê
êàê x

η(k−1,j)
s(k−1,j) = x

−η(k−1,j+1)
s(k−1,j+1) , òî (pk−1(β̃s(k−1,j)))− = pk−1(β̃s(k−1,j+1)).

Ïðè ýòîì âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.
a) |β̃′| = |β̃′′| = G, ãäå β̃′ = β̃s(k−1,j), β̃′′ = β̃s(k−1,j+1). Â ýòîì

ñëó÷àå, â ñèëó óñëîâèÿ 1), G ñîñòîèò èç ÷èñòî îäíîìåðíûõ ñèìïëåê-
ñîâ. Òàê êàê ìíîæåñòâà ∪i<j |β̃s(k−1,i)| è ∪i>j+1|βs(k−1,i)| ñâÿçíû è
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êîíåö êðèâîé β̃s(k−1,j−1) ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì β̃s(k−1,j+2), òî ìíî-
æåñòâî F = ∪i6=j,j+1|βs(k−1,i)| ñâÿçíî. Ïóñòü G ñîäåðæèò q øòóê
1-ñèìïëåêñîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, (q + 1) âåðøèíó òðèàíãóëÿöèè, à G′

ïîëó÷àåòñÿ èç G óäàëåíèåì âñåõ (q + 1) âåðøèí. Ðàññìîòðèì ñâÿç-
íóþ êîìïîíåíòó Xk â Xk−1\G′, ñîäåðæàùóþ F . Ëþáàÿ äðóãàÿ ñâÿç-
íàÿ êîìïîíåíòà â Xk−1\G′ ìîæåò áûòü ëèøü òî÷êîé, îäíîé èç âåð-
øèí â G. Äåéñòâèòåëüíî, âñå íåâíóòðåííèå 1-ñèìïëåêñû â Xk−1\G′
ñîäåðæàòñÿ â F , à òàê êàê â ñèëó ï. 3) Xk−1 íå ñîäåðæèò ÷èñòî
äâóìåðíûõ ÷àñòåé, òî ëþáîé 1-ñèìïëåêñ è 2-ñèìïëåêñ â Xk−1\G′ ñî-
äåðæàòñÿ â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ñ íåêîòîðûì íåâíóòðåííèì
1-ñèìïëåêñîì, ò. å. ëåæàò â Xk. Ïîñêîëüêó ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç
âåðøèí G ëåæèò â F , òî Xk−1\G′ = Xk ∪ {P1, . . . , Pt}, t ≤ q. Ñëåäî-
âàòåëüíî, χ(Xk−1) = χ(Xk) − t + q ≥ χ(Xk−1). Íàêîíåö, îïðåäåëèì
pk = pk−1|Xk

.

á) |β̃′| 6= |β̃′′|, ïðè÷åì îäíî èç ýòèõ ìíîæåñòâ ñîñòîèò èç 1-ñèìï-
ëåêñîâ ãðàíè÷íîãî èëè ÷èñòî îäíîìåðíîãî òèïà, à äðóãîå � èç ÷èñòî
îäíîìåðíûõ. Ñêëåèâàÿ ýòè ìíîæåñòâà â Xk−1, ïîëó÷àåì ãèðëÿíäó
(Xk, pk). Èìååì χ(Xk) ≥ χ(Xk−1).

â) |β̃′| 6= |β̃| è îáà ýòè ìíîæåñòâà ñîñòîÿò èç 1-ñèìïëåêñîâ ãðàíè÷-
íîãî òèïà. Ñêëåèâàÿ èõ, ïîëó÷àåì ãèðëÿíäó (X̃k, p̃k). Åñëè îíà íå
ñîäåðæèò ÷èñòî äâóìåðíûõ ÷àñòåé, òî ïîëàãàåì (Xk, pk) = (X̃k, p̃k).
Êàê è â ñëó÷àå á), òîãäà χ(Xk) ≥ χ(Xk−1). Åñëè ïðè ñêëåèâàíèè îá-
ðàçóåòñÿ ÷èñòî äâóìåðíàÿ ÷àñòü (C, pC), òî äðóãèõ ÷èñòî äâóìåðíûõ
÷àñòåé â (X̃k, p̃k) íåò.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (C ′, pC′) � äâóìåðíàÿ ÷àñòü â (X̃k, p̃k), îò-
ëè÷íàÿ îò (C, pC), òî óäàëåíèåì â (C ′, pC′) è (C, pC) îáùèå 2-ñèìï-
ëåêñû, ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû C è C ′ èìåëè ðàçâå ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî îáùèõ òî÷åê. Ïóñòü K è K ′ � ïîäìíîæåñòâà â Xk−1, ÿâëÿ-
þùèåñÿ îáúåäèíåíèåì 2-ñèìïëåêñîâ, ïåðåõîäÿùèõ â 2-ñèìïëåêñû â
C è C ′. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå K è K ′ íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íî. Òàê êàê
Xk−1 â ñèëó ï. 3) íå ñîäåðæèò ÷èñòî äâóìåðíûõ ïîä÷àñòåé, òî è K, è
K ′ ñîäåðæàò ãðàíè÷íûå 1-ñèìïëåêñû, ïðè÷åì âñå òàêèå 1-ñèìïëåêñû
ëåæàò â |β̃′| ∪ |β̃′′|. Òàê êàê êðèâûå β̃′ è β̃ ïðîñòûå, òî |β̃′| ∩ |β̃′′| ñî-
äåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå äâå òî÷êè èç K è äâå � èç K ′. Èç ïðîñòîòû
ýòèõ êðèâûõ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå òðè èç ýòèõ ÷åòûðåõ
òî÷åê ðàçëè÷íû. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî Xk−1 óäîâëåòâîðÿåò 2).



�16. Îñíîâíàÿ òåîðåìà 211

Èòàê, (C, pC) � åäèíñòâåííàÿ ÷èñòî äâóìåðíàÿ ÷àñòü â (X̃k, p̃k).
Ïóñòü F = ∪i 6=j,j+1|β̃s(k−1,i)|, è

≈
Xk ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì F è âñåõ

2-ñèìïëåêñîâ â X̃k, íå ëåæàùèõ â C. Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõ æå ðàññó-
æäåíèé, ÷òî è â ï. à), íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî X̃k ñâÿçíî è

≈
Xk ∩C =

= X̃k. Òàê êàê X̃k ñâÿçíî, òî
≈
Xk ∩C 6= ∅. Ïóñòü

≈
Xk ∩C = {Q1, . . . , Qs},

s ≥ 1. Ðàçáîðêà ãèðëÿíäû (C, pC) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíîé ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòüþ íàä N , ïîýòîìó pC(C) = N . Î÷åâèäíî, ÷òî

≈
Xk ñîäåð-

æèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí 2-ñèìïëåêñ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùå-
ñòâóþò ïðîñòûå êðèâûå â C è

≈
Xk, èìåþùèå îäèíàêîâûå ïðîåêöèè

íà N . Ðàçðåçàÿ â íåñâÿçíîé ñóììå
(
≈
Xk, p̃k|≈

Xk

)
t (C, pC) ãèðëÿíäû

(
≈
Xk, p̃k|≈

Xk

) è (C, pC) âäîëü ýòèõ êðèâûõ è ñêëåèâàÿ áåðåãà ðàçðåçîâ
¾êðåñò-íàêðåñò¿, ïîëó÷àåì ãèðëÿíäó (Xk, pk) ñ ýéëåðîâîé õàðàêòå-
ðèñòèêîé

χ(Xk) = χ(
≈
Xk)+χ(C)−1 ≥

(
χ(X̃k)− χ(C) + s

)
+χ(C)−2 ≥ χ(X̃k)−1.

Â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå |β̃′| è |β̃′′| èìåþò äâå îáùèå òî÷êè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, χ(X̃k) = χ(Xk−1)+1. Îêîí÷àòåëüíî èìååì χ(Xk) ≥ χ(Xk−1).

Ïóñòü β̃s(k,q) � êðèâàÿ â Xk, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò β̃s(k−1,q) ïðè
1 ≤ q ≤ j−1 è β̃s(k−1,q−2) ïðè j+2 ≤ q ≤ w(k−1), è w(k) = w(k−1)−2.
Òîãäà γ(k) =

∏w(k)
q=1 β̃s(k,q) � êðèâàÿ â Xk, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò 1)

è 2). ßñíî, ÷òî äëÿ (Xk, pk) èìåþò ìåñòî 3) è 5), à 4) óæå óñòàíîâëåíî.
Èòàê, íóæíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãèðëÿíä ïîñòðîåíà. Ðàññìîò-

ðèì ãèðëÿíäó (Xt+1, pt+1). Òàê êàê At+1 = g(β) =
∏q

j=1 xr(j), òî âñå
η(t + 1, j) ðàâíû åäèíèöå, 1 ≤ j ≤ w(t + 1) = q. Îòñþäà è èç óñëî-
âèÿ 2) ñëåäóåò, ÷òî pt+1(β̃s(t+1,j)) = βs(t+1,j). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
êðèâàÿ γ(t+1) îáõîäèò äâàæäû çàìêíóòûé 1-ñèìïëåêñ, òî ýòîò îáõîä
ïðîèñõîäèò â îäíîì íàïðàâëåíèè. Â ñèëó óñëîâèÿ 1) Xt+1 íå ñîäåð-
æèò ÷èñòî îäíîìåðíûõ ñèìïëåêñîâ.

Ïóñòü (X̃, p̃) � ðàçáîðêà ãèðëÿíäû (Xt+1, pt+1), è Y1, . . . , Yk �
ñâÿçíûå êîìïîíåíòû X̃. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, (Xt+1, pt+1) ïîëó÷à-
åòñÿ èç (X̃, p̃) ñêëåèâàíèåì íåêîòîðûõ âåðøèí. Êðèâàÿ γ(t+1) ïðåä-
ñòàâèìà â âèäå γ′1 . . . γ′s, ãäå γ′i � êðèâàÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì
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êðèâîé γ̃i, ëåæàùåé íà ãðàíèöå Yu(i) äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ u(i) ≤ k,
ïðè÷åì |γ̃i| è |γ̃i+1|, íå ïåðåñåêàþòñÿ, i = 1, . . . , s−1. Ïóñòü P ′i è P ′′i �
íà÷àëî è êîíåö êðèâîé γ̃i. ßñíî, ÷òî òî÷êàì P ′′i è P ′i+1 (äëÿ ëþáî-
ãî i = 1, . . . , s) è òî÷êàì P ′′n è P ′1 ñîîòâåòñòâóåò îäíà è òà æå òî÷êà
â Xt+1. Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâà {P ′i}1≤i≤s è {P ′′i }1≤i≤s ñîâïàäàþò è
ñîäåðæàò ïî s ýëåìåíòîâ.

Äëÿ êàæäîãî i ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå j = ϕ(i), òàêîå, ÷òî P ′′j =
= P ′i . Îáîçíà÷èì ψ(i) = ϕ(i) + 1, åñëè ϕ(i) 6= s, è ψ(i) = 1, åñ-
ëè ϕ(i) = s. Îòîáðàæåíèå ψ îïðåäåëÿåò ïåðåñòàíîâêó íà ìíîæå-
ñòâå {1, 2, . . . , s}. Ïóñòü ψ èìååò l öèêëîâ, â i-îì öèêëå ñîäåðæèòñÿ

ki ýëåìåíòîâ è c =
l∑

i=1

(ki − 1). Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé öèêë Z =

= (n1, . . . , nv). Ïîñêîëüêó ψ(ni) = ϕ(ni) + 1 = ni+1, i = 1, . . . , v (ïî-
ëàãàåì nv+1 = n1), P ′′ni+1+1 = P ′ni

. Òàê êàê P ′′ni+1+1 = P ′ni
ïåðåõîäÿò

â îäíó òî÷êó â Xt+1, òî P ′ni
è P ′ni+1

òàêæå ïåðåõîäÿò â îäíó òî÷êó.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî χ(X̃) ≥ χ(Xt+1) + c.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå s = 1 èìååì c = 0 è (X̃, p̃) ÿâëÿåòñÿ ðè-
ìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ ñ êðàåì, ïðîåêòèðóùèìñÿ â β, ñ ýéëåðîâîé
õàðàêòåðèñòèêîé χ(X̃) ≥ 1 − 2ρ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (X̃, p̃) � êà-
íîíè÷åñêîå ðàñøèðåíèå èñêîìîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, âûçâàííîå
ïðèñîåäèíåíèåì êðàÿ. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
s > 1. Òàê êàê |γ̃i| è |γ̃i+1| íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî P ′′i 6= P ′i+!, îòêó-
äà ñëåäóåò, ÷òî i 6= ϕ(i + 1), ò. å. i + 1 6= ψ(i + 1), i = 1, . . . , s − 1.
Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå ψ èìååò íå áîëåå îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè, êî-
òîðàÿ ìîæåò áûòü òîëüêî åäèíèöåé. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî öèêë Z
íåòðèâèàëåí, ò. å. v > 1.

Òàê êàê γ(t+1) = γ1 · · · γs, òî ñóùåñòâóþò òî÷êè

0 < x0 < x1 < · · · < xs−1 < xs = 1

òàêèå, ÷òî êðèâàÿ ñ ïðåäñòàâëåíèåì αi(τ) = β(xi−1 + τ(xi − xi−1)),
0 ≤ τ ≤ 1, ñîâïàäàåò ñ êðèâîé p̃◦γ̃i. Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå i, 1 ≤ i ≤ v.
Èìååì

β(xni−1) = p̃(P ′ni
) = p̃(P ′′ϕ(ni)

) = p̃(P ′′ni+1−1) = β(xni+1−1) =

= p̃(P ′ni+1
) = p̃(P ′′ϕ(ni+1)

) = p̃(P ′′
n−

i+21
) = β(xni+2−1).
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Èòàê, β(xni−1) = β(xni+1−1) = β(xni+2−1), ïðè÷åì xni+1−1 6= xni−1,
xni+2−1, ò. ê. v > 1. Â ñèëó óñëîâèÿ 4) îïðåäåëåíèÿ êëàññà M ñó-
ùåñòâóåò êðèâàÿ δ = δZ

i íà N , ïîäõîäÿùàÿ ê êðèâûì αni+1−1αni
è

αni+2−1αni+1 ¾ñëåâà¿ â òî÷êå β(xni−1). Âûáåðåì òàêèå êðèâûå δZ
i äëÿ

âñåõ i è äëÿ âñåõ íåòðèâèàëüíûõ öèêëîâ Z. Ïîñêîëüêó β ðàçáèâàåò
N íà êîíå÷íîå ÷èñëî êîìïîíåíò, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êðèâàÿ δZ

i

èìååò ñ |β| ëèøü îäíó îáùóþ òî÷êó � êîíöåâóþ, è ðàçíûì ïàðàì
(i, Z) ñîîòâåòñòâóþò êðèâûå δZ

i , èìåþùèå íå áîëåå îäíîé îáùåé òî÷-
êè, êîíöåâîé äëÿ îáåèõ.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 1 èç [159] íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîé êðèâîé δ = δZ

i ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå ïîäíÿòèÿ åå � δ′ è
δ′′ � íà Yu(ni)

è Yu(ni+1)
èç òî÷åê P ′ni

è P ′ni+1
ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæ-

íî ñ÷èòàòü, ÷òî δ � ïðîñòàÿ êðèâàÿ, è p̃(δ′) = p̃(δ′′). Ðàçðåçàÿ Yu(ni)

è Yu(ni+1)
âäîëü δ′ è δ′′ è ñêëåèâàÿ áåðåãà ðàçðåçîâ ¾êðåñò-íàêðåñò¿

äëÿ âñåõ íåòðèâèàëüíûõ öèêëîâ Z è âñåõ i, ïîëó÷àåì ãèðëÿíäó (X, p),
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ ñ êðàåì � êàíîíè÷åñêèì
ðàñøèðåíèåì ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ, îãðàíè÷åííîé êðèâîé β. Ýé-
ëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà X ðàâíà χ(X̃) − c ≥ χ(Xt+1) ≥ 1 − 2ρ, îò-
êóäà ñëåäóåò, ÷òî ðîä σ íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ρ ≤ ρ0. Ïðè ýòîì
nσ(∞N ) = card(p−1

t+1(∞N )) = n. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 16.1 Åñëè ëèáî êðèâàÿ β íå ïðîñòà, ëèáî n > 1, è
ñóùåñòâóåò σ ∈ Σn(β, ρ), ρ < ρ0, òî Σn(β, ρ0) 6= ∅. Äåéñòâèòåëüíî, â
ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò îáëàñòü â N , íàêðûâàåìàÿ ïî êðàéíåé ìåðå
äâà ðàçà, è ìîæíî óâåëè÷èâàòü ðîä íà åäèíèöó, ðàçðåçàÿ σ âäîëü
ïðîñòûõ êðèâûõ, èìåþùèõ îäèíàêîâûå ïðîåêöèè íà N è ñêëåèâàÿ
áåðåãà ðàçðåçîâ ¾êðåñò-íàêðåñò¿.

Ïóñòü ωi � ëþáàÿ êðèâàÿ â N , ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè ∞N è bj ,
1 ≤ j ≤ m. Åñëè êðèâàÿ β ãîìîëîãè÷íà íóëþ, òî èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ
κ(β, ωj) íå çàâèñèò îò êðèâîé ωi (ñì. �4). Ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 16.1 (ñð. [125], òåîðåìà 3.4). Ïóñòü β ∈ M, n ∈ N.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ∪ρ≥0Σn(β, ρ) áûëî íåïóñòî, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû êðèâàÿ β áûëà ãîìîëîãè÷íà íóëþ â N è âûïîëíÿëèñü
óñëîâèÿ κ(β, ωj) ≥ −n, j = 1, . . . ,m.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò ñðàçó èç
òåîðåìû 16.1. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà
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ðîä ρN > 0 êàê áîëåå ñëîæíûé. Òàê êàê [γj ], j = 1, . . . , m, [ai], [bi],
i = 1, . . . , ρN îáðàçóþò áàçèñ ñâîáîäíîé ãðóïïû π1(A, a), òî [β] =
=

∏q
i=1[ξi]εi , ãäå [ξi] ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì èç ýëåìåíòîâ ýòîãî áàçè-

ñà, εi = ±1, i = 1, . . . , q. Òàê êàê β ãîìîëîãè÷íà íóëþ â N , òî
∑

[ξi]=[aj ]

εi =
∑

[ξi]=[bj ]

εi = 0, j = 1, . . . , ρN .

Ïóñòü nj =
∑

[ξi]=[γj ]

εi, j = 1, . . . , m. Èç ñîîòíîøåíèÿ
∏m

j=0[γj ] =

=
∏ρ

i=1 [[ai], [bi]] ñëåäóåò, ÷òî [γ0]−1 =
∏m

j=11[γj ]
∏ρ

i=1 [[bi], [ai]].
Çíà÷èò,

[β] =
m∏

j=1

[γj ]n+nj [γ0]n[δ],

ãäå

[δ] =




m∏

j=1

[γj ]
ρ∏

i=1

[[bi], [ai]]




n
m∏

j=1

[γm+1−j ]−(n+nj+1−m)

q∏

i=1

[ξi]εi ∈ [π1, π1],

òàê êàê ëþáîé ýëåìåíò áàçèñà âõîäèò â ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî
ðàâåíñòâà ñ íóëåâîé êðàòíîñòüþ. Ïóñòü δ � êðèâàÿ â A, ïðåäñòàâ-
ëÿþùàÿ [δ]. Ïîñêîëüêó [δ] ∈ [π1, π1], èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ κ(δ, ωj) = 0
äëÿ ëþáîé êðèâîé ωj , ñîåäèíÿþùåé ∞N ñ bj . Çíà÷èò,

κ(β, ωj) =
m∑

k=1

(n + nk)κ(γk, ωj) + nκ(γ0, ωj) + κ(δ, ωj) =

=
m∑

k=1

(n + nk)δj
k − n = (n + nj)− n = nj

(δj
k � ñèìâîë Êðîíåêêåðà), ïîýòîìó n + nj = κ(β, ωj) + n ≥ 0 ïî

óñëîâèþ ñëåäñòâèÿ 16.1, j = 1, . . . ,m. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

[β+] =
m∏

j=1

[γj ]n+nj ∈ π+
1 (A, a) è [β] = [β+][β0][δ],

ãäå [β0] = [γ0]n ∈ πn
1,0(A, a). Ïî òåîðåìå 16.1 ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà

ïîâåðõíîñòü êëàññà Σn(β, ρ) äëÿ íåêîòîðîãî ρ ≥ 0. Ñëåäñòâèå 16.6
äîêàçàíî.



�17. Ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè ñ çàäàííûìè
ïðîåêöèÿìè òî÷åê âåòâëåíèÿ

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ çàäà÷à ñ ïîìîùüþ ðàçâèòîãî âûøå àï-
ïàðàòà îïèñàòü âñå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σ, îãðàíè÷åííûå çàäàí-
íîé êðèâîé β ∈ M, ìíîæåñòâî òî÷åê âåòâëåíèÿ êîòîðûõ R(σ) =
= {P | ord(P, σ) 6= 0} ïðîåêòèðóåòñÿ â ìíîæåñòâî B = {b0, b1, . . . , bm}.
Îáîçíà÷èì êëàññ òàêèõ ïîâåðõíîñòåé ÷åðåç ΣB(β). Ñíà÷àëà ñôîðìó-
ëèðóåì ðåçóëüòàò î ôàêòîðèçàöèè ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà [β] êðè-
âîé β â π1(A, a) â ñëó÷àå, êîãäà ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü èçâåñòíà.

Òåîðåìà 17.1 Ïóñòü β ∈ M, σ = (M,p) ∈ ΣB(β), ρ = ρM è
íàä òî÷êîé bi ëåæèò hi òî÷åê êðàòíîñòåé n

(i)
1 − 1, . . . , n

(i)
hi
− 1,

i = 0, . . . ,m. Òîãäà [β] ïðåäñòàâèìî â âèäå

[β] =
m∏

i=0

hi∏

j=1

(
[αij ][γi]n

(i)
j [αij ]−1

)
[δ], (17.1)

ãäå

[δ] =

{
[e], åñëè ρ = 0,∏ρ

j=1 [[δ1j ], [δ2j ]] , åñëè ρ > 0,
(17.2)

äëÿ íåêîòîðûõ êðèâûõ αij , δij . Ïðè ýòîì

hi∑

j=1

n
(i)
j = nσ(bi), k = 0, . . . , m, (17.3)

m∑

i=0

hi∑

j=1

(n(i)
j − 1) = (2− 2ρN )n− (1− 2ρ) + C, (17.4)

ãäå C � èíäåêñ âðàùåíèÿ β, n = nσ(∞N ).
Ïðåäñòàâëåíèå (17.1)−(17.2) ìîæåò áûòü âûáðàíî òàêèì îá-

ðàçîì, ÷òîáû ïîäãðóïïà H â π1(A, a), ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè
[αij ][γ]nj(i)[αij ]−1, j = 1, . . . , hi, i = 0, . . . ,m, è, åñëè ρ > 0, [δij ],
i = 1, 2, j = 1, . . . , ρ, ñîâïàäàëà ñ p̌#(π1(M̌, ã)), ãäå

M̌ = M\p−1(B̌), p̌ = p|M̌ : M → A, (17.5)
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a � íà÷àëî êðèâîé α, îáõîäÿùåé êðàé ∂M â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè è ïðîåêòèðóþùåéñÿ â β, p̌# : π1(M̌, ã) → π1(A, a) � ãîìîìîð-
ôèçì ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï, èíäóöèðóåìûé p̌. Åñëè ρ > 0, òî â
M̌ ñóùåñòâóþò òàêèå êðèâûå δ̃ij, i = 1, 2, j = 1, . . . , ρ, èíäóöèðóþ-
ùèå áàçèñ ãîìîëîãèé M , ÷òî p̌#([δ̃ij ]) = [δij ], i = 1, 2, j = 1, . . . , ρ.

Ñïðàâåäëèâîñòü áîëüøèíñòâà óòâåðæäåíèé òåîðåìû 17.1 íåìåä-
ëåííî ñëåäóåò èç âíèìàòåëüíîãî àíàëèçà äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäè-
ìîñòè òåîðåìû 16.1. Ñîîòíîøåíèÿ (17.3) è (17.4) � ýòî ñëåäñòâèÿ
òåîðåì 4.1 è 5.2.

Ïðåäñòàâëåíèå (17.1)�(17.2) äëÿ β, îáëàäàþùåå âñåìè ñâîéñòâà-
ìè, îïèñàííûìè â òåîðåìå 17.5, íàçîâåì σ-ïðåäñòàâëåíèåì. Ïîä-
ãðóïïó H â π1(A, a), ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè

[αij ][γ]n
(i)
j [αij ]−1, j = 1, . . . , hi, i = 0, . . . , m,

è, åñëè ρ > 0,
[δij ], i = 1, 2, j = 1, . . . , ρ,

íàçîâåì ïîäãðóïïîé ïðåäñòàâëåíèÿ (17.1)�(17.2). Ñïðàâåäëèâî îáðà-
ùåíèå òåîðåìû 17.1.

Òåîðåìà 17.2 Ïóñòü ρ ∈ Z+, β ∈ M è äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë n

(i)
j èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (17.1), (17.2) è (17.4),

ãäå n =
h0∑

j=1

n
(0)
j , C � èíäåêñ âðàùåíèÿ êðèâîé β. Åñëè h : (M ′, a′) →

→ (A, a) � íàêðûòèå (A, a), ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäãðóïïå H ïðåä-
ñòàâëåíèÿ (17.1)�(17.2), òî ïîäíÿòèå β íà M ′ èç òî÷êè a′ ðàçáè-
âàåò M ′ íà äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ åñòü (M̌, p̌) äëÿ íåêîòîðîé
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ = (M,p) ∈ ΣB(β) (ñì. (17.5)). Ïðè ýòîì
(17.1)�(17.2) � ýòî σ-ïðåäñòàâëåíèå äëÿ [β].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 16.1
ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãèðëÿíä (X1, p1), . . . , (Xt+1, pt+1) íàä
N , îäíàêî ïðè ïîñòðîåíèè (X1, p1) áóäåì èñïîëüçîâàòü ãèðëÿíäû
(Eij , f̃ij), (Tij , gij), j = 1, . . . , hi, i = 0, . . . , m, è, åñëè ρ > 0, (Sij , pij),
i = 1, 2, j = 1, . . . , ρ, ãäå Eij = E � çàìêíóòûé åäèíè÷íûé êðóã,
f̃ij = fij(ζn

(i)
j ), fij � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå E íà Gi, êîíôîðìíîå
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â E, fij(0) = bi, (Tij , gij) è (Sij , pij) ñòðîÿòñÿ êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 16.1. Òàêèì îáðàçîì, (Eij , f̃ij) â ñëó÷àå, åñëè n

(i)
j > 1 èìååò

îäíó òî÷êó âåòâëåíèÿ ïîðÿäêà n
(i)
j − 1. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïîñòðîåí-

íàÿ òàêèì îáðàçîì ãèðëÿíäà (Xt+1, pt+1) = σ, ãäå σ ∈ ΣB(β), è íàä
òî÷êîé bi ëåæèò hi òî÷åê êðàòíîñòåé n

(i)
1 −1, . . . , n

(i)
hi
−1, k = 0, . . . ,m.

Äåéñòâèòåëüíî, (Xt+1, pt+1) ïîëó÷àåòñÿ èç (X1, p1) çà êîíå÷íîå
÷èñëî îïåðàöèé òèïà à), á), â), îïèñàííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû 16.1. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè îïåðàöèè íå óìåíüøàþò ñóì-
ìàðíóþ êðàòíîñòü âåòâëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè

(
Yj , pt+1|Yj

)
�

ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ðàçáîðêè ãèðëÿíäû (Xt+1, pt+1), òî ñóììàðíàÿ

êðàòíîñòü V èõ òî÷åê âåòâëåíèÿ íå ìåíüøå, ÷åì
m∑

i=0

hi∑
j=1

(n(i)
j − 1),

÷òî ñîâïàäàåò ñ (2 − 2ρN )n − (1 − 2ρ) + C â ñèëó (17.4). Ïîñòðîèì
êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 16.1 ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü σ ðîäà
ρσ ≤ ρ, ñêëåèâàÿ ãèðëÿíäû

(
Yj , pt+1|Yj

)
, ðàçðåçàííûå âäîëü ïîäõî-

äÿùèõ êðèâûõ. Ñóììàðíàÿ êðàòíîñòü òî÷åê âåòâëåíèÿ V (σ) ≥ V ,
ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçáîðêà
ãèðëÿíäû (Xt+1, pt+1) ñîâïàäàåò ñ σ . Â ñèëó òåîðåìû 5.2

V (σ) = (2− 2ρN )n− (1− 2ρσ) + C.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

V (σ) ≥ V ≥ (2− 2ρN )n− (1− 2ρ) + C ≥ V (σ).

Òàêèì îáðàçîì, V (σ) = V , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçáîðêà ãèðëÿíäû
(Xt+1, pt+1) åñòü σ . Îòìåòèì, ÷òî ìû òàêæå ïîêàçàëè, ÷òî

V =
m∑

i=0

hi∑

j=1

(n(i)
j − 1), (17.6)

âñå òî÷êè âåòâëåíèÿ σ ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè è ρσ = ρ.
Òàê êàê χ(Xt+1) ≥ 1− 2ρ, χ(σ) = 1− 2ρσ = 1 − 2ρ è ïðè ðàçáîð-

êå ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà íå óìåíüøàåòñÿ, òî χ(Xt+1) = χ(σ) =
= 1− 2ρ, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî (Xt+1, pt+1) = σ.

Òåïåðü ïîäðîáíåå ïðîàíàëèçèðóåì îïåðàöèè à), á), â), óïîìÿíó-
òûå âûøå. Â ðåçóëüòàòå íèõ ëèáî îòáðàñûâàþòñÿ îòêðûòûå
1-ñèìïëåêñû è íåêîòîðûå èç èõ êîíöåâûõ òî÷åê (îïåðàöèÿ à)), ëèáî
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ñêëåèâàþòñÿ äâà 1-ñèìïëåêñà, ïðè÷åì ïðè îïåðàöèè â) ïðîèñõîäèò
÷àñòè÷íàÿ ðàçáîðêà è ïîäêëåéêà ÷èñòî äâóìåðíûõ ïîä÷àñòåé, åñëè
îíè îáðàçóþòñÿ. Òàê êàê ïðè òàêîé ïîäêëåéêå ÷èñëî òî÷åê âåòâëå-
íèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ, òî îáðàçîâàíèå òàêèõ ïîä÷àñòåé ïðîòèâîðå÷èëî
áû ðàâåíñòâó (17.6). Èòàê, ïðè îïåðàöèÿõ òèïà â) ÷èñòî äâóìåðíûõ
÷àñòåé íå îáðàçóåòñÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îïåðàöèþ à). Òàê êàê

1− 2ρ = χ(Xt+1) ≥ χ(Xt) ≥ · · · ≥ χ(X1) = 1− 2ρ,

òî χ(Xi) = χ(Xi+1), i = 1, . . . , t, ò. å. ïðè ïåðåõîäå îò χ(Xi) ê χ(Xi+1)
ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà íå ìåíÿåòñÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòáðàñû-
âàåìûå ÷àñòè äîëæíû áûòü ãîìåîìîðôíû ïîëóîòêðûòîìó èíòåðâà-
ëó [0, 1). Íàçîâåì èõ îòðîñòêàìè. Èòàê, Xi+1 ïîëó÷àåòñÿ èç Xi ëè-
áî ñêëåèâàíèåì äâóõ 1-ñèìïëåêñîâ, ëèáî îòáðàñûâàíèåì îòðîñòêà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðóêòóðà òî÷åê âåòâëåíèÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè
ñ êðàåì σ � òî÷íî òàêàÿ æå, êàê è ó (X1, p1), ò. å. òî÷êè âåòâëåíèÿ σ
ïðîåêòèðóþòñÿ â ìíîæåñòâî B, ïðè÷åì íàä òî÷êîé bi ëåæèò hi òî÷åê
êðàòíîñòåé n

(i)
1 − 1, . . . , n

(i)
hi
− 1, i = 0, . . . , m.

Òàê êàê χ(Xi+1) = χ(Xi), òî ñêëåèâàåìûå ïðè îïåðàöèÿõ ó÷àñòêè
èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó. Îòñþäà íåòðóäíî çàêëþ÷èòü, ÷òî
ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû Xi+1 è Xi èçîìîðôíû. Áîëåå òîãî, åñëè
X̌i = Xi\p−1

i (B), p̌i = pi|X̌i
, òî ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû X̌i+1 è X̌i

èçîìîðôíû. Òàêèì îáðàçîì, (X̌t+1, p̌t+1) ìîæíî ïîëó÷èòü èç íåêîòî-
ðîé ïðîêîëîòîé ãèðëÿíäû (Y, q) îòáðàñûâàíèåì îòðîñòêîâ, ãäå (Y, q)
ïîëó÷åíà èç (X̌1, p̌1) îòîæäåñòâëåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà 1-ñèìïëåêñîâ.
Åñëè ϕ : (X̌1, p̌1) → (Y, q) � ñêëåèâàþùåå îòîáðàæåíèå, à ôóíêöèÿ
j : (X̌t+1, p̌t+1) → (Y, q) îñóùåñòâëÿåò âëîæåíèå, òî êîììóòàòèâíà
äèàãðàììà

(X̌1, a1) (Y, at+1) (X̌t+1, at+1)

(A, a)

ϕ j

p̌1 p̌t+1

q

- -

?

½
½

½
½

½
½=

Q
Q

Q
Q

Q
QQs
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ãäå a1 è at+1 � íà÷àëüíûå òî÷êè êðèâûõ γ(1) è γ(t+1) ñîîòâåòñòâåííî,
ïðè÷åì îòîáðàæåíèÿ ϕ è j èíäóöèðóþò èçîìîðôèçìû ϕ# è j# ôóí-
äàìåíòàëüíûõ ãðóïï. Î÷åâèäíî, ÷òî (p̌1)#(π1(X̌1, a1)) = H, ïîýòîìó
(p̌t+1)#(π1(X̌t+1, at+1)) = q# ◦ j#(π1(X̌t+1, at+1)) = q#(π1(Y, at+1)) =

= q# ◦ ϕ#(π1(X̌1, a1)) = (p̌1)#(π1(X̌1, a1)) = H.

Ïóñòü h : (M ′, a′) → (A, a) � íåêîòîðîå íàêðûòèå (A, a), ñîîòâåòñòâó-
þùåå ïîäãðóïïå H ãðóïïû π1(A, a). Òàê êàê èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

(p̌t+1)#(π1(X̌t+1, at+1)) ⊂ H,

òî ñîãëàñíî [87], òåîðåìà 2.4.5, ñóùåñòâóåò òàêîå íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå f : (X̌t+1, at+1) → (M ′, a′), ÷òî h ◦ f = p̌t+1.

ßñíî, ÷òî f ëîêàëüíî èíúåêòèâíî. Ïîêàæåì, ÷òî f èíúåêòèâíî.
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 16.1 β ãîìîëîãè÷íà íóëþ. Ïî òåîðåìå 5.1 ñó-
ùåñòâóåò ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ′ áåç ãðàíè÷íûõ òî÷åê âåòâëåíèÿ,
îãðàíè÷åííàÿ β−. Ñêëåèâàÿ σ è σ′ âäîëü èõ êðàåâ, ïîëó÷àåì êîì-
ïàêòíóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü τ = (Z,ψ). Ïîñêîëüêó êàæäàÿ êîì-
ïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà N\|β| ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó
òî÷êó èç ìíîæåñòâà B, òî ìîæíî äîáèòüñÿ äâèæåíèåì òî÷åê âåòâëå-
íèÿ σ′ òîãî, ÷òîáû òî÷êè âåòâëåíèÿ τ ïðîåêòèðîâàëèñü áû â ìíîæå-
ñòâî B. Ïóñòü Ž = Z\ψ−1(B), ψ̌ = ψ|Ž . Òîãäà ψ̌ : (Ž, at+1) → (A, a) �
íàêðûòèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íåêîòîðîé ïîäãðóïïå G ãðóïïû π1(A, a).
Òàê êàê (Ž, at+1) ñîäåðæèò (X̌t+1, at+1), òî G ñîäåðæèò H. Ñîãëàñíî
ëåììå 6.3 èç [56], ãë.V, ñóùåñòâóåò íàêðûòèå g : (M ′, a′) → (Ž, at+1),
òàêîå, ÷òî ψ̌ ◦ g = h. Òîãäà g ◦ f : (X̌t+1, at+1) → (Ž, at+1) � ëîêàëüíî
èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå ïðîåêöèè: ψ̌ ◦ (g ◦f) = p̌t+1.
Ïóñòü i : (X̌t+1, at+1) → (Ž, at+1) � âëîæåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, òîãäà
ψ̌ ◦ i = p̌t+1. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó è äîêàæåì åå êîììóòàòèâíîñòü.

(X̌t+1, at+1) (M ′, a′) (Ž, at+1)

(A, a)

f g

p̌t+1 ψ̌
h

- -

?

½
½

½
½

½
½=

Q
Q

Q
Q

Q
QQs

PPq

i
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Òàê êàê ψ̌ : (Ž, at+1) → (A, a) � íàêðûòèå, òî îíî îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì åäèíñòâåííîñòè íàêðûâàþùåãî ïóòè ([87], ñ. 91). Ñîãëàñíî ëåì-
ìå 2.2.4 èç [87] îíî îáëàäàåò ñâîéñòâîì åäèíñòâåííîñòè ïîäíÿòèÿ äëÿ
ëþáîãî ëèíåéíî ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàê êàê X̌t+1 ëèíåéíî ñâÿç-
íî, à îòîáðàæåíèÿ g ◦ f, i : (X̌t+1, at+1) →→ (Ž, at+1) ÿâëÿþòñÿ ïîä-
íÿòèÿìè îòîáðàæåíèÿ (îòíîñèòåëüíî ψ̌), òî îíè ñîâïàäàþò: g ◦f = i.
Ñëåäîâàòåëüíî, f èíúåêòèâíî, îòêóäà âûòåêàþò óòâåðæäåíèÿ òåîðå-
ìû 17.2.

Çàìå÷àíèå 17.1 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 17.2. Òî-
ãäà ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü σ = (Xt+1, pt+1) ìîæíî ïîñòðîèòü, ñêëåè-
âàÿ 1-ñèìïëåêñû â (X1, p1) ïî ïðàâèëó, èíäóöèðóåìîìó ñîêðàùåíèåì
ñëîâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ôàêòîðèçàöèè (17.1)�(17.2), äî ïðèâåäåííî-
ãî è îòáðàñûâàÿ îòðîñòêè. Ýòî äàåò êîìáèíàòîðíûé ñïîñîá ïîñòðîå-
íèÿ σ.

Çàìå÷àíèå 17.2 Âìåñòî ¾óïîðÿäî÷åííûõ¿ ïðåäñòàâëåíèé âèäà
(17.1) − (17.2) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ¾íåóïîðÿäî÷åííûå¿ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ

[β] =
∏

j

(
[αj ][γi(j)]nj [αj ]−1

)
[δ], ãäå

∑

i(j)=0

nj = n.

Çàìå÷àíèå 17.3 Èç òåîðåìû 17.2 âûòåêàåò, ÷òî ðèìàíîâà ïî-
âåðõíîñòü σ, îãðàíè÷åííàÿ β, ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíî âëîæåííîé â íåêî-
òîðîå ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå ïîâåðõíîñòè N , êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ
èç (M ′, a′) óäàëåíèåì ïðîêîëîâ. Îäíàêî (M ′, a′), êàê ïðàâèëî, íå
êîìïàêòíà è áåñêîíå÷íîëèñòíà. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ñïîñîá âëî-
æåíèÿ σ â êîìïàêòíóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü íàä N .

Òåîðåìà 17.3 Ïóñòü β ∈ M, ÷èñëà ρ, ρ1 ∈ Z+ è äëÿ íåêîòîðûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n

(i)
j èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (17.1), (17.2) è

(17.4), ãäå n =
h0∑

j=1

n
(0)
j . Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî [β]−1 ïðåäñòàâè-

ìî â âèäå

[β]−1 =
m∏

i=0

rk∏

j=1

(
[α′ij ][γi]m

(i)
j [α′ij ]

−1
)

[δ′], (17.7)
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ãäå

[δ′] =





[e], åñëè ρ′ = 0,
∏ρ′

j=1[[δ
′
1j ], [δ

′
2j ]], åñëè ρ′ > 0,

(17.8)

ïðè÷åì
m∑

i=0

ri∑

j=1

(m(i)
j − 1) = (2− 2ρN )n′ − (1− 2ρ′)− C,

ãäå C � èíäåêñ âðàùåíèÿ β, n′ =
r0∑

j=1

m
(0)
j . Ïóñòü H � ïîäãðóïïà

ïðåäñòàâëåíèÿ (17.1), (17.2), H ′ � ïîäãðóïïà ïðåäñòàâëåíèÿ (17.7),
(17.8) è G � ïîäãðóïïà â π1(A, a), ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè H è
H ′. Ïîñòðîèì íàêðûòèå f : (X, x) → (A, a), ñîîòâåòñòâóþùåå ïîä-
ãðóïïå G. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü
(X̃, g) íàä N òàêàÿ, ÷òî X = X̃\g−1(B), f = g|X è ïîäíÿòèå êðèâîé
β èç òî÷êè x íà X̃ ðàçáèâàåò X̃ íà äâå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè σ è
σ′. Ïðè ýòîì (17.1), (17.2) åñòü σ-ïðåäñòàâëåíèå, à (17.7), (17.8) �
σ′-ïðåäñòàâëåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 17.2.

Â çàêëþ÷åíèå îïèøåì, êàê íåêîòîðûå èç ïîëó÷åííûõ âûøå ðå-
çóëüòàòîâ ìîãóò áûòü ðàñïðîñòðàíåíû íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ãðàíè÷-
íûõ êðèâûõ.

Ïóñòü çàäàíû êðèâûå β1, . . . , βν íà N . Áóäåì ïèñàòü (β1, . . . , βν) ∈
∈ Mν , åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
1) êðèâûå βi ∈ M, i = 1, . . . , ν;
2) ∪ν

i=1|βi| ðàçáèâàåò N íà êîíå÷íîå ÷èñëî ÷àñòåé;
3) åñëè z(i) : [0, 1] → N � íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå êðèâîé βi è
z̃(i) � ïåðèîäè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå îòîáðàæåíèÿ z(i) íà R, è åñëè äëÿ
íåêîòîðûõ k1, k2, k3 ∈ {1, . . . , ν} è òî÷åê t1, t2, t3 ∈ [0, 1] èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî z(k1)(t1) = z(k2)(t2) = z(k3)(t3) = z0 ∈ N , è îòîáðàæåíèÿ
gi : R → N îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëå gi(t) = z̃(i)((2t − 1)r + ti), i = 1,
2, 3, à zi : [0, 1] → N � ïî ôîðìóëå zi(t) = gi(t), 0 ≤ t ≤ 1/2, zi(t) =
= gi+1(t), 1/2 ≤ t ≤ 1, i = 1, 2, òî êðèâûå α1 è α2 ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè
z1 è z2 ïðè ìàëûõ r > 0 ëîêàëüíî ïðîñòû è ñóùåñòâóåò êðèâàÿ,
ïîäõîäÿùàÿ ê íèì îáåèì ¾ñëåâà¿ â òî÷êå z0.
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Ôèêñèðóåì òî÷êó a ∈ N . Ñîåäèíèì òî÷êó a ñ íà÷àëîì ai êðè-
âîé βi ïðîñòîé äóãîé β′i. Ïóñòü β̃i = β′iβi(β′i)

− � ïåòëÿ â òî÷êå a.
Âûáåðåì òî÷êè b0 = ∞, b1, . . . , bm òàê, ÷òîáû â êàæäîé êîìïîíåí-
òå ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà N\ ∪ν

i=1 |βi| ñîäåðæàëàñü ïî êðàéíåé ìåðå
îäíà èç òî÷åê ìíîæåñòâà B = {b0, b1, . . . , bm} è B ⊂ N\ ∪ν

i=1 |β̃i|.
Îïðåäåëèì A = N\B, îáðàçóþùèå â π1(A, a); π+

1 (A, a), πn
1,0(A, a) àíà-

ëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ îäíîé êðèâîé. Íåñâÿçíîé
ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ íàä N íàçîâåì ïàðó σ = (M, p), ãäå X =
= tq

i=1Mi � íåñâÿçíàÿ ñóììà ïîâåðõíîñòåé Mi, σi = (Mi, p|Mi
) � ðè-

ìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàä N , i = 1, . . . , n. Åñëè σi îãðàíè÷åíà êðèâûìè
β

(i)
1 , . . . , β

(i)
νi , i = 1, . . . , q, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî σ îãðàíè÷åíà êðè-

âûìè β
(i)
j , j = 1, . . . , νi, i = 1, . . . , q. Êàê è â ñëó÷àå ν = 1 îïðåäåëèì

êëàññû Σn(β1, . . . , βν , ρ), Sn(β1, . . . , βν , ρ) ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé
íàä N , îãðàíè÷åííûõ êðèâûìè β1, . . . , βν . Ïóñòü Σc

n(β1, . . . , βν , ρ),
Sc

n(β1, . . . , βν , ρ) � èõ ïîäêëàññû, ñîñòîÿùèå èç ñâÿçíûõ ïîâåðõíî-
ñòåé. Ñïðàâåäëèâî îáîáùåíèå òåîðåìû 16.1.

Òåîðåìà 17.4 Ïóñòü (β1, . . . , βν) ∈ Mν , n, ρ ∈ Z+. Äëÿ òî-
ãî ÷òîáû Sn(β1, . . . , βν , ρ) áûëî íåïóñòî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ñóùåñòâîâàëè [α1], . . . , [αν ] ∈ π1(A, a), òàêèå, ÷òî

ν∏

i=1

[αi][β̃i][αi]−1 = [β+][β0][δ],

ãäå [β+] ∈ π+
1 (A, a), [β0] ∈ πn

1,0(A, a), [δ] ∈ [π1, π1], deg[δ] = ρ ≤ ρ0.
Åñëè ∪ν

i=1|β̃i| ñâÿçíî, òî
Sc

n(β1, . . . , βν , ρ) 6= ∅ ⇐⇒ Sn(β1, . . . , βν , ρ) 6= ∅.

Ñëåäóþùèå òåîðåìû 17.9 è 17.10 îáîáùàþò, ðàçâèâàþò è óòî÷íÿ-
þò ðåçóëüòàòû ñòàòåé [4], [5], [125] è äð.

Òåîðåìà 17.5 Ïóñòü (β1, . . . , βν) ∈ Mν , n ∈ Z+. Äëÿ òîãî ÷òî-
áû ∪ρ≥0Σn(β1, . . . , βν , ρ) áûëî íåïóñòî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû öèêë

ν∑
i=1

βi áûë ãîìîëîãè÷åí íóëþ è âûïîëíÿëèñü íåðàâåí-

ñòâà
ν∑

i=1

κ(βi, ωj) ≥ −n, j = 1, . . . , m, ãäå ωj � íåêîòîðàÿ ôèêñèðî-
âàííàÿ êðèâàÿ â N , ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè ∞N è bj, j = 1, . . . ,m.
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Åñëè öèêë
ν∑

i=1

βi ãîìîëîãè÷åí íóëþ è n = −minj

ν∑
i=1

κ(βi, ωj), òî

⋃

ρ≥0

Σc
n(β1, . . . , βν , ρ) 6= ∅, åñëè ∪ν

i=1 |βi| ñâÿçíî,

⋃

ρ≥0

Σc
n+1(β1, . . . , βν , ρ) 6= ∅, åñëè ∪ν

i=1 |βi| íåñâÿçíî.

Òåîðåìà 17.6 Ïóñòü β1, . . . , βν � êâàçè- ëîêàëüíî ïðîñòûå êðè-
âûå íà N . Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà êîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà ïî-
âåðõíîñòü σ = (M,p) íàä N è ïðîñòûå çàìêíóòûå êðèâûå β̃1, . . . , β̃ν

íà M , ðàçáèâàþùèå M íà äâå ÷àñòè è ïðîåêòèðóþùèåñÿ â êðèâûå
β1, . . . , βν ïðè îòîáðàæåíèè p, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
öèêë

ν∑
i=1

βi áûë ãîìîëîãè÷åí íóëþ. Åñëè, êðîìå òîãî, (β1, . . . , βν) ∈

Mν è −n ≤
ν∑

i=1

κ(βi, ωj) ≤ l äëÿ íåêîòîðîé êðèâîé ωj â N , ñîåäèíÿ-
þùåé òî÷êè ∞N è bj, j = 1, . . . ,m, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîâåðõ-
íîñòü σ ñ nσ(∞N ) = l + n.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå íå òðåáóåò ñâÿçíîñòè ìíî-
æåñòâà ∪ν

i=1|βi|.
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Èç òåîðåì 17.1, 17.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ âñåõ ðèìàíîâûõ

ïîâåðõíîñòåé êëàññà ΣB(β) ñëåäóåò ïåðå÷èñëèòü âñå âîçìîæíûå ïîä-
ãðóïïû ïðåäñòàâëåíèé (17.1), (17.2) ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà [β] â

π1(A, a), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (17.4), ãäå n =
h0∑

j=1

n
(0)
j . Åñëè

îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ðèìàíîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè σ ∈ ΣB(β) ñ ÷èñ-
ëîì ëèñòîâ íàä áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé nσ(∞N ) = 0, òî ðåøå-
íèå ýòîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êîìáèíàòîðíûì ñïîñîáîì ñ
èñïîëüçîâàíèåì ââîäèìîãî íèæå ïîíÿòèÿ áàçèñíîãî íàáîðà è òîïî-
ëîãè÷åñêîãî ñïîñîáà íàõîæäåíèÿ âñåâîçìîæíûõ ïðåäñòàâëåíèé ýëå-
ìåíòîâ èç êîììóòàíòà ñâîáîäíîé ãðóïïû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ρ êîì-
ìóòàòîðîâ, íàéäåííîãî íåçàâèñèìî Êàëëåðîì [118] è À. Þ. Îëüøàí-
ñêèì [75].

Èòàê, îïðåäåëèì ïîíÿòèå áàçèñíîãî íàáîðà. Õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî ãðóïïà π1(A, a) ñâîáîäíà è â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ åå ìîæíî
âçÿòü ýëåìåíòû [γ1], . . . , [γm], è åñëè ρ = ρM > 0, òàêæå [a1], [b1], . . .
. . . , [aρ], [bρ]. Ïîýòîìó îíà èçîìîðôíà ãðóïïå X, ñîñòîÿùåé èç êëàñ-
ñîâ ýêâèâàëåíòíîñòè A ñëîâ A, ñîñòàâëåííûõ èç ñèìâîëîâ àëôàâèòà
{x±1 , . . . , x±m+2ρ}, ïðè÷åì èçîìîðôèçì f : X → π1(A, a) ìîæíî âû-
áðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

f(x±i ) =





[γi]±1, i = 1, . . . , m,
[ai−m]±1, i = m + 1, . . . ,m + ρ,
[bi−m−ρ]±1, i = m + ρ + 1, . . . , m + 2ρ.

Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ÷àñòî áóäåì îïóñêàòü ÷åð-
òó íàä x±i . Ïóñòü g = f−1.

Ïóñòü ýëåìåíò x ∈ X. Îáúåäèíÿÿ â ïðèâåäåííîé çàïèñè âñå ñèì-
âîëû xi, ñòîÿùèå ðÿäîì è èìåþùèå îäèíàêîâûå èíäåêñû, ïîëó÷àåì
çàïèñü

x =
s∏

i=1

xki

n(i), (18.1)

êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü íåñîêðàòèìîé çàïèñüþ ýëåìåíòà x.
Ïóñòü òåïåðü β ∈ M, è [β] = [β+][δ], ãäå [β+] ∈ π+

1 (A, a), [δ] ∈
∈ [π1, π1], è x = g([β]). Òîãäà lj =

∑
n(i)=j

ki ≥ 0, j = 1, . . . ,m. Îáîçíà-
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÷èì ÷åðåç C èíäåêñ âðàùåíèÿ êðèâîé β. Ïóñòü u =
m∑

j=1

lj − C + 1,

ρ ∈ Z+, u − 2ρ > 0. Áàçèñíûì íàáîðîì κ ñòåïåíè ρ äëÿ ýëåìåíòà x
íàçîâåì ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë pi ∈ Z+, i = 1, . . . , s òàêèõ, ÷òî

1) pi = 0, åñëè ki ≤ 0 â (18.1);
2)

∑
pi 6=0

1 = u− 2ρ;

3) ýëåìåíò dκ =
∏S

i=1 x
ki−pi

n(i) ∈ [X,X] è deg(dκ) = ρ.
Åñëè κ � áàçèñíûé íàáîð ñòåïåíè ρ, òî ýëåìåíò x ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå

x =
s∏

i=1

(yix
pi

n(i)y
−1
i )dκ, ãäå yi =

i∏

j=1

x
kj−pj

n(j) , i = 1, . . . , s. (18.2)

Ìíîæåñòâî áàçèñíûõ íàáîðîâ ñòåïåíè ρ äëÿ ýëåìåíòà x îáîçíà÷èì
÷åðåç K(x, ρ). Îòìåòèì ÷òî íà ïðàêòèêå ôèêñàöèÿ áàçèñíîãî íàáîðà
îçíà÷àåò âûáîð ñïîñîáà âû÷åðêèâàíèÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ, âõîäÿ-
ùèõ â (18.1) â ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè èëè çàìåíû ïîëîæèòåëüíûõ
ñòåïåíåé ìåíüøèìè èëè îòðèöàòåëüíûìè, ïðîèñõîäÿùåãî òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òî ïîñëå åãî îñóùåñòâëåíèÿ îñòàåòñÿ ýëåìåíò èç êîììóòàíòà
ñòåïåíè ρ.

Ïóñòü κ = (p1, . . . , ps) � íåêîòîðûé áàçèñíûé íàáîð äëÿ ýëåìåíòà
x = g([β]). Ïîñêîëüêó [δ] = f(dκ) ∈ [π1, π1], òî ïðè deg[δ] = ρ > 0
ìíîæåñòâî ∆([δ], ρ) íàáîðîâ

d = {[δij ], i = 1, 2, j = 1, . . . , ρ} (18.3)

ýëåìåíòîâ èç π1(A, a), òàêèõ, ÷òî [δ] ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
ρ êîììóòàòîðîâ [δ] =

∏ρ
j=1 [[δ1j ], [δ2j ]] íåïóñòî. Ôèêñèðóåì â ýòîì

ñëó÷àå íåêîòîðûé íàáîð d âèäà (18.3). Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(κ, d) ïîä-
ãðóïïó â [π1, π1], ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè f(yix

pi

n(i)y
−1
i ), ãäå yi îïðå-

äåëåíû â (18.2), i =, . . . , s, è, åñëè deg[δ] = ρ > 0, òàêæå è ýëåìåíòàìè
èç d.

Òåîðåìà 18.1 Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 17.1 è ÷èñ-
ëî h0 = 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò áàçèñíûé íàáîð κ ñòåïåíè ρ è d ∈
∈ ∆([δ], ρ) òàêèå, ÷òî íåíóëåâûå ýëåìåíòû pi â κ c n(i) = k ïî-
ëó÷àþòñÿ èç íàáîðà (n(i)

1 , . . . , n
(i)
hi

) íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêîé, i =
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= 1, . . . , m, è ïîäãðóïïà H(κ, d) ñîâïàäàåò ñ ïîäãðóïïîé H ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ (17.1)�(17.2).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ïðåäëîæå-
íèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 18.1 Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 18.1 ñëîâî A � ïðè-
âåäåííóþ çàïèñü ýëåìåíòà x = g([β]) â X ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

A = A1xr(1)A2xr(2) · · ·Akxr(k)Ak+1,

ãäå ñëîâà A1, · · · , Ak+1 òàêîâû, ÷òî ýëåìåíòû [νj ] = f(Aj), j =
= 1, . . . , k + 1, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:
I) ñóùåñòâóåò íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (q1, . . . , qk), ïîëó÷àþùèéñÿ
ïåðåñòàíîâêîé èç íàáîðà (n(k)

1 , . . . , n
(k)
hk

, k = 1, . . . ,m), òàêîé, ÷òî
ýëåìåíò [δ̃] =

∏k
i=1([νi][γr(i)]1−qi) · [νk+1] ñîäåðæèòñÿ â [π1, π1] è

deg[δ̃] ≤ ρ;
II) ñóùåñòâóåò íàáîð d̃ = {[δ̃ij ], i = 1, 2, j = 1, . . . , ρ} ∈ ∆([δ̃], ρ)
òàêîé, ÷òî [δ̃ij ] ∈ H, i = 1, 2, j = 1, . . . , ρ;
III) ýëåìåíòû [ωt] ∈ H, t = 1, . . . , k, ãäå

[ωt] = [µt][γr(t)]qt [µt]−1, [µt] =
t−1∏

i=1

([νi][γr(i)]1−qi) · [νt], t = 1, . . . , k.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ρ > 0 êàê áîëåå ñëîæ-
íûé. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîâ A(1), · · · , A(n) òàêèõ, ÷òî
a) êàæäîå A(i) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

A(i) = A
(i)
1 xr(1)A

(i)
2 xr(2) · · ·A(i)

k xr(k)A
(i)
k+1 (18.4)

(èíäåêñû r(1), . . . , r(k) çàâèñÿò, âîîáùå ãîâîðÿ, îò i), ïðè÷åì ñëîâà
A

(i)
j , j = 1, . . . , k, ïðèâåäåíû è äëÿ [νj ] = f(A(i)

j ), j = 1, . . . , k + 1,
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ I)�III);

b) åñëè A(i) íå ïðèâåäåíî, òî A(i+1) ïîëó÷àåòñÿ èç A(i) íåêîòîðûì
ñîêðàùåíèåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå A(i+1) = A(i);
c) A(i) = g([β]), i ≥ 1.
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Åñëè òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñòðîåíà, òî, íà÷èíàÿ ñ íåêî-
òîðîãî íîìåðà, A(i) = A íå çàâèñèò îò i è ÿâëÿåòñÿ íåñîêðàòèìîé
çàïèñüþ g([β]), óäîâëåòâîðÿþùåé âñåì íåîáõîäèìûì òðåáîâàíèÿì.

Â êà÷åñòâå A(1) âîçüìåì ñëîâî

A(1) = A
(1)
1 xr(1)A

(1)
2 xr(2) · · ·A(1)

k xr(k)A
(1)
k+1,

ãäå A
(1)
1 , A

(1)
2 , · · · , A(1)

k , A
(1)
k+1 � ïðèâåäåííûå çàïèñè ýëåìåíòîâ

g([α11][γ1]n
(1)
1 −1), g([α11]−1[α12][γ1]n

(1)
2 −1), · · · ,

g([αm,hm−1]−1[αm,hm
][γm]n

(m)
hm−1−1), g([αm,hm

]−1[δ])

(ñì. (17.1)). Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî (17.2). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
[νj ] = A

(1)
j óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì I)�III), ãäå

q1 = n
(1)
1 , . . . , qk = n

(m)
hm

, r(1) = 1, . . . , r(k) = m,

[δ̃ij ] = [δij ], i = 1, 2, j = 1, . . . , ρ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïîñòðîåíà êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñëîâ A(1), . . . , A(i), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì a)�c). Ïîêàæåì, êàê
îïðåäåëèòü A(i+1) â ñëó÷àå, êîãäà A(i) íå ïðèâåäåíî. Ïîñêîëüêó âñå
ñëîâà A

(i)
j , j = 1, . . . , k, ïðèâåäåíû, òî äëÿ íåêîòîðîãî j â (18.4) ëèáî

A
(i)
j = A′jx

−1
r(j), ëèáî A

(i)
j+1 = x−1

r(j)A
′′
j+1. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè,

èìååò ìåñòî âòîðàÿ âîçìîæíîñòü. Â äàëüíåéøåì óñëîâèìñÿ äëÿ ïðî-
ñòîòû îáîçíà÷åíèé âåðõíèé èíäåêñ ó âñåõ îáúåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñî
ñëîâîì A(i), îïóñêàòü. Îáúåêòû æå, ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëÿåìî-
ìó ñëîâó A(j+1), áóäåì ñíàáæàòü âåðõíèì èíäåêñîì.

Ðàññìîòðèì ñëîâî

L = A1x
1−q1
r(1) A2x

1−q2
r(2) · · ·Ajx

1−qj

r(j) x−1
r(j)A

′′
j+1x

1−qj+1

r(j+1) Aj+2 · · ·Akx
1−qk

r(k) Ak+1.

Òàê êàê ñëîâî A(i) óäîâëåòâîðÿåò I), II), òî

f(L) = [δ̃] =
ρ∏

j=1

[
[δ̃1j ], [δ̃2j ]

]
,
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è, çíà÷èò, L =
∏ρ

j=1

[
[D1j ], [D2j ]

]
, ãäå Dij � ïðèâåäåííàÿ çàïèñü ýëå-

ìåíòà g([δ̃ij ]), i = 1, 2, j = 1, . . . , ρ. Ïóñòü C � ïðèâåäåííàÿ çàïèñü
ýëåìåíòà L. Òîãäà C ïîëó÷àåòñÿ èç L íåêîòîðûì ñîêðàùåíèåì S.
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé I. Âõîæäåíèå d = (x−1
r(j), n0, L), ãäå

n0 =
j∑

t=1

(|At|+ |qt − 1|) + 1,

ÿâëÿåòñÿ S-ñîêðàòèìûì (ñì. � 15). Òîãäà ó d åñòü S-àíòèïîä d1 =
= (xr(j), n1, L). Çíà÷èò, íåêîòîðîå Al èìååò âèä Al = A′lxr(j)A

′′
l , ïðè-

÷åì 1 + |A′l| +
l−1∑
i=1

(|Ai| + |qi − 1|) = n1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî l < j. Â êà÷åñòâå A(i+1) âîçüìåì òîãäà ñëîâî

A(i+1) = A1xr(1)A2xr(2) · · ·Al−1xr(l−1)A
′
lxr(j)A

′′
l xr(l)×

×Al+1 · · ·Aj−1xr(j−1)Ãjxr(j+1)Aj+2 · · ·Akxr(k)Ak+1, (18.5)

ãäå Ãj � ïðèâåäåííàÿ çàïèñü ñëîâà AjA
′′
j+1. Èòàê,

A(i+1)
s = As, s < l, s > j + 1,

A
(i+1)
l = A′l, A

(i+1)
l+1 = A′′l , A

(i+1)
j+1 = Ãj , (18.6)

A(i+1)
s = As−1, l + 1 < s < j + 1,

r(i+1)(s) = r(s), s < l, s > j + 1,

r(i+1)(l) = r(j), ri+1(s) = r(s− 1), l < s < j + 1. (18.7)

Îïðåäåëèì, ñîãëàñíî (18.6),

q(i+1)
s = qs, s < l, s > j, q

(i+1)
l = qj , q(i+1)

s = qs−1, l+1 < s < j+1.

Ïîêàæåì, ÷òî A(i+1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì I)�III). Èìååì

[δ̃(i+1)] = [ξ][ν′l ][γr(j)]1−qj [ν′′l ][γr(l)][ξ′]1−ql [νj ][ν′′j+1][ξ
′′], (18.8)
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ãäå

[ξ] =
l−1∏
s=1

([νs][γr(s)]1−qs), [ξ′] =
j−1∏

s=l+1

([νs][γr(s)]1−qs),

[ξ′′] =
k∏

s=j+1

([γr(s)]1−qs [νs+1]),

[ν′l ] = f(A
′
l), [ν′′l ] = f(A

′′
l ), [ν′′j+1] = f(A

′′
j+1) = [γr(j)][νj+1].

Òàê êàê d è d1 � S-àíòèïîäû, òî ñëîâî A′′l x
1−ql

r(l) ·∏j
s=l+1(Asx

1−qs

r(s) )
ýêâèâàëåíòíî ïóñòîìó. Çíà÷èò,

[ν′′l ][γr(l)]1−ql

j∏

s=l+1

([νs][γr(s)]1−qs) = [e].

Ñëåäîâàòåëüíî,

[ν′′l ][γr(l)]1−ql [ξ′][νj ][γr(j)]1−qj = [e]

è

[γr(j)]1−qj [ν′′l ][γr(l)]1−ql [ξ′][νj ] = [e] =

= [γr(j)][ν′′l ][γr(l)]1−ql [ξ′][νj ][γr(j)]1−qj [γr(j)]−1. (18.9)

Èñïîëüçóÿ (18.9), èç (18.8) ïîëó÷àåì

[δ̃(i+1)] = [ξ][ν′l ][γr(j)][ν′′l ][γr(l)]1−ql [ξ′][νj ][γr(j)]1−qj [ν′′j+1][ξ
′′] =

= [δ̃] =
ρ∏

j=1

[
[δ̃1j ], [δ̃2j ]

]
,

è â êà÷åñòâå [δ̃(i+1)
ij ] ìîæíî âçÿòü [δ̃ij ], i = 1, 2, j = 1, . . . , ρ. Òàê êàê

[δ̃ij ] ∈ H, i = 1, 2, j = 1, . . . , ρ, òî A(i+1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì I)
è II).

Äëÿ òîãî ÷òîáû óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü III) äëÿ A(i+1), âûðà-
çèì [µ(i+1)

t ], ÷åðåç ýëåìåíòû [µt], [νt], l = 1, . . . , k. Èìååì

[µ(i+1)
t ] = [µt], t = 1, . . . , l − 1, [µ(i+1)

l ] = [ξ][ν′l ],
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[µ(i+1)
t ] = [ξ][ν′l ][γr(j)]1−qj [ν′′l ]

t−2∏

s=l

([γr(s)]1−qs [νs+1]), t = l + 1, .., j,

[µ(i+1)
t ] = [ξ][ν′l ][γr(j)]1−qj [ν′′l ][γr(l)]1−ql [ξ′][νj ][ν′′j+1]×

×
t−1∏

s=j+1

[γr(s)]1−qs [νs+1]), t = j + 1, . . . , k.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì (18.9) íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

[µ(i+1)
t ] = [µt], t = 1, . . . , l − 1, t = j + 1, . . . , k,

[µ(i+1)
l ] = [µj ][γr(j)]−qj , t = 1, . . . , l − 1,

à ïðè t = l + 1, . . . , j,

[µ(i+1)
t ] = [ξ][ν′l ][γr(j)]−qj [ν′l ]

−1[ξ]−1×

×[ξ][ν′l ][γr(j)][ν′′l ]
t−2∏

s=l

([γr(s)]1−qs [νs+1]) =

= [µ(i+1)
l ][γr(j)]−qj [µ(i+1)

l ]−1
t−2∏
s=1

([νs][γr(s)]1−qs) · [νt−1] =

= [µj ][γr(j)]−qj [µj ]−1[µt−1] = [ωj ]−1[µt−1].

Ïîýòîìó

[ω(i+1)
t ] = [ωt], t = 1, . . . , l − 1, t = j + 1, . . . , k, [ω(i+1)

l ] = [ωj ],

[ω(i+1)
t ] = [ωj ]−1[ωt−1][ωj ], t = l + 1, . . . , j.

Òàê êàê [ωt] ∈ H, t = 1, . . . , k, òî è [ω(i+1)
t ] ∈ H, t = 1, . . . , k, è

ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ I çàêîí÷åíî.
Ñëó÷àé II. Ïóñòü âõîæäåíèå d ÿâëÿåòñÿ S-íåñîêðàòèìûì. Òî-

ãäà ñëîâî C íåïóñòî è ñîäåðæèò âõîæäåíèå S(d). Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, L = D, ãäå D =

∏ρ
j−1(D1jD2jD

−1
1j D−1

2j ), ïîýòîìó C ÿâëÿåòñÿ
ïðèâåäåííîé çàïèñüþ ýëåìåíòà D, ò. å. C ïîëó÷àåòñÿ èç D íåêîòî-
ðûì ñîêðàùåíèåì T . Îïðåäåëèì äëÿ ëþáîãî âõîæäåíèÿ d â ñëîâî
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D ïîíÿòèå ñîïðÿæåííîãî âõîæäåíèÿ (d)∗. ßñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò u,
1 ≤ u ≤ ρ, òàêîå, ÷òî äëÿ ñ = |d| âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ
÷åòûðåõ óñëîâèé:

a) |Du| < ñ ≤ |Du|+ |D1u|,
b) |Du|+ |D1u| < ñ ≤ |Du|+ |D1u|+ |D2u|,

c) |Du|+ |D1u|+ |D2u| < ñ ≤ |Du|+ 2|D1u|+ |D2u|, (18.10)

d) |Du|+ 2|D1u|+ |D2u| < ñ ≤ |Du|+ 2(|D1u|+ |D2u|),
ãäå Du =

∏u−1
j=1 (D1jD2jD

−1
1j D−1

2j ). Åñëè èìååò ìåñòî a), òî D1u =
= D′

1uxε
kD′′

1u, ε = ±1, ïðè÷åì ñ = |Du| + |D′
1u| + 1, è ñóùåñòâóåò

âõîæäåíèå (d)∗ = (x−ε
k , ñ∗,D), ãäå ñ∗ = |Du|+|D1u|+|D2u|+|D′′

1u|+1.
Åñëè âûïîëíÿåòñÿ c), òî D−1

1u = D′
1uxε

kD′′
1u, ïðè÷åì ñ = |Du|+ |D1u|+

+|D2u|+|D′
1u|+1, è òîãäà (d)∗ = (x−ε

k , ñ∗,D), ãäå ñ∗ = |Du|+|D′′
1u|+1.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñîïðÿæåííîå âõîæäåíèå â ñëó÷àÿõ b), d).
Ïóñòü d1 = T−1(S(d)). Îïðåäåëèì d2 = (d1)∗. Åñëè d2 ÿâëÿåòñÿ

T -ñîêðàòèìûì, òî ñóùåñòâóåò åãî T -àíòèïîä d3. Ïóñòü d4 = (d3)∗.
Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âõîæäåíèé d1, d2, . . . â ñëîâî D, òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ≥ 1 âûïîë-
íÿþòñÿ óñëîâèÿ:

α) d2t = (d2t−1)∗;
β) åñëè d2t ÿâëÿåòñÿ T -ñîêðàòèìûì, òî d2t+1 � åãî T -àíòèïîä.
Ïîêàæåì, ÷òî âñå di ðàçëè÷íû. Ïîñêîëüêó (d2t) = xr(j), (d2t+1) =

= x−1
r(j), òî èç óñëîâèÿ ds = dt, s ≤ t, ñëåäóåò, ÷òî s ≡ t (mod 2).

Òîãäà ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèé α) è β) íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî dl =
= dt−s+l äëÿ ëþáîãî l = 1, . . . , s. Â ÷àñòíîñòè, d1 = d1+2q, ãäå 2q =
= t− s. Åñëè q > 0, òî â ñèëó β) âõîæäåíèå d1 èìååò T -àíòèïîä d2q,
îäíàêî d1 ÿâëÿåòñÿ T -íåñîêðàòèìûì, ò. ê. T (d1) = S(d). Èòàê, âñå di

ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Òàê êàê |D| < ∞, òî ÷èñëî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
âõîæäåíèé â ñëîâî D êîíå÷íî, ò. å. äëÿ íåêîòîðîãî v ≥ 1 âõîæäåíèå
d2v ÿâëÿåòñÿ T -íåñîêðàòèìûì. Ïóñòü d′ = S−1(T (d2v)). Òîãäà

{d′} =
l−1∏
s=1

(Asx
1−qs

r(s) )A′l ∗ xr(j) ∗ A′′l

k∏

s=l

(x1−qs

r(s) As+1).

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî l ≤ j. Ïóñòü ñëîâî
A(i+1) èìååò âèä (18.5). Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà A(i+1) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì I)�III).
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî çàìåòèì, ÷òî åñëè çàïèñü (18.4) óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì I)�III), òî çàïèñü

Ã = Ã
(i)
1 xr(1)Ã

(i)
2 xr(2) · · · Ã(i)

k xr(k)Ã
(i)
k+1,

ãäå Ã
(i)
s ýêâèâàëåíòíû ñëîâàì A(i)

s , òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
I)�III); qs, [δ̃ij ] è [ωs] ïðè ýòîì, êîíå÷íî, íå ìåíÿþòñÿ.

Òåïåðü âûáåðåì ñëîâî F è ñîêðàùåíèÿ U è V ýòîãî ñëîâà äî ñëîâ
E è D ñîîòâåòñòâåííî ñîãëàñíî ëåììå 15.1. Òîãäà S ◦ U = T ◦ V è
F èìååò âèä

F = Ã1x
1−q1
r(1) Ã2x

1−q2
r(2) · · · Ãkx

1−qk

r(k) Ãk+1,

ïðè÷åì U(Ãi) = Ai, i = 1, . . . , k + 1, à çàïèñü

A = Ã1xr(1)Ã2xr(2) · · · Ãkxr(k)Ãk+1

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì I)�III), ò. ê. Ãi ýêâèâàëåíòíû ñëîâàì Ai,
i = 1, . . . , k + 1. Ïóñòü d̃t = V (dt), t = 1, . . . , 2v. Òîãäà

U(d̃2v) = U ◦ V −1(d2v) = U ◦ V −1 ◦ T−1 ◦ T (d2v) = S−1 ◦ T (d2v) = d′.

Çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Ãl = Ã′lxr(j)Ã
′′
l , ãäå U(Ã′l) = A′l, U(Ã′′l ) = A′′l .

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ñëîâà A(i+1). Ïîêàæåì, ÷òî [ω(i+1)
t ] ∈

∈ H, t = 1, . . . , k. Ââåäåì ýëåìåíòû

[ω̃(i+1)
t ] = [τ (i+1)

t ][ω(i+1)
t ][τ (i+1)

t ]−1, [ω̃t] = [τt][ωt][τt]−1, (18.11)

ãäå

[τ (i+1)
t ] =

t−1∏
s=1

[ω(i+1)
s ], [τt] =

t−1∏
s=1

[ωs], t = 1, . . . , k.

ßñíî, ÷òî ω̃t ∈ H, t = 1, . . . , k. Íåïîñðåäñòâåííûì ïîäñ÷åòîì óáåæ-
äàåìñÿ, ÷òî

[ω̃t] = [ηt][γr(t)]q(t)[ηt]−1, [ω̃(i+1)
t ] = [η(i+1)

t ][γr(t)]q(t)[η
(i+1)
t ]−1,
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ãäå

[ηt] =
t−1∏

i=1

(
[νi][γr(i)]

) · [νt], [η(i+1)
t ] =

t−1∏

i=1

(
[ν(i+1)

i ][γr(i)]
)
· [ν(i+1)

t ].

Òàê êàê

[η(i+1)
t ] = [ηt], t = 1, . . . , l − 1, t = j + 1, . . . , k,

[η(i+1)
t ] = [ηt−1], t = j + 1, . . . , k,

òî
[ω̃(i+1)

t ] = [ω̃t], t = 1, . . . , l − 1, t = j + 1, . . . , k,

[ω̃(i+1)
t ] = [ω̃t−1], t = l + 1, . . . , j. (18.12)

Èç ðàâåíñòâ
t−1∏
s=1

[ω(i+1)
t ] =

t−1∏
s=1

[ω̃(i+1)
t−s ],

è (18.11) ñëåäóåò, ÷òî

[ω(i+1)
t ] = [τ (i+1)

t ]−1[ω̃(i+1)
t ][τ (i+1)

t ], ãäå [τ (i+1)
t ] =

t−1∏
s=1

[ω̃(i+1)
t−s ], (18.13)

t = 1, . . . , k. Èç (18.12) ñëåäóåò, ÷òî [ω̃(i+1)
t ] ∈ H, t 6= l.

Â ÷àñòíîñòè, [ω̃(i+1)
t ] ∈ H, t = 1, . . . , l, îòêóäà [τ (i+1)

l ] ∈ H. Åñëè
ìû ïîêàæåì, ÷òî [ω(i+1)

l ] ∈ H, òî òîãäà [ω̃(i+1)
l ] ∈ H â ñèëó (18.11).

Çíà÷èò, áóäåì èìåòü [ω̃(i+1)
t ] ∈ H, t = 1, . . . , k, è èç (18.13) áóäåò

ñëåäîâàòü, ÷òî [τ (i+1)
t ], à, ñëåäîâàòåëüíî, [ω(i+1)

t ] ∈ H, t = 1, . . . , k,
ò. å. áóäåò óñòàíîâëåíî III) äëÿ A(i+1). Èòàê, äîêàæåì, ÷òî ýëåìåíò
[ω(i+1)

l ] ∈ H.
Ïóñòü {d̃t} = D̃′

t ∗ x
ε(t)
r(j) ∗ D̃′′

t , {dt} = D′
t ∗ x

ε(t)
r(j) ∗ D′′

t , ãäå ε(t) =
= (−1)t, t = 1, . . . , 2v. Ïîêàæåì, ÷òî

Ft = f(D̃′
t)[γr(j)]qj (f(D̃′

t))
−1 ∈ H, t = 1, . . . , 2v.

Òîãäà ïðè t = 2v îòñþäà áóäåì èìåòü

[ω(i+1)
l ] = [µ(i+1)

l ][γr(j)]qj [µ(i+1)
l ]−1 = F2v ∈ H,
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ò. ê.

f(D̃′
2v) = f(U(D̃′

2v)) = f(D′
2v) = f

(
l−1∏
s=1

(Asx
1−qs

r(s) )A′l

)
= [µ(i+1)

l ].

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè. Ïðè t = 1 èìååì

U(d̃1) = U ◦ V −1(d1) = T ◦ S−1(d1) = d.

Ïîýòîìó U(D̃′
1) =

∏j
s=1(Asx

1−qs

r(s) ) è

f(D̃′
1) =

j∏
s=1

([νs][γr(s)]1−qs) = [µj ][γr(j)]1−qj .

Ñëåäîâàòåëüíî, F1 = [µj ][γr(j)]qj [µj ]−1 = [ωj ] ∈ H. Ïðåäïîëîæèì òå-
ïåðü, ÷òî Fs ∈ H, s = 1, . . . , 2t− 1, ãäå t ≤ v. Ïîêàæåì, ÷òî F2t ∈ H,
è, â ñëó÷àå t < v, F2t+1 ∈ H. Ïî óñëîâèþ α) âõîæäåíèå d2t = V (d̃2t)
ñîïðÿæåíî ñ d2t−1 = V (d̃2t−1). Äëÿ ñ = n2t−1 = |d2t−1| èìååò ìåñòî
îäíà èç ÷åòûðåõ âîçìîæíîñòåé (18.10). Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè,
èìååò ìåñòî ñëó÷àé c) (îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëî-
ãè÷íî). Òîãäà D′

2t−1 = DuD1uD2uD′
1u, D′

2t = Du(D′′
1u)−1, è

f(D̃′
2t) = f(V (D̃′

2t)) = f(D′
2t) =

= f(Du)f(D′′
1u)−1 = f(Du)f(D1u)f(D′

1ux−1
r(j));

àíàëîãè÷íî

f(D̃′
2t−1) = f(D′

2t−1) = f(Du)f(D1u)f(D2u)f(D′
1ux−1

r(j))f(xr(j)).

Çíà÷èò, f(D̃′
2t) = [δ̃u]f(D̃′

2t−1)[γr(j)], ãäå

[δ̃u] = f(Du)f(D1u)f((D2u)−1)f((D1u)−1)f((Du)−1) =

= [δ̃′u][δ̃1u][δ̃2u][δ̃1u]−1[δ̃′u]−1, [δ̃′u] =
u−1∏
s=1

[[δ̃1s][δ̃2s]].
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ßñíî, ÷òî [δ̃′u] ∈ H, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî [δ̃u] ∈ H. Îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷àåì

F2t = [δ̃u]f(D′
2t−1)[γr(j)]qjf(D′

2t−1)
−1[δ̃u]−1 = [δ̃u]F2t−1[δ̃u]−1 ∈ H,

ò. ê. F2t−1 ∈ H ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè.
Ïóñòü t < v. Òàê êàê d̃2t è d̃2t+1 ÿâëÿþòñÿ T -àíòèïîäàìè, òî d̃2t =

= V −1(d2t) è d̃2t+1 = V −1(d2t+1) ÿâëÿþòñÿ V ◦ T -àíòèïîäàìè. Òîãäà,
ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ðàâåíñòâà [ω(i+1)

l ] = [ωj ] â
ñëó÷àå I), ïîêàçûâàåì, ÷òî F2t+1 = F2t ∈ H. Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî
Ft ∈ H, t = 1, . . . , 2s, ñëåäîâàòåëüíî, [ω(i+1)

l ] ∈ H, è òîãäà [ω(i+1)
s ] ∈

∈ H, s = 1, . . . , k, ò. å. III) äîêàçàíî.
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî [δ̃(i+1)] ïðåäñòàâèìî â âèäå

[δ̃(i+1)] =
ρ∏

s=1

[[δ̃(i+1)
1s ], [δ̃(i+1)

2s ]],

ãäå [δ̃(i+1)
ts ] ∈ H, t = 1, 2, s = 1, . . . , ρ.

Óïîðÿäî÷èì d̃s, s = 1, . . . , 2v, ïî âåëè÷èíå ìåñò âõîæäåíèÿ, ò. å.
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ P èìåþò
ìåñòî íåðàâåíñòâà |d̃P (s)| < |d̃P (t)|, 1 ≤ s < t ≤ 2v. Ïóñòü P (k′) = 1,
P (k′′) = 2v. Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ |d̃1| > |d̃2v|, òî k′ > k′′. Èìååì

E = E1xr(j)E2x
−1
r(j)E3, ãäå E1 =

l−1∏
s=1

(Asx
1−qs

r(s) )A′l,

E2 = A′′l

j∏

s=l+1

(Asx
1−qs

r(s) ), E3 = A′′j+1

k∏

s=j+1

(x1−qs

r(s) As+1).

Èñïîëüçóÿ (18.8), ïîëó÷àåì, ÷òî

[δ̃(i+1)] = f(E
′
),

ãäå E′ = E1x
1−qj

r(j) E2x
qj−1

r(j) E3.
Ïóñòü

{dP (1), dP (1), . . . , dP (2v)} = B1∗xε1
r(j)∗B2∗xε2

r(j)∗· · ·∗B2v ∗xε2v

r(j)∗B2v+1,
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εi = ±1. Ïîêàæåì, ÷òî E′ ýêâèâàëåíòíî ñëîâó

E∗ =
2v∏

s=1

(Bsx
εs(qj−1)

r(j) )B2v+1.

Òàê êàê
{d′, d} = E1 ∗ xr(j) ∗ E2 ∗ x−1

r(j) ∗ E3,

{d2v, d1} = B(1) ∗ xr(j) ∗B(2) ∗ x−1
r(j) ∗B(3),

{d̃2v, d̃1} = B̃
(1) ∗ xr(j) ∗ B̃

(2) ∗ x−1
r(j) ∗ B̃

(3)
,

ãäå

B(1) =
k′′−1∏
s=1

(Bsx
εs

r(j))Bk′′ , B(2) =
k′−1∏

s=k′′+1

(Bsx
εs

r(j))Bk′ ,

B(3) =
2v∏

s=k′+1

(Bsx
εs

r(j))B2v+1,

òî Ej = U(B̃(j)) ∼ V (B̃(j)) = B(j), i = 1, 2, 3. Ñëåäîâàòåëüíî,

E′ ∼ B(1) ∗ x
1−qj

r(j) ∗B(2) ∗ x
qj−1

r(j) ∗B(3).

Ïîêàæåì, ÷òî

B(1) ∼ B̂(1) :=
k′′−1∏
s=1

(Bsx
εs(1−qj)

r(j) )Bk′′ ,

B(2) ∼ B̂(2) :=
k′−1∏

s=k′′+1

(Bsx
εs(1−qj)

r(j) )Bk′ ,

B(3) ∼ B̂(3) :=
2v∏

s=k′+1

(Bsx
εs(1−qj)

r(j) )B2v+1.

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ïåðâîå ñëîâî B(1). Ïóñòü d′P (j) � âõîæäåíèå
â B(1) òàêîå, ÷òî |d′P (j)| = |dP (j)|, j = 1, . . . , k′′. Òîãäà

{d′P (1), . . . , d
′
P (k′′)} = B1 ∗ xε1

r(j) ∗B2 ∗ · · · ∗ x
εk′′−1

r(j) ∗Bk′′ .
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Òàê êàê âõîæäåíèå dP (k′′) ÿâëÿåòñÿ T -íåñîêðàòèìûì, òî äëÿ ëþáîãî
j, 1 ≤ j ≤ k′′ − 1, ñóùåñòâóåò l = l(j), 1 ≤ l(j) ≤ k − 1, òàêîå,
÷òî dP (j) è dP (l) � T -àíòèïîäû. Òîãäà ñóùåñòâóåò èíäóöèðîâàííîå
ñîêðàùåíèå T (1) ñëîâà B(1), òàêîå, ÷òî d′P (j) è d′P (l) � T -àíòèïîäû.
Ïîýòîìó B(1) ýêâèâàëåíòíî ñëîâó

∏k′′−1
s=1 (BsHs)Bk′′ , ãäå ñëîâà Hj è

Hl ïðè l = l(j) âçàèìíî îáðàòíû. Â ÷àñòíîñòè, áåðÿ â êà÷åñòâå Hs

ñëîâî x
εs(qj−1)

r(j) , ïîëó÷àåì, ÷òî B(1) ∼ B̂(1).
Òîãäà E′ ∼ B̂(1)x

1−qj

r(j) B̂(2)x
qj−1

r(j) B̂(3) = E∗. Òàê êàê

D =
2v∏

s=1

(Bsx
εs

r(j))B2v+1 =
ρ∏

j=1

(D1jD2jD
−1
1j D−1

2j ),

òî âõîæäåíèÿ ds, s = 1, . . . , v, èíäóöèðóþò âõîæäåíèÿ dr,s
u+1, . . . , d

r,s
u+t

â ñëîâî Drs, r = 1, 2, . . . , ρ,

{dr,s
u+1, . . . , d

r,s
u+t} = D1

rs ∗ xεu

r(j) ∗D2
rs ∗ x

εu+1

r(j) ∗D3
rs ∗ · · · ∗Dt+1

rs

(u è t çàâèñÿò, âîîáùå ãîâîðÿ, îò r è s), òàêèå, ÷òî

|d1,s
q |+ 2

s−1∑
w=1

(|D1w|+ |D2w|) = |dP (q)|,

|d2,s
q |+ 2

s−1∑
w=1

(|D1w|+ |D2w|) + |D1s| = |dP (q)|,

(P (q) = P (q, r, s)), q = u + 1, . . . , u + t. Òîãäà íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

E∗ =
ρ∏

s=1

(
D∗

1sD
∗
2s(D

∗
1s)

−1(D∗
2s)

−1
)
,

ãäå D∗
rs =

∏t
w=1

(
Dw

rsx
εu+w(qj−1)

r(j)

)
Dt+1

rs . Çíà÷èò,

[δ̃(i+1)] = f(E′) = f(E∗) =
ρ∏

s=1

[
[δ̃(i+1)

1s ], [δ̃(i+1)
2s ]

]
,

ãäå [δ̃(i+1)
rs ] = f(D

∗
rs), r = 1, 2, s = 1, . . . , ρ.



238 Ãëàâà 5

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî [δ̃(i+1)
rs ] ∈ H, r = 1, 2, s = 1, . . . , ρ. Ðàñ-

ñìîòðèì ñëó÷àé r = 1 (ñëó÷àé r = 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).
Òàê êàê d1,s

q ñîîòâåòñòâóåò âõîæäåíèþ dP (q), òî

s−1∏
w=1

(D1wD2wD−1
1wD−1

2w)
q−u−1∏
w=1

(Dw
1sx

εu+w

r(j) )Dq−u
1s = D′

P (q). (18.14)

Ïîýòîìó
s−1∏
w=1

[
[δ̃1w], [δ̃2w]

]
[δ̃(i+1)

1w ][δ̃2w][δ̃1w]−1[δ̃2w]−1

ρ∏
w=s+1

[
[δ̃1w], [δ̃2w]

]
=

=
u+t∏

q=u+1

(
[δ′q][γr(j)]−εqqj [δ′q]

−1
) ρ∏

w=1

[
[δ̃1w], [δ̃2w]

]
, (18.15)

ãäå

[δ′q] =
s−1∏
w=1

[
[δ̃1w], [δ̃2w]

] q−u−1∏
w=1

([δw
1s][γr(j)]εu+w)[δq−u

1s ] = f(D
′
P (q))

â ñèëó (18.14) è ðàâåíñòâà [δw
1s] = f(Dw

1s). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

[δ′q][γr(j)]−εqqj [δ′q]
−1 =

(
f(D′

P (q))[γr(j)]qj f(D′
P (q))

−1
)−εq

= (FP (q))−εq ,

èç (18.15) ïîëó÷àåì, ÷òî

[δ̃(i+1)
1w ] =

(
s−1∏
w=1

[
[δ̃1w], [δ̃2w]

])−1 u+t∏
q=u+1

(FP (q))−εq×

×
ρ∏

w=1

([
[δ̃1w], [δ̃2w]

]
[δ2w]−1[δ1w][δ2w]

) ρ∏
w=s+1

[
[δ1w], [δ̃2w]

]
∈ H,

ò. ê. [δ̃rs] ∈ H, r = 1, 2, s = 1, . . . , ρ, Fs ∈ H, s = 1, . . . , 2v. Ýòî
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 18.1.

Èç òåîðåìû 18.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ âñåõ ðèìàíîâûõ ïî-
âåðõíîñòåé σ ∈ ΣB(β) çàäàííîãî ðîäà ρ ñ nσ(∞N ) = 0 ñëåäóåò ïåðå-
áðàòü âñå áàçèñíûå íàáîðû κ ñòåïåíè ρ è â ñëó÷àå, êîãäà ρ > 0, äëÿ
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êàæäîãî ýëåìåíòà [δκ] = f(dκ) ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå ïîäãðóï-
ïû H1 â π1(A, a), îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì: ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå
ýëåìåíòà [δκ] â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ [δκ] =

∏ρ
j=1 [[δ1j ], [δ2j ]] òàêîå, ÷òî

ýëåìåíòû [δ1j ], [δ2j ], j = 1, . . . , ρ, ïîðîæäàþò H1. Â ñëó÷àå ρ = 1
âîïðîñ ïîëíîñòüþ ðåøàåòñÿ ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèì ñïîñîáîì.

Òåîðåìà 18.2 (îá îáðàìëåííîì êîììóòàòîðå) Â ñâîáîäíîé
ãðóïïå X ýëåìåíò x ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòîðîì òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ñëîâî A � ïðèâåäåííóþ çàïèñü ýëåìåíòà x ÷åðåç îáðàçóþ-
ùèå x1, . . . , xm, . . . � ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (ñêîáêè ïîÿñíÿþò
íàçâàíèå òåîðåìû):

A = H{C(A1A2)C−1}{D(A−1
1 A−1

2 )D−1}H−1, (18.16)

ãäå íåêîòîðûå èç ñëîâ A1, A2, C, D, H ìîãóò áûòü ïóñòûìè. Áîëåå
òîãî, åñëè x = [y, z], òî ïðåäñòàâëåíèå (18.16) ìîæíî ïîäîáðàòü
òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîäãðóïïà â X, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè y1 è
z1, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñëîâàì HCA1D

−1H−1 è HDA2C
−1H−1, ñîâ-

ïàäàåò ñ ïîäãðóïïîé, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè y è z. Ïðè ýòîì
x = [y1, z1].

Òåîðåìà 18.2 � ýòî ïî ñóùåñòâó ïåðåôîðìóëèðîâêà îäíîé òåî-
ðåìû èç [55]. Â ñëó÷àå ρ > 1 ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè
Êàëëåðà [118] è À. Þ. Îëüøàíñêîãî [75], êîòîðûå ñôîðìóëèðóåì â
óäîáíîé äëÿ íàñ ôîðìå. Ñíà÷àëà ââåäåì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Ðàññìîòðèì ñâîáîäíóþ ãðóïïó X, ýëåìåíòû êîòîðîé áóäåì îòîæ-
äåñòâëÿòü ñ êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ñëîâ A, ñîñòàâëåííûìè èç
áóêâ íåêîòîðîãî àëôàâèòà.

Ïóñòü n ∈ N è ∪n
k=1{r1k, r2k} = {i ∈ N | 1 ≤ i ≤ 2n} � íåêî-

òîðîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ïåðâûõ (2n) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íà ïà-
ðû. Îáîçíà÷èì ýòî ðàçáèåíèå ÷åðåç M. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàç-
áèåíèå ïðèâåäåííîãî ñëîâà A íà ïîäñëîâà A =

∏2n
i=1 Ai åñòü ðàçáè-

åíèå òèïà M, åñëè Ar2k
= A−r1k

äëÿ ëþáîãî k, 1 ≤ k ≤ n. Ïóñòü
M = ∪n

k=1{r1k, r2k} � íåêîòîðûé òèï ðàçáèåíèÿ. Ðàññìîòðèì íà
ïëîñêîñòè çàìêíóòûé ìíîãîóãîëüíèê Π ñî ñòîðîíàìè a1, . . . , a2n è
îòîáðàæåíèå ñêëåèâàíèÿ h, îòîæäåñòâëÿþùåå ñòîðîíû ar1k

è a−r2k
,

k = 1, . . . , n. Â ðåçóëüòàòå ñêëåèâàíèÿ ïîëó÷àåì êîìïàêòíóþ ðèìà-
íîâó ïîâåðõíîñòü Π′ ðîäà ρ. Íàçîâåì Π′ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ,
ñîîòâåòñòâóþùåé òèïó M, à ÷èñëî ρ � ðîäîì òèïà M. Ïóñòü
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∂Π � ãðàíèöà Π, êðèâàÿ γi îáõîäèò ñòîðîíó ai ìíîãîóãîëüíèêà Π â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, P � òî÷êà ñòûêà ñòîðîí a1 è a2n.

Òàê êàê äëÿ ëþáîé òî÷êè Q ∈ Π′\h(∂Π) îáðàç ãðàíèöû h(∂Π) ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèëüíûì äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì äëÿ Π′\{Q}, òî ëþáîé
ýëåìåíò ω èç ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(Π′\{Q}, P ) ïðîêîëîòîé
ïîâåðõíîñòè Π′\{Q} â òî÷êå P ïðåäñòàâèì â âèäå

∏l
i=1 h(γp(i)). Ïóñòü

ïðèâåäåííîå ñëîâî A äîïóñêàåò ðàçáèåíèå A =
∏2n

i=1 Ai òèïà M. Ñî-
ïîñòàâèì ýëåìåíòó ω ∈ π1(Π′\{Q}, P ) ýëåìåíò g(ω) ñâîáîäíîé ãðóï-
ïû X, ïðåäñòàâèòåëåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñëîâî

∏l
i=1 Ap(i). Ýòî îïðå-

äåëåíèå êîððåêòíî (ñì., íàïð., [54]). Ïîäãðóïïó g(π1(Π′\{Q}, P )) â X

íàçîâåì ïîäãðóïïîé ðàçáèåíèÿ A =
∏2n

i=1 Ai òèïà M è îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç H(

∏2n
i=1 Ai,M). Îáîçíà÷èì ÷åðåç α êðèâóþ h(γ1 · · · γ2n). Òåïåðü

ñôîðìóëèðóåì óïîìÿíóòûé âûøå ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 18.3 Ýëåìåíò x èç êîììóòàòîðà [X,X] ñâîáîäíîé
ãðóïïû X èìååò ñòåïåíü ρ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñëîâî A �
ïðèâåäåííàÿ çàïèñü ýëåìåíòà x � äîïóñêàåò ðàçáèåíèå òèïàM, ãäå
M èìååò ðîä ρ, è íå äîïóñêàåò ðàçáèåíèé ìåíüøåãî ðîäà. Åñëè, êðî-
ìå òîãî, x =

∏ρ
i=1[y1i, y2i], òî ðàçáèåíèå A =

∏2n
i=1 Ai òèïàM ìîæ-

íî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîäãðóïïà H(
∏2n

i=1 Ai,M) ñîâïà-
äàëà ñ ïîäãðóïïîé â X, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè y1i, y2i,
i = 1, . . . , ρ. Áîëåå òîãî,

1) ñóùåñòâóþò òàêèå îáðàçóþùèå ωji ãðóïïû π1(Π′\{Q}, P ), ÷òî

x =
ρ∏

i=1

[g(ω1i), g(ω2i)];

2) x = g([h(α)]).

Â ñèëó òåîðåìû 18.3 àëãåáðàè÷åñêàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê òîïîëî-
ãè÷åñêîé, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ëåãêî ðåøåíà ÷èñòî êîìáèíàòîðíûìè
ìåòîäàìè.

Ðàçâèòûå âûøå ïîäõîäû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê çàäà÷å Ãóð-
âèöà î ÷èñëå íåýêâèâàëåíòíûõ íàêðûòèé íàä çàäàííîé êîìïàêòíîé
ïîâåðõíîñòüþ N ñ çàäàííûì òèïîì âåòâëåíèÿ.

Ïóñòü σ = (M,p) � êîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü íàä N
ðîäà ρ. Òîãäà σ ÿâëÿåòñÿ n-ëèñòíûì ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì ïî-
âåðõíîñòè N äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N, ïðè÷åì ìíîæåñòâî òî÷åê âåòâ-
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ëåíèÿ σ êîíå÷íî. Ïóñòü B = {b0, b1, . . . , bm} � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå
èç ïðîåêöèé òî÷åê âåòâëåíèÿ σ íà N . Íàä êàæäîé òî÷êîé bk ëåæèò
hk òî÷åê êðàòíîñòåé n

(k)
1 − 1, . . . , n

(k)
hk
− 1, k = 0, . . . , m, ïðè÷åì

hk∑

j=1

n
(k)
j = n, k = 0, . . . , m, (18.17)

m∑

k=0

hk∑

j=1

(n(k)
j − 1) = (2− 2ρN )n− (2− 2ρ). (18.18)

Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (18.17) âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî íàä òî÷-
êàìè bk ëåæèò n òî÷åê ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè âåòâëåíèÿ k = 0, . . . ,m,
à (18.18) � ýòî êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà Ðèìàíà-Ãóðâèöà.

Çàäà÷à Ãóðâèöà î ñóùåñòâîâàíèè áåçãðàíè÷íîãî íàêðûòèÿ ñ çà-
äàííûì òèïîì âåòâëåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì (ñì., íàïð., [60]).

Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà n
(k)
j , j = 1, . . . , hk, k = 0, . . . ,m, óäîâëåòâî-

ðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì (18.17), (18.18), è êîíå÷íîå ìíîæåñòâî B =
= {b0, b1, . . . , bm} ⊂ N . Îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè êîìïàêòíàÿ ðè-
ìàíîâà ïîâåðõíîñòü σ íàä N , äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî òî÷åê âåòâëå-
íèÿ ïðîåêòèðóåòñÿ â ìíîæåñòâî B è íàä êàæäîé òî÷êîé bk ëåæèò hk

òî÷åê êðàòíîñòåé n
(k)
1 − 1, . . . , n

(k)
hk
− 1, k = 0, . . . , m.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ òàêæå çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ÷èñëà ðàç-
ëè÷íûõ (íåýêâèâàëåíòíûõ) íàêðûòèé ïîâåðõíîñòè N ñ çàäàííûì òè-
ïîì âåòâëåíèÿ

(n(k)
j , j = 1, . . . , hk, k = 0, . . . , m).

Ýòè çàäà÷è èìåþò äàâíþþ èñòîðèþ è èññëåäîâàëèñü âïåðâûå
Ãóðâèöåì [145], à çàòåì Ã. Âåéëåì [206], Ëëîéäîì [154], À. Ä. Ìåä-
íûõ [57]�[61] è äð. . Â ÷àñòíîñòè, â [60] ïîëó÷åíî èõ ðåøåíèå, ôîðìó-
ëèðóþùååñÿ â òåðìèíàõ, ñâÿçàííûõ ñ õàðàêòåðàìè ñèììåòðè÷åñêèõ
ãðóïï.

Ïîêàæåì, êàê ðàçðàáîòàííûé âûøå ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñâåñòè äåëî
ê àëãåáðàè÷åñêèì çàäà÷àì äëÿ ñâîáîäíûõ ãðóïï. Ïóñòü, êàê è âûøå,
A = N\B è a � ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà èç A, êàê è â
ñëó÷àå ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé, îãðàíè÷åííûõ êðèâûìè. Âûáåðåì
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áàçèñ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(A, a), êàê è â � 15. Ðàññìîòðèì
âñåâîçìîæíûå ïðåäñòàâëåíèÿ åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà [e] ∈ π1(A, a) â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

[e] =
m∏

k=0

hk∏

j=1

(
[αkj ][γk]n

(k)
j [αkj ]−1

)
[δ], (18.19)

ãäå [δ] èìååò âèä (17.2). Ïîäãðóïïó H â π1(A, a), ïîðîæäåííóþ ýëå-
ìåíòàìè [αkj ][γ]n

(k)
j [αkj ]−1, j = 1, . . . , hk, k = 0, . . . , m, è, åñëè ρ > 0,

[δij ], i = 1, 2, j = 1, . . . , ρ, íàçîâåì ïîäãðóïïîé ïðåäñòàâëåíèÿ (18.19),
(17.2). Íàçîâåì äâà ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòà [e] âèäà (18.19), (17.2)
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ïðåäñòàâëåíèÿì ïîä-
ãðóïïû ñîïðÿæåíû â ãðóïïå π1(A, a). Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 18.4 1) Ïóñòü σ = (M,p) � êîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà
ïîâåðõíîñòü íàä N ñ òèïîì âåòâëåíèÿ (n(k)

j , j = 1, . . . , hk, k =
= 0, . . . , m). Åñëè M̌ = M\p−1(B̌), p̌ = p|M̌ : M̌ → A, è ã � ëþáàÿ
òî÷êà èç p−1(a), òî ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå âèäà (18.19), (17.2)
ýëåìåíòà [e] ñ ïîäãðóïïîé H = p̌#(π1(M̌, ã)).

2)Ïóñòü F(σ) åñòü êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ, îïè-
ñàííîãî â ï. 1). Òîãäà F îñóùåñòâëÿåò áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ìíîæåñòâîì êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé íàä N

ñ çàäàííûì òèïîì âåòâëåíèÿ (n(k)
j , j = 1, . . . , hk, k = 0, . . . , m)

è ìíîæåñòâîì êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåäñòàâëåíèé ýëåìåíòà
[e] âèäà (18.19), (17.2).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 18.4 íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñ èñïîëüçîâàíè-
åì òåîðåì 17.1 è 17.2. Ïóñòü U � îäíîñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè
b0 â N , îãðàíè÷åííàÿ ïðîñòîé êðèâîé γ, òàêîé, ÷òî U ∩ B = {b0}.
Ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîìïàêòíûìè ðèìàíîâûìè ïîâåðõ-
íîñòÿìè σ íàä N ñ çàäàííûì òèïîì âåòâëåíèÿ (n(k)

j , j = 1, . . . , hk, k =
= 0, . . . , m) è ðèìàíîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè σ′ íàä N , îãðàíè÷åííûìè
êðèâîé (γn

0)
1 )−, îñóùåñòâëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñëåäóåò èñ-

êëþ÷èòü èç σ îáîáùåííûé îäíîñâÿçíûé n
(0)
1 -ëèñòíûé êðóã, ðàñïîëî-

æåííûé íàä U è ñîäåðæàùèé îäíó èç òî÷åê âåòâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè
σ ïîðÿäêà n

(0)
1 − 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
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òî÷êà a ëåæèò íà |γ|. Åñëè σ′ ïîëó÷àåòñÿ èç σ òàêèì îáðàçîì, òî,
ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 17.1 ê σ′, ïîëó÷àåì, ÷òî

[γ]−n
(0)
1 = [(γn

(0)
1 )−] =

h0∏

j=2

(
[α0j ][γ0]n

(0)
j [α0j ]−1

)
×

×
m∏

k=1

hk∏

j=1

(
[αkj ][γk]n

(k)
j [αkj ]−1

)
[δ],

ãäå [δ] èìååò âèä (17.2). ßñíî, ÷òî ýëåìåíòû [γ] è [γ0] ñîïðÿæåíû
â π1(A, a), ïîýòîìó [γ] = [α01][γ0][α01]−1 äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà
[α01] ∈ π1(A, a). Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî (18.19). Îáðàòíî, åñëè
èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå (18.19), (17.2), òî

[(γ0)−n
(0)
1 ] = [γ0]−n

(0)
1 =

h0∏

j=2

(
[α′0j ][γ0]n

(0)
j [α′0j ]

−1
)
×

×
m∏

k=1

hk∏

j=1

(
[α′kj ][γk]n

(k)
j [α′kj ]

−1
)

[δ],

ãäå [α′kj ] = [α01]−1[αkj ][α01], è ïî òåîðåìå 17.2 ñóùåñòâóåò ðèìàíî-
âà ïîâåðõíîñòü σ′, îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé (γ0)−n

(0)
1 (êðèâóþ γ0 ìîæ-

íî âûáðàòü ïðîñòîé) ñ òèïîì âåòâëåíèÿ (n(0)
j , j = 1, . . . , h0, n

(k)
j , j =

= 1, . . . , hk, k = 1, . . . , m). Ïðèñîåäèíÿÿ ê σ′ îáîáùåííûé îäíîñâÿç-
íûé n

(0)
1 -ëèñòíûé êðóã ñ êðàåì, ðàñïîëîæåííûé íàä îáëàñòüþ U â N ,

îãðàíè÷åííîé êðèâîé γ0, ïîëó÷àåì êîìïàêòíóþ ðèìàíîâó ïîâåðõ-
íîñòü σ ñ òèïîì âåòâëåíèÿ (n(k)

j , j = 1, . . . , hk, k = 0, . . . ,m). Îñòàëü-
íûå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 17.2 î÷åâèäíû.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íàêðûòèé ñôåðû ïîâåðõíîñòÿìè ðîäà 0
àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ïîëó÷åíî â ðàáîòå [137].

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà, èëëþñòðèðóþùèõ ïîíÿòèå
áàçèñíîãî íàáîðà è ïðèìåíåíèå òåîðåìû 18.3.

Ïðèìåð 18.1. Ðàññìîòðèì êðèâóþ β íà ïëîñêîñòè, èçîáðàæåí-
íóþ íà ðèñ. 18.1. Ïîñòàâèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè îäíîñâÿçíîé ðè-
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ìàíîâîé ïîâåðõíîñòè σ íàä C, îãðàíè÷åííîé β. Íåòðóäíî ïîäñ÷è-
òàòü, ÷òî ÷èñëî îáîðîòîâ êàñàòåëüíîé ê ýòîé êðèâîé ïðè åå ïîëîæè-
òåëüíîì îáõîäå ðàâíî 1. Òàêèì îáðàçîì, èíäåêñ âðàùåíèÿ C êðèâîé
β ðàâåí 1. Òîãäà, ñîãëàñíî ôîðìóëå (5.2), ïîñêîëüêó ðîä σ ðàâåí
íóëþ, ÷èñëî òî÷åê âåòâëåíèÿ σ äîëæíî ðàâíÿòüñÿ V (σ) = C − 1 = 0.

β6

r

r

r

r
r

r

rb1

b2

b3

b4

b5

b6

b7

a

Ðèñ. 18.1

r

f

f

f

f

f

f

f

Âûáåðåì òî÷êè bj , 1 ≤ j ≤ 7, âíóòðè îãðàíè÷åííûõ êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ íîñèòåëÿ (ñì. ðèñ. 18.1), ïîñòðîèì äîñòàòî÷-
íî ìàëûå îêðóæíîñòè âîêðóã ýòèõ òî÷åê è ñîåäèíèì ôèêñèðîâàí-
íóþ òî÷êó a íà |β| c íåêîòîðûìè òî÷êàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé. Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷èì, êàê îïèñàíî â � 15, ñèñòåìó êðèâûõ γj , ãîìîòî-
ïè÷åñêèå êëàññû [γj ] êîòîðûõ äàþò îáðàçóþùèå ôóíäàìåíòàëüíîé
ãðóïïû ïëîñêîñòè, ïðîêîëîòîé â òî÷êàõ bj , 1 ≤ j ≤ 7. Îáîçíà÷èì
xj = f([γj ]), 1 ≤ j ≤ 7.
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Òîãäà

f([β]) = x1x2x4x
−1
5 x1x2x3x4x5x6x7x

−1
6 x−1

2 x4x5x6x7. (18.20)

Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííàÿ çàïèñü (18.20) ýëåìåíòà f([β]) ñîäåðæèò
17 ñîìíîæèòåëåé x±1

j .
Ðàññìîòðèì áàçèñíûé íàáîð P = (p1, p2, . . . , p17) ñòåïåíè 0. Èç

îïðåäåëåíèÿ P ñëåäóåò, ÷òî p4 = p12 = p13 = 0 (ïîñêîëüêó íà ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ìåñòàõ â (18.1) ñòîÿò îáðàçóþùèå â ñòåïåíè (−1)), à
îñòàëüíûå pj ðàâíû ëèáî íóëþ, ëèáî åäèíèöå. Òàê êàê îáðàçóþùèå
x1, x3, x4, x7 ñòîÿò òîëüêî â ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíÿõ, òî

p1 = p3 = p5 = p7 = p8 = p11 = p14 = p17 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü íàéòè p2, p6, p9, p10, p15, p16 òàê, ÷òîáû

x1−p2
2 x−1

5 x1−p6
2 x1−p9

5 x1−p10
6 x−1

6 x−1
2 x1−p15

5 x1−p16
6 = e.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî p10 = 0, p16 = 1, à äëÿ îñòàëüíûõ pj âîç-
ìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

à) p2 = p9 = 1, p6 = p15 = 0,
á) p2 = p9 = 0, p6 = p15 = 1.
Â ñëó÷àå à) ïðåäñòàâëåíèå (18.2) èìååò âèä

x = x1 · x2 · x4 · x−1
5 x1x5 · (x−1

5 x2)x3(x−1
5 x2)−1 · (x−1

5 x2)x4(x−1
5 x2)−1×

×(x−1
5 x2)x5(x−1

5 x2)−1 · (x−1
5 x2x6)x7(x−1

5 x2x6)−1 · x−1
5 x4x5 · x6 · x7,

à â ñëó÷àå á) �

x = x1 · x2x4x
−1
2 · (x2x

−1
5 )x1(x2x

−1
5 )−1 · (x2x

−1
5 )x2(x2x

−1
5 )−1×

×(x2x
−1
5 )x3(x2x

−1
5 )−1 · (x2x

−1
5 )x4(x2x

−1
5 )−1×

×(x2x6)x7(x2x6)−1 · x4 · x5 · x6 · x7.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäãðóïïû ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ðàçëè÷íû, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëè÷íû ïîñòðîåííûå ïî íèì ðè-
ìàíîâû ïîâåðõíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò äâå ðàçëè÷íûå îäíîñâÿçíûå ðèìàíî-
âû ïîâåðõíîñòè áåç òî÷åê âåòâëåíèÿ, îãðàíè÷åííûå êðèâîé β.
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Ïðèìåð 18.2. Ðàññìîòðèì êðèâóþ β íà ïëîñêîñòè, èçîáðàæåí-
íóþ íà ðèñ. 18.2 (ïðèìåð òàêîé êðèâîé ïðèâåäåí â [198], ðèñ. 1).

±r

rr

r

r

r
f

ff

f

f

Ðèñ. 18.2

β
b1

b2 b3

b4

b5

a

Ïîñòðîèì ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü σ íàä C ìèíèìàëüíî âîçìîæíî-
ãî ðîäà ρ, îãðàíè÷åííóþ êðèâîé β.

Ôèêñèðóåì îáðàçóþùèå ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ïëîñêîñòè,
ïðîêîëîòîé â ïÿòè òî÷êàõ bj , êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â êîìïîíåíòàõ
ñâÿçíîñòè äîïîëíåíèÿ íîñèòåëÿ êðèâîé β (ñì. ðèñ.18.2).

Çàïèøåì îáðàç f([β]) ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà êðèâîé β ÷åðåç îá-
ðàçóþùèå xj = f([βj ]):

f([β]) = x1x2x
−1
3 x−2

2 x1x2x3x4x
2
5.
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Èíäåêñ âðàùåíèÿ C êðèâîé β ðàâåí 0. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (5.2)
÷èñëî òî÷åê âåòâëåíèÿ σ ðàâíî V (σ) = 2ρ− 1. Òàêèì îáðàçîì, ρ ≥ 1.
Äîêàæåì, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü ðîäà 1. Äëÿ
ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò áàçèñíûé íàáîð (p1, p2, . . . , p9) ñòåïå-
íè 1. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû òî÷êè âåòâëåíèÿ ëå-
æàëè íàä òî÷êàìè bj , òî â ñèëó òîãî, ÷òî V (σ) = 2ρ− 1 = 1, ïîâåðõ-
íîñòü σ ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ òî÷êó âåòâëåíèÿ íàä b1 (îñòàëüíûå
òî÷êè ïîêðûâàþòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà è íå ìîãóò áûòü òî÷êàìè
âåòâëåíèÿ).

Î÷åâèäíî, ÷òî p2 = p3 = p4 = p6 = p70, p8 = 1, p9 = 2. Òîãäà
ýëåìåíò

x1−p1
1 x2x

−1
3 x−2

2 x1−p5
1 x2x

1
3

äîëæåí ÿâëÿòüñÿ ýëåìåíòîì êîììóòàíòà ñòåïåíè 1. Ïðè ýòîì îäíî
èç ÷èñåë p1, p5 äîëæíî ðàâíÿòüñÿ íóëþ, à äðóãîå � äâóì.

à) Ïóñòü p1 = 2, p5 = 0. Òîãäà ýëåìåíò
y = x−1

1 x2x
−1
3 x−2

2 x1x2x3

ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòîðîì ýëåìåíòîâ x−1
1 x2 è x−1

3 x−1
2 � ýòî î÷åâèäíî.

Îäíàêî ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ýòîì ïðîñòîì ïðèìåðå ïðèìåíåíèå
òåîðåìû 17.6.

Ðàññìîòðèì âîñüìèóãîëüíèê A1A2A3A4A5A6A7A8 ñî ñòîðîíû êî-
òîðîãî ñíàáæåíû ìåòêàìè x−1

1 , x2, x−1
3 , x−1

2 , x−1
2 , x1, x2, x3 (ðèñ. 18.3).

Ñêëåèì ïîïàðíî ñòîðîíû, ñíàáæåííûå ìåòêàìè xj è x−1
j , òàê, ÷òîáû

ïîëó÷èëàñü îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òàêèõ
ñïîñîáîâ äâà, è ïîäñ÷åò ðîäà ïîâåðõíîñòè ÷åðåç ýéëåðîâû õàðàêòåðè-
ñòèêè äàåò, ÷òî â îäíîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà 1 (òîð),
â äðóãîì � ðîäà 2.

Íàñ èíòåðåñóåò ïåðâûé ñëó÷àé. Ïðè ñêëåèâàíèè îòîæäåñòâëÿþò-
ñÿ òî÷êè A1, A3, A5 è A7, à òàêæå A2 è A6, A4 è A8. Îáðàçóþùèìè
ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ïîëó÷åííîãî òîðà ÿâëÿþòñÿ ãîìîòîïè÷å-
ñêèå êëàññû êðèâûõ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç êðèâûõ, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ êðèâûì, îáõîäÿùèì ëîìàíûå A1A2A3 è A3A4A5. Èì ñîîòâåò-
ñòâóþò ýëåìåíòû x−1

1 x2 è x−1
3 x−1

2 . Çíà÷èò,
y = [x−1

1 x2, x
−1
3 x−1

2 ].

Îêîí÷àòåëüíî èìååì ôàêòîðèçàöèþ
f([β]) = x2

1 · yx4y
−1 · yx2

5y
−1 · [x−1

1 x2, x
−1
3 x−1

2 ].
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x−1
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x−1
2

x−1
3

x2

x2x3

x1 x−1
2

Ðèñ. 18.3

A1 A2

A3

A4

A5A6

A7

A8

Îáðàçû ýëåìåíòîâ x2
2, yx4y

−1, yx2
5y
−1 x−1

1 x2, x−1
3 x−1

2 ïðè îòîáðà-
æåíèè g ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè ïîäãðóïïû ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ.

á) Ïóñòü p1 = 0, p5 = 2. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò,
÷òî äëÿ ýòîãî áàçèñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

f([β]) = zx2
1z
−1 · yx4y

−1 · yx2
5y
−1 · y,

ãäå
z = x1x2x

−1
3 x−2

2 , y = x1x2x
−1
3 x−2

2 x−1
1 x2x3.

Ýëåìåíò y ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòîðîì:

y = [x1x2, x
−1
3 x−1

2 ].

Ïîäãðóïïû ïðåäñòàâëåíèé â ñëó÷àÿõ à) è á) ñîâïàäàþò, ñëåäî-
âàòåëüíî, ïîâåðõíîñòü ðîäà 1 íàä C, îãðàíè÷åííàÿ β, îïðåäåëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì îáðàçîì.



�19. Íåîðèåíòèðóåìûé ñëó÷àé

Ïóñòü N � êîìïàêòíàÿ íåîðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü (áåç êðàÿ),
M = M ∪ ∂M � êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì, p : M → N �
íåïðåðûâíîå âíóòðåííåå â ñìûñëå Ñòîèëîâà (ñì., íàïðèìåð, [90],
ãë. V) îòîáðàæåíèå. Ïóñòü α1, . . . , αν � êðèâûå, êîòîðûå îáõîäÿò
êîìïîíåíòû êðàÿ ∂M â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè: β1 = p(α1), . . .
. . . , βν = p(αν). Êàê è â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå, áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ïàðà σ = (M,p) åñòü ïîâåðõíîñòü íàä N , îãðàíè÷åííàÿ êðèâû-
ìè β1, . . . , βν . Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íàõîæäåíèå óñëîâèé, êîòîðûì
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü êðèâûå β1, . . . , βν , äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâî-
âàëà îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü σ = (M, p) íàä N .

Ýçåëëü [125] èññëåäîâàë ýòó çàäà÷ó êîìáèíàòîðíûìè ìåòîäàìè.
Äàäèì äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé ãðàíè÷íîé êðèâîé ðåøåíèå çàäà÷è, ôîðìó-
ëèðóþùååñÿ â àëãåáðàè÷åñêèõ òåðìèíàõ.

Ïóñòü ∞N � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà èç N . Ââåäåì ìíîæåñòâî M∗

çàìêíóòûõ êðèâûõ íà êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè N òî÷íî òàê æå, êàê
ââîäèëîñü ìíîæåñòâî M â � 15, òîëüêî â ï. 4) ïîäõîäû ¾ñïðàâà¿
è ¾ñëåâà¿ áóäåì ïîíèìàòü îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé
îðèåíòàöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0.

Ïóñòü σ = (M, p) åñòü ïîâåðõíîñòü íàä N , îãðàíè÷åííàÿ êðè-
âîé β. Êàê è â � 5, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ N\|β|
÷èñëî ïðîîáðàçîâ P ïðè îòîáðàæåíèè p êîíå÷íî. Â äîñòàòî÷íî ìà-
ëîé îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè Q ∈ p−1(P ) âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå p
ïî òåîðåìå Ñòîèëîâà [90], ñòð. 152, òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ñòå-
ïåííîìó îòîáðàæåíèþ z 7→ zn â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè. ×èñëî ord (Q, σ) = n − 1 íàçîâåì êðàòíîñòüþ
âåòâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè σ â òî÷êå Q. Ïî îïðåäåëåíèþ, ÷èñëî ëèñòîâ
ïîâåðõíîñòè σ íàä òî÷êîé P (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè âåòâëåíèÿ) åñòü
nσ(P ) =

∑
Q∈p−1(P )[ord (Q, σ) + 1].

Ðàññìîòðèì äâóëèñòíîå îðèåíòèðóåìîå íàêðûòèå Ñ ïîâåðõíîñòè
N ñ íàêðûâàþùèì îòîáðàæåíèåì ψ : Ñ → N . Ïóñòü a′ ∈ M , a ∈ N ,
ã ∈ Ñ � òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ ψ(ã) = a = p(a′). Òîãäà íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå ϕ : M → Ñ ,
÷òî äèàãðàììà
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Äèàãð. 19.1

êîììóòàòèâíà è ϕ(a′) = ã.

Çàìêíóòóþ êðèâóþ β â N íàçîâåì êðèâîé, ñîõðàíÿþùåé îðèåí-
òàöèþ, åñëè åå ïîäíÿòèå íà Ñ çàìêíóòî. Êðèâóþ, íå ñîõðàíÿþùóþ
îðèåíòàöèþ, áóäåì íàçûâàòü êðèâîé, ìåíÿþùåé îðèåíòàöèþ.

Ïóñòü β ∈ M∗, òîãäà β ðàçáèâàåò N íà (l + 1) îáëàñòü G0, . . . , Gl.
Â êàæäîé èç îáëàñòåé Gj âûáåðåì ïî òî÷êå: ∞N = b0 ∈ G0, . . . , bl ∈
Gl. Ïîëîæèì a � íà÷àëî êðèâîé β, A = N\{b0, . . . , bl}, γ0, . . . , γl �
ïðîñòûå ïåòëè â A ñ íà÷àëîì â òî÷êå a, ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ,
ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ (çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè a), ïðè÷åì êàæ-
äàÿ èç êðèâûõ γi îãðàíè÷èâàåò â N íåêîòîðóþ æîðäàíîâó îáëàñòü
Di, êîòîðàÿ ñîäåðæèò òî÷êó bi è íå ñîäåðæèò äðóãèõ òî÷åê bj ïðè
i 6= j.

Ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ îðèåíòàöèþ íà Ñ . Ïóñòü ψ−1(a) = {ã, ˜̃a}
Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ

(1)
i è γ

(2)
i êðèâûå, ïîëó÷àþùèåñÿ ïîäíÿòèåì êðè-

âîé γi íà Ñ èç òî÷åê ã è ˜̃a ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê îáëàñòü Di îä-
íîñâÿçíà, òî ψ−1(Di) = D

(1)
i

⊔
D

(2)
i , ïðè÷åì îáëàñòü D

(1)
i îãðàíè÷åíà

êðèâîé γ
(1)
i , à D

(2)
i � êðèâîé γ

(2)
i . Ïóñòü b

(1)
i ∈ D

(1)
i , b

(2)
i ∈ D

(2)
i �

ïðîîáðàçû òî÷êè bi; Ã = Ñ\{b(1)
i , b

(2)
i |i = 0, . . . , l}.

Âûáåðåì íàïðàâëåíèå îáõîäà êðèâûõ γ0, . . . , γl òàê, ÷òîáû êðèâàÿ
γ

(1)
i îáõîäèëà ãðàíèöó îáëàñòè D

(1)
i â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî êðèâàÿ γ
(2)
i îáõîäèò ãðàíèöó îáëàñòè D

(2)
i â îò-

ðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè.
Ïóñòü [π1, π1] � êîììóòàíò ãðóïïû π1(A, a). Äëÿ ëþáîãî

[δ] ∈ [π1, π1] îïðåäåëåíà åãî ñòåïåíü deg[δ] (ñì. � 16). Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç π+

1 (A, a) ïîëóãðóïïó â π1(A, a), ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè âèäà
[ξ][γj ][ξ]−1, j = 1, . . . , l, ãäå [ξ] ∈ π1(A, a) è ξ ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, à
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òàêæå ýëåìåíòàìè âèäà [η][γj ]−1[η]−1, j = 1, . . . , l, ãäå η ìåíÿåò îðèåí-

òàöèþ. Ïóñòü πn
1p(A, a) � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ âèäà

n∏

i=1

[ξi][γ0][ξi]−1,

ãäå [ξ] ∈ π1(A, a) è ξi ñîõðàíÿþò îðèåíòàöèþ; πn
1r(A, a) � ìíîæå-

ñòâî ýëåìåíòîâ âèäà
n∏

i=1

[ηi][γ0]−1[ηi]−1, ãäå [ηi] ∈ π1(A, a) è ηi ìåíÿþò
îðèåíòàöèþ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σn(β, ρ) êëàññ îðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé σ
íàä N ðîäà ρ, îãðàíè÷åííûõ êðèâîé β, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî ëèñòîâ
íàä áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè âåòâëåíèÿ)
nσ(∞N ) = n, è ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

Sn(β, ρ0) =
⋃

ρ≤ρ0

Σn(β, ρ).

Ñïðàâåäëèâ àíàëîã òåîðåìû 16.1.

Òåîðåìà 19.1. Ïóñòü β ∈ M∗, ρ0, n ∈ Z+. Äëÿ òîãî ÷òîáû
Sn(β, ρ0) áûëî íåïóñòî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ëèáî [β],
ëèáî [β]−1 áûëî ïðåäñòàâèìî â âèäå

[β+][βp][βr][δ],

ãäå
[β+] ∈ π+

1 (A, a), [βp] ∈ πn1
1p (A, a),

[βr] ∈ πn2
1r (A, a), [δ] ∈ [im(ψ]), im(ψ])],

ïðè÷åì deg[δ] = ρ ≤ ρ0 è n1 + n2 = n.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñòü σ = (M, p) íàä N òàêàÿ, ÷òî M èìååò ðîä
ρ ≤ ρ0 è p : M → N íàêðûâàåò òî÷êó ∞N ðîâíî n ðàç ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòè âåòâëåíèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò íàêðûòèå ϕ : M → N , òàêîå,
÷òî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà 19.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå
ϕ ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ.

Ïóñòü ω � íåêîòîðàÿ êðèâàÿ â N , èìåþùàÿ íà÷àëîì òî÷êó ã,
à êîíöîì � òî÷êó ˜̃a (çíà÷èò, ψ(ω) íåîáõîäèìî ìåíÿåò îðèåíòàöèþ),



252 Ãëàâà 5

òîãäà ω(γ(2)
i )−ω− èìååò íà÷àëî â òî÷êå ã è ñîñòîèò èç êðèâîé, îáõî-

äÿùåé ãðàíèöó îáëàñòè D
(2)
j â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, äîïîë-

íåííîé ðàçðåçîì âäîëü ω.
Òàê êàê p : M → N íàêðûâàåò n ðàç òî÷êó b0 = ∞N (ñ ó÷åòîì

êðàòíîñòè âåòâëåíèÿ), òî ϕ íàêðûâàåò n1 ðàç b
(1)
0 è n2 ðàç b

(2)
0 (ñ

ó÷åòîì êðàòíîñòè âåòâëåíèÿ), ãäå n1 + n2 = n.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç β̃ ïîäíÿòèå êðèâîé β íà Ñ . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü,

÷òî β̃ ∈ M, ãäå êëàññ M êðèâûõ íà îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè Ñ ,
êîòîðûé ââîäèòñÿ êàê è â � 15. Ïóñòü Ã = ψ−1(A) = Ñ\{b(1)

j , b2
(j), j =

0, . . . , l}. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 16.1

[β̃] = [β̃+][β̃0][δ̃],

ãäå

[β̃+] ∈ π+
1 (Ã, ã), [β̃0] ∈ πn

1,0(Ã, ã),

[δ̃] ∈ [π1(Ã, ã), π1(Ã, ã)], deg[δ̃] = ρ ≤ ρ0;

π+
1 (Ã, ã) � ïîëóãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè âèäà [ξ̃][γ(1)

j ][ξ̃]−1

è [η̃][ω][γ(2)
j ]−1[ω]−1[η̃]−1, j = 1, . . . , l, [ξ̃], [η̃] ∈ π1(Ã, ã);

πn
1,0(Ã, ã)+





n1∏

i=1

[ξ̃i][γ
(1)
0 ][ξ̃i]−1

n2∏

j=1

[η̃j ][ω][γ(2)
0 ]−1[ω]−1[η̃j ]−1 :

[ξ̃i], [η̃j ] ∈ π1(Ã, ã), n1 + n2 = n



 .

Ïðè ýòîì ìû èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî

[η̃][ω][γ(2)
j ]−1[ω]−1[η̃]−1 · [ξ̃][γ(1)

j ][ξ̃]−1 =

= [ξ̃][γ(1)
j ][ξ̃]−1 · [η̃′][ω][γ(2)

j ]−1[ω]−1[η̃′]−1, (19.1)

ãäå [η̃′] = [ξ̃][γ1
j ][ξ̃]−1[η̃], ïîçâîëÿþùåå ñòàâèòü ìíîæèòåëè âèäà

[ξ̃][γ1
j ][ξ̃]−1 ïåðåä ìíîæèòåëÿìè âèäà [η̃′][ω][γ2

j ]−1[ω]−1[η̃′]−1,
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Ïðèìåíÿÿ ψ] è ó÷èòûâàÿ (19.1), èìååì

ψ]([β̃]) = [β] = [β+][βp][βr][δ],

ãäå

[β+] = ψ]([β̃+]) ∈ π+
1 (A, a),

[βp] = ψ]

(
n1∏

i=1

[ξ̃i][γ
(1)
0 ][ξ̃i]−1

)
∈ πn1

1p (A, a),

[βr] = ψ]

(
n2∏

i=1

[η̃i][ω][γ2
j ]−1[ω]−1[η̃i]−1

)
∈ πn2

1r (A, a),

ò. ê. ψ(ω) ìåíÿåò îðèåíòàöèþ, [δ] = ψ]([δ̃]) è deg[δ] ≤ ρ.
Åñëè îòîáðàæåíèå ϕ ìåíÿåò îðèåíòàöèþ, òî àíàëîãè÷íûå ðàññó-

æäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ êðèâîé β−.

Äîñòàòî÷íîñòü. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
[β] = [β+][βp][βr][δ], ãäå [β+], [βp], [βr], [δ] ïîä÷èíÿþòñÿ óñëîâèÿì,
óêàçàííûì â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû. Î÷åâèäíî, ÷òî [β+], [βp], [βr],
[δ] ∈ im(ψ]), ïðè÷åì

[δ] = ψ]([δ̃]), ãäå [δ̃] ∈ [π1(Ã, ã), π1(Ã, ã)], deg[δ̃] ≤ ρ0.

Ïîäíèìåì êðèâûå β+, βp, βr íà Ñ èç òî÷êè ã. Òàê êàê ãîìîòî-
ïè÷åñêèå êëàññû êðèâûõ âèäà ξiγiξ

−
i è ηiγ

−
i η−i (ξi ñîõðàíÿþò, à ηi

ìåíÿþò îðèåíòàöèþ) ïðè îòîáðàæåíèè (ψ])−1 (ψ] � ìîíîìîðôèçì,
ñì., íàïð., [125]) ïåðåõîäÿò ñîîòâåòñòâåííî â ãîìîòîïè÷åñêèå êëàñ-
ñû êðèâûõ âèäà ξ̃iγ

(1)
0 ξ̃−i è η̃iωγ

(2)
i ω−η̃−i , ãäå ω � íåêîòîðàÿ êðèâàÿ,

ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè ã è ˜̃a, òî [β+] = ψ]([β̃+]), [β̃+] ∈ π+
1 (Ã, ã), ãäå ïî-

ëóãðóïïà π+
1 (Ã, ã) îïðåäåëÿëàñü â � 16. Àíàëîãè÷íî [βp] = ψ]([β̃p]),

[βr] = ψ]([β̃r]), ãäå

[β̃p] =
n∏

i=1

[ξ̃i][γ
(1)
0 ][ξ̃i]−1; [β̃r] =

n∏

i=1

[η̃i][ω][γ(2)
0 ][ω]−1[η̃i]−1.



254 Ãëàâà 5

Èìååì [β̃] = (ψ])−1[β] = [β̃+][β̃p] [β̃r][δ̃] è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñ-
íî ðåçóëüòàòàì äëÿ îðèåíòèðóåìîãî ñëó÷àÿ, ñóùåñòâóåò ðèìàíîâà
ïîâåðõíîñòü σ̃ = (M, ϕ) íàä N ðîäà íå áîëüøå, ÷åì ρ0, íàêðûâàþ-
ùàÿ òî÷êè b

(1)
0 è b

(2)
0 ñîîòâåòñòâåííî n1 è n2 ðàç ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè

âåòâëåíèÿ. Âçÿâ êîìïîçèöèþ ψ ◦ ϕ = p : M → N , ïîëó÷èì ðèìàíîâó
ïîâåðõíîñòü σ = (M, p) ðîäà íå áîëüøå ρ , n ðàç íàêðûâàþùóþ òî÷-
êó b0 = ∞N ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè âåòâëåíèÿ è îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé
β. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èòàê, èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷å î
ôàêòîðèçàöèè ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà [β] äàííîé êðèâîé β â ãðóï-
ïå π1(A, a) (îòìåòèì, ÷òî ýòà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé, ÷òî ñóùå-
ñòâåííî îáëåã÷àåò çàäà÷ó). Ïðîâåðêà óñëîâèé òåîðåìû íà ïðàêòèêå â
îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòêðûòóþ ïðîáëåìó. Òåì íå ìåíåå,
â ñëó÷àå n = 0 ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà, ðàçâèòîãî â � 17, ìîæíî
ïðåäëîæèòü àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ îïðå-
äåëèòü, äîïóñêàåò ëè [β] ôàêòîðèçàöèþ íóæíîãî âèäà.
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