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ÏÐßÌÛÅ È ÎÁÐÀÒÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ËÎÃÀÐÈÔÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ

ÏÎÒÅÍÖÈÀËÀ ÏÐÎÑÒÎÃÎ ÑËÎß

Àííîòàöèÿ. Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè ïðèâåäåí íîâûé âûâîä èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Ïðîàíàëèçèðîâàíà îáðàòíàÿ çàäà÷à
ñ äâóìÿ çâåçäîîáðàçíûìè ðåøåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè ìåíüøåå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ, ÷åì â áîëåå
ñëîæíûõ àíàëîãè÷íûõ ïðèìåðàõ È.Ì.Ðàïîïîðòà. Äîêàçàí êðèòåðèé îáðàùåíèÿ â òîæäåñòâåí-
íóþ ïîñòîÿííóþ âíóòðåííåãî ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëîãàðèôìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ, óñëîâèÿ âûïóêëîñòè è çâåçäî-
îáðàçíîñòè, èíòåãðàë òèïà Êîøè.

ÓÄÊ: 517.956

DOI: 10.26907/0021-3446-2020-11-3-14

Ââåäåíèå. Äàííàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé àâòîðîâ [1]�[4]. Â íåé
áóäóò èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû È.Ì.Ðàïîïîðòà [5] ïî îáðàòíîé çàäà÷å äëÿ ïîòåíöèàëà
ïðîñòîãî ñëîÿ

v(z) =

∫
L

ln |t− z|2|dt|,

ãäå L � ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ äåëèò êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü íà êîíå÷íóþ
è áåñêîíå÷íóþ îáëàñòè D+ è D−. Ïîñëå ñòàòüè [5] òðàäèöèîííûé ïóòü èññëåäîâàíèÿ ëîãà-
ðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñâÿçàí ñ ïåðåõîäîì ê àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â ôîðìå ãðàäèåíòà
∂v
∂z = αu(z) (íàïðèìåð, [6]). Ïîñòîÿííàÿ α ÿâëÿåòñÿ íåñóùåñòâåííîé è åå ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâ-
íîé (−1).
Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïîñëå äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ ñòàíîâèòñÿ îäíîçíà÷íûì èíòåãðàëîì. Â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ýòîò èíòåãðàë
âûãëÿäèò òàê

u(z) =

∫
L

|dt|
t− z

. (1)

Ïðè z ∈ D± äëÿ u(z) áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå u±(z).
Â ðàáîòàõ àâòîðîâ [1]�[4] îòìå÷åíà àêòóàëüíîñòü èçó÷àåìîé òåìàòèêè. Áûëè óêàçàíû îñ-

íîâîïîëàãàþùèå ðàáîòû È.Ì.Ðàïîïîðòà, Â.Ê.Èâàíîâà, Â.Í.Ñòðàõîâà, À.Â.Öèðóëüñêîãî,
èõ ó÷åíèêîâ è ïîñëåäîâàòåëåé, êîòîðûå ïîñëóæèëè áàçîé äëÿ ðàçâèòèÿ â ñòàòüÿõ [1]�[4].

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 27.12.2019, ïîñëå äîðàáîòêè 08.07.2020. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 01.10.2020.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ïðîãðàììû ðàçâèòèÿ Íàó÷íî-
îáðàçîâàòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà Ïðèâîëæñêîãî ôåäåðàëüíîãî îêðóãà, ñîãëàøåíèå � 075-
02-2020-1478.
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Êðóïíûìè äîñòèæåíèÿìè ïî çàäà÷àì ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ÿâèëèñü òðóäû
À.È.Ïðèëåïêî è Â.Ã.×åðåäíè÷åíêî. Ïîäðîáíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ýòèõ ðàáîò óêàçàíà â îá-
çîðíîé ñòàòüå [7]. Äâà ýôôåêòà ìîæíî ïîä÷åðêíóòü â íîâûõ ðàáîòàõ: îòêàç îò çíàêîïî-
ñòîÿíñòâà ïëîòíîñòåé ïîòåíöèàëîâ è äîïóùåíèå ðàñøèðåííîãî êëàññà íåñóùèõ ëèíèé, â
÷àñòíîñòè, ôðàêòàëîâ [8].
Çàïèøåì òàêèå ïîñòàíîâêè äâóõ çàäà÷, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òðàäèöèîííûìè (íàïðèìåð,

[9], [10]).
Ïðÿìàÿ çàäà÷à. Ïðè çàäàííîì àíàëèòè÷åñêîì çàìêíóòîì êîíòóðå L íàéòè ïî ôîðìó-

ëå (1) ÿâíûé âèä ôóíêöèè u−(z), z ∈ D−. ßâíûé âèä îçíà÷àåò ëèáî êëàññ ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé, ëèáî êëàññ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ îò íèõ (òàáóëèðîâàííûå ôóíêöèè).
Îáðàòíàÿ çàäà÷à. Ïî çàäàííîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè u−(z) (â îêðåñòíîñòè áåñêî-

íå÷íî óäàëåííîé òî÷êè) íàéòè çàìêíóòûé àíàëèòè÷åñêèé êîíòóð L, äëÿ êîòîðîãî áóäåò
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (1).
Æåëàòåëüíî äîáèòüñÿ òàêîé æå ïîëíîòû àíàëèçà çàäà÷ äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ,

êàê â ñëó÷àå îáëàñòíîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà [4]. Ñîïîñòàâëåíèå çàäà÷ äëÿ äâóõ
âèäîâ ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà áûëî ïðåäïðèíÿòî À.À.Ìèõååâîé [11]. Äðóãîìó ïîä-
õîäó ê ïîëó÷åííûì åþ ðåçóëüòàòàì ïîñâÿòèì ÷àñòü íàøåé ðàáîòû. (À.À.Ìèõååâà ñìåíèëà
ôàìèëèþ. Íåñêîëüêî ñòàòåé ïî áëèçêîé òåìàòèêå áûëè îïóáëèêîâàíû åþ ïîä ôàìèëèåé
×óäèíîâà À.À., [12], [13], [14].)
1. Ïðèìåð ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè èç êëàññà È.Ì.Ðàïîïîðòà. Ïóñòü L : z = f(ζ),

ζ ∈ ∂E, E = {ζ : |ζ| < 1}. Ñëåäóÿ [5], èçó÷èì êëàññ îòîáðàæàþùèõ ôóíêöèé â ôîðìå

f(ζ) =

∫ ζ

0
P 2
n(ω)dω = ζQ2n(ζ)

� îäíîëèñòíûé â çàìêíóòîì åäèíè÷íîì êðóãå ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2n+ 1,

|f ′(ζ)| = |Pn(ζ)|2 = Pn(ζ)Pn(ζ),

Pn(ζ) = anζ
n + an−1ζ

n−1 + . . .+ a1ζ + a0,

Pn(ζ) = ānζ̄
n+ān−1ζ̄

n−1+. . .+ā1ζ̄+ā0 =
1

ζn
(ān+ān−1ζ+. . .+ā1ζ

n−1+ā0ζ
n) =

P̃n(ζ)

ζn
ïðè |ζ| = 1.

Ïðè z ∈ D− ïîëó÷èì

u−(z) =

∫
L

|dt|
t− z

=

∫ 2π

0

|f ′(eiθ)|dθ
f(eiθ)− z

=

{
eiθ = τ, dθ =

dτ

iτ

}
= −i

∫
|τ |=1

Pn(τ)P̃n(τ)dτ

(τQ2n(τ)− z)τn+1
.

Ó÷òåì, ÷òî ïðè max0≤θ≤2π |Q2n(eiθ)| = M è |z| > M èìååì

|ζQ2n(ζ)− z| ≥ |z| − |ζQ2n(ζ)| > 0.

Ïîýòîìó åäèíñòâåííîé îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè
Pn(ζ)P̃n(ζ)

(ζQ2n(ζ)− z)ζn+1
â êðóãå ÿâëÿåòñÿ ζ = 0 �

ïîëþñ ïîðÿäêà n+ 1. Çíà÷èò,

u−(z) = 2πâû÷0
Pn(ζ)P̃n(ζ)

(ζQ2n(ζ)− z)ζn+1
=

2π

n!

[
Pn(ζ)P̃n(ζ)

(ζQ2n(ζ)− z)

](n)

|ζ=0 =
A1

z
+ . . .+

An+1

zn+1
.

Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâóåò íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â ñèëó àíàëèòè÷åñêîãî ïðî-
äîëæåíèÿ èç îáëàñòè |z| > M .
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Çàìå÷àíèå. Åñëè â îáðàòíîé çàäà÷å áóäåò èçâåñòåí ãðàäèåíò u−(z), ò.å. âåëè÷èíû Ak,
k = 1, n+ 1, òî èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷èì

Ak = Ak(a0, a1, . . . , an), k = 1, n+ 1.

Ýòà ñîâîêóïíîñòü ðàâåíñòâ ñëóæèò ñèñòåìîé óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ a0, a1, . . . , an, ïî-
ñëå íàõîæäåíèÿ êîòîðûõ (åñëè ýòî óäàñòñÿ ñäåëàòü) çàïèøåòñÿ ïîëèíîì Pn(ζ) è èñêîìàÿ

îòîáðàæàþùàÿ ôóíêöèÿ f(ζ) =
∫ ζ

0 P
2
n(ω)dω. Óðàâíåíèå êîíòóðà ïðåäñòàâèòñÿ â ôîðìå

z = f(eiθ), 0 ≤ θ ≤ 2π. ×àñòíûé ñëó÷àé ðåøåíèÿ òàêîé ñèñòåìû ïðèâåäåí â ñòàòüå [5]
ñî ñòåïåíüþ f(ζ), ðàâíîé ïÿòè ïðè n = 2.

Èçó÷èì áîëåå ïðîñòîé âàðèàíò ñ n = 1, íà ïðèìåðå êîòîðîãî ðàññìîòðèì ïîïàäàíèå
îäíîëèñòíîé ôóíêöèè f(ζ) â ïîäêëàññû âûïóêëûõ S0 è çâåçäîîáðàçíûõ S∗ ôóíêöèé, à
òàêæå íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé îáðàòíîé çàäà÷è.
Èòàê, èùåì f(ζ) â âèäå

f(ζ) =

∫ ζ

0
(c0 + c1ω)2dω = b

∫ ζ

0
(1 + aω)2dω, (2)

ãäå b = c2
0 > 0, a = c1/c0 ∈ (0, 1]. Ïðè a > 1 ôóíêöèÿ f ′(ζ) îáðàùàåòñÿ â íóëü â êðóãå

|ζ| < 1 è, çíà÷èò, f(ζ) íåîäíîëèñòíà. Òàê êàê ïàðàìåòð b îïðåäåëÿåò òîëüêî ïîäîáèå, òî
áóäåì èçó÷àòü ôóíêöèþ

ϕ(ζ) =
1

b
f(ζ) =

∫ ζ

0
(1 + aω)2dω.

Ïðîâåðèì óñëîâèå âûïóêëîñòè ([15], ñ. 203):

ϕ(ζ) ∈ S0 ⇔ Re
ζϕ′′(ζ)

ϕ′(ζ)
≥ −1 ⇔ Re

2aζ

1 + aζ
≥ −1.

Êðóã |ζ| < 1 ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ω(ζ) =
2aζ

1 + aζ
îòîáðàæàåòñÿ íà êðóã, ëåæàùèé â ïîëóïëîñ-

êîñòè Reω ≥ ω(−1) = − 2a

1− a
. Çíà÷èò, íåðàâåíñòâî − 2a

1− a
≥ −1 ⇔ a ≤ 1/3 îáåñïå÷èâàåò

âûïóêëîñòü ôóíêöèè ϕ(ζ).
Âûïîëíèì óñëîâèå çâåçäîîáðàçíîñòè ([15], ñ. 202):

ϕ(ζ) ∈ S∗ ⇔ Φ(ζ) := Re
ζϕ′(ζ)

ϕ(ζ)
≥ 0, ζ ∈ E.

Ïîñêîëüêó Φ(ζ) íåïðåðûâíà â çàìêíóòîì êðóãå E è ãàðìîíè÷íà, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü,
÷òî Φ(ζ) ≥ 0 ïðè ζ = eiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π. Íåïîñðåäñòâåííûì ñ÷åòîì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
íåðàâåíñòâî Φ(eiθ) ≥ 0 ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó F (a, cos θ) ≥ 0, ãäå

F (a, cos θ) := 8a2 cos2 θ + (5a3 + 9a) cos θ + a4 + 2a2 + 3,

è åñëè îáîçíà÷èòü x = cos θ, òî

F (a, x) = 8a2

(
x2 +

5a3 + 9a

8a2
x+

a4 + 2a2 + 3

8a2

)
= 8a2

[(
x+

5a3 + 9a

16a2

)2

+
(7a2 − 5)(a2 − 3)

256a2

]
.

Óñëîâèå F (a, x) ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ x, åñëè (7a2 − 5)(a2 − 3)/(256a2) ≥ 0, ÷òî ïðè

a ∈ (0, 1] äàåò óñëîâèå 0 < a ≤
√

5/7 = a0.Äàëåå F (a, x) = 0 ⇔ x = −5a3+9a
16a2

= −x0 è a = a0.
Çíàê ðàâåíñòâà ìîæíî äîñòè÷ü ïðè a > a0 çà ñ÷åò îòðèöàòåëüíîñòè âòîðîãî ñëàãàåìîãî è
ïîëîæèòåëüíîñòè ïåðâîãî â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ äëÿ x 6= −x0. Íî ýòîò âàðèàíò íàì íå
ïîäõîäèò, òàê êàê F (a,−x0) < 0 ïðè a > a0.
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Èññëåäóåì îäíîëèñòíîñòü ôóíêöèè

ϕ(ζ) =

∫ ζ

0
(1 + aω)2dω =

1

3a
(1 + aζ)3 − 1

3a
.

Îíà áóäåò îäíîëèñòíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàç êðóãà |ζ| < 1 ïîä äåéñòâèåì îòîá-

ðàæåíèÿ s = 1+aζ áóäåò ëåæàòü â ñåêòîðå | arg s| ≤ π

3
. Ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ

ïîñòðîåíèé ýòî äàåò íåðàâåíñòâî a ≤ sin
π

3
=

√
3

2
.

Ïîäûòîæèì íàøè ðàññóæäåíèÿ: ôóíêöèÿ (2) ïðè ëþáîì b > 0 è íåîòðèöàòåëüíûõ a áóäåò

âûïóêëîé ⇔ a ≤ 1/3, çâåçäîîáðàçíîé ⇔ a ≤
√

5/7, îäíîëèñòíîé ⇔ a ≤
√

3/2.
Ãðàäèåíò ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ ôóíêöèè (2) èìååò âèä

u−(z) =

∫
|ζ|=1

|f ′(ζ)||dζ|
f(ζ)− z

=
1

i

∫
|ζ|=1

b(1 + aζ)(ζ + a)dζ[
b
(
ζ + aζ2 + a2

3 ζ
3
)
− z
]
ζ2

=

= 2πâû÷0
b(1 + aω)(ω + a)[

b
(
ω + aω2 + a2

3 ω
3
)
− z
]
ω2

= 2πb

 (1 + aω)(ω + a)

b
(
ω + aω2 + a2

3 ω
3
)
− z

′
ω=0

=

= −2πb

(
a2 + 1

z
+
ab

z2

)
=
A1

z
+
A2

z2
.

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó

A1 = −2πb(a2 + 1), A2 = −2πb2a.

Îòñþäà èìååì a = − A2

2πb2
è ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

2πb3A1 +A2
2 = −4π2b4.

Â äàííîì ñëó÷àå ïðÿìàÿ çàäà÷à äëÿ ãðàäèåíòà ïîòåíöèàëà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïî èç-
âåñòíûì a è b íàéòè A1 è A2. Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè a è b ïî èçâåñòíûì
A1 è A2.
Èññëåäóåì âîïðîñ î ÷èñëå ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 2πb3A1 +A2

2 = −4π2b4 ïðè
èçâåñòíûõ A1, A2 < 0. Ââåäåì ôóíêöèþ g(b) = b4 − cb3 + d, ãäå

c = −A1

2π
> 0, d =

(
A2

2π

)2

.

Âåòâè ãðàôèêà ôóíêöèè g(b) íàïðàâëåíû ââåðõ, òî÷êà b1 = 3c/4 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà,
b2 = 0 è b3 = c/2 � òî÷êè ïåðåãèáà. Âûâîä: èññëåäóåìîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî b íå
èìååò ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé, åñëè g(3c/4) > 0, èìååò îäèí ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ïðè
g(3c/4) = 0 è èìååò äâà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ ïðè g(3c/4) < 0.
Âîçâðàùàÿñü ê êîýôôèöèåíòàì A1 è A2, ïîëó÷èì
a) ïðè 4π2A2

2 > (27/256)A4
1 îáðàòíàÿ çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèé;

b) ïðè 4π2A2
2 = (27/256)A4

1 îáðàòíàÿ çàäà÷à èìååò îäíî ðåøåíèå;
c) ïðè 4π2A2

2 < (27/256)A4
1 îáðàòíàÿ çàäà÷à èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ.

Ïîëó÷èì äâà çâåçäîîáðàçíûõ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ A1 è A2, êîòîðûå ñîîòâåò-
ñòâóþò çíà÷åíèÿì b1 = 2, b2 = 3. Âåëè÷èíû A1, A2 íàéäåì èç ñèñòåìû

2π8A1 +A2
2 = −4π216,

2π27A1 +A2
2 = −4π281

⇒ A1 = −2π
65

19
, A2 = −2π

√
8 · 27

19
.
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Äàëåå ïî b1 = 2 íàõîäèì a1 = 3
√

3/
√

38 è ïî b2 = 3 íàõîäèì a2 = 2
√

2/
√

57 . Ïàðû (ak, bk),

k = 1, 2, ïîðîæäàþò ðåøåíèÿ f1(ζ) = 2

∫ ζ

0

(
1 +

3
√

3√
38
ζ

)2

dζ è f2(ζ) = 3

∫ ζ

0

(
1 +

2
√

2√
57
ζ

)2

dζ.

Ýòè ðåøåíèÿ çâåçäîîáðàçíû, òàê êàê a1, a2 <
√

5/7.
2. Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âíóòðåííèé ãðàäèåíò òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Â

êíèãå Äýâèñà [16] äîêàçàíà ôîðìóëà äëÿ àíàëèòè÷åñêîé ëèíèè L, |dt| =
√
S′(t)dt, t ∈ L,

â êîòîðîé S(t) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Øâàðöà, ïðè÷åì L : t̄ = S(t). Ôîðìóëà äëÿ |dt| (dt̄ =

S′(t)dt ⇒ |dt|2 = S′(t)(dt)2 ⇒ |dt| =
√
S′(t)dt) äàåò âîçìîæíîñòü çàïèñàòü ãðàäèåíò

ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ â âèäå èíòåãðàëà òèïà Êîøè

u(z) =

∫
L

|dt|
t− z

=

∫
L

√
S′(t)dt

t− z
.

Èñïîëüçóåì èçâåñòíûå ôîðìóëû â ñëó÷àå çàìêíóòûõ àíàëèòè÷åñêèõ ëèíèé L è ã¼ëüäåðîâ-
ñêèõ ôóíêöèé

√
S′(t). Èìåííî,

u(z) =
1

2πi

∫
L

2πi
√
S′(t)dt

t− z
, D+ ∪ L ∪D− = C, ∞ ∈ D−.

Â ñèëó ôîðìóë Ñîõîöêîãî ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ u± ôóíêöèè u èç îáëàñòåé D± íà êîíòóðå
L óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

u+(t)− u−(t) = 2πi
√
S′(t). (3)

Cïðàâåäëèâà

Tåîðåìà 1. Â ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêîãî êîíòóðà L ñ ôóíêöèåé Øâàðöà S(z) âíóòðåííèé

ãðàäèåíò u+(z) ≡ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
√
S′(z) áóäåò ôóíêöèåé, ðåãóëÿðíîé â

îáëàñòè D− ñ íóëåì öåëîãî ïîðÿäêà â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ó÷òåì, ÷òî èç ôîðìóëû (3) ïîëó÷àþòñÿ òàêèå ýêâèâàëåíòíûå ïåðå-

õîäû u+(z) ≡ 0 ⇔ u+(t) ≡ 0 ⇔ −u−(t) = 2πi
√
S′(t) ⇔

√
S′(z) = F−(z) � ôóíêöèÿ,

ðåãóëÿðíàÿ â îáëàñòèD−. Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ F−(z) ïðåäñòàâëåíà èíòåãðàëîì òèïà Êîøè
è ïîýòîìó èìååò íà áåñêîíå÷íîñòè íóëü öåëîãî ïîðÿäêà, áîëüøåãî èëè ðàâíîãî åäèíèöå.
Ïðèìåð 1. Äëÿ îêðóæíîñòè |t| = R èìååì t̄ = R2/t = S(t) è

Rdθ = |dt| =
√
S′(t)Reiθidθ = i

√
S′(t)tdθ ⇒

√
S′(t) = −iR

t

� ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå ôóíêöèè −iR/z, ðåãóëÿðíîé â îáëàñòè |z| > 1. Ïîýòîìó u+(z) ≡ 0.
Ê òàêîìó æå ðåçóëüòàòó ìîæíî ïðèéòè íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì èíòåãðàëà ÷åðåç

âû÷åòû.
Ïðèìåð 2. Äëÿ ýëëèïñà x2/a2 + y2/b2 = 1 èìååì

t̄ = S(t) =
[
(a2 + b2)t− 2ab

√
t2 − c2

]
/c2.

Òîãäà S′(t) =
[
(a2 + b2)− 2abt√

t2−c2

]
/c2 è

|dt| =
[
(a2 + b2)− 2abt√

t2 − c2

]1/2 dt

c
. (4)

Äðóãèì ïóòåì ôîðìóëà (4) ïîëó÷åíà â êíèãå Þ.Â.Îáíîñîâà ([17], ñ. 18, (1.8)).



8 Í.Ð.ÀÁÓÁÀÊÈÐÎÂ, Ë.À.ÀÊÑÅÍÒÜÅÂ

Ôóíêöèÿ S′(z) îáðàùàåòñÿ â íóëü â äâóõ âeùåñòâåííûõ òî÷êàõ: ±(a2 + b2)/c, ðàñïîëî-
æåííûõ âíå ýëëèïñà. Ïðîâåðèì ýòî:

S′(z) = 0 ⇒ (z2 − c2)(a2 + b2)2 = 4a2b2z2, z2c4 = (a2 + b2)2, z2 = (a2 + b2)2/c2;

3a2b2 + b4 > 0 ⇒ (a2 + b2)2 > a2c2.

Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè ±(a2 + b2)/c áóäóò òî÷êàìè âåòâëåíèÿ ôóíêöèè
√
S′(z), è ïîýòîìó

îíà íå ìîæåò áûòü ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé âíå ýëëèïñà. Çíà÷èò, îáðàùåíèå â òîæäåñòâåííûé
íóëü u+(z) äëÿ ëþáîãî ýëëèïñà íåâîçìîæíî.
Ïîêàæåì, êàê âûãëÿäèò ãðàäèåíò ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ýëëèïñà, êîòîðûé ìàëî îò-

ëè÷àåòñÿ îò îêðóæíîñòè. Ðàññìîòðèì ýëëèïñ ñ óðàâíåíèåì

x2

(1 + ε)2
+

y2

(1− ε)2
= 1.

Òàê êàê c2 = (1 + ε)2 − (1 − ε)2 = 4ε, òî åãî ôîêóñû íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ ±2
√
ε, òî÷êà íà

ýëëèïñå

τ = (1 + ε) cos θ + i(1− ε) sin θ ⇒ |dτ | =
√
dx2 + dy2 =

√
1 + ε2 − 2ε cos 2θdθ.

Îáîçíà÷àÿ ãðàäèåíò ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ äëÿ äàííîãî ýëëèïñà ÷åðåç u(ε, z), ïîëó÷èì

u(ε, z) =

∫ 2π

0

√
1 + ε2 − 2ε cos 2θdθ

(1 + ε) cos θ + i(1− ε) sin θ − z
. (5)

Åñëè eiθ = t, òî

dθ =
dt

it
, cos 2θ =

t4 + 1

2t2
, 1 + ε2 − 2ε cos 2θ = −εt

4 + 1

t2
+ 1 + ε2 =

(t2 − ε)(1− εt2)

t2
.

Ïîäñòàâëÿÿ âñå â (5), èìååì

u(ε, z) =
1

i

∫
|t|=1

√
(t2 − ε)(1− εt2)dt

(t2 + 1)(1 + ε) + (t2 − 1)(1− ε)− 2tz

2t

t2
=

1

i

∫
|t|=1

√
(t2 − ε)(1− εt2)

t(t− z) + ε

dt

t
.

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ

F (ε; t, z) =

√
(t2 − ε)(1− εt2)

t[t(t− z) + ε]

â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ε: F (ε; t, z) = F (0; t, z)+εF
′
ε(0; t, z)+ ε2

2 F
′′
εε(0; t, z)+ . . . . Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ

ïðè

ε < min
t,z

(
|t|2, 1

|t|2
,

1

|t(t− z)|

)
.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåì î âû÷åòàõ íàéäåì

u+(ε, z) = −πzε− πz3

2
ε2 + . . . , z ∈ D+,

u−(ε, z) = −2π

z
− 3π

z3
ε+ . . . , z ∈ D−.

Êðîìå ýëëèïñà, ìîæíî îòìåòèòü åùå ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ àíàëèòè÷åñêèõ ëèíèé L, äëÿ
êîòîðûõ u+(z) 6= 0. Ýòè ëèíèè õàðàêòåðèçóþòñÿ òàêèìè ôóíêöèÿìè Øâàðöà S(z), êîòîðûå
èìåþò èçîëèðîâàííûå òî÷êè âåòâëåíèÿ â îáëàñòè D−, ïðè÷åì S(D−) � êîíå÷íîëèñòíàÿ

ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü. Òîãäà ó
√
S′(z) òî÷êè âåòâëåíèÿ ïåðåéäóò îò S(z) è âîçìîæíî äîáà-

âÿòñÿ íîâûå òî÷êè âåòâëåíèÿ â D−. Ïîýòîìó
√
S′(z) íå ìîæåò áûòü ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé

â D− ⇒ u+(z) 6= 0.
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Îñòàåòñÿ ïðîàíàëèçèðîâàòü âàðèàíò, êîãäà ó S(z) â îáëàñòè D− íåò òî÷åê âåòâëåíèÿ, íî
èìåþòñÿ íóëè ó S′(z) ñ ïîâåäåíèåì S′(z) = (z − a)nfa(z), fa(a) 6= 0, îêîëî òî÷êè a. Ïðè

íå÷åòíîì n = 2m + 1 ó ôóíêöèè
√
S′(z) áóäåò òî÷êà âåòâëåíèÿ, çíà÷èò,

√
S′(z) íå áóäåò

ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé è u+(z) 6= 0.

Åñëè æå n = 2m, òî a íå áóäåò òî÷êîé âåòâëåíèÿ äëÿ
√
S′(z). Ïðèìåðû ïîòåíöèàëîâ ñ

òàêèìè n àâòîðàìè ïîêà íå ïîñòðîåíû.
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî äâà íóëÿ ó S′(z) äëÿ ýëëèïñà èìåþò ïîðÿäîê n = 1, òàê êàê

S′′
(
a2 + b2

c

)
= c5/4a2b2 6= 0.

3. Ñëó÷àé íåîäíîëèñòíîé îáëàñòè D, ïðèâîäÿùåé ê u+(z) ≡ 0. Èññëåäóåì âîïðîñ
î ðàâåíñòâå u+(z) ≡ 0 äëÿ êëàññà ôóíêöèé, ðàññìîòðåííûõ È.Ì.Ðàïî-ïîðòîì. Ñðåäè ëèíèé
L ñ óðàâíåíèåì

t = f(τ) =

∫ τ

0
P 2
n(ω)dω, τ = eiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π, (6)

ãäå Pn(ζ) = anζ
n + . . .+ a1ζ + a0, íàéäåì òå, äëÿ êîòîðûõ

u+(z) =

∫
L

|dt|
t− z

≡ 0 (7)

ïðè z ∈ D+, ∂D+ = L. Íåîäíîëèñòíóþ ôóíêöèþ íåëüçÿ íàçâàòü ðåøåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è,
íî ìîæíî ñ÷èòàòü íåîäíîëèñòíûì ðàñøèðåíèåì ôîðìóëû (6).
Òàê êàê

1

t− z
=
∞∑
k=0

zk

tk+1
,

ïðè÷åì ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ t ∈ L â êðóãå |z| < ε ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε, òî

ðàâåíñòâî (7) áóäåò âûïîëíåíî, åñëè îêàæóòñÿ íóëÿìè âñå èíòåãðàëû Jk =
∫
L
|dt|
tk+1 , k =

0, 1, . . . .
Â ñëó÷àå ôóíêöèé (6) ýòè èíòåãðàëû çàïèøóòñÿ â âèäå

Jk =
1

i

∫
|τ |=1

|Pn(τ)|2dτ(∫ τ
0 P

2
n(ω)dω

)k+1
=
{
Pn(τ) = ānτ̄

n + ān−1τ̄
n−1 + . . .+ ā1τ̄ + ā0 = τ−nP̃n(τ),

P̃n(τ) = ān + . . .+ ā1τ
n−1 + ā0τ

n
}

=
1

i

∫
|τ |=1

Pn(τ)P̃n(τ)dτ

(τQ2n(τ))k+1 τn
=

= −2πâû÷∞
Pn(ζ)P̃n(ζ)

Qk+1
2n (ζ)ζn+k+1

= 0,

åñëè âñå íóëè ïîëèíîìà Q2n(ζ) ñòåïåíè 2n ðàñïîëîæåíû â êðóãå |ζ| < 1. Òàê êàê â êðóãå
|ζ| < 1 ó ôóíêöèè f(ζ) = ζQ2n(ζ) íàõîäèòñÿ íå ìåíåå òðåõ íóëåé (1 + 2n ≥ 3 ïðè n ≥ 1), òî
ôóíêöèÿ f(ζ) áóäåò íå ìåíåå ÷åì òðåõëèñòíîé. Ïîýòîìó îáðàç êðóãà |ζ| < 1 ïîä äåéñòâèåì
f(ζ) áóäåò íåîäíîëèñòíîé îáëàñòüþ, åå ãðàíèöà îêàæåòñÿ êðèâîé ñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè.
Àâòîðàìè ïîêà íå íàéäåíû ëèíèè L áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, êîòîðûå ðåøàþò ïîñòàâëåííûé

âîïðîñ î u+(z) ≡ 0.
4. Íîâûé âûâîä èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ãðàäèåíòà ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî

ñëîÿ. Äàäèì âûâîä óðàâíåíèÿ À.À.Ìèõååâîé, áîëåå ïðîçðà÷íûé, ÷åì â ñòàòüå [11].
Ïóñòü z = z(t) � ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ êðóã E = {|t| < 1} íà îáëàñòü D, ∂D = L.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî z(0) = 0, z′(0) = c1 > 0. Îáîçíà÷èì z(τ) = ζ, z(τ̃) = ζ̃ äëÿ τ, τ̃ ∈ ∂E = Γ.
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Ãðàäèåíò ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ ν ïðåäñòàâèì â âèäå èíòå-
ãðàëà òèïà Êîøè

u±(z) =

∫
L

ν|dζ̃|
ζ̃ − z

=
1

2πi

∫
L

2πiν
(
|dζ̃|/dζ̃

)
dζ̃

ζ̃ − z
ïðè z ∈ D±.
Çàïèøåì èçâåñòíóþ ôîðìóëó äëÿ ðàçíîñòè ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé èíòåãðàëà òèïà Êîøè

u+(ζ)− u−(ζ) = 2πiν
|dζ|
dζ

⇒ u+(ζ)dζ − u−(ζ)dζ = 2πiν|dζ|.

Ïåðåéäåì îò ζ ∈ L ê τ ∈ Γ ïî ôîðìóëå ζ = z(τ), τ = eiθ. Óìíîæàåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî
â ôîðìå

u+(z(τ))z′(τ)dτ − u−(z(τ))z′(τ)dτ = 2πiν|z′(τ)||dτ |

íà
1

2πi
τ
τ−t (

√
z′(0) =

√
c1) è èíòåãðèðóåì ïî Γ. Ïîëó÷èì

1

2πi

∫
Γ

u+(z(τ))τ
√
z′(τ)dτ

τ − t
− 1

2πi

∫
Γ

u−(z(τ))τ
√
z′(τ)dτ

τ − t
=

∫
Γ

ν

√
z′(τ)τ |dτ |
τ − t

.

Åñëè |t| > 1, òî ïåðâûé èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà áóäåò ðàâåí íóëþ ïî
òåîðåìå Êîøè.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå h(t) = z′(1/t̄). Òîãäà èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ëåãêî âûðàçèòü ÷åðåç

âû÷åòû, åñëè ââåñòè ôóíêöèþ

√
h(t), ðåãóëÿðíóþ ïðè |t| > 1, ïðè÷åì

√
h(t)|t=∞ =

√
c1.

Òîãäà ∫
Γ

√
z′(τ)τ |dτ |
τ − t

=
1

i

∫
Γ

√
h(τ)dτ

τ − t
= −2π

âû÷t
√
h(ω)

ω − t
+ âû÷∞

√
h(ω)

ω − t

 =

= −2π

(√
h(t)−

√
c1

)
.

Ïîñëå ýòîé ïðîöåäóðû èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä

1

2πi

∫
Γ

u−(z(τ))τ
√
z′(τ)dτ

τ − t
= 2πν

(√
h(t)−

√
c1

)
. (8)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íåñóùåñòâåííî (ïîñòîÿííûì ìíîæèòåëåì â ïðàâîé ÷àñòè) îòëè÷àåòñÿ
îò óðàâíåíèÿ À.À.Ìèõååâîé [11].
5. Äîïîëíåíèÿ ê ðåçóëüòàòàì À.À.Ìèõååâîé. Óðàâíåíèå (8) èñïîëüçóåì äëÿ äîêà-

çàòåëüñòâà ðåçóëüòàòà À.À.Ìèõååâîé [11], äîïîëíåííîãî ñëåäñòâèåì.

Tåîðåìà 2. Åñëè u−(z) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè n + 1 îò 1/z è ðåøåíèå îáðàòíîé

çàäà÷è ñóùåñòâóåò, òî ýòî ðåøåíèå èìååò âèä L = z(∂D), ∂E = {eiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π} ñ
ôóíêöèåé z =

∫ ζ
0 P

2
n(ω)dω, ãäå Pn(ζ) � ïîëèíîì ñòåïåíè n îò ζ.

Íàîáîðîò, åñëè ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ êðóã E = {ζ : |ζ| < 1} íà îáëàñòü D, èìååò
óêàçàííûé âèä ñ ïîëèíîìîì Pn(ζ), òî u−(z) â âèäå (1) ñ L = ∂D ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì

ñòåïåíè n+ 1 îò 1/z.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â ôîðìóëó (8)
âûðàæåíèÿ

u−[z(ζ)] =
A1

z(ζ)
+ . . .+

An+1

z(ζ)n+1
.

Ôóíêöèÿ F (ζ) = u−[z(ζ)]ζ
√
z′(ζ)/(ζ − t) ïðè |t| > 1 áóäåò èìåòü â êðóãå E ïîëþñ ïîðÿäêà

n â íóëå. Ïîýòîìó

1

2πi

∫
∂E
F (τ)dτ =

1

(n− 1)!
[F (ζ)ζn](n−1) |ζ=0 =

ã1

t
+ . . .+

ãn
tn
.

Èç ôîðìóëû (8) âûðàçèì√
h(t) =

√
c1 +

a1

t
+ . . .+

an
tn
, ak =

ãk
2πν

, k = 1, n.

Ïîñëå ýòîãî ïîëó÷èì

z′(ζ) = (
√
c1 + ā1ζ + . . .+ ānζ

n)2 = P 2
n(ζ)

è, îêîí÷àòåëüíî, z =
∫ ζ

0 P
2
n(ω)dω. Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 äîêàçàíî â ïóíêòå 1 äàí-

íîé ñòàòüè. �

Ñëåäñòâèå. Åñëè z′(ζ) íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êâàäðàòà ìíîãî÷ëåíà, òî ãðàäèåíò ïî-
òåíöèàëà (1) íå ìîæåò áûòü ìíîãî÷ëåíîì ïî ñòåïåíÿì 1/z. Íàîáîðîò, åñëè ãðàäèåíò (1)
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ðÿäîì ïî ñòåïåíÿì 1/z, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ îòîáðàæàþùàÿ ôóíê-
öèÿ íå ìîæåò èìåòü ïðîèçâîäíóþ â âèäå êâàäðàòà ìíîãî÷ëåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ñïîñîáîì îò ïðîòèâíîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 2.
6. Ñâÿçü ðåçóëüòàòîâ Â.Ê.Èâàíîâà è À.À.Ìèõååâîé. Îáîñíîâàíèå òåîðåìû 2 àíà-

ëîãè÷íî îáîñíîâàíèþ ðåçóëüòàòà Â.Ê. Èâàíîâà [18] î ïîëèíîìàõ â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ îáðàò-
íîé çàäà÷è äëÿ îáëàñòíîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì â äîêà-
çàòåëüñòâå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Â.Ê.Èâàíîâà. Âûâîä ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî
äàòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû äëÿ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé èíòåãðàëà òèïà Êîøè (àíàëîãè÷íî
âûâîäó óðàâíåíèÿ (8)).
Çàïèøåì ãðàäèåíò îáëàñòíîãî ïîòåíöèàëà â âèäå èíòåãðàëà òèïà Êîøè [4]

u(z) = − 2

π

∫ ∫
D

dsτ
τ − z

= − 1

πi

∫
∂D

τdτ

τ − z
.

Èñïîëüçóåì èçâåñòíóþ ôîðìóëó, ñâÿçûâàþùóþ êðàåâûå çíà÷åíèÿ ýòîãî èíòåãðàëà

u+(ω)− u−(ω) = −2ω, ω ∈ ∂D. (9)

Ïåðåéäåì îò (9) ê óðàâíåíèþ íà îêðóæíîñòè |t| = 1 ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ω(τ), êîíôîðìíî
îòîáðàæàþùåé êðóã |τ | < 1 íà îáëàñòü D 3 0 ñ íîðìèðîâêîé ω(0) = 0. Ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ
ω(τ) ýòîé ôóíêöèè ïîäñòàâèì â (9):

u+[ω(t)]− u−[ω(t)] = −2ω(t) = −2ω(1/t̄).

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî âñòàâèì â èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå

1

2πi

∫
Γ

u+[ω(t)]dt

t− τ
− 1

2πi

∫
Γ

u−[ω(t)]dt

t− τ
= − 2

2πi

∫
Γ

ω(1/t̄)dt

t− τ
,

ãäå Γ � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ∂E, à ω−1(D) = E. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ω∗(t) = ω(1/t̄),
çàäàííóþ âî âíåøíîñòè åäèíè÷íîãî êðóãà. Òîãäà ïî òåîðåìå Êîøè ïåðâûé èíòåãðàë â ëåâîé
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÷àñòè ðàâåí íóëþ, à èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè îêàæåòñÿ ðàâíûì ω∗(τ) = ω(1/τ̄), òàê êàê
ω∗(∞) = ω(0) = 0. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

1

2πi

∫
Γ

u−[ω(t)]dt

t− τ
= 2ω∗(τ), (10)

êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ Â.Ê.Èâàíîâà [18] ìíîæèòåëåì (−2). Ñîâïàäåíèå ñ óðàâ-
íåíèåì â [18] áóäåò îáåñïå÷åíî, åñëè u(z) âçÿòü â ôîðìå

u(z) =
1

2πi

∫
∂D

τdτ

τ − z
.

C ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (10) Â.Ê.Èâàíîâûì ïîëó÷åí ñëåäóþùèé âåëèêîëåï-
íûé ðåçóëüòàò.

Tåîðåìà 3 ([19]). Ïóñòü u−(z) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ïîëþñû êðàòíîñòåé

k1, k2, . . . , ks (k1 + . . . + ks = n) â òî÷êàõ z1, z2, . . . , zs è äëÿ íåå ñóùåñòâóåò ðåøåíèå

îáðàòíîé çàäà÷è ñ îáëàñòíûì ëîãàðèôìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì. Òîãäà äëÿ îòîáðàæàþùåé

ôóíêöèè z(ζ), z(E) = D � èñêîìàÿ îáëàñòü, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

h(ζ) =
Pn−1(ζ)

(ζ − ζ1)k1 . . . (ζ − ζs)ks
, |ζ| > 1, (11)

ãäå Pn−1(ζ) � ïîëèíîì ñòåïåíè n− 1, à ζk � ïðîîáðàçû zk ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè

z(ζ), k = 1, s.

Äåéñòâóÿ ïî ñõåìå, àíàëîãè÷íîé ïðåäëîæåííîé Â.Ê.Èâàíîâûì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû 3, À.À.Ìèõååâà [11] ïîëó÷èëà äëÿ ñëó÷àÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ïåðåõîä

u−(z) =
Qn−1(z)

(z − z1)n1 . . . (z − zn)ns
⇒

√
h(t) =

√
c1 +

Pn−1(t)

(t− t1)n1 . . . (t− tn)ns

ñ ïîëèíîìàìè Qn−1(z) è Pn−1(t) ñòåïåíè n− 1.
Ïîñëå ýòîãî ïåðåõîäà â ñòàòüå [11] äåëàåòñÿ íåïðàâèëüíûé âûâîä î òîì, ÷òî z(ζ) áóäåò

ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé. Íà ñàìîì äåëå, â âûðàæåíèè äëÿ z(ζ) êðîìå ðàöèîíàëüíîé ÷à-
ñòè áóäåò è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ÷àñòü. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè z(ζ) íóæíî
âûïîëíèòü óñëîâèå

s∑
k=1

âû÷tkz
′(t) = 0,

ïîëó÷àþùååñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè ôóíêöèè z′(ζ). Ðàöèîíàëüíîñòü ôóíêöèè z(ζ) â òåîðå-
ìå 3 ñëåäóåò èç ôîðìóëû (11) íåòðóäíîé çàìåíîé 1/ζ íà ω. Èìåííî

z(ω) =
ωnPn−1(1/ω)

(1− ζ̄1ω)k1 . . . (1− ζsω)ks
.

Òàêóþ ôîðìóëó äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ïîëó÷èòü íåëüçÿ.
Àâòîðû áëàãîäàðÿò ðåöåíçåíòà çà êîíñòðóêòèâíûå çàìå÷àíèÿ, ó÷òåííûå â îêîí÷àòåëüíîì

âàðèàíòå ñòàòüè.
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Direct and inverse problems for the simple layer logarithmic potential

Abstract. With the help of Cauchy-type integrals, a new derivation of integral equations for
solving logarithmic potential problems is given. The inverse problem is analyzed with two star-
shaped solutions containing a smaller number of parameters than in the more difficult similar
examples of I.M. Rapoport. The criterion of conversion to the identical constant of the internal
potential of a simple layer is proved.
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