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Ââåäåíèå

Ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ îáû÷íî îïèðàåòñÿ íà èññëåäîâàíèå ñ
ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Îñíîâíûå ýòàïû ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.

1. Ïîñòðîåíèå ñîäåðæàòåëüíîé ìîäåëè èñõîäíîé ñèñòåìû.

2. Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

3. Îïðåäåëåíèå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè, íà îñíîâå êîòîðîãî ìîæíî îïðåäå-
ëèòü íàèëó÷øèé âàðèàíò äåéñòâèé.

4. Ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è.

5. Ðåàëèçàöèÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ â ðåàëüíîé ñèñòåìå.

Ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé âîçìîæíûå òðóäíîñòè â õîäå ýòèõ ýòàïîâ.

Çàäà÷à âûïóñêà èçäåëèé.

Ïóñòü ïðåäïðèÿòèå âûïóñêàåò n âèäîâ òîâàðîâ (èçäåëèé) è èñïîëüçóåò m âèäîâ
ðåñóðñîâ. Ïóñòü âíà÷àëå íà çàäàííûé ïåðèîä âðåìåíè öåíû cj íà òîâàðû, çàïàñû
bi ðåñóðñîâ è óäåëüíûå íîðìû çàòðàò ðåñóðñîâ aij (êîëè÷åñòâî åäèíèö i-ãî ðåñóðñà,
êîòîðîå íóæíî äëÿ âûïóñêà åäèíèöû j-ãî èçäåëèÿ) ôèêñèðîâàíû. Ïåðåìåííûìè
ÿâëÿþòñÿ îáúåìû xj âûïóñêà òîâàðîâ. Òðåáóåòñÿ íàéòè, â êàêèõ êîëè÷åñòâàõ âû-
ïóñêàòü èçäåëèÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíûé äîõîä. Òîãäà ïîëó÷àåì çàäà÷ó
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

max →
n∑

i=1

cjxj,

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
m∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1,m,

xj ≥ 0, j = 1, n.

Ðåøåíèå òàêîé ïîëíîñòüþ äåòåðìèíèðîâàííîé çàäà÷è íàõîäèòñÿ äîñòàòî÷íî ïðî-
ñòî. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷íûå öåíû íåèçâåñòíû, à èçâåñòíî òîëüêî, ÷òî
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cj ∈ [c
′
j, c

′′
j ], j = 1, n. Âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü äàííûõ, ïîýòîìó òðåáóåòñÿ îïðå-

äåëèòü ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè, êîòîðûé ïîçâîëèò îïðåäåëèòü, êàêîé èìåííî ýëå-
ìåíò ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è, ïîòîì óæå ìîæíî áóäåò âûáèðàòü ïîäõîäÿùèé
ìåòîä. Òàêæå ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî öåíû ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíà-
ìè, òîãäà âîçíèêàåò çàäà÷à ñî ñëó÷àéíûìè ôàêòîðàìè, êîòîðàÿ òàêæå ïîòðåáó-
åò ñâîåãî ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè è ïðèìåíåíèÿ ïîäõîäÿùåãî ìåòîäà. Çàäà÷à ñî
ñëó÷àéíûìè ôàêòîðàìè âîçíèêàåò è òîãäà, êîãäà åñòü îãðàíè÷åíèÿ ïî ñïðîñó íà
òîâàðû âèäà xj ≤ ξj, íî ñïðîñ ξj íà j-é òîâàð åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Äàëåå,
åñëè ó÷åñòü çàòðàòû lj íà ðàáî÷óþ ñèëó äëÿ âûïóñêà åäèíèöû j-ãî èçäåëèÿ, òî
òðåáóåòñÿ òàêæå ìèíèìèçèðîâàòü îáùèå çàòðàòû

min →
n∑

j=1

ljxj

÷òî ïðèâîäèò ê äâóì ïðîòèâîðå÷èâûì öåëåâûì ôóíêöèÿì, ò.å. ê çàäà÷å ñ íåîïðå-
äåëåííîñòüþ öåëè. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî öåíû ìîãóò çàâèñåòü îò îáúåìà âû-
ïóñêîâ. Áîëåå òîãî, íà ðûíêå òå æå òîâàðû ìîæåò ïîñòàâëÿòü äðóãîå ïðåäïðèÿòèå
ñ âåêòîðîì îáúåìà âûïóñêîâ y. Òîãäà ïîëó÷èì cj = cj(x, y), ïîëó÷àåòñÿ çàäà÷à ñ
íåîïðåäåëåííîñòüþ, òàê êàê îáúåìû âûïóñêîâ y ïåðâîìó ïðåäïðèÿòèþ íåèçâåñò-
íû.

Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ìîãóò âîçíèêàòü ðàçëè÷íûå êëàññû çàäà÷:
äåòåðìèíèðîâàííûå, ñî ñëó÷àéíûìè ôàêòîðàìè, ñ íåîïðåäåëåííûìè ôàêòîðàìè,
ïðè÷åì ïî ðàçëè÷íûì ïðè÷èíàì. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ íåîáõîäè-
ìî ñôîðìóëèðîâàòü ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè, êîòîðûé ïîçâîëèò îïðåäåëèòü ïîíÿ-
òèå ðåøåíèÿ çàäà÷è, à ïîòîì íóæíî áóäåò âûáèðàòü ïîäõîäÿùèé ìåòîä.



Ãëàâà 1

Çàäà÷è ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ öåëåé

Òàêèå çàäà÷è ïîëó÷àþòñÿ â ñèòóàöèè, êîãäà ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè èìåþòñÿ
íåñêîëüêî öåëåâûõ ôóíêöèé âìåñòî îäíîé. Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

max
x∈D

→ fi(x), i = 1,m, (1.1)

ãäå D � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, D ⊆ X, fi : X → R, i = 1,m, � öåëåâûå ôóíêöèè.
Êàê ïðàâèëî, íåò îáùèõ òî÷åê, êîòîðûå áû ÿâëÿëèñü ðåøåíèÿìè âñåõ çàäà÷ îäíî-
âðåìåííî. Îñíîâíûå ñïîñîáû ïðåîäîëåíèÿ âîçíèêàþùåé íåîïðåäåëåííîñòè ñëåäó-
þùèå.

1.1 Ïåðåõîä ê çàäà÷å ñ îäíîé öåëåâîé ôóíêöèåé
Äëÿ òàêîãî ïåðåõîäà åñòü íåñêîëüêî îñíîâíûõ ñïîñîáîâ.

(à) Ñâåðòêà êðèòåðèåâ.

Ýòîò ìåòîä ñîñòîèò â âûáîðå ÷èñåë (âåñîâ êðèòåðèåâ)

λi > 0, i = 1,m,
m∑

i=1

λi = 1

è çàìåíå çàäà÷è (1.1) íà çàäà÷ó ñ îäíèì êðèòåðèåì

max
x∈D

→ F (x), ãäå F (x) =
m∑

i=1

λifi(x). (1.2)

Äîñòîèíñòâàìè ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíàÿ ïðîñòîòà è âîçìîæíîñòü
ñîõðàíåíèÿ ïîëåçíûõ ñâîéñòâ ôóíêöèè fi, òàêèõ êàê âûïóêëîñòü è äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòü, â ôóíêöèè F. Íåäîñòàòêîì æå ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òðóäíîñòü íàçíà-
÷åíèÿ âåñîâ λi, ïîñêîëüêó öåëåâûå ôóíêöèè fi ìîãóò áûòü ñîâåðøåííî ðàçíîðîä-
íûìè.
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(b) Êîíòðîëüíûå ïîêàçàòåëè.

Çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ äëÿ êàæäîãî êðèòåðèÿ fi(x) çàäàòü êîíòðîëüíûé ïîêàçà-
òåëü, èëè ïîðîãîâîå çíà÷åíèå µi, òàê ÷òîáû ó âûáðàííîãî âàðèàíòà x çíà÷åíèÿ
êðèòåðèåâ áûëè áû íå õóæå µi. Â ðåçóëüòàòå âìåñòî (1.1) ïîëó÷àåì âïîëíå îïðå-
äåëåííóþ çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ýëåìåíòà èç ìíîæåñòâà

Dµ = {x ∈ X | fi(x) ≥ µi, i = 1,m},
êîòîðîå, îäíàêî, ìîæåò áûòü ïóñòûì. Òîãäà íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äîïîëíè-
òåëüíûå ïðîöåäóðû äëÿ ïîäáîðà âåëè÷èí µi, îáåñïå÷èâàþùèõ ñîâìåñòíîñòü ìíî-
æåñòâà Dµ. Âàðèàíòîì ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âûáîð îäíîãî êðèòåðèÿ, ñêàæåì,
f1 (x), â êà÷åñòâå îñíîâíîãî, êàê öåëåâîé ôóíêöèè è îñòàâëåíèå äëÿ îñòàëüíûõ
êîíòðîëüíûõ ïîêàçàòåëåé. Â èòîãå ïîëó÷àåì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè

max
x∈D′µ

→ f1(x),

ãäå
D′

µ = {x ∈ X | fi(x) ≥ µi, i = 2,m}.
Êðîìå òîãî, ìîæíî çàìåíèòü (1.1) íà çàäà÷ó

max
x∈D

→ F (x), ãäå F (x) = min
i=1,m

(fi(x)/µi), (1.3)

ïðè µi > 0, i = 1,m, îáåñïå÷èâàÿ òàêèì îáðàçîì ðàâíîìåðíîå óëó÷øåíèå çíà÷åíèå
êðèòåðèåâ ïî îòíîøåíèþ ê èõ ïîðîãîâûì çíà÷åíèÿì.

(ñ) Ìåòðèêà â ïðîñòðàíñòâå êðèòåðèåâ.

Ýòîò ïîäõîä ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè òî÷êè, áëèæàéøåé ïî ðàññòîÿíèþ äî èäå-
àëüíîãî ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå êðèòåðèåâ Rm. À èìåííî, åñëè ðåøèòü êàæäóþ
çàäà÷ó â (1.1) ïî îòäåëüíîñòè, òî ïîëó÷èì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå f ∗i äëÿ êàæäîé
i-é çàäà÷è. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ñôîðìèðîâàòü (âçâåøåííóþ) ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ
â ïðîñòðàíñòâå êðèòåðèåâ

d(x) =

(
m∑

i=1

αi (fi(x)− f ∗i )2

)1/2

,

ãäå αi > 0, i = 1,m � âåñà êðèòåðèåâ (îáû÷íîå ðàññòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó
αi = 1). Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü ðåøåíèå çàäà÷è

min
x∈D

→ d(x) (1.4)

â êà÷åñòâå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1). Âìåñòî òî÷íûõ îïòèìàëüíûõ çíà-
÷åíèé f ∗i ìîæíî òàêæå âçÿòü êîíòðîëüíûå ïîêàçàòåëè µi, êàê âûøå, îïðåäåëèòü
ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ

d(x) =

(
m∑

i=1

αi [fi(x)− µi]
2
+

)1/2
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è ðåøàòü çàäà÷ó (1.4). Çäåñü [τ ]+ = max{τ, 0} äëÿ ëþáîãî ÷èñëà τ . Âìåñòî îáû÷-
íîãî ðàññòîÿíèÿ ìîæíî òàêæå áðàòü åãî êâàäðàò äëÿ óëó÷øåíèÿ ñâîéñòâ öåëåâîé
ôóíêöèè. Àíàëîãè÷íî (1.3) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàâíîìåðíûé êðèòåðèé, ò.å. ðå-
øàòü çàäà÷ó

max
x∈D

→ F (x), ãäå F (x) = min
i=1,m

(fi(x)/f ∗i ),

ïðè f ∗i > 0, i = 1,m.

1.2 Îïòèìèçàöèÿ ïî Ïàðåòî
Âñå ïðåäûäóùèå ïîäõîäû ïðåäóñìàòðèâàëè ñâåäåíèå çàäà÷è (1.1) ñî ìíîãèìè êðè-
òåðèÿìè ê çàäà÷è ñî ñêàëÿðíûì êðèòåðèåì. Îäíàêî ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî îïðå-
äåëèòü ïîíÿòèå ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷è (1.1), èñïîëüçóÿ îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ â
ïðîñòðàíñòâå êðèòåðèåâ. Òîãäà íå òðåáóåòñÿ ïîäáèðàòü âåñà êðèòåðèåâ. Îäíî èç
íàèáîëåå èçâåñòíûõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé áûëî ïðåäëîæåíî Â. Ïàðåòî.

Äëÿ äâóõ âåêòîðîâ a, b ∈ Rm ñ÷èòàåì, ÷òî a ÂP b (a ëó÷øå, ÷åì b â ñìûñëå
Ïàðåòî), åñëè ai ≥ bi äëÿ i = 1,m è a 6= b. Îïðåäåëèì âåêòîð-ôóíêöèþ f(x) =
(f1(x), . . . , fm(x)) è òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü çàäà÷ó: íàéòè

x∗ ∈ D : ∃x ∈ D, f(x) ÂP f(x∗). (1.5)

Ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (1.5) îáîçíà÷èì D∗
P .

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Ïóñòü xλ � ðåøåíèå çàäà÷è (1.2) ïðè ëþáîì âåêòîðå

λ = (λ1, . . . , λm) ∈ Sm
> =

{
z ∈ Rm | zi > 0, i = 1,m,

m∑
i=1

zi = 1

}
.

Òîãäà xλ ∈ D∗
P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x̃ = xλ � ðåøåíèå çàäà÷è (1.2) ïðè íåêîòîðîì âåêòîðå
λ ∈ Sm

> , íî x̃ /∈ D∗
P . Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ D, òàêàÿ ÷òî f(x) ÂP f(x̃) èëè

fi(x) ≥ fi(x̃), i = 1,m, ∃k, fk(x) > fk(x̃).

Îòñþäà ïîñëå óìíîæåíèÿ íà λi è ñëîæåíèÿ ïîëó÷àåì F (x) > F (x̃), ò.å. x̃ � íå
ðåøåíèå çàäà÷è (1.2), ÷åãî áûòü íå ìîæåò. 2

Òàê êàæäîìó âåêòîðó λ ∈ Sm
> áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òî÷êà xλ ∈ D∗

P , ïîýòîìó,
ïåðåáèðàÿ âåñà èç Sm

> , ïîëó÷èì àïïðîêñèìàöèþ âñåãî ìíîæåñòâà D∗
P . Èòàê, âû÷èñ-

ëåíèå Ïàðåòî-îïòèìàëüíîé òî÷êè íå ñëîæíî, íî âñå ìíîæåñòâî ýòèõ òî÷åê ìîæåò
èìåòü ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, ïîýòîìó åãî àïïðîêñèìàöèÿ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå
ðåøåíèÿ öåëîãî ñåìåéñòâà ñêàëÿðíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè.

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ñêàëÿðíûõ îòíîøåíèé, âåêòîðíûå îòíîøåíèÿ ïðåä-
ïî÷òåíèÿ ìîãóò áûòü íåïîëíûìè, ò.å. íå âñå âåêòîðû ñðàâíèìû. Ýòî ñïðàâåäëèâî
äëÿ îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ ïî Ïàðåòî. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü òî÷êè

(1, 2) è (2, 1).
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Ïîýòîìó ìíîæåñòâî Ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ òî÷åê ìîæåò îêàçàòüñÿ ñëèøêîì øèðî-
êèì, ÷òîáû ïðåäñòàâëÿòü ðåøåíèÿ. Òîãäà ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ äîïîëíèòåëüíûé
êðèòåðèé äëÿ îòáîðà ðåøåíèé èç Ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ òî÷åê, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äî-
âîëüíî ñëîæíîé çàäà÷åé.

1.3 Ëåêñèêîãðàôè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ
Äðóãîé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ âåêòîðíîé çàäà÷è (1.1) ñîñòîèò â
èñïîëüçîâàíèè ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ. Äëÿ âåêòîðîâ a, b
∈ Rm ñ÷èòàåì, ÷òî a ºlex b (a íå õóæå ëåêñèêîãðàôè÷åñêè, ÷åì b), åñëè ëèáî a = b,
ëèáî íàéäåòñÿ íîìåð k ≤ m òàêîé, ÷òî ak > bk è ai = bi äëÿ i = 1, k − 1. Ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêîå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, à òàêæå òðàíçèòèâíûì
(a ºlex b, b ºlex c ⇒ a ºlex c) è àíòèñèììåòðè÷íûì (a ºlex b, b ºlex a ⇒ a = b).
Ïîýòîìó ìíîæåñòâî ëåêñèêîãðàôè÷åñêè îïòèìàëüíûõ òî÷åê ìîæíî îïðåäåëèòü,
êàê â ñêàëÿðíîé îïòèìèçàöèè, ò.å. ìîæíî îïðåäåëèòü çàäà÷ó: íàéòè

x∗ ∈ D : f(x∗) ºlex f(x), ∀x ∈ D, (1.6)

êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ïî àíàëîãèè ñ (1.5):

x∗ ∈ D : ∃x ∈ D, f(x) Âlex f(x∗).

Çäåñü a Âlex b, åñëè a ºlex b è a 6= b. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (1.6) îáî-
çíà÷èì D∗

lex. Ýòî ìíîæåñòâî äîëæíî áûòü áîëåå óçêèì, ÷åì ìíîæåñòâî Ïàðåòî-
îïòèìàëüíûõ òî÷åê è ïîýòîìó áîëåå óäîáíûì â êà÷åñòâå ðåøåíèé çàäà÷è (1.5).

Ïðåäëîæåíèå 1.2. D∗
lex ⊆ D∗

P .

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü x∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (1.6), íî x∗ /∈ D∗
P . Òîãäà íàéäåòñÿ

òî÷êà x ∈ D, òàêàÿ ÷òî f(x) ÂP f(x̃) èëè

fi(x) ≥ fi(x̃), i = 1,m, ∃k, fk(x) > fk(x̃).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f(x) Âlex f(x̃), ïðîòèâîðå÷èå. 2

Îòìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ ïî Ïàðåòî íå âûäåëÿåò êàêîé-òî èç
÷àñòíûõ êðèòåðèåâ, îíè âñå ðàâíîïðàâíû, òîãäà êàê ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå îòíîøå-
íèå ïðåäïî÷òåíèÿ ïðåäïîëàãàåò èõ ïîëíóþ óïîðÿäî÷åííîñòü, ò.å. ìàëîå èçìåíåíèå
i-ãî êðèòåðèÿ âàæíåå, ÷åì ñêîëü óãîäíî áîëüøîå èçìåíåíèå (i + 1)-ãî êðèòåðèÿ.
Ìîäåëèðóåìàÿ çàäà÷à äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü ýòîìó óñëîâèþ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè îïòèìàëüíûõ òî÷åê ìîæíî ïðèìåíèòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíóþ îïòèìèçàöèþ ïî ñêàëÿðíûì êðèòåðèÿì. Îïðåäåëèì D0 = D è
ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ

Dk = {x̃ ∈ Dk−1 | fk(x̃) ≥ fk(x) ∀x ∈ Dk−1} , k = 1,m.

Ïðåäëîæåíèå 1.3. D∗
lex = Dm.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x∗ ∈ Dm, íî x∗ /∈ D∗
lex. Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ D,

òàêàÿ ÷òî f(x) Âlex f(x∗) èëè

∃k, fi(x) = fi(x
∗), i = 1, k − 1, fk(x) > fk(x

∗).

Ïîýòîìó x ∈ Dk−1, íî òîãäà x∗ /∈ Dk, ïðîòèâîðå÷èå.
Íàîáîðîò, ïóñòü x∗ ∈ D∗

lex, íî x∗ /∈ Dm. Òîãäà x∗ ∈ D0, íàéäåòñÿ èíäåêñ k ≥ 1,
òàêîé ÷òî x∗ ∈ Dk−1 è x∗ /∈ Dk. Äëÿ òî÷êè x ∈ Dk èìååì

fi(x) = fi(x
∗), i = 1, k − 1, fk(x) > fk(x

∗).

Ïîýòîìó f(x) Âlex f(x∗), ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå. 2

Èòàê, ðåøåíèå çàäà÷è ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé îïòèìèçàöèè (1.6) ìîæíî íàéòè,
íàõîäÿ ðåøåíèÿ ñêàëÿðíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíî íà ìíîæåñòâå ðå-
øåíèé ïðåäûäóùåé. Íî ðåøåíèå m ñêàëÿðíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ìîæåò áûòü
çàòðóäíèòåëüíûì, êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî D∗

lex ìîæåò ñîäåðæàòü åäèíñòâåííóþ
òî÷êó. Äëÿ ðàñøèðåíèÿ ìíîæåñòâà ðåøåíèé Å.Ñ. Âåíòöåëü ïðåäëîæèëà ìåòîä ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ óñòóïîê, êîòîðûé ñîñòîèò â ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè ñêàëÿðíûõ
çàäà÷. À èìåííî, îïðåäåëÿåì äîïóñêè εi > 0, i = 1,m, ïîëàãàåì D̃0 = D,

D̃k =
{

x ∈ D̃k−1 | fk(x) ≥ f̃k − εk

}
,

ãäå
f̃k = max

x∈D̃k−1

fk(x),

k = 1,m, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì D̃m êàê àïïðîêñèìàöèþ ìíîæåñòâà Dm. Åñëè
εi = 0, òî D̃i = Di. Äîïóñê εi ïîêàçûâàåò âîçìîæíîå îòêëîíåíèå i-ãî êðèòåðèÿ,
êîòîðîå ìîæåò áûòü êîìïåíñèðîâàíî ñëåäóþùèìè êðèòåðèÿìè, ÷òî ïðèâîäèò ïî
ñóùåñòâó ê íàçíà÷åíèþ âåñîâ êðèòåðèåâ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè îïòèìàëüíûõ òî÷åê ìîæíî ïðèìåíèòü
äðóãîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ñâÿçè çàäà÷è (1.6) è ñèñòåìû çàäà÷ îïòèìèçàöèè
ïî Ïàðåòî. Îïðåäåëèì âíà÷àëå îáðàòíîå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ ïî Ïàðåòî º.
Äëÿ äâóõ âåêòîðîâ a, b ∈ Rm ñ÷èòàåì, ÷òî a º b, åñëè ëèáî ai > bi äëÿ íåêîòîðîãî
i, ëèáî a = b, ò.å. b íå ëó÷øå, ÷åì a â ñìûñëå Ïàðåòî. Òîãäà çàäà÷ó (1.5) ìîæíî
îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ýòîãî îòíîøåíèÿ: íàéòè

x∗ ∈ D : f(x∗) º f(x), ∀x ∈ D.

Äëÿ âåêòîðà a ∈ Rm ÷åðåç [a]l îáîçíà÷èì âåêòîð-ñðåçêó â Rl, ò.å. [a]li = ai äëÿ
i = 1, l.

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a, b ∈ Rm âûïîëíÿåòñÿ

a ºlex b ∼ [a]l º [b]l, l = 1,m.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a = b, òî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü a 6= b.
Åñëè òåïåðü a ºlex b, òî a Âlex b, ò.å. ak > bk äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà k è ai = bi,
i = 1, k − 1. Ïî îïðåäåëåíèþ, òåïåðü [a]l º [b]l, l = 1,m.

Íàîáîðîò, ïóñòü [a]l º [b]l, l = 1,m, íî b ºlex a. Òîãäà b Âlex a, íàéäåòñÿ èíäåêñ
k ≥ 1, òàêîé ÷òî ak < bk è ai = bi, i = 1, k − 1. Ïî îïðåäåëåíèþ, òåïåðü [b]k ÂP [a]k,
ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå. 2

Äëÿ êàæäîãî èíäåêñà l îïðåäåëèì çàäà÷ó: íàéòè

zl ∈ D : [f(zl)]l º [f(x)]l, ∀x ∈ D, (1.7)

ìíîæåñòâî åå ðåøåíèé îáîçíà÷èì Dl
P . Ïóñòü

D∗ =
m⋂

l=1

Dl
P .

Ïðåäëîæåíèå 1.5. D∗
lex = D∗.

Óòâåðæäåíèå ïðÿìî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4. Ïîýòîìó ñèñòåìà çàäà÷ âèäà
(1.7) èìååò îáùåå ðåøåíèå, åñëè åñòü ëåêñèêîãðàôè÷åñêè îïòèìàëüíûå òî÷êè. Âìå-
ñòî ïîñëåäîâàòåëüíîé îïòèìèçàöèè ëåêñèêîãðàôè÷åñêè îïòèìàëüíûå òî÷êè ìîæ-
íî îïðåäåëÿòü ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû çàäà÷ îïòèìèçàöèè ïî Ïàðåòî.



Ãëàâà 2

Çàäà÷è ñî ñëó÷àéíûìè ôàêòîðàìè

Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè çàäà÷è òàêîãî êëàññà ìîãóò âîçíèêàòü, êîãäà
åñòü ïàðàìåòðû â âèäå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðè ýòîì çàäà÷è ðàçëè÷àþòñÿ ïî òèïó
èíôîðìàöèè î òàêèõ ïàðàìåòðàõ:

1) èçâåñòíû ïîëíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí;

2) èçâåñòíû òîëüêî òèïû ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí;

3) èçâåñòíû òîëüêî íåêîòîðûå ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Îñíîâíîé âèä çàäà÷è ñî ñëó÷àéíûìè ôàêòîðàìè:

max
x∈D(ξ)

→ f(x, ξ), (2.1)

îáû÷íî
D(ξ) = {x ∈ X | hi(x, ξ) ≤ 0, i = 1,m},

ãäå ξ � íàáîð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïîýòîìó òðåáóåòñÿ óêàçàòü ïðèíöèï îïòèìàëü-
íîñòè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ è ïðèìåíåíèÿ ïîäõîäÿùåãî ìåòîäà. Ñòàí-
äàðòíûé ïîäõîä â ïåðâîì ñëó÷àå ñîñòîèò â ïåðåõîäå ê ñðåäíèì îò ôóíêöèé. Èíà÷å
ãîâîðÿ, âìåñòî (2.1) ïðåäëàãàåòñÿ ðåøàòü çàäà÷ó

max
x∈D

→ Mf(x, ξ), (2.2)

ãäå
D = {x ∈ X | Mhi(x, ξ) ≤ 0, i = 1,m}.

2.1. Çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì ðàçìåðå ïàðòèè òîâàðîâ íà ñêëàäå.

Íà ñêëàäå ìîæíî õðàíèòü îãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî îäíîðîäíîãî òîâàðà b. Åñëè
çàâåçòè åäèíèöó òîâàðà, òî ñòîèìîñòü îò ïðîäàæè åäèíèöû òîâàðà � c1. Åñëè òîâàð
íå ïîëüçóåòñÿ ñïðîñîì, òî çà õðàíåíèå åäèíèöû òîâàðà íàäî ïëàòèòü âåëè÷èíó c2.
Ñïðîñ íà òîâàð ξ � íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Íàäî îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî
òîâàðà x äëÿ çàâîçà íà ñêëàä, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü ïðèáûëü.
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Âûïèøåì ôóíêöèè äîõîäà
c1 min {x, ξ}

è óáûòêîâ õðàíåíèÿ:
c2 max {x− ξ, 0} ,

ïîýòîìó íàäî ðåøàòü çàäà÷ó ñî ñëó÷àéíûì ôàêòîðîì:

max
0≤x≤b

→ f(x, ξ) = {c1 min{x, ξ} − c2 max{x− ξ, 0}}.

Ïî àíàëîãèè ñ (2.2) ïîëó÷èì çàäà÷ó î ìàêñèìèçàöèè ñðåäíåé ïðèáûëè

max
0≤x≤b

→ F (x) = Mf(x, ξ),

ãäå

Mf(x, ξ) = c1

(∫ x

0

tdFξ(t) + x

∫ +∞

x

dFξ(t)

)

−c2

∫ x

0

(x− t)dFξ(t)

= (c1 + c2)

∫ x

0

dFξ(t) + c1x− (c1 + c2)xFξ(x).

Åñëè èçâåñòíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñïðîñà, òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ F (x) íîâîé
çàäà÷è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ýòîé ôîðìóëå.

2.2. Çàäà÷à î ðåìîíòå ñòàíêîâ.

Íà ïðåäïðèÿòèè èìåþòñÿ âñåãî n ñòàíêîâ. Ïðè âûõîäå ñòàíêà èç ñòðîÿ òðå-
áóþòñÿ çàòðàòû c1 íà âíåïëàíîâûé ðåìîíò. Âðåìÿ äåëèòñÿ íà ðàâíûå èíòåðâàëû
T = 1, 2, . . . ×åðåç êàæäûå T èíòåðâàëîâ âðåìåíè ïðîâîäèòñÿ ïëàíîâûé ðåìîíò
âñåõ ñòàíêîâ, ïðè ýòîì çàòðàòû íà ðåìîíò îäíîãî ñòàíêà � c2, c1 À c2. Òðåáóåòñÿ
îïðåäåëèòü îïòèìàëüíóþ âåëè÷èíó T , òàê ÷òîáû ñóììàðíûå èçäåðæêè, îòíåñåí-
íûå ê îäíîìó èíòåðâàëó âðåìåíè, áûëè ìèíèìàëüíûìè.

Âûïèøåì ôóíêöèþ èçäåðæåê îò ðåìîíòà, îòíåñåííûõ ê îäíîìó èíòåðâàëó âðå-
ìåíè:

f(ξ, T ) =

(
c1

T−1∑
t=1

nt + c2n

)
/T .

ãäå nt � êîëè÷åñòâî ñòàíêîâ, âûøåäøèõ èç ñòðîÿ â èíòåðâàë âðåìåíè t. Ïîýòîìó
íàäî ðåøàòü çàäà÷ó ñî ñëó÷àéíûìè ôàêòîðàìè:

min
T∈N

→ f(x, ξ),

ãäå ξ = (n1, n2, . . . , nt, . . .), N � ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Ïî àíà-
ëîãèè ñ (2.2) ïåðåéäåì ê çàäà÷å î ìèíèìèçàöèè ñðåäíèõ èçäåðæåê

min
T∈N

→ F1(T ) = Mf(ξ, T ),
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Òàáëèöà 2.1: Çàäà÷à î ðåìîíòå ñòàíêîâ � 1

T pt F1(T )
1 0.05 500
2 0.07 375
3 0.1 366.7
4 0.13 400
5 0.18 450

ýòî çàäà÷à äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè. Ïîñêîëüêó nt èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå, òî

p {nt = k} = ck
npk

t (1− pt)n−k

è Mnt = npt, ãäå pt � âåðîÿòíîñòü âûõîäà îäíîãî ñòàíêà èç ñòðîÿ â èíòåðâàë
âðåìåíè t. Îòñþäà

Mf(x, ξ) =

(
c1

T−1∑
t=1

Mnt + c2n

)
/T

=

(
c1

T−1∑
t=1

pt + c2

)
· n/T .

Â òàáëèöå 2.1 ïðèâåäåí ïðèìåð âû÷èñëåíèé ïðè

c1 = 100, c2 = 10, n = 50, T ≤ 5,

ñ çàäàííûìè âåðîÿòíîñòÿìè pt. ßñíî, ÷òî T ∗ = 3.
Ïåðåõîä ê ñðåäíèì îò ôóíêöèé ñî ñëó÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè îïðàâäàí ïðè ìíî-

ãîêðàòíî ïîâòîðÿþùåéñÿ çàäà÷å, òîãäà ïîëó÷åííûé âàðèàíò ðåøåíèÿ îáåñïå÷èâà-
åò íàèëó÷øåå ñðåäíåå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ. Äëÿ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè èñïîëü-
çóþòñÿ äðóãèå ïîäõîäû, íàïðèìåð, ó÷åò äèñïåðñèè. Â ÷àñòíîñòè, â ïðåäûäóùåé
çàäà÷å î ðåìîíòå ñòàíêîâ ìîæíî ðåøàòü çàäà÷ó

min
T∈N

→ F2(T ) = Mf(ξ, T ) + τDf(ξ, T ),

ãäå τ > 0 � âåñ äèñïåðñèè, ýòî òàêæå çàäà÷à äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè. Ïîñêîëüêó

Dnt = npt(1− pt),

òî

Df(ξ, T ) =
(c1

T

)2

n

T−1∑
t=1

pt(1− pt)

è

F2(T ) =
n

T

(
c1

T−1∑
t=1

pt + c2

)
+ τn

(c1

T

)2
T−1∑
t=1

pt(1− pt).
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Òàáëèöà 2.2: Çàäà÷à î ðåìîíòå ñòàíêîâ � 2

T pt F1(T ) F2(T )
1 0.05 500 500
2 0.07 375 6312.5
3 0.1 366.7 6622.22
4 0.13 400 6731.25
5 0.18 450 6764

Â òàáëèöå 2.2 ïðèâåäåí ïðèìåð âû÷èñëåíèé ñ ýòèì êðèòåðèåì ïðè τ = 1. ßñíî,
÷òî çäåñü T ∗ = 1, ò.å. íóæåí ïîñòîÿííûé ïëàíîâûé ðåìîíò.

Åñëè èçâåñòíû òîëüêî òèïû ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òî îïèñàííûé
ïîäõîä ïðèâîäèò ê çàäà÷àì ñ íåîïðåäåëåííûìè ôàêòîðàìè, ïîñêîëüêó, íàïðèìåð,
Mf(x, ξ) = F (x, α), ãäå α � íàáîð íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, α ∈ A. Òîãäà çàäà÷à
(2.2) ïðèâîäèò ê çàäà÷å

max
x∈D

→ F (x, α),

ïðè α ∈ A. Åñëè èçâåñòíû òîëüêî ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
íàïðèìåð, ñðåäíèå, òî ìîæíî ïðîñòî çàìåíèòü èìè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Äëÿ ëè-
íåéíûõ ôóíêöèé òàêàÿ çàìåíà íå ìåíÿåò ðåøåíèÿ, â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ
ìåíåå îáîñíîâàííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ.

Ïóñòü òåïåðü â çàäà÷å ñî ñëó÷àéíûìè ôàêòîðàìè

max
x∈D

→ f(x, ξ)

åñòü âîçìîæíîñòü ïðîâåñòè äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå ñèñòåìû è îïðåäåëèòü
òî÷íîå çíà÷åíèå ξ, íî äëÿ ýòîãî ïîòðåáóþòñÿ çàòðàòû c. Íàäî îïðåäåëèòü, ïðîâî-
äèòü ëè èññëåäîâàíèå èëè íåò.

Åñëè ìû íå ïðîâîäèì èññëåäîâàíèÿ, òî ïîëó÷àåì îæèäàåìûé âûèãðûø

F ∗ = max
x∈D

Mf(x, ξ).

Åñëè ìû ïðîâåäåì èññëåäîâàíèå è îïðåäåëèì òî÷íîå çíà÷åíèå ξ, òî ïîëó÷èì âû-
èãðûø

f ∗(ξ)− c, ãäå f ∗(ξ) = max
x∈D

f(x, ξ).

Òîãäà îæèäàåìûé âûèãðûø ðàâåí

f ∗ − c, ãäå f ∗ = Mf ∗(ξ).

Îòìåòèì, ÷òî F ∗ ≤ f ∗, íî ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèå öåëåñîîáðàçíî, åñëè

f ∗ − c > F ∗. (2.3)
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Òàáëèöà 2.3: Äèñêðåòíàÿ çàäà÷à ñî ñëó÷àéíûì ôàêòîðîì

ξ1 ξ2 ξ3 ξ4

x1 1 4 5 9
x2 3 8 4 3
x3 4 6 6 2

p1 p2 p3 p4

0.1 0.2 0.5 0.2

Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî óòî÷íèòü. Ïóñòü D = {x1, . . . , xm},
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ ξ1, . . . , ξn ñ âåðîÿòíîñòÿìè
p1, . . . , pn. Îáîçíà÷èì

aij = f(xi, ξj), i = 1,m, j = 1, n, βj = max
i=1,m

aij, j = 1, n,

ò.å. βj � ìàêñèìàëüíûé äîõîä, êîòîðûé ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè çíà÷åíèè ξ = ξj. Òîãäà

F ∗ = max
i=1,m

n∑
j=1

aijpj

è
f ∗ =

n∑
j=1

βjpj.

Óñëîâèå (2.3) ïðèîáðåòàåò âèä

c < f ∗ − F ∗ =
n∑

j=1

βjpj − max
i=1,m

n∑
j=1

aijpj = min
i=1,m

n∑
j=1

(βj − aij)pj.

Ïîñêîëüêó
n∑

j=1

(βj − aij)pj

åñòü ñðåäíèé ðèñê äëÿ i-ãî ñïîñîáà äåéñòâèé, òî ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîâîäèòü èññëåäî-
âàíèå öåëåñîîáðàçíî, åñëè çàòðàòû íà èññëåäîâàíèå ìåíüøå ìèíèìàëüíîãî ñðåä-
íåãî ðèñêà.

Â òàáëèöå 2.3 ïðèâåäåí ïðèìåð ñ ÷èñëîâûìè äàííûìè ïðè m = 3, n = 4. Ïóñòü
òàêæå c = 2. Çäåñü

F ∗ = 5.2, f ∗ = 6.8,

ïîýòîìó óñëîâèå (2.3) íå âûïîëíÿåòñÿ.



Ãëàâà 3

Çàäà÷è ñ íåîïðåäåëåííûìè
ôàêòîðàìè

Îñíîâíîé âèä çàäà÷è ñ íåîïðåäåëåííûìè ôàêòîðàìè:

max
x∈D(α)

→ f(x, α), (3.1)

îáû÷íî
D(α) = {x ∈ X | hi(x, α) ≤ 0, i = 1,m},

ãäå α � íàáîð íåîïðåäåëåííûõ âåëè÷èí, α ∈ A. Çäåñü òðåáóåòñÿ óêàçàòü ïðèíöèï
îïòèìàëüíîñòè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ è çàòåì íàéòè ýòî ðåøåíèå ñ
ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî ìåòîäà. Ïðèâåäåì îñíîâíûå ïðèíöèïû (êðèòåðèè) îïòè-
ìàëüíîñòè. Äëÿ óïðîùåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî D(α) = D, ò.å. äîïóñòèìîå ìíî-
æåñòâî ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî. Îòìåòèì, ÷òî òîãäà ïðè äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå A
çàäà÷à (3.1) ïðèíàäëåæèò ê êëàññó çàäà÷ ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ öåëåé èç ãëàâû 1
è ïîýòîìó ïðèìåíèìû òàêæå óêàçàííûå òàì ïîäõîäû.

(à) Êðèòåðèé Ëàïëàñà.

Åñëè ìû íå çíàåì, êàêîå çíà÷åíèå ïðèìåò ôàêòîð α, òî ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí
ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà A. Èíà÷å ãîâî-
ðÿ, α ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà A ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ñîãëàñíî
ñòàíäàðòíîìó ïîäõîäó äàëåå ïåðåõîäèì ê ñðåäíèì îò ôóíêöèè öåëè è âìåñòî çà-
äà÷è

max
x∈D

→ f(x, α), α ∈ A, (3.2)

ðåøàåì çàäà÷ó
max
x∈D

→ F (x), (3.3)

ãäå
F (x) = Mf(x, α) =

1

|A|
∫

A

f(x, t)dt,
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Òàáëèöà 3.1: Äèñêðåòíàÿ çàäà÷à ñ íåîïðåäåëåííûì ôàêòîðîì � 1

α1 α2 α3 α4 Êðèòåðèé Ëàïëàñà Êðèòåðèé Âàëüäà
x1 25 20 12 5 15.5 5
x2 22 23 22 7 18.5 7
x3 9 12 18 9 12 9
x4 0 8 11 15 8.5 0

|A| � ìåðà ìíîæåñòâà A. Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå îïðåäåëèì

F (x) = Mf(x, α) =
1

|A|
∑

α∈A
f(x, α),

ãäå |A| � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â A.
Ïðèâåäåì ïðèìåð âû÷èñëåíèé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìíîæåñòâà D è A äèñêðåòíû.

Ïóñòü D = {x1, . . . , xm} è A = {α1, . . . , αn}. Îáîçíà÷èì

aij = f(xi, αj), i = 1,m, j = 1, n.

Ïîýòîìó

F (xi) =
1

n

n∑
j=1

aij, i = 1,m.

Â òàáëèöå 3.1 ïðèâåäåí ïðèìåð ñ ÷èñëîâûìè äàííûìè ïðè m = 4, n = 4. Çäåñü

F ∗
L = 18.5, x∗L = x2.

(b) Êðèòåðèé Âàëüäà.

Â îñíîâå íàõîäèòñÿ ïðèíöèï ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà, ò.å. ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
ôàêòîð α ïðèíèìàåò íàèõóäøåå ïî ôóíêöèè öåëè çíà÷åíèå èç ìíîæåñòâà A ïðè
êàæäîì x ∈ D. Òîãäà âìåñòî çàäà÷è (3.2) ðåøàåì çàäà÷ó (3.3), ãäå

F (x) = min
α∈A

f(x, α).

Â òàáëèöå 3.1 ïðèâåäåí ïðèìåð ñ ÷èñëîâûìè äàííûìè äëÿ ýòîãî êðèòåðèÿ. Çäåñü

F ∗
W = 9, x∗W = x3.

(c) Êðèòåðèé Ñýâèäæà.

Â îñíîâå íàõîäèòñÿ ïðèíöèï ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî ðèñêà. Äëÿ êàæäîé
ïàðû (x, α) âû÷èñëÿåì

ϕ(x, α) = β(α)− f(x, α),
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Òàáëèöà 3.2: Äèñêðåòíàÿ çàäà÷à ñ íåîïðåäåëåííûì ôàêòîðîì � 1

α1 α2 α3 α4 Êðèòåðèé Ñýâèäæà
x1 0 3 10 10 10
x2 3 0 0 8 8
x3 16 11 4 6 16
x4 25 15 11 0 25

β(α) 25 23 22 15

Òàáëèöà 3.3: Äèñêðåòíàÿ çàäà÷à ñ íåîïðåäåëåííûì ôàêòîðîì � 2

α1 α2 α3 α4 Êðèòåðèé Ëàïëàñà Êðèòåðèé Âàëüäà
x1 9 60 60 60 47.25 9
x2 10 10 10 10 10 10

ãäå
β(α) = max

x∈D
f(x, α)

îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíûé äîõîä, êîòîðûé ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè çíà÷åíèè α ∈ A.
Çàòåì äëÿ êàæäîãî x ∈ D âû÷èñëÿåì íàèáîëüøèé ðèñê

G(x) = max
α∈A

ϕ(x, α)

è âìåñòî çàäà÷è (3.2) ðåøàåì çàäà÷ó

min
x∈D

→ G(x).

Â òàáëèöå 3.2 ïðèâåäåí ïðèìåð ïî ïðåäûäóùèì ÷èñëîâûì äàííûì äëÿ ýòîãî
êðèòåðèÿ. Çäåñü

G∗ = 8, x∗S = x2.

Äëÿ ïðîÿñíåíèÿ ñâîéñòâ êðèòåðèåâ ïðèâåäåì åùå ïðèìåðû âû÷èñëåíèé äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà ìíîæåñòâà D è A äèñêðåòíû. Â òàáëèöå 3.3 ïðèâåäåí ïðèìåð ïðè
m = 2, n = 4. Çäåñü

F ∗
L = 47.25, x∗L = x1, F ∗

W = 10, x∗W = x2.

Ïðè ïðîäëåíèè òàáëèöû âïðàâî ðåøåíèå íå ìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó êðèòåðèé Âàëüäà
ìîæåò âûáðàòü åãî òîëüêî ïî îäíîìó çíà÷åíèþ íåîïðåäåëåííîãî ôàêòîðà, òîãäà
êàê êðèòåðèé Ëàïëàñà ó÷èòûâàåò ðàñïðåäåëåíèå ýòèõ çíà÷åíèé. Â òàáëèöå 3.4
ïðèâåäåí ïðèìåð ïî ýòèì ÷èñëîâûì äàííûì äëÿ êðèòåðèÿ Ñýâèäæà. Çäåñü

G∗ = 1, x∗S = x1.
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Òàáëèöà 3.4: Äèñêðåòíàÿ çàäà÷à ñ íåîïðåäåëåííûì ôàêòîðîì � 2

α1 α2 α3 α4 Êðèòåðèé Ñýâèäæà
x1 1 0 0 0 1
x2 0 50 50 50 50

β(α) 10 60 60 60

Òàáëèöà 3.5: Äèñêðåòíàÿ çàäà÷à ñ íåîïðåäåëåííûì ôàêòîðîì � 3

α1 α2 α3 α4 Êðèòåðèé Ëàïëàñà Êðèòåðèé Âàëüäà
x1 9 20 20 20 17.25 9
x2 20 10 10 10 12.5 10

Íåìíîãî èçìåíèì èñõîäíûå äàííûå. Â òàáëèöå 3.5 ïðèâåäåí ïðèìåð òàêæå ïðè
m = 2, n = 4. Çäåñü

F ∗
L = 47.25, x∗L = x1, F ∗

W = 10, x∗W = x2.

Â òàáëèöå 3.6 ïðèâåäåí ïðèìåð ïî ýòèì ÷èñëîâûì äàííûì äëÿ êðèòåðèÿ Ñýâèäæà.
Çäåñü

G∗ = 10, x∗S = x2.

Ïðè ïðîäëåíèè òàáëèö âïðàâî ðåøåíèå òàêæå íå ìåíÿåòñÿ. Çäåñü êðèòåðèé Ñýâè-
äæà äàåò òî æå ðåøåíèå, ÷òî è êðèòåðèé Âàëüäà, è âûáèðàåò åãî òîëüêî ïî îäíîìó
çíà÷åíèþ íåîïðåäåëåííîãî ôàêòîðà, â îòëè÷èå îò êðèòåðèÿ Ëàïëàñà. Ïîëó÷åííûå
ñâîéñòâà êðèòåðèåâ óêàçûâàþò íà îãðàíè÷åííîñòü èõ ïðèìåíåíèÿ è íåîáõîäèìîñòü
ó÷åòà äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ ðåøàåìîé çàäà÷è.

(d) Êðèòåðèé Ãóðâèöà.

Ýòîò êðèòåðèé ïîëó÷èë íàçâàíèå ¾ïåññèìèçìà-îïòèìèçìà¿, ïîñêîëüêó â åãî
îñíîâå íàõîäèòñÿ ñâåðòêà êðèòåðèåâ ïî íàèõóäøåìó è íàèëó÷øåìó âàðèàíòàì,

Òàáëèöà 3.6: Äèñêðåòíàÿ çàäà÷à ñ íåîïðåäåëåííûì ôàêòîðîì � 3

α1 α2 α3 α4 Êðèòåðèé Ñýâèäæà
x1 11 0 0 0 11
x2 0 10 10 10 10

β(α) 20 20 20 20
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Òàáëèöà 3.7: Äèñêðåòíàÿ çàäà÷à ñ íåîïðåäåëåííûì ôàêòîðîì � 1

α1 α2 α3 α4 Êðèòåðèé Ãóðâèöà
x1 25 20 12 5 15
x2 22 23 22 7 15
x3 9 12 18 9 13.5
x4 0 8 11 15 7.5

ò.å. âìåñòî çàäà÷è (3.2) ðåøàåòñÿ çàäà÷à (3.3), ãäå

F (x) = (1− λ) min
α∈A

f(x, α) + λ max
α∈A

f(x, α), λ ∈ [0, 1].

Ïàðàìåòð λ îïðåäåëÿåò âåñà êðèòåðèåâ, ïðè λ = 0 ïîëó÷àåì êðèòåðèé ¾ïåññèìèç-
ìà¿ (Âàëüäà), ïðè λ = 1 � êðèòåðèé ¾îïòèìèçìà¿. Â òàáëèöå 3.7 ïðèâåäåí ïðèìåð
ïðèìåíåíèÿ ýòîãî êðèòåðèÿ ïî ÷èñëîâûì äàííûì òàáëèöû 3.1 ñ λ = 0.5. Çäåñü

F ∗
H = 9, x∗H = x1 = x2.

Íåäîñòàòêîì ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òðóäíîñòü íàçíà÷åíèÿ âåñà λ.



Ãëàâà 4

Ðàâíîâåñíûå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé

Çàäà÷è îïòèìèçàöèè ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè èíñòðóìåíòàìè äëÿ ôîðìóëè-
ðîâêè è ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Òî åñòü íóæíî íàéòè
ýëåìåíò èç íåêîòîðîãî çàäàííîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà D, êîòîðîå äàåò ìàêñè-
ìàëüíîå (èëè ìèíèìàëüíîå) çíà÷åíèå íåêîòîðîé öåëåâîé (ïîëåçíîé) ôóíêöèè f .
Äëÿ êðàòêîñòè ìû çàïèøåì ýòó çàäà÷ó òàê:

max
y∈D

→ f(y). (4.1)

Ýòà ôîðìóëèðîâêà ïðåäïîëàãàåò, ÷òî êàê äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, òàê è öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ òî÷íî èçâåñòíû. Â ýòîì ïîëíîñòüþ äåòåðìèíèðîâàííîì ñëó÷àå ìîæíî
âûáðàòü íàèëó÷øèé âàðèàíò äåéñòâèé íà îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.1). Îäíàêî
ýòà ñèòóàöèÿ òðåáóåò êîððåêòèðîâêè, êîãäà îïèñàíèå öåëåâîé ôóíêöèè è äîïóñòè-
ìîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ íåïîëíûì è íåòî÷íûì èç-çà ðàçëè÷íîãî ðîäà íåîïðåäå-
ëåííîñòåé ðåàëüíûõ äàííûõ. Îáû÷íî ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íåîïðåäåëåííûõ
ôàêòîðîâ, êàê óêàçàíî âî ââåäåíèè. Òåì íå ìåíåå, ïî ñòàíäàðòíîìó ïîäõîäó ñ÷è-
òàåòñÿ, ÷òî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü íàèëó÷øèé âûáîð â ìîäåëÿõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè.

Íàïðèìåð, åñëè ìû îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåîïðåäåëåííûõ ôàêòîðîâ
÷åðåç α, òî, êàê óêàçàíî â ãëàâå 3, íàèëó÷øèé âûáîð ñîñòîèò â ðåøåíèè çàäà÷è:

max
y∈D(α)

→ f(y, α),

ãäå α ∈ A, ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè äëÿ ñíÿòèÿ íåîïðå-
äåëåííîñòè. Îäíàêî òðåáîâàíèå íàéòè èìåííî ëó÷øåå ðåøåíèå ïðè ëþáîì óðîâíå
íåîïðåäåëåííîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíûì è íåêîððåêòíûì â îáùåì
ñëó÷àå. Âûáîð âàðèàíòà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è îïòèìèçàöèè, ñîîò-
âåòñòâóþùåé êàêîìó-ëèáî ïðèíöèïó îïòèìàëüíîñòè ñî ñíÿòèåì íåîïðåäåëåííîñòè,
îçíà÷àåò òîëüêî, ÷òî îí íàèëó÷øèé ïî ýòîìó ïðèíöèïó îïòèìàëüíîñòè, à íå íàè-
ëó÷øèé âàðèàíò âîîáùå, ïîñêîëüêó êàæäûé ïðèíöèï ñíÿòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè
èìååò ñâîè íåäîñòàòêè. Â ñàìîì äåëå, åñëè ìîäåëü îïèñûâàåò äîñòàòî÷íî ñëîæ-
íóþ ñèñòåìó, òàê ÷òî ïðåäñòàâëåíèå öåëè è îãðàíè÷åíèé, îïðåäåëÿþùèõ ñèñòåìó,
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ìîæåò ìåíÿòüñÿ âìåñòå ñ èçìåíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, òî â ëþáîé ìîìåíò
ìîæíî íàéòè òîëüêî ëîêàëüíî îïòèìàëüíûå âàðèàíòû, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ òåêó-
ùèì ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû. Èíà÷å ãîâîðÿ, òåêóùèõ çíàíèé î ñèñòåìå òîãäà áóäåò
íåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ïîëíîå íàèëó÷øåå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå
ïåðåâîäó ñèñòåìû â íàèëó÷øåå ñîñòîÿíèå ïî âûáðàííîìó êðèòåðèþ, óêàçàííîìó
áåç ñíÿòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè. Â ñàìîì äåëå, îáû÷íûå ïðèíöèïû ñíÿòèÿ íåîïðå-
äåëåííîñòè çäåñü áóäóò èìåòü îãðàíè÷åííîå ïðèìåíåíèå. Â ÷àñòíîñòè, ïðèíöèï
ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà ìîæåò ïðèâåñòè ê î÷åíü ïëîõèì âàðèàíòàì ïî âû-
áðàííîìó êðèòåðèþ, òîãäà êàê âåðîÿòíîñòíûå ïîäõîäû íåïðèìåíèìû, åñëè ïðè-
íÿòîå ðåøåíèå ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç èëè íåñêîëüêî ðàç, êðîìå òîãî, ýòè
ïîäõîäû òðåáóþò îïðåäåëåííîé ïðîâåðêè ïàðàìåòðîâ íà ñòàòèñòè÷åñêóþ óñòîé÷è-
âîñòü.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà òîëüêî íåêîòîðûå îãðàíè÷åííûå íàáîðû äîñòîâåðíîé èí-
ôîðìàöèè î öåëè è îãðàíè÷åíèÿõ ìîãóò áûòü èçâåñòíû â êàæäîì ñîñòîÿíèè ñè-
ñòåìû, íàøè ðåøåíèÿ áóäóò çàâèñåòü îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, è ýòîò ôàêò
äîëæåí áûòü îòðàæåí â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî â êà÷åñòâå îñíîâû ìîäåëè äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ìîæíî âçÿòü çàäà-
÷è îïòèìèçàöèè, íî èõ ðåøåíèÿ ñëåäóåò òîãäà ðàññìàòðèâàòü êàê îòíîñèòåëüíûå
èëè ñóáúåêòèâíûå ïî îòíîøåíèþ ê ñîñòîÿíèÿì ñèñòåìû. Èíà÷å ãîâîðÿ, íàëè÷èå
ôàêòîðîâ íåîïðåäåëåííîñòè ìîæåò çàñòàâèòü íàñ èñïîëüçîâàòü èíóþ, îñëàáëåííóþ
êîíöåïöèþ ðåøåíèÿ, òàê êàê ñòàíäàðòíûé ïîäõîä ñòàíîâèòñÿ ñëèøêîì æåñòêèì â
ýòèõ óñëîâèÿõ. Ó÷èòûâàÿ òåêóùåå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû èëè âûáðàííóþ ñòðàòåãèþ
äåéñòâèé, òîãäà íåîáõîäèìî òîëüêî îïðåäåëèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè ëîêàëüíî íàèëó÷-
øèìè, ëèáî äîëæíû áûòü èçìåíåíû íà îñíîâå ñîîòâåòñòâóþùèõ íîâîé êîíöåïöèè
çàäà÷ îïòèìèçàöèè.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà ïðåäñòàâëåíèå (ìîäåëü) öåëè çàâèñèò îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ. Ïðè
òåêóùåì ñîñòîÿíèè x ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè â ñîñòîÿíèè
y êàê f(x, y). Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f(x, x) äàåò äîâîëüíî òî÷íóþ îöåíêó ñî-
ñòîÿíèÿ x, íî çíà÷åíèå f(x, y), êîòîðîå äàåò íàøó îöåíêó âûáîðà ñîñòîÿíèÿ y â
ñîñòîÿíèè x, ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò f(y, y), ÷òî äàåò îöåíêó âûáîðà ñîñòîÿíèÿ y
â ñîñòîÿíèè y. Êðîìå òîãî, çíà÷åíèå f(y, y) íåèçâåñòíî â ñîñòîÿíèè x. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå ïðèíöèï âûáîðà ñîñòîÿíèÿ ïî òî÷íîé (ïîëíîé) îïòèìèçàöèè, çàêëþ÷àþ-
ùèéñÿ â ðåøåíèè çàäà÷è

max
y∈D

→ u(y) = f(y, y), (4.2)

çäåñü íå êàæåòñÿ ïîäõîäÿùèì, äàæå åñëè äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî D ôèêñèðîâàíî
è èçâåñòíî â ëþáîì ñîñòîÿíèè.

Âìåñòî ýòîãî ìîæíî ïðèìåíèòü ðàâíîâåñíûé ïðèíöèï âûáîðà ñîñòîÿíèÿ íà
îñíîâå çàäà÷è îòíîñèòåëüíîé îïòèìèçàöèè: íàéòè òî÷êó x∗ ∈ D òàêóþ, ÷òî

f(x∗, x∗) ≥ f(x∗, y) ∀y ∈ D. (4.3)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîïóñòèìîå ñîñòîÿíèå x∗ äàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè
öåëè ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåìè äðóãèìè âîçìîæíûìè ñîñòîÿíèÿìè, îöåíèâàåìûìè â
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òåêóùåì ñîñòîÿíèè x∗. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì íàçâàòü x∗ îòíîñèòåëüíî îï-
òèìàëüíîé òî÷êîé, òàê êàê ýòî ïîíÿòèå îñíîâàíî íà òåêóùèõ (îòíîñèòåëüíûõ)
çíàíèÿõ î ñèñòåìå. Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà ìû íå ïîëó÷àåì ïîäëèííîé îïòèìàëü-
íîé òî÷êè â ñìûñëå (4.1) èëè (4.2). Òåì íå ìåíåå, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ðåøåíèÿ
çàäà÷è (4.3) äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü, ïîäõîäèò ëè òåêóùåå ñîñòîÿíèå èëè åãî ñëå-
äóåò èçìåíèòü. Åñëè

f(x, x) < f(x, y(x)) = max
y∈D

f(x, y)

ïðè òåêóùåì ñîñòîÿíèè x, òî ìû äîëæíû èçìåíèòü ýòî ñîñòîÿíèå. Îäíàêî äâèæå-
íèå ê y(x) íå îáÿçàòåëüíî. Ýòî áîëåå ñëàáûé ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè â òåêóùåé
ñèòóàöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ íàèëó÷øèì òî÷íûì ðåøåíèåì.

Íåòðóäíî îïðåäåëèòü, ÷òî çàäà÷à (4.3) ñîâïàäàåò ñ îáùåé çàäà÷åé ðàâíîâåñèÿ,
êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå îáùåé íåëèíåéíîé çàäà÷è, âêëþ÷àþùåé îáû÷íóþ
çàäà÷ó îïòèìèçàöèè, çàäà÷ó î íåïîäâèæíîé òî÷êå, âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî, çà-
äà÷ó î ñåäëîâîé òî÷êå è çàäà÷è èãðîâîãî ðàâíîâåñèÿ.

Äàëåå, åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî D òàêæå çàâèñèò
îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ, â òîì ñìûñëå, ÷òî îíî óêàçûâàåò òåêóùåå ìíîæåñòâî ñîñòî-
ÿíèé äëÿ ïåðåõîäà. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå äîïóñòèìîãî îòîáðàæåíèÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D(x) = V
⋂

W (x),

ãäå V � ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå Rn, à W : Rn → Π(Rn) � ìíîãîçíà÷íîå îòîá-
ðàæåíèå. Çäåñü è äàëåå Π(A) îáîçíà÷àåò ñåìåéñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
A. Òî åñòü, V ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé (èçâåñòíîé) ÷àñòüþ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà,
òîãäà êàê W (x) îïèñûâàåò òåêóùèå èçìåíÿþùèåñÿ çíàíèÿ îá îãðàíè÷åíèÿõ â òå-
êóùåì ñîñòîÿíèè x. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü áîëåå îáùóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è
îòíîñèòåëüíîé îïòèìèçàöèè: íàéòè òî÷êó x∗ ∈ D(x∗) òàêóþ, ÷òî

f(x∗, x∗) ≥ f(x∗, y) ∀y ∈ D(x∗), (4.4)

êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ òàê íàçûâàåìîé êâàçè-ðàâíîâåñíîé çàäà÷åé. ×òî êàñàåòñÿ
ìíîæåñòâà W (x), òî îíî ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ôóíêöèé
hi(x, y), i = 1,m, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W (x) =
{
y ∈ Rn | hi(x, y) ≤ 0, i = 1,m

}
.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî hi(x, y) äàåò íàøó îöåíêó i-ãî îãðàíè÷åíèÿ äëÿ ñîñòîÿíèÿ y â
ñîñòîÿíèè x. Äëÿ çàäà÷ ðàâíîâåñèÿ è êâàçè-ðàâíîâåñèÿ ðàçðàáîòàíà ñâîÿ òåîðèÿ,
à òàêæå ìåòîäû ïîèñêà ðåøåíèé.

Ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ çàäà÷ îòíîñè-
òåëüíîé îïòèìèçàöèè.

Çàäà÷à óòèëèçàöèè ïðîìûøëåííûõ îòõîäîâ.

Ìîäåëü îïèñûâàåò ïðîìûøëåííóþ ôèðìó, êîòîðàÿ ìîæåò èñïîëüçîâàòü n òåõ-
íîëîãèé ïðîèçâîäñòâà è èìååò îáîðóäîâàíèå äëÿ óòèëèçàöèè îòõîäîâ, êîòîðûå
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ñîäåðæàò m çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ. Ïóñòü x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn � âåêòîð óðîâíåé
èíòåíñèâíîñòè òåõíîëîãèé äåÿòåëüíîñòè ôèðìû. Òîãäà q(x) = (q1(x), . . . qm(x)) ∈
Rm � ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð îòõîäîâ ïðîèçâîäñòâà, à µ(x) çàäàåò ïîëó÷åìûé
ïðè ýòîì äîõîä. Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð c åäèíè÷íûõ çàòðàò íà óòèëèçà-
öèþ çàâèñèò îò îáúåìîâ çàãðÿçíåíèÿ, òî åñòü c = c[q(x)]. Äàëåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç
X ⊆ Rn

+ ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óðîâíåé èíòåíñèâíîñòè è ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáúå-
ìû çàãðÿçíåíèÿ â òå÷åíèå ïëàíèðóåìîãî ïåðèîäà äîëæíû áûòü îãðàíè÷åíû ñâåðõó
ôèêñèðîâàííûì âåêòîðîì b ∈ Rm

+ . Òîãäà ôèðìà èìååò ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè (ïðè-
áûëè)

f(x) = µ(x)−
m∑

i=1

qi(x)ci[q(x)],

è äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî

D =
{
x ∈ X qi(x) ≤ bi, i = 1,m

}
.

Åñëè âñå ïàðàìåòðû èçâåñòíû, òî ìû ïîëó÷àåì îáû÷íóþ çàäà÷ó (4.1) äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ îïòèìàëüíûõ óðîâíåé èíòåíñèâíîñòè òåõíîëîãèé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà òî÷íûå çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ íåèç-
âåñòíû. Íàïðèìåð, åñëè x � òåêóùèé âåêòîð óðîâíåé èíòåíñèâíîñòè, òî ìîæíî
âû÷èñëèòü òî÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ci[q(y)] òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè q(y) ïðè-
íàäëåæèò íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(x) òî÷êè q(x), òî åñòü ôàêòè÷åñêè ìû ïîëó-
÷àåì ci = ci[q(x), q(y)]. Ñêàæåì, îáúåìû çàãðÿçíåíèÿ âíå ýòîé îêðåñòíîñòè ìîãóò
ïîòðåáîâàòü íåèñïîëüçóåìûõ ðàíåå òåõíîëîãèé óòèëèçàöèè, êîòîðûå â òåêóùåì
ñîñòîÿíèè òðóäíî îöåíèòü òî÷íî. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòðîèòü àäåêâàòíóþ ìîäåëü,
ìû ìîæåì âçÿòü ôóíêöèþ îòíîñèòåëüíîé ïîëåçíîñòè

f(x, y) = µ(y)−
m∑

i=1

qi(y)ci[q(x), q(y)],

è çàäà÷ó îòíîñèòåëüíîé îïòèìèçàöèè âèäà (4.3) äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü, ïîäõî-
äÿùèå ëè òåêóùèå óðîâíè èíòåíñèâíîñòè èëè íåò. Àíàëîãè÷íî, íåîïðåäåëåííîñòü
ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé qi ïðèâîäèò ê áîëåå îáùåé ôîðìóëèðîâêå (4.4).
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