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� ¯¥à¢®© ç áâ¨ ¤ ®© à ¡®âë áâà®¨âáï ¨ ¨§ãç ¥âáï ¡¥áª®¥ç®¥ á¥¬¥©áâ¢® ®¯¥à ¤ (¥«¨-
¥©ëå ¨ «¨¥©ëå), ¢ ª®â®à®¥ ¢å®¤ïâ ¬®£¨¥ ¨§¢¥áâë¥ ¯à¨¬¥àë ®¯¥à ¤, à ¥¥ ®¯¨á ë¥
®â¤¥«ì® ¤àã£ ®â ¤àã£ . �â®, ¢ ç áâ®áâ¨, ®¯¥à ¤ë, ª®¬¯®¥â ¬¨ ª®â®àëå ï¢«ïîâáï á¨¬¬¥âà¨-
ç¥áª¨¥ ¨«¨ £¨¯¥à®ªâ í¤à «ìë¥ £àã¯¯ë. �¥á¬®âàï   â®, çâ® à¥çì ¨¤¥â ®¡ ®¡®¡é¥¨¨ ¥ª®â®àëå
¨§¢¥áâëå ®¡ê¥ªâ®¢, § âàã¤¨â¥«ì® ãª § âì ¢ «¨â¥à âãà¥ ¬¥áâ®, £¤¥ ¯®¤®¡ë¥ ¢ëª« ¤ª¨ ¡ë«¨
¡ë à ¥¥ ï¢® ¯à®¤¥« ë ¤ ¦¥ ¤«ï ®¯¥à ¤ë á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å £àã¯¯. � ® â ª¦¥ ®¯¨á ¨¥ ¬®-
£®®¡à §¨©  «£¥¡à  ¤ ®¯¥à ¤ ¬¨ ¯®áâà®¥®£® á¥¬¥©áâ¢ . � ç¨á«® â ª¨å ¬®£®®¡à §¨© ¢å®¤ïâ
¬®£®®¡à §¨ï ¯®«ã£àã¯¯,  áá®æ¨ â¨¢ëå  «£¥¡à,   â ª¦¥ ¬®£®®¡à §¨ï ¯®«ã£àã¯¯ ¨  áá®æ¨ -
â¨¢ëå  «£¥¡à á ¨¢®«îæ¨¥©.

�® ¢â®à®© ç áâ¨ à ¡®âë ¨§ãç ¥âáï ®¯¥à ¤ , ®¯à¥¤¥«¥ ï   ¬®¦¥áâ¢¥ ¤¨ £à ¬¬ �£  ¨
¥ª®â®àë¥ á¢ï§ ë¥ á ¥© ®¯¥à ¤ë. �¯¨áë¢ îâáï ¬®£®®¡à §¨ï  «£¥¡à  ¤ íâ¨¬¨ ®¯¥à ¤ ¬¨.
�¡®§ ç¥¨ï ¨ â¥à¬¨®«®£¨ï ¢ ¤ ®© à ¡®â¥ ¢ ®á®¢®¬ á«¥¤ãîâ [1].

1. �®¤áâ ®¢ª¨ ¨ à §¡¨¥¨ï

�ãáâì n| æ¥«®¥ ¥®âà¨æ â¥«ì®¥ ç¨á«®. � ¤ ®© à ¡®â¥ ç¥à¥§ [n] ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âìáï «¨¡®
¬®¦¥áâ¢® f1; : : : ; ng, «¨¡® ¬®¦¥áâ¢® f0; 1; : : : ; ng. �¥§ã«ìâ âë ¯¥à¢®£® ¯ à £à ä  á¯à ¢¥¤«¨¢ë
¢ ®¡®¨å á«ãç ïå. � §¡¨¥¨¥¬ ¬®¦¥áâ¢  [n]  m (m > 0) ç áâ¥© ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ã¯®àï¤®ç¥ãî
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì æ¥«ëå ¯®«®¦¨â¥«ìëå (¢ á«ãç ¥ [n] = f1; : : : ; ng) ¨«¨ ¥®âà¨æ â¥«ìëå (¢
á«ãç ¥ [n] = f0; 1; : : : ; ng) ç¨á¥« � = (n1 : : : nm) â ªãî, çâ® j�j = n1 + � � � + nm = n. �®¦¥áâ¢®
¢á¥å à §¡¨¥¨© ç¨á«  n   m ç áâ¥© ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ P (n;m).

�¯à¥¤¥«¨¬ ª®¬¯®§¨æ¨î P (n;m)�P (m; k)! P (n; k) á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �ãáâì � 2 P (n;m),
� 2 P (m; k), � = (m1 : : : mk), m1+ � � �+mk = m. �®«®¦¨¬ � = (n11 : : : nm11 : : : n1k : : : nmkk). �®£¤ 

¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î �� 2 P (n; k) ¥áâì
� m1P
i=1

ni1 : : :
mkP
i=1

nik

�
.

�¥¬¬  1. �â®á¨â¥«ì® ¢¢¥¤¥®© â®«ìª® çâ® ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨ P ï¢«ï¥âáï ª â¥£®-
à¨¥© á ®¡ê¥ªâ ¬¨ [n], n = 1; 2; : : : (¨«¨ n = 0; 1; 2; : : : ).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¯à®¢¥àï¥âáï  áá®æ¨ â¨¢®áâì ®¯à¥¤¥«¥®© ª®¬¯®§¨-
æ¨¨. �¤¨¨çë© ¬®àä¨§¬ 1[n] | íâ® à §¡¨¥¨¥ (1 1 : : : 1)| {z }

n

= 1n.

�¬¥¥â ¬¥áâ® äãªâ®à P � P
�

�! P , ®¡« ¤ îé¨© á¢®©áâ¢®¬ áâà®£®©  áá®æ¨ â¨¢®áâ¨.
[n] � [k] = [n + k], ¨ ¥á«¨ � = (n1 : : : nm), � = (k1 : : : kl), â® � � � = (n1 : : : nm k1 : : : kl). �â®
§ ç¨â, çâ® ¢ë¯®«¥ë â®¦¤¥áâ¢  ([n] � [k]) � [m] = [n] � ([k] � [m]), (� � �) �  = � � (� � ) ¨

(�) � � = (� � �)( � 1[q]) = (� � 1[p])( � �), £¤¥ [n]
�
�! [m]


�! [k]; [p]

�
�! [q].

� ¤ «ì¥©è¥¬ ¢¬¥áâ® � �� ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì ¯à®áâ® ��, â. ª. ¢ ª ¦¤®¬ ª®ªà¥â®¬ á«ãç ¥ ¡ã¤¥â
ïá®, çâ® ¨¬¥¥âáï ¢ ¢¨¤ã: ª®¬¯®§¨æ¨ï ¬®àä¨§¬®¢ ¢ ª â¥£®à¨¨ P ¨«¨ äãªâ®à �.
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�  P (n;m) ®¯à¥¤¥«¥® ¯à ¢®¥ ¤¥©áâ¢¨¥ £àã¯¯ë ¯®¤áâ ®¢®ª m-© áâ¥¯¥¨ �m: ¥á«¨ � =
(n1 : : : nm), � 2 �m, â® �� = (n�1 : : : n�m) 2 P (n;m). (�á¯®«ì§ã¥¬ § ¯¨áì �i ¢¬¥áâ® �(i).)
�®®¡é¥, ¤«ï ª ¦¤®£® ¬®¦¥áâ¢  X ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤¥©áâ¢¨¥ Xm � �m ! Xm â ª®¥, çâ® ¥á«¨
x = (x1 : : : xm) 2 Xm, â® x� = (x�1 : : : x�m).

�«¥¤ãï [1], ®¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à æ¨î P (n;m) � �m ! �n, (�; �) 7! � � �. �ãáâì � = (n1 : : : nm) 2
P (n;m), X | ¥ª®â®à®¥ ¬®¦¥áâ¢®, xi 2 Xni ¯à¨ 1 � i � m, â®£¤ 

(x1 : : : xm)(� � �) = x�1 : : : x�m: (1)

� ¯®¬¨¬, çâ® £®¬®¬®àä¨§¬ë £àã¯¯ �n��m ! �n+m, (�; �)! �� � ®¯à¥¤¥«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¬
®¡à §®¬: ¥á«¨ � = ( 1 2 ::: n

�1 �2 ::: �n ), � = ( 1 2 ::: m
�1 �2 ::: �m ), â® � � � =

�
1 2 ::: n n+1 n+2 ::: n+m
�1 �2 ::: �n n+�1 n+�2 ::: n+�m

�
. �® ¦¥

á ¬®¥ ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ç¥à¥§ ¤¥©áâ¢¨¥ �n ¨ �m   Xn ¨ Xm ¨ �n+m   Xn+m: ¥á«¨ x 2 Xn,
y 2 Xm, x y 2 Xn+m, â®

(x y)(� � �) = (x�)(y�): (2)

�á«¨ � 2 P (p; n), � 2 P (q;m), � 2 �n, � 2 �m, â®

(� � �)(� � �) = (��)(� � �) = (��)(��): (3)

�ãáâì � = (k1 : : : km) 2 P (m; k), �i 2 P (ni; ki), 1 � i � m, n = n1 + � � � + nm, �i 2 �ki , � 2 �m,
â®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥ â®¦¤¥áâ¢ :

((�1 : : : �m)(�1 � � � � � �m))� = (�1�1 : : : �m�m)�; (4)

(�1 : : : �m)(� � �) = ��1 : : : ��m; (5)

£¤¥ �1 : : : �m = �1 � � � � � �m.
�¤¥« ¥¬ ¥áª®«ìª® § ¬¥ç ¨© ®â®á¨â¥«ì® à §¡¨¥¨© á ã«¥¢ë¬¨ ª®¬¯®¥â ¬¨. �®«®¦¨¬

�0 = f"0g. �á«¨ ¢ ®â®¡à ¦¥¨¨

�n1 � � � � � �ni � � � � � �nm ! �n1+���+nm ; (�1; : : : ; �m) 7! �1 � � � � � �m;

¢áâà¥â¨âáï ni = 0, â® ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï, çâ® ¢ �1 � � � � � �m á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¬®¦¨â¥«ì �i = "0
¯à®¯ãáª ¥âáï. �á«¨ n1 = � � � = nm = 0, â® ¢¥áì à¥§ã«ìâ â ¥áâì "0. �á«¨X |¥ª®â®à®¥ ¬®¦¥áâ¢®,
â® áâà®ª , á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¥¤¨áâ¢¥®¬ã í«¥¬¥âã X0, ï¢«ï¥âáï ¯ãáâ®©, ¨ ¥¥ ¯à¨¯¨áë¢ ¨¥
ª «î¡®© ¤àã£®© áâà®ª¥ x ¥ ¬¥ï¥â áâà®ªã x. � ãç¥â®¬ íâ®£®  ¤® ¯®¨¬ âì ®¯à¥¤¥«¥¨ï �� ¨
� � �, ¥á«¨ ¢ � = (n1 : : : nm), ¨¬¥îâáï ni = 0 (� 2 �n, � 2 �m).

�¥¬¬  2. �ãáâì � 2 P (n;m), �; � 2 �m. �®£¤ 

� � (��) = (� � �)(�� � �): (6)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á¯®«ì§ãï ®¯à¥¤¥«¥¨¥ (1), ¢ë¡¨à ¥¬ ¤®áâ â®ç® ¡®«ìè®¥ X ( ¯à.,
jXj � n) ¨ áà ¢¨¢ ¥¬ ¤¥©áâ¢¨¥ «¥¢®© ¨ ¯à ¢®© ç áâ¥© (6)   ¯à®¨§¢®«ì®© áâà®ª¥ ¤«¨ë
n = n1 + � � � + nm ¨§ Xn1+���+nm . �âã áâà®ªã ¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ x1 : : : xm, £¤¥ xi | ¯®¤-
áâà®ª¨ ¤«¨ë ni, xi 2 Xni . �®£¤ 

(x1 : : : xm)(� � (��)) = x��1 : : : x��m; (x1 : : : xm)(� � �) = (x�1 : : : x�m):

�®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¤«¨ ¯®¤áâà®ª x�i ¢ áâà®ª¥ x�1 : : : x�m | íâ® �� = (n�1 : : : n�m) 2
P (n;m). �«ï ¤ ®£® à §¡¨¥¨ï áãé¥áâ¢ã¥â ¯®¤áâ ®¢ª  (��)�� , ¨ ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î (x�1 : : : x�m)�
((��) � �) = x��1 : : : x��m.

�¥¬¬  3. �ãáâì � = (k1 : : : km) 2 P (k;m),  = (n11 : : : nk11 : : : n1m : : : nkmm) 2 P (n; k), � 2
�m, � = (n11 + � � �+ nk11 : : : n1m + � � �+ nkmm) 2 P (n; k). �®£¤ 

(�) � � =  � (� � �): (7)
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì x = x1 : : : xm 2 Xn, xi 2 Xni , ni = n1;i + � � � + nki;i, xi = x1i : : : xkii,
xj;i 2 Xnj;i . � §¡¨¥¨¥  2 P (n; k) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â à §¡¨¥¨î x   ¯®¤áâà®ª¨ xj;i, ¯®íâ®¬ã
x( � (� � �)) = x1;�1 : : : xk�1;�1 : : : x1;�m : : : xk�m;�m. � ¤àã£®© áâ®à®ë, â. ª. xi | áâà®ª  ¤«¨ë
n1;i + � � �+ nki;i, à §¡¨¥¨¥ x   ¯®¤áâà®ª¨ x1; : : : ; xm á®®â¢¥âáâ¢ã¥â à §¡¨¥¨î � ¨ ¯®íâ®¬ã

x((�) � �) = x�1 : : : x�m = x1;�1 : : : xk�1;�1| {z }
x�1

: : : x1;�m : : : xk�m;�m| {z }
x�m

: �

�¥¬¬  4. �à¨ â¥å ¦¥ á®£« è¥¨ïå ® ; �; �, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®¦¤¥áâ¢®

(�)� = ((� � �))(��): (8)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¬¥¥¬ � =
� k1P
i=1

ni1 : : :
kmP
i=1

nim

�
, (�)� =

� k�1P
i=1

ni�1 : : :
k�mP
i=1

ni�m

�
. �«ï

¢ëç¨á«¥¨ï (� � �)  ¤® ¯à¥¤áâ ¢¨âì  ª ª áâà®ªã, à §¡¨âãî   ¯®¤áâà®ª¨  = 1 : : : m,
i = (n1;i : : : nki;i), ¨ â®£¤  (� � �) = (�1 : : : �m) = (n1;�1 : : : nk�1;�1 : : : n1;�m : : : nk�m;�m). � «¥¥,
�� = (k�1 : : : k�m),   �i á®¤¥à¦¨â k�i ª®¬¯®¥â. �®íâ®¬ã ª®¬¯®§¨æ¨ï ã¯®àï¤®ç¥ëå à §¡¨¥¨©

((� � �))(��) à ¢  ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î
� k�1X

i=1

ni;�1| {z }
( áã¬¬  ¢á¥å
ª®¬¯®¥â �1 )

: : :

k�mX
i=1

ni;�m| {z }
( áã¬¬  ¢á¥å
ª®¬¯®¥â �m )

�
.

�¥¬¬  5. �ãáâì � = (n1 : : : nm) 2 P (n;m), � 2 �m, �i 2 �ni , 1 � i � m. �®£¤  ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
â®¦¤¥áâ¢®

(�1 � � � � � �m)(� � �) = (� � �)(��1 � � � � � ��m): (9)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ áâà®ªã x 2 Xn, x = x1 : : : xm, xi 2 Xni . �®£¤ 

(x1 : : : xm)((�1 � � � � � �m)(� � �)) = ((x1�1) : : : (xm�m))(� � �) = (x�1��1) : : : (x�m��m):

� ¤àã£®© áâ®à®ë, (x1 : : : xm)(� � �) = (x�1 : : : x�m). �®£« á® â®¦¤¥áâ¢ã (2) ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

(x�1 : : : x�m)(��1 � � � � � ��m) = (x�1��1) : : : (x�m��m): �

�¥¬¬  6. �ãáâì �i = (n1i : : : nkii) 2 P (ni; ki), � 2 �m, �i 2 �ki, � = (k1 : : : km). �®£¤  ¨¬¥îâ
¬¥áâ® â®¦¤¥áâ¢ 

(�1 : : : �m) � (�1 � � � � � �m) = (�1 � �1)� � � � � (�m � �m); (10)

(�1 : : : �m) � ((�1 � � � � � �m)(� � �)) = ((�1 � �1)� � � � � (�m � �m))(((�1 : : : �m)�) � �): (11)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¦¤¥áâ¢® (10) ¥áâì ç áâë© á«ãç © (11), ® ã¤®¡® á ç «  ¤®ª § âì
(10),   (11) ¢ë¢¥áâ¨ ¨§ (10). �ãáâì xji 2 Xnji , 1 � i � m, 1 � j � ki, xi = x1i : : : xkii, x = x1 : : : xm.
�®£¤ 

x((�1 � �1)� � � � � (�m � �m)) = (x1(�1 � �1)) : : : (xm(�m � �m)) = x�11;1 : : : x�1k1;1 : : : x�m1;m : : : x�mkm;m:

�®áª®«ìªã (y1 : : : ym)(�1 � � � � � �m) = (y1�1; : : : ; ym�m), â® ¯à¨ yi = ((1; i) : : : (ki; i)) ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì
yi�i = ((�i1; i) : : : (�iki; i)). �«¨ë ¯®¤áâà®ª xj;i ¢ áâà®ª¥ x ®¡à §ãîâ à §¡¨¥¨¥ �1 : : : �m,   § ç¨â,
¤¥©áâ¢¨¥   x ¯®¤áâ ®¢ª¨ (�1 : : : �m)�(�1�� � ���m) ä ªâ¨ç¥áª¨ á¢®¤¨âáï ª ¤¥©áâ¢¨î �1�� � ���m
  áâà®ªã ¨¤¥ªá®¢ x, â. ¥.   y1 : : : ym. �®íâ®¬ã à¥§ã«ìâ â à ¢¥ x�11;1:::x�1k1;1:::x�m1;m:::x�mkm;m.
�â® ¤®ª §ë¢ ¥â (10).

�¥à¥å®¤ï ª (11), ¯®«®¦¨¬ � = �1�� � ���m, � = ���, � = �1 : : : �m. �®£¤  «¥¢ ï ç áâì (11) ¥áâì
��(��) = (���)(����). � ª ã¦¥ ¤®ª § ®, ��� = (�1 : : : �m)�(�1�� � ���m) = (�1��1)�� � ��(�m��m).
�®£« á® (3) ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì �� = (�1 : : : �m)(�1�� � ���m) = (�1�1) : : : (�m�m), § â¥¬ �� �� = (��) =
((��)�) � �. �®£« á® (4) (��)� = �� = (�1 : : : �m)�.

� ¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® ¢¬¥áâ®  è¥£® ®¡®§ ç¥¨ï ��� ¢ «¨â¥à âãà¥ ã¯®âà¥¡«ï¥âáï �(n1; : : : ; nm).
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2. �¯¨á ¨¥ á¥¬¥©áâ¢  ®¯¥à ¤

� ¯®¬¨¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ®¯¥à ¤ë.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1 ([1]{[4]). �¯¥à ¤®©  §ë¢ ¥âáï á¥¬¥©áâ¢® ¬®¦¥áâ¢ R = fR(n) j n =
0; 1; 2; : : : ¨«¨ n = 1; 2; : : : g ¢¬¥áâ¥ á® á«¥¤ãîé¨¬  ¡®à®¬ ¤ ëå. �  ¬®¦¥áâ¢¥ R(n) ¤¥©áâ¢ã¥â
á«¥¢  £àã¯¯  ¯®¤áâ ®¢®ª �n. �«ï ª ¦¤®£® ã¯®àï¤®ç¥®£®  ¡®à  æ¥«ëå ¯®«®¦¨â¥«ìëå ¨«¨
¥®âà¨æ â¥«ìëå ç¨á¥« n1; : : : ; nm;m ®¯à¥¤¥«¥  ®¯¥à æ¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨ R(n1) � � � � � R(nm) �
R(m) �! R(n1 + � � � + nm), ª®â®àãî ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ¢ ¢¨¤¥ (!1; : : : ; !m; !) ! (!1 : : : !m)! =
!1 : : : !m!. �®«¦® ¡ëâì ¢ë¯®«¥® á¢®©áâ¢®  áá®æ¨ â¨¢®áâ¨

(!1 1!2 1 : : : !n1 1!1)(!1 2!2 2 : : : !n2 2!2) : : : (!1m!2m : : : !nmm!m)! =

= (!1 1!2 1 : : : !n1 1 : : : !1m!2m : : : !nmm)(!1!2 : : : !m!):

�à¥¤¯®« £ ¥âáï â ª¦¥  «¨ç¨¥ ¥¤¨¨æë " 2 R(1) â ª®©, çâ® (" : : : ")! = ! ¨ !" = ! ¤«ï «î¡®£®
! 2 R(m). � ç áâ®áâ¨, R(1) ¡ã¤¥â ¯®«ã£àã¯¯®© á ¥¤¨¨æ¥© ". �®«¦ë â ª¦¥ ¢ë¯®«ïâìáï ¤¢ 
á¢®©áâ¢ , á¢ï§ë¢ îé¨¥ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¨ ¤¥©áâ¢¨ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å £àã¯¯. �®-¯¥à¢ëå,

(�1!1)(�2!2) : : : (�m!m)! = (�1 � �2 � � � � � �m)(!1!2 : : : !m!):

�®-¢â®àëå, «î¡ ï ã¯®àï¤®ç¥ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì !1 2 R(n1); : : : ; !m 2 R(nm) ®¯à¥¤¥«ï¥â
à §¡¨¥¨¥ � = (n1; : : : ; nm), ¨ ¯à¨ � 2 �m ¤®«¦® ¡ëâì ¢ë¯®«¥® á®®â®è¥¨¥

!1!2 : : : !m(�!) = (� � �)(!�1!�2 : : : !�m!):

�ã¤¥¬ à §«¨ç âì ®¯¥à ¤ë, ¢ ª®â®àëå ®¯à¥¤¥«¥ë ¨«¨ ¥ ®¯à¥¤¥«¥ë ã«¥¢ë¥ ª®¬¯®¥âë.
�®«ì ®¯¥à ¤ á ã«¥¢ë¬¨ ª®¬¯®¥â ¬¨ ¡ã¤¥â áãé¥áâ¢¥  ¢ âà¥âì¥¬ ¯ à £à ä¥, à¥§ã«ìâ âë
¢â®à®£® ¯ à £à ä  á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¢ ®¡®¨å á«ãç ïå.

�ãáâì K | ª®¬¬ãâ â¨¢®¥  áá®æ¨ â¨¢®¥ ª®«ìæ® á ¥¤¨¨æ¥©. K-«¨¥© ï ®¯¥à ¤  | íâ®
®¯¥à ¤  K, ¢á¥ ª®¬¯®¥âë K(n) ª®â®à®© ï¢«ïîâáï K-¬®¤ã«ï¬¨, ¯à¨ç¥¬ ¤¥©áâ¢¨¥ �n   K(n)
¯¥à¥áâ ®¢®ç® á ã¬®¦¥¨¥¬   í«¥¬¥âë K, â ª çâ® K(n) ¥áâì «¥¢ë© K�n-¬®¤ã«ì, ¨ ®¯¥à -
æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ï¢«ïîâáï K-«¨¥©ë¬¨ ¯® ¢á¥¬  à£ã¬¥â ¬, ¢§ïâë¬ ¨§ ª®¬¯®¥â ®¯¥à ¤ë
á ¥ã«¥¢ë¬¨ ®¬¥à ¬¨. �à¨ íâ®¬ K(1) áâ ®¢¨âáï  áá®æ¨ â¨¢®© K- «£¥¡à®©, ¨ ¥¤¨¨æ  K

®â®¦¤¥áâ¢«ï¥âáï á " | ¥¤¨¨æ¥© ®¯¥à ¤ë K. �§ ¥«¨¥©®© ®¯¥à ¤ë R ®ç¥¢¨¤ë¬ ®¡à §®¬
¬®¦® ¯®«ãç¨âì K-«¨¥©ãî ®¯¥à ¤ã KR, ¢§ï¢ R(n) ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¡ §¨á  á¢®¡®¤®£® K-¬®¤ã«ï
| ª®¬¯®¥âë KR(n) «¨¥©®© ®¯¥à ¤ë KR. �¯¥à æ¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¢ ¯®«ãç îé¥©áï ®¯¥à ¤¥
®¯à¥¤¥«ï¥âáï \¯® «¨¥©®áâ¨" ç¥à¥§ ª®¬¯®§¨æ¨î ¢ R.

� ¯®¬¨¬ [1], çâ® ¯® «î¡®¬ã ¬®®¨¤ã G ¬®¦® ¯®áâà®¨âì (¥«¨¥©ãî) ®¯¥à ¤ã, n-ï ª®¬-
¯®¥â  ª®â®à®© ¥áâì Gn. �ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì íâã ®¯¥à ¤ã á®¢  ç¥à¥§ G, â ª çâ® G(n) = Gn,
¨ ª®¬¯®§¨æ¨ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �ãáâì g = (g1 : : : gn) 2 Gn, g1; : : : ; gk; x 2 G.
�®£¤  ¯®« £ ¥¬ gx = (g1x : : : gnx). �á«¨ â¥¯¥àì !i = gi = (g1 i : : : gni i) 2 G(ni), 1 � i � m,
! = (x1 : : : xm) 2 G(m), â®

!1 : : : !m! = (g1x1; : : : ; gmxm) 2 Gn1+:::+nm = G(n1 + : : :+ nm):

�¨¥ à¨§ æ¨î íâ®© ®¯¥à ¤ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ç¥à¥§ KG, â ª çâ® KG(n) = K[Gn] = KGn.
�ãáâì G | ¥ª®â®àë© ¬®®¨¤ (¥¤¨¨æ  ª®â®à®£® ®¡®§ ç ¥âáï ª ª 1), ¨ ¯ãáâì � : G !

f+1;�1g | £®¬®¬®àä¨§¬ ¬®®¨¤®¢ (å à ªâ¥à G). �¯à¥¤¥«¨¬ �n : G! �n á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.
�á«¨ �(g) = +1, â® �n(g) =

�
1 2 ::: n�1 n
1 2 ::: n�1 n

�
,   ¥á«¨ �(g) = �1, â® �n(g) =

�
1 2 ::: n�1 n
n n�1 ::: 2 1

�
. �¥£ª®

¯à®¢¥à¨âì, çâ® �n : G! �n | £®¬®¬®àä¨§¬ ¬®®¨¤®¢.
�®«®¦¨¬ R(n) = �G�(n) = �n�Gn. �  �n�Gn ®¯à¥¤¥«¥  áâàãªâãà  ¯®«ã£àã¯¯ë (£àã¯¯ë,

¥á«¨ G | £àã¯¯ ) ¯® ä®à¬ã«¥ (�; g)(�; h) = (��; (g�)h). �¤¥áì (g�)h = (g�(1)h1 : : : g�(n)hn). � 
�G�(n) ®¯à¥¤¥«ïîâáï «¥¢®¥ ¨ ¯à ¢®¥ ¤¥©áâ¢¨ï �n: ¯ãáâì �; �; � 2 �n, g 2 Gn, â®£¤  �(�; g) =
(��; g), (�; g)� = (��; g�). �ç¥¢¨¤®, (�(�; g))� = �((�; g)�). �¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ®¡®§ ç¥¨¥.
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�ãáâì ns | æ¥«®¥ ¯®«®¦¨â¥«ì®¥ ç¨á«®, hk 2 G, â®£¤  ¯®«®¦¨¬ (ns; hk) = (ns; �(hk)) =
�ns(hk). �á«¨ � = (n1 : : : nm), h = (h1 : : : hm) 2 Gm, â® (��; h) = (n�1; h1) � � � � � (n�m; hm) 2
�n1+���+nm .

�¯à¥¤¥«¨¬ ª®¬¯®§¨æ¨î R(n1)� � � � �R(nm)�R(m)! R(n1 + � � �+ nm) ¯® ä®à¬ã«¥

(�1; g1) : : : (�m; gm)(�; h) =

= ((� � �)(��1 � � � � � ��m)(��; h); g�1(n�1; h1) : : : g�m(n�m; hm)h) =

= ((�1 � � � � � �m)(� � �)(��; h); (g1 : : : gm)(h�
�1)(� � �)(��; h)) =

= (�1 � � � � � �m; g1 : : : gm(h�
�1))(� � �)(��; h):

� ª ®¡ëç®, ¯®«®¦¨¬ ab = bab�1.

�¥¬¬  7. �¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥ â®¦¤¥áâ¢ :

((�1; g1)�1) : : : ((�m; gm)�m)(�; h) = ((�1; g1) : : : (�m; gm)(�; h))(��1 � � � � � ��m)
(��;h); (12)

(�1; g1) : : : (�m; gm)((�; h)�) = ((�1; g1) : : : (�m; gm)(�; h))(�� � �): (13)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ç «  ¤®ª ¦¥¬ (12).

(�1�1; g1�1) : : : (�m�m; gm�m)(�; h) =

= (�1�1 � � � � � �m�m; (g1�1) : : : (gm�m)(h�
�1))(� � �)(��; h) =

= ((�1 � � � � � �m)(�1 � � � � � �m); (g1 : : : gm)(h�
�1)(�1 � � � � � �m))(� � �)(��; h) =

= (�1 � � � � � �m; (g1 : : : gm)(h�
�1))(�1 � � � � � �m)(� � �)(��; h) =

= (�1 � � � � � �m; (g1 : : : gm)(h�
�1))(� � �)(��1 � � � � � ��m)(��; h) =

= (�1 � � � � � �m; (g1 : : : gm)(h�
�1))(� � �)(��; h)(��; h)(��1 � � � � � ��m)(��; h) =

= (�1 � � � � � �m; (g1 : : : gm)(h�
�1))(� � �)(��; h)(��1 � � � � � ��m)(��;h) =

= ((�1; g1) : : : (�m; gm)(�; h))(��1 � � � � � ��m)
(��;h):

�®£« á® «¥¬¬¥ 5 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®¦¤¥áâ¢®

(�� � �)(���; h�) = (�� � �)((n��1; h�1)� � � � � (n��m; h�m)) =

= ((n�1; h1)� � � � � (n�m; hm))(�� � �) = (��; h)(�� � �):

�¥¢ ï ç áâì (13) ¯à¥®¡à §ã¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

(�1; g1) : : : (�m; gm)((�; h)�) = (�1 � � � � � �m; (g1 : : : gm)((h�)(��)
�1))(� � ��)(���; h�) =

= (�1 � � � � � �m; (g1 : : : gm)(h�
�1))(� � �)(�� � �)(���; h�) =

= (�1 � � � � � �m; (g1 : : : gm)(h�
�1))(� � �)(��; h)(�� � �) =

= ((�1; g1) : : : (�m; gm)(�; h))(�� � �): �

�¥¬¬  8. �ãáâì � = (n1 : : : nm), ni | æ¥«ë¥ ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ç¨á« , g = (g1 : : : gm), gi 2 G,
� 2 �m. �®£¤ 

(��; g�) = (� � �)�1(�; g)(� � �): (14)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£« á® «¥¬¬¥ 5

(� � �)(��; g�) = (� � �)((n�1; g�1)� � � � � (n�m; g�m)) = ((n1; g1)� � � � � (nm; gm))(� � �);

çâ® à ¢®á¨«ì® (14).
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�¥¬¬  9. �ãáâì ¤ ë l1; : : : ; ln | æ¥«ë¥ ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ç¨á« , � = (l1 : : : ln), l =
l1 + � � � + ln, g 2 G. �®£¤  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®¦¤¥áâ¢®

((l1; g) � � � � � (ln; g))(� � (n; g)) = (l; g): (15)

�®ª § â¥«ìáâ¢®.�ãáâìM(�) | ¬ âà¨æ  ¯®¤áâ ®¢ª¨ � 2 �n. �®£¤ M(���) =
�
M(�) 0
0 M(�)

�
.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢a (15) à áá¬®âà¨¬ ¤¢  á«ãç ï: �(g) = 1 ¨ �(g) = �1. � ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ à ¢¥-
áâ¢® âà¨¢¨ «ì®, â. ª. (n; g) = 1, (l; g) = 1, (li; g) = 1. �ãáâì �(g) = �1, â®£¤ 

M((l; g)) =

0
BBBBBB@

0 0 : : : 0 1
0 0 : : : 1 0

: : : : : :
. . . : : : : : :

0 1 : : : 0 0
1 0 : : : 0 0

1
CCCCCCA :

�¡®§ ç¨¬ íâã l � l{¬ âà¨æã ç¥à¥§ E�

l . �®£¤ 

A =M((�; g : : : g| {z }
n

)) =

0
BBBB@
M((l1; g)) 0 : : : 0

0 M((l2; g)) : : : 0

: : : : : :
. . . : : :

0 0 : : : M((ln; g))

1
CCCCA =

0
BBBB@
E�

l1
0 : : : 0

0 E�

l2
: : : 0

: : : : : :
. . . : : :

0 0 : : : E�

ln

1
CCCCA ;

B =M((� � (n; g))) =

0
BBBBBB@

0 0 : : : 0 El1

0 0 : : : El2 0

: : : : : :
. . . : : : : : :

0 Eln�1 : : : 0 0
Eln 0 : : : 0 0

1
CCCCCCA ;

£¤¥ Ek | ¥¤¨¨ç ï k�k { ¬ âà¨æ . �¥¯¥àì ¤®ª § â¥«ìáâ¢® (15) á¢®¤¨âáï ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã à -
¢¥áâ¢  AB = E�

l . �®«®¦¨¬ A = (A1; : : : ; An)T , Ai | ¬ âà¨æ  à §¬¥à  li � l,
Ai = (Ai1; : : : ; Aij ; : : : ; Ain), £¤¥ Aij | ¡«®ª à §¬¥à  li � lj , Aii = E�

li
, Aij = 0 ¯à¨ i 6= j. �ãáâì

B = (B1; : : : ; Bn), £¤¥ Bij | ¡«®ª à §¬¥à  li � ln�j+1, Bn+1�j;j = Eln+1�j , ¢ ®áâ «ìëå á«ãç ïå
Bij = 0. �®£¤ 

AB =

0
BBBB@
A1B1 A1B2 : : : A1Bn

A2B1 A2B2 : : : A2Bn

: : : : : :
. . . : : :

AnB1 AnB2 : : : AnBn

1
CCCCA ;

£¤¥ AiBj =
nP

k=1
AikBkj | ¡«®ª à §¬¥à  li � ln�j+1. �â¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® j á¯à ¢¥¤-

«¨¢® An+1�jBj = E�

ln+1�j
,   ¯à¨ i 6= n + 1 � j ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® AiBj = 0. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,

An+1�jBj =
nP

k=1
An+1�j;kBkj , An+1�j;n+1�j = E�

ln+1�j
, Bn+1�j;j = Eln+1�j , ¢ ®áâ «ìëå á« £ ¥¬ëå

®¡  ¬®¦¨â¥«ï à ¢ë ã«î.

�á«¨ i 6= n+ 1� j, â® ¢ AiBj =
nP

k=1
AikBkj ¥ã«¥¢®© ¬®¦¨â¥«ì Aii ã¬®¦ ¥âáï   ã«¥¢®©

Bij ,   ¥ã«¥¢®© Bn+1�j;j |   ã«¥¢®© Ai;n+1�j . �®íâ®¬ã

AB =

0
BBB@

0 0 : : : A1Bn

: : : : : : : : : : : :

0 An�1B2 : : : 0
AnB1 0 : : : 0

1
CCCA = E�

l : �
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�¥®à¥¬  1. �¥¬¥©áâ¢® �G� = f�G�(n) j n = 0; 1; 2 : : : g ¢¬¥áâ¥ á ¢¢¥¤¥®© ®¯¥à æ¨¥©
ª®¬¯®§¨æ¨¨ ï¢«ï¥âáï ®¯¥à ¤®©.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¤¨¨æ¥© ®¯¥à ¤ë ï¢«ï¥âáï í«¥¬¥â " = (1; 1) 2 �1 � G. �à®¢¥à¨¬ ¢ë-
¯®«¥¨¥ á¢®©áâ¢ ¥¤¨¨æë:

(" : : : ")(�; h) = (1; 1) : : : (1; 1)(�; h) =

= (1� � � � � 1; (1 : : : 1)(h��1))((1 : : : 1) � �)((1 : : : 1)�; h) = (1; h��1)� = (�; h);

(�; h)(1; 1) = (�; h(1 � 1�1))(1 � 1)(1 � 1; 1) = (�; h):

�®¦¤¥áâ¢ , á¢ï§ë¢ îé¨¥ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¨ ¤¥©áâ¢¨ï £àã¯¯ ¯®¤áâ ®¢®ª, ¯à®¢¥àïîâáï á«¥¤ãîé¨¬¨
¢ëç¨á«¥¨ï¬¨:

(�1(�1; g1) : : : �m(�m; gm))(�; h) =

= ((�1�1)� � � � � (�m�m); g1 : : : gm(h�
�1))(� � �)(��; h) =

= ((�1 � � � � � �m)(�1 � � � � � �m); g1 : : : gm(h�
�1))(� � �)(��; h) =

= (�1 � � � � � �m)((�1 � � � � � �m; g1 : : : gm(h�
�1))(� � �)(��; h)) =

= (�1 � � � � � �m)(�1; g1) : : : (�m; gm)(�; h);

(� � �)((��1; g�1) : : : (��m; g�m)(�; h)) =

= (� � �)(��1 � � � � � ��m; g�1 : : : g�m(h�
�1))(�� � �)(���; h) =

= ((� � �)(��1 � � � � � ��m); g�1 : : : g�m(h�
�1))(�� � �)(���; h) =

= ((�1 � � � � � �m)(� � �); g1 : : : gm(h�
�1��1)(� � �))(�� � �)(���; h) =

= (�1 � � � � � �m; g1 : : : gm(h�
�1��1))(� � �)(�� � �)(���; h) =

= ((�1 � � � � � �m; g1 : : : gm(h(��)
�1))(� � ��)(�(��); h)) = (�1; g1) : : : (�m; gm)(�(�; h)):

�®ª ¦¥¬  áá®æ¨ â¨¢®áâì ª®¬¯®§¨æ¨¨. �ãáâì (�ij ; gij) 2 �G�(kij), (�j ; hj) 2 �G�(nj), (�; p) 2
�G�(m), i = 1; : : : ; nj , j = 1; : : : ;m.

�à¥¡ã¥âáï ¤®ª § âì, çâ®

((�11; g11) : : : (�n11; gn11)(�1; h1)) : : : ((�1m; g1m) : : : (�nmm; gnmm)(�m; hm))(�; p) =

= ((�11; g11) : : : (�nmm; gnmm))((�1; h1) : : : (�m; hm)(�; p)): (16)

�®«®¦¨¬ �i = (k1i : : : knii), 1 � i � m, ki = k1i + � � � + knii, � = (k1 : : : km), � = (n1 : : : nm),
h = h1 : : : hm,  = �1 � � � � � �m = �1 : : : �m, � = � (íâ® ª®¬¯®§¨æ¨ï ¬®àä¨§¬®¢ ¢ ª â¥£®à¨¨
P ). �ãáâì â ª¦¥ �i = (�i � �i)(�i�i; hi), �i = �1i � � � � � �mi, gi = g1i : : : gnii, � = �1 � � � � � �m,
� = (� � �)(��; p), � = (��; p).

� ª ª ª

(�1i; g1i) : : : (�nii; gnii)(�i; hi) = (�1i� � � � � �nii; g1i : : : gnii(hi�
�1
i ))(�i � �i)(�i�i; hi) = (�i; gi(hi�

�1
i ))�i;

â® á®£« á® â®¦¤¥áâ¢ã (12) ¯®«ãç¨¬

((�1; g1(h1�
�1
1 )) : : : ((�m; gm(hm�

�1
m ))(�; p)))(��1 � � � � � ��m)

(��;p) =

= (�1 � � � � � �m; (g1 : : : gm)((h1�
�1
1 ) : : : (hm��1

m )(p��1)))(� � �)(��; p)(��; p)�

�(��1 � � � � � ��m)(��; p) = (�1 � � � � � �m; (g1 : : : gm)((h1�
�1
1 ) : : : (hm��1

m )(p��1)))�

�(� � �)(��1 � � � � � ��m)(��; p):
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�â ª, «¥¢ ï ç áâì (16) à ¢ 

(�1 � � � � � �m; (g1 : : : gm)(h1�
�1
1 : : : hm�

�1
m (p��1)))(� � �)(��1 � � � � � ��m)(��; p): (17)

�à¥®¡à §ã¥¬ ¯à ¢ãî ç áâì (16):

((�11; g11) : : : (�nmm; gnmm))((�1; h1) : : : (�m; hm)(�; p)) =

= ((�11; g11) : : : (�nmm; gnmm))((�1 � � � � � �m; h1 : : : hm(p��1))(� � �)(��; p)) =

= ((�11; g11) : : : (�nmm; gnmm))(�; h(p�
�1))(� � �):

�à¨¬¥ïï â®¦¤¥áâ¢® (12), ¢¨¤¨¬, çâ® ¯®á«¥¤¥¥ ¢ëà ¦¥¨¥ à ¢®

(�11 � � � � � �nmm; (g11 : : : gnmm)((h(p�
�1))��1))( � �)(�; h(p��1))(� � �): (18)

�â ª, ¯à®¢¥àª  (5) á¢®¤¨âáï ª ¯à®¢¥àª¥ à ¢¥áâ¢  (17) = (18). �á®, çâ®

�1 � � � � � �m = �11 � � � � � �nmm; g1 : : : gm = g11 : : : gnmm;

h(p��1)(��1
1 � � � � � ��1

m ) = (h1��1
1 ) : : : (hm��1

m )(p��1):

�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® à ¢¥áâ¢  (17) = (18) á¢®¤¨âáï ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã à ¢¥áâ¢ 
¯®¤áâ ®¢®ª

(� � �)(��1 � � � � � ��m)(��; p) = ( � �)(�; h(p��1))(� � �): (19)

�¡®§ ç¨¬ «¥¢ãî ç áâì íâ®£® ¯à¥¤¯®« £ ¥¬®£® à ¢¥áâ¢  ç¥à¥§ L, ¯à ¢ãî | ç¥à¥§ R. �®£¤ 

L = (� � �)((��1 � ��1)� � � � � (��m � ��m))((��1��1; h�1)� � � � � (��m��m; h�m))(��; p): (20)

� á¨«ã (10) ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì ( � �) = (�1 : : : �m) � (�1 � � � � � �m) = (�1 � �1)� � � � � (�m � �m). �à®¬¥
â®£®, � = (�1�1) : : : (�m�m), h(p��1) = (h1p1�) : : : (hmpm�), (�; h(p��1)) = (�1�1; h1p1�) � � � � �
(�m�m; hmpm�). �®£« á® (9) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®¦¤¥áâ¢® (�; h(p��1))(���) = (���)(��; h(p��1)�).
� ª ª ª ( � �)(� � �) = ( � (��)), â®

R = ( � ��)(��; h(p��1)�): (21)

�¤¥áì �� = (�1 � � � � � �m)(� � �)� = (� � �)(��1 � � � � � ��m)�. �®£« á® (7) ¨¬¥¥¬

 � (��) =  � ((� � �)(��1 � � � � � ��m)�) = ((� � �))(((� � �)) � ((��1 � � � � � ��m)�)) =

= ((�) � �)(((� � �)) � ((��1 � � � � � ��m)�)) = (� � �)((� � �)) � ((��1 � � � � � ��m)�):

�à ¢¨¢ ï L ¨ R, ¢¨¤¨¬, çâ®   � � � ¬®¦® \á®ªà â¨âì", ¨ à ¢¥áâ¢®, ª®â®à®¥ ã¦®
¤®ª § âì, ¨¬¥¥â ¢¨¤

((� � �)) � ((��1 � � � � � ��m)�)(��; h(p�
�1)�) =

= ((��1 � ��1)� � � � � (��m � ��m))((��1��1; h�1)� � � � � (��m��m; h�m))(��; p): (22)

�à¥®¡à §ã¥¬ «¥¢ãî ç áâì (22):

((� � �)) � ((��1 � � � � � ��m)�) = (((� � �)) � (��1 � � � � � ��m))(((� � �))((��1 � � � � � ��m) � �)):

� ª ª ª (� � �) = ��1 : : : ��m, â® ((� � �)) � (��1 � � � � � ��m) = (��1 � ��1) � � � � � (��m � ��m).
�®íâ®¬ã à ¢¥áâ¢® (22) íª¢¨¢ «¥â® á«¥¤ãîé¥¬ã:

((��1��1; h�1)� � � � � (��m��m; h�m))(��; p) =

= (((� � �)(��1 � � � � � ��m)) � �)(��; h(p�
�1)�): (23)
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�ãáâì � = (� � �)(��1 � � � � � ��m) = (��1 : : : ��m)(��1 � � � � � ��m) = (��1��1) : : : (��m��m). �®£¤ 

�� = (�1 : : : �m)(�1 � � � � � �m)(� � �)(��; p) =

= ((�1�1) : : : (�m�m))(� � �)(��; p) = ((��1��1) : : : (��m��m))(��; p) = ��:

� «¥¥,

h(p��1)� = ((h1p1�) : : : (hmpm�))(� � �)� = ((h�1p1) : : : (h�mpm))� = r�;

£¤¥ r = (h�1p1) : : : (h�mpm) | áâà®ª  í«¥¬¥â®¢ ¬®®¨¤  G.
� ¯®¤áâ ®¢ª¥ (��; h(p��1)�) ¯à¨¬¥¨¬ â®¦¤¥áâ¢® (14). �â® ¤ ¥â (��; h(p��1)�) = (��; r�) =

(� � �)�1(�; r)(� � �), ¯®íâ®¬ã ¯à ¢ ï ç áâì (23) à ¢  (� � �)(� � �)�1(�; r)(� � �) = (�; r)(� � �).
� áá¬®âà¨¬ (�; r) = (��1��1; h�1p1)� � � � � (��m��m; h�mpm), £¤¥ ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î

(��i��i; h�ipi) = (k��i1;�i; h1;�ipi)� � � � � (k��in�i;�i; hn�i;�ipi) =

= ((k��i1;�i; h1;�i)� � � � � (k��in�i;�i; hn�i;�i))((k��i1;�i; pi)� � � � � (k��in�i;�i; pi)) =

= (��i��i; h�i)(��i��i; pi):

�¤¥áì pi = pi : : : pi| {z }
n�i

. � ª¨¬ ®¡à §®¬,

(�; r) = ((��1��1; h1)� � � � � (��m��m; hm))((��1��1; p1)� � � � � (��m��m; pm)):

�âcî¤  ¢¨¤®, çâ® (12) à ¢®á¨«ì® à ¢¥áâ¢ã

(��; p) = ((��1��1; p1)� � � � � (��m��m; pm))(� � �): (24)

� ª ª ª � = (��; p) = (n�1; p1)� � � � � (n�m; pm), � = (��1��1) : : : (��m��m), â® ¨§ «¥¬¬ë 6 á«¥¤ã¥â

� � � = ((��1��1) � (n�1; p1))� � � � � ((��m��m) � (n�m; pm)) =
mY
i=1

((��i��i) � (n�i; pi)): (25)

�¥¯¥àì (24) ¯¥à¥¯¨áë¢ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥

mY
i=1

(k�i; pi) =
mY
i=1

(��i��i; pi)((��i��i) � (n�i; pi));

çâ® á«¥¤®¢ «® ¡ë ¨§ à ¢¥áâ¢ (¤«ï ¢á¥å 1 � i � m)

(k�i; pi) = (��i��i; pi)((��i��i) � (n�i; pi)):

�® á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì íâ¨å à ¢¥áâ¢ á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 9.

�à¨¬¥à 1. �ãáâì G = f1g. � íâ®¬ á«ãç ¥ �n � Gn �= �n. �®¬®¬®àä¨§¬ � âà¨¢¨ «¥. �®-
«ãç ¥¬ ®¯¥à ¤ã �, ª®¬¯®¥âë ª®â®à®© �(n) = �n,   ª®¬¯®§¨æ¨ï á¢®¤¨âáï ª á«¥¤ãîé¥¬ã:
�1 : : : �m� = (�1 � � � � � �m)(� � �).

�à¨¬¥à 2. �ãáâì G = f+1;�1g �= �2. �®£¤  �n � G | íâ® £¨¯¥à®ªâ í¤à «ì ï £àã¯¯ ,
ª®â®à ï ¡ã¤¥â ®¡®§ ç âìáï ç¥à¥§ Octn. �®« £ ï � â®¦¤¥áâ¢¥ë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬, ¯®«ãç ¥¬
®¯¥à ¤ã, ®¯¨á ãî ªà âª® ¢ ¯à¨¬¥à¥ 2.1 ([5], á. 278). �ã¤¥¬  §ë¢ âì ¥¥ £¨¯¥à®ªâ í¤à «ì®©
®¯¥à ¤®© ¨ ®¡®§ ç âì ç¥à¥§ Oct.
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3. �¯¨á ¨¥  «£¥¡à

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. �ãáâì R | ®¯¥à ¤ , ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥«¨¥© ï. �«£¥¡à®©  ¤ ®¯¥à ¤®©
R  §ë¢ ¥âáï ¬®¦¥áâ¢® A ¢¬¥áâ¥ á § ¤ ë¬¨ ¤«ï ª ¦¤®£® n � 1 (¨«¨ n � 0, ¥á«¨ ®¯à¥¤¥«¥ 
ª®¬¯®¥â  R(0)) ®¯¥à æ¨ï¬¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨ Am �R(m) �! A, (a1; : : : ; am; !) 7! a1a2 : : : am!, ¤«ï
ª®â®àëå a" = a ¤«ï «î¡®£® a 2 A , ¨ ¢ë¯®«¥® â®¦¤¥áâ¢®  áá®æ¨ â¨¢®áâ¨

(a1 1a2 1 : : : an1 1!1)(a1 2a2 2 : : : an2 2!2) : : : (a1ma2m : : : anmm!m)! =

= (a1 1a2 1 : : : an1 1 : : : a1ma2m : : : anmm)(!1!2 : : : !m!)

¨ á¢®©áâ¢®, á¢ï§ë¢ îé¥¥ ª®¬¯®§¨æ¨î á ¤¥©áâ¢¨¥¬ £àã¯¯ë ¯®¤áâ ®¢®ª (a1:::am)(�!) = a�1:::a�m!,
¯à¨ � 2 �m. �á«¨ ¢ ®¯¥à ¤¥ R ¥áâì ã«¥¢ ï ª®¬¯®¥â  R(0), â® ¢ á«ãç ¥ m = 0 ª®¬¯®§¨æ¨ï
¢  «£¥¡à¥ A á¢®¤¨âáï ª ®â®¡à ¦¥¨î R(0) ! A, ®¡à § ª®â®à®£® ¥áâì ¬®¦¥áâ¢® ª®áâ â A.
�á«¨ ®¯¥à ¤  R K-«¨¥© , â®  «£¥¡àë  ¤ R ®¡ëç® â®¦¥ ¯à¥¤¯®« £ îâáï «¨¥©ë¬¨, â. ¥.
ï¢«ïîâáï K-¬®¤ã«ï¬¨, ¨ ¯à¨ n > 0 ª®¬¯®§¨æ¨ï «¨¥©  ¯® ª ¦¤®¬ã  à£ã¬¥âã.

�ãáâì Alg(R) ¥áâì ª â¥£®à¨ï  «£¥¡à  ¤ ®¯¥à ¤®© R.

�¥®à¥¬  2. �®£®®¡à §¨¥ Alg(�G�) à æ¨® «ì® íª¢¨¢ «¥â® ¬®£®®¡à §¨î M ã¨¢¥à-
á «ìëå  «£¥¡à á«¥¤ãîé¥£® ¢¨¤ . �«£¥¡à  A íâ®£® ¬®£®®¡à §¨ï | íâ® ¯®«ã£àã¯¯  á ®¯¥à æ¨¥©
ã¬®¦¥¨ï A � A ! A, (x; y) 7! x � y, á ¡¦¥ ï ¯à ¢ë¬ ¤¥©áâ¢¨¥¬ A�G ! A, (a; g) 7! ag,
â ª¨¬, çâ®

(a1 � a2)g =

(
ag1 � a

g
2 ¯à¨ �(g) = +1;

a
g
2 � a

g
1 ¯à¨ �(g) = �1:

(26)

� àë¥ ®¯¥à æ¨¨ ¢¨¤  a 7! ag ¢å®¤ïâ ¢ á¨£ âãàã ¬®£®®¡à §¨ï M. �á«¨ ¢ á®áâ ¢ ®¯¥à ¤ë
�G� ¢å®¤¨â ã«¥¢ ï ª®¬¯®¥â , â® ®¡ê¥ªâë M áãâì ¯®«ã£àã¯¯ë á ¥¤¨¨æ¥© (®¡®§ ç ¥¬®©
ç¥à¥§ e), ¯à¨ç¥¬ eg = e ¤«ï ¢á¥å g 2 G. �á«¨ K | ª®¬¬ãâ â¨¢®¥ ª®«ìæ®,â® Alg(�G�) à æ¨®-
 «ì® íª¢¨¢ «¥â® ¬®£®®¡à §¨î  áá®æ¨ â¨¢ëå K- «£¥¡à (á ¥¤¨¨æ¥©, ¥á«¨ ¢ ®¯¥à ¤¥ ¥áâì
ã«¥¢ ï ª®¬¯®¥â ),   ª®â®àëå á¯à ¢  K-«¨¥©® ¤¥©áâ¢ã¥â G, ¨ ¢ë¯®«¥ë â®¦¤¥áâ¢ 
(26).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¯®¬¨¬, çâ® ¬®£®®¡à §¨ï Alg(�G�) ¨M à æ¨® «ì® íª¢¨¢ «¥âë,
¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¨§®¬®àä¨§¬ (  ¥ ¯à®áâ® íª¢¨¢ «¥â®áâì) ª â¥£®à¨© � : Alg(�G�)!M â ª®©,
çâ® U2� = U1, £¤¥ U1 : Alg(�G�) ! Set, U2 : M ! Set | \§ ¡ë¢ îé¨¥" äãªâ®àë ¢ ª â¥£®à¨î
¬®¦¥áâ¢, á®¯®áâ ¢«ïîé¨¥  «£¥¡à¥ A ¬®¦¥áâ¢® A (á¬. [6], [7]). �ãáâì A |  «£¥¡à   ¤ �G�.
� ª ª ª �G�(1) �= G, â® ª®¬¯®§¨æ¨ï A � �G�(1) ! A ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯à ¢®¥ ¤¥©áâ¢¨¥ A � G ! A

â ª®¥, çâ® ag = a("1; g). �¤¥áì "1 | ¥¤¨¨æ  ¢ £àã¯¯¥ �1, ¨ ¤«ï «î¡®£® n > 0 ç¥à¥§ "n ¤ «¥¥ ¡ã¤¥â
®¡®§ ç âìáï ¥¤¨¨ç ï ¯®¤áâ ®¢ª  n-£® ¯®àï¤ª . �®«®¦¨¬ ! = ("2; (11)), ¨ ¯ãáâì a1�a2 = a1a2!

¤«ï a1; a2 2 A . �à®¢¥à¨¬, çâ® íâ  ®¯¥à æ¨ï  áá®æ¨ â¨¢ :

(a1 � a2) � a3 = ((a1a2!)a3)! = a1a2a3(!"!) =

= (a1a2a3)(("2; (11); ("1; 1))("2; (11)) = (a1a2a3)("2"1"2; (111)) = (a1a2a3)("3; (111));

a1 � (a2 � a3) = (a1a2a3)("!!) = (a1a2a3)("3; (111)):

�á«¨ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¢ �G� ¥áâì ã«¥¢ ï ª®¬¯®¥â , â® ®  á®áâ®¨â ¨§ ¥¤¨áâ¢¥®£®
í«¥¬¥â  "0 ¨ ¥£® ¤¥©áâ¢¨¥   A á¢®¤¨âáï ª ¢ë¡®àã ¢ A ¥ª®â®à®£® ä¨ªá¨à®¢ ®£® í«¥¬¥â  e.
�à®¢¥à¨¬, çâ® a �e = e �a = a ¤«ï «î¡®£® a 2 A. �ë¤¥«ïï,  ¯à¨¬¥à, ¢ ¢ëà ¦¥¨¨ a �e = (ae)! âã
á®áâ ¢«ïîéãî, ª®â®à ï ®â®á¨âáï ª ®¯¥à ¤¥, ¯®«ãç¨¬ ""0! = ("1; 1) = ", çâ® ®§ ç ¥â a � e = a.
� ª®¥æ, (a1 � a2)g = (a1a2!)("1; g) = a1a2(("2; (11))("1; g)) = a1a2("2; gg).
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�® ®¯à¥¤¥«¥¨î ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¢ ®¯¥à ¤¥ �G� ¨¬¥îâ ¬¥áâ® â®¦¤¥áâ¢ 

("2; gg) =

(
("1; g)("1; g)("2; 11); �(g) = +1;

( 1 2
2 1 ) (("1; g)("1; g)("2; 11)); �(g) = �1:

�«ãç © �(g) = +1 ®ç¥¢¨¤¥. � á«ãç ¥ �(g) = �1 ¯®«ãç¨¬

(a1 � a2)
g = (a1a2) ( 1 2

2 1 ) ("1; g)("1; g)!) = ((a1a2) ( 1 2
2 1 )) (("1; g)("1; g)!) =

= (a2a1)(("1; g)("1; g)!) = a
g
2 � a

g
1:

�ãªâ®à � á®¯®áâ ¢«ï¥â  «£¥¡à¥ A  ¤ ®¯¥à ¤®© �G� ¬®¦¥áâ¢® A, á ¡¦¥®¥ ¤¥©áâ¢¨-
¥¬ ¬®®¨¤  G ¨ ¡¨ à®© ®¯¥à æ¨¥© ã¬®¦¥¨ï, ®¯¨á ë¬¨ ¢ëè¥. �§ ®¯à¥¤¥«¥¨© á«¥¤ã¥â,
çâ® £®¬®¬®àä¨§¬ë �G�- «£¥¡à á®åà ïîâ íâ¨ ®¯¥à æ¨¨. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® äãªâ®à
� : Alg(�G�)!M, ¨ ®ç¥¢¨¤®, çâ® U2 � � = U1.

�®áâà®¨¬ ®¡à âë© ª � äãªâ®à 	. �ãáâì A |  «£¥¡à  ¨§ M. �¯à¥¤¥«¨¬ ª®¬¯®§¨æ¨î
An ��G�(n)! A ¯® ä®à¬ã«¥ (a1 : : : an)(�; g1 : : : gn) = ag1�1 � : : : � a

gn
�n. �á®, çâ® a("1; 1) = a1 = a.

�à®¢¥à¨¬  áá®æ¨ â¨¢®áâì. �ãáâì xi=xi1 : : : xnii 2 Ani , (�i; gi) 2 �G�(ni), gi=gi1 : : : gnii 2 Gni ,
(�; h) 2 �G�(m), hi = h1 : : : hm 2 Gm, � = (n1 : : : nm), �i = �i(h) = (ni; h). �®£¤ 

(x1(�1; g1) : : : xm(�m; gm))(�; h) = (x�1(��1; g�1))
h1 � : : : � (x�m(��m; g�m))

hm :

�ëç¨á«¨¬ yi = (x�i(��i; g�i))
hi = (xg1;�i��i1;�i � : : : � x

gn�i;�i
��in�i;�i

)hi . �á«¨ �(g) = +1, â® yi =
(x��i1;�i)

g1;�i�hi � : : : �(x��in�i;�i)
gn�i;�i�hi . �á«¨ �(g) = �1, â® yi = (x��in�i;�i)

gn�i;�i�hi � : : : �(x��i1;�i)
g1;�i�hi .

� áá¬®âà¨¬

z = (x1 : : : xm)((�1; g1) : : : (�m; gm)(�; h)) =

= (x1 : : : xm)((�1 � � � � � �m)(� � �)(��1 � � � � � ��m); (g�1��1 : : : g�m��mh)):

� ¬¥â¨¬, çâ®

(x1 : : : xm)((�1 � � � � � �m)(� � �)) = (x1�1 : : : xm�m)(� � �) = (x�1��1 : : : x�m��m):

�§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨ á«¥¤ã¥â z = z1 � z2 � : : : � zm, £¤¥ ¬®¦¨â¥«¨ zi ãáâà®-
¥ë á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �à¨ �(g) = +1 íâ® ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ áâà®ª¨ (x�i��i) =
(x��i1;�i : : : x��in�i;�i), ¯à¨ç¥¬   �j;�i -© í«¥¬¥â ¤¥©áâ¢ã¥â á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© í«¥¬¥â ¨§ áâà®ª¨
g�ihi, â. ¥. í«¥¬¥â gj;�ihi 2 G. �à¨ �(g) = �1 ¨¬¥¥¬

��i =
�

1 2 ::: n�i�1 n�i
n�i n�i�1 ::: 2 1

�
; (g�i�si)hi = (gn�i;�i � hi : : : g1;�i � hi);

¨ zi ¥áâì ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢á¥å í«¥¬¥â®¢ áâà®ª¨ x�i��i, ¢§ïâëå ¢ ®¡à â®¬ ¯®àï¤ª¥,   ª®â®àëå
¤¥©áâ¢ãîâ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ í«¥¬¥âë ¨§ (g�i�si)hi. � «î¡®¬ á«ãç ¥ zi = yi. �§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï á«¥-
¤ã¥â, çâ® £®¬®¬®àä¨§¬ë ¬¥¦¤ã  «£¥¡à ¬¨ ¨§ ¬®£®®¡à §¨ïM ¯à¥¢à é îâáï ¢ £®¬®¬®àä¨§¬ë
 «£¥¡à  ¤ ®¯¥à ¤®© �G�. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¯à¥¤¥«¥ äãªâ®à 	 : M ! Alg(�G�). �¥£ª® ¯à®-
¢¥à¨âì, çâ® �	 | â®¦¤¥áâ¢¥ë© äãªâ®à. �¡¥¤¨¬áï, çâ® 	� = Id. �ãáâì A 2 Alg(�G�),
B = �(A), C = 	(B). �®ª ¦¥¬, çâ® C = A. �ç¥¢¨¤®, íâ¨  «£¥¡àë á®¢¯ ¤ îâ ª ª ¬®¦¥-
áâ¢ . �ãáâì x1; : : : ; xn 2 C = A, (�; g) 2 �G�. � áá¬®âà¨¬ ª®¬¯®§¨æ¨î (x1 : : : xn)(�; g) ¢ C ¨
¯®ª ¦¥¬, çâ® ®  á®¢¯ ¤ ¥â á ª®¬¯®§¨æ¨¥© ¢ A. � ª ª ª x1 : : : xn(�; g) = (x1 : : : xn)(�("n; g)) =
((x1 : : : xn)�)("n; g) = (x�1 : : : x�n)("n; g), â® ¤®áâ â®ç® à áá¬®âà¥âì á«ãç © g = "n. �à¨ n = 1; 2
á®¢¯ ¤¥¨¥ x1 : : : xn("n; g) ¢ C ¨ A ¯à®¢¥àï¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®. �«ï n > 2 ¬®¦® ¯à®¢¥-
áâ¨ ¨¤ãªæ¨î, ¨á¯®«ì§ãï â®, çâ® ¢ ®¯¥à ¤¥ �G� ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® ("n; g1 : : : gn�1gn) =
("n�1; g1 : : : gn�1)("1; gn)("2; 11). �«ï K-«¨¥©®© ®¯¥à ¤ë K�G� ¯à®¢¥¤¥ë¥ ¢ëè¥ à ááã¦¤¥-
¨ï ¬®¤¨ä¨æ¨àãîâáï ®ç¥¢¨¤ë¬ ®¡à §®¬.
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�à¨¬¥à 3 (¯à®¤®«¦¥¨¥ ¯à¨¬¥à  1). � á¨«ã G = f1g ¤¥©áâ¢¨¥ ¬®®¨¤     «£¥¡à¥
A 2 Alg(�G�) ¢¬¥áâ¥ á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ á¢®©áâ¢®¬ ¢ëà®¦¤ ¥âáï ¢ â®¦¤¥áâ¢®, ¨ ¬®£®®¡à -
§¨¥  «£¥¡à  ¤ � á®£« á® â¥®à¥¬¥ 2 à æ¨® «ì® íª¢¨¢ «¥â® ¬®£®®¡à §¨î ¢á¥å ¯®«ã£àã¯¯
(á ¥¤¨¨æ¥© ¨«¨ ¡¥§ | ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â®£®, ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï «¨  «¨ç¨¥ ã«¥¢®© ª®¬¯®¥-
âë ¢ ®¯¥à ¤¥). � á«ãç ¥ «¨¥©®© ®¯¥à ¤ë K� á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¬®£®®¡à §¨¥ à æ¨® «ì®
íª¢¨¢ «¥â® ¬®£®®¡à §¨î ¢á¥å  áá®æ¨ â¨¢ëå K- «£¥¡à.

�à¨¬¥à 4 (¯à®¤®«¦¥¨¥ ¯à¨¬¥à  2). �®£®®¡à §¨¥ ¢á¥å  «£¥¡à Alg(Oct) à æ¨® «ì® íª¢¨-
¢ «¥â® ¬®£®®¡à §¨î ¢á¥å ¯®«ã£àã¯¯ á ¨¢®«îæ¨¥© (á¬. ¯à¨¬¥à 2.1 ¨§ [5], á. 278).
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