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ÓÄÊ 517.1

Ïå÷àòàåòñÿ ïî ðåøåíèþ
Ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîé êîìèññèè

ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÊÃÓ

Íàó÷íûé ðåäàêòîð
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð À. Í. Øåðñòíåâ

Íàñûðîâ Ñ.Ð. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Ïðåäåëû è íåïðå-
ðûâíîñòü. � Êàçàíü: Êàçàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, 2008. �
88 ñ.

Íàñòîÿùåå ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîäåðæèò ïîäãîòîâèòåëüíûé ìàòåðèàë,
íåîáõîäèìûé äëÿ èçó÷åíèÿ îñíîâ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî
èñ÷èñëåíèÿ ôóíêöèé îäíîé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé. Â íåì ñèñòåìàòè÷å-
ñêè èçëàãàþòñÿ òåìû, ñâÿçàííûå ñ ïðåäåëàìè ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé, ïðåäåëàìè âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé îäíîé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé,
íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè. Êðîìå òîãî, äàþòñÿ îñíîâû òåîðèè ìíîæåñòâ
è òîïîëîãèè âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Ìàòåðèàë ñîîòâåòñòâóåò êóðñó "Ìà-
òåìàòè÷åñêèé àíàëèç" äëÿ êëàññè÷åñêèõ óíèâåðñèòåòîâ (ïåðâàÿ ïîëîâèíà
ïåðâîãî ñåìåñòðà).

c© Íàñûðîâ Ñ.Ð., 2008



1 Ìíîæåñòâà è ôóíêöèè

1.1 Ìíîæåñòâà

Ìíîæåñòâî � ýòî ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ, êîòîðûå îáëàäàþò
êàêèì-ëèáî îáùèì ñâîéñòâîì.

Çàìå÷àíèå. Ìíîæåñòâî � ýòî áàçîâîå ïîíÿòèå â ìàòåìàòèêå, îíî
íå îïðåäåëÿåòñÿ. Ìîæíî òîëüêî ïîÿñíèòü, ÷òî îíî îçíà÷àåò.

Îáúåêòû, êîòîðûå îáúåäèíåíû â ìíîæåñòâî, íàçûâàþòñÿ åãî ýëå-
ìåíòàìè èëè òî÷êàìè. Åñëè A � ìíîæåñòâî, a � îáúåêò ýòîãî ìíîæå-
ñòâà, òî ïèøóò a ∈ A è ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò ìíîæå-
ñòâó A èëè ÷òî a � òî÷êà ìíîæåñòâà A .

Åñëè îáúåêò a íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A , òî ïèøóò a 6∈ A èëè
a∈A .

Ïóñòü äàíû äâà ìíîæåñòâà A è B . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî
A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì B èëè ÷àñòüþ ìíîæåñòâà B , åñëè ëþáîé
ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà B . Ïðè ýòîì ïèøóò
A ⊂ B . Åñëè ìíîæåñòâî A íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì B , òî ïèøóò
A 6⊂ B .

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ìíîæåñòâà èçîáðàæàþò íà äèàãðàììàõ â âèäå êðó-
æî÷êîâ, îâàëîâ, ïðÿìîóãîëüíèêîâ èëè äðóãèõ ïëîñêèõ ôèãóð, ñîäåðæà-
ùèõñÿ â íåêîòîðîì ïðÿìîóãîëüíèêå X . Ýòîò ïðÿìîóãîëüíèê òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ ìíîæåñòâîì, êîòîðîå ñîäåðæèò ðàññìàòðèâàåìûå ìíîæåñòâà. Òàêîå
ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ óíèâåðñóìîì.
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Â

Á

¿

À

B
A

Ðèñ. 1.

Íàïðèìåð, åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà R , òî â
êà÷åñòâå óíèâåðñóìà X ìîæíî âçÿòü R . Ïîäîáíûå äèàãðàììû íàçûâàþò
äèàãðàììàìè Âåííà ïî èìåíè èõ èçîáðåòàòåëÿ � àâñòðèéñêîãî ìàòåìà-
òèêà. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà äèàãðàììà Âåííà, èëëþñòðèðóþùàÿ ïîíÿòèå

3



ïîäìíîæåñòâà. Íà ýòîé äèàãðàììå A ÿâëÿåòñÿ ìåíüøèì êðóæî÷êîì, à B

� á�îëüøèì.
Äâà ìíîæåñòâà A è B ñîâïàäàþò (ïèøóò A = B ), åñëè îíè ñî-

ñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî A = B òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà A ⊂ B è B ⊂ A .

Äëÿ óäîáñòâà ââîäÿò ïîíÿòèå ïóñòîãî ìíîæåñòâà. Ýòî òàêîå ìíî-
æåñòâî, êîòîðîå íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ýëåìåíòà. Îáîçíà÷àåòñÿ ïóñòîå
ìíîæåñòâî ñèìâîëîì ∅ .

Åñëè A � ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ èç X , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîé-
ñòâó C , òî â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò A = {x ∈ X | x óäîâëåòâîðÿåò C} .
Âìåñòî ÷åðòû | ÷àñòî óïîòðåáëÿþò çíàê äâîåòî÷èÿ. Èíîãäà ìíîæåñòâà
îïèñûâàþò, ïåðå÷èñëÿÿ â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ÷åðåç çàïÿòóþ åãî ýëåìåíòû.

Ïðèìåðû. 1. N = {1, 2, 3, 4, . . .} � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
2. Z = {0,±1,±2,±3,±4, . . .} � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë.
3. Q = {m/n : m,n ∈ Z, n 6= 0} � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
4. R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
5. C � ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Ïåðå÷èñëèì êâàíòîðû (ëîãè÷åñêèå çíà÷êè), êîòîðûå óïîòðåáëÿþòñÿ

äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè: ∀ (ëþáîé èëè äëÿ ëþáîãî), ∃ (ñóùåñòâóåò èëè
ñóùåñòâóåò òàêîé, ÷òî), =⇒ (ñëåäóåò), ⇐⇒ (òîãäà è òîëüêî òîãäà
èëè ýêâèâàëåíòíî).

1.2 ×èñëîâûå ïðîìåæóòêè

×èñëîâàÿ ïðÿìàÿ � ýòî íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ, íà êîòîðîé âûáðàíî ïî-
ëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå, íåêîòîðàÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà (íà÷àëî êîîðäèíàò
èëè íóëü) è ìàñøòàá. Èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè èçâåñòíî, ÷òî ëþáî-
ìó ÷èñëó èç R ìîæíî ñîïîñòàâèòü åäèíñòâåííóþ òî÷êó íà ýòîé ïðÿìîé.
Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ � ýòî ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç äëÿ áî-
ëåå íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Âïðî÷åì, ÷àñòî ýòó
ïðÿìóþ îòîæäåñòâëÿþò ñ ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è ìíîæåñòâî
R íàçûâàþò ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå âèäû ÷èñëîâûõ ïðîìåæóòêîâ íà ïðÿìîé.
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1. Îòðåçîê èëè ñåãìåíò [a; b] := {x ∈ R | a ≤ x ≤ b} .
-r ra b x

Ðèñ. 2

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

2. Èíòåðâàë (a; b) := {x ∈ R | a < x < b} .
-r ra b x

Ðèñ. 3

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

3. Ïîëóèíòåðâàë èëè ïîëóîòðåçîê, ïîëóñåãìåíò
[a; b) := {x ∈ R | a ≤ x < b} .

-r ba b x

Ðèñ. 4

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

4. Ïîëóèíòåðâàë (a; b] := {x ∈ R | a < x ≤ b} .
-b ra b x

Ðèñ. 5

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

Ïðîìåæóòêè òèïîâ 1�4 íàçûâàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ÷èñëîâûìè ïðî-
ìåæóòêàìè. Êðîìå òîãî, åñòü 5 òèïîâ íåîãðàíè÷åííûõ.

5. [a; +∞) := {x ∈ R | x ≥ a} .
-ra x

Ðèñ. 6

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

6. (a; +∞) := {x ∈ R | x > a} .
-ba x

Ðèñ. 7

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

7. (−∞; b] := {x ∈ R | x ≤ b} .
-rb x

Ðèñ. 8

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡
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8. (−∞; b) := {x ∈ R | x < b} .
-bb x

Ðèñ. 9

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

9. (−∞; +∞) =: R .

1.3 Îñíîâíûå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè

Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî (óíèâåðñóì), áóäåì ðàññìàòðèâàòü
åãî ïîäìíîæåñòâà A , B , C, . . . .

X'
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%

#
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Ã

!
#

"

Ã

!

A
B

C

Ðèñ. 10.

1.Îïåðàöèÿ îáúåäèíåíèÿ. Ïóñòü A , B � äâà ïîäìíîæåñòâà â X .
Îáúåäèíåíèåì ýòèõ ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

A ∪B := {x ∈ X | x ∈ A èëè x ∈ B}.
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A B½
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½
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½
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½
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½
½½

½
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½½

½
½½

Ðèñ. 11.

2. Îïåðàöèÿ ïåðåñå÷åíèÿ. Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A , B ⊂ X

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

A ∩B := {x ∈ X | x ∈ A è x ∈ B}.
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X'

&

$

%

'

&

$

%

A B¡¡
¡¡
¡¡

Ðèñ. 12.

Ñâîéñòâà îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ.
1) A ∪B = B ∪ A , A ∩B = B ∩ A (êîììóòàòèâíîñòü).
2) (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) (àññîöèàòèâíîñòü).
3) A∪ (B ∩C) = (A∪B)∩ (A∪C) , A∩ (B ∪C) = (A∩B)∪ (A∩C)

(äèñòðèáóòèâíîñòü).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå ðàâåíñòâî ïóíêòà 3) (âòîðîå äîêà-

çàòü ñàìîñòîÿòåëüíî!).
à) Ðàññìîòðèì ëþáîé ýëåìåíò x ∈ A ∪ (B ∩ C) . Ïî îïðåäåëåíèþ,

òîãäà x ∈ A èëè x ∈ B∩C . Åñëè x ∈ A , òî òîãäà x ∈ A∪B è x ∈ A∪C ,
ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ (A∪B)∩(A∪C) . Åñëè æå x ∈ B∩C , òî x ∈ B è x ∈ C .
Çíà÷èò, îïÿòü-òàêè x ∈ A∪B è x ∈ A∪C , îòêóäà x ∈ (A∪B)∩ (A∪C) .
Âûâîä: x ∈ A∪ (B ∩C) =⇒ x ∈ (A∪B)∩ (A∪C) . Çíà÷èò, A∪ (B ∩C) ⊂
⊂ (A ∪B) ∩ (A ∪ C) .

á) Ïóñòü òåïåðü x ∈ (A∪B)∩(A∪C) . Çíà÷èò, x ∈ A∪B è x ∈ A∪C .
Åñëè x ∈ A , òî x ∈ A∪ (B ∩C) . Åñëè æå x 6∈ A , òî èç óñëîâèé x ∈ A∪B

è x ∈ A ∪ C ñëåäóåò, ÷òî x ∈ B è x ∈ C . Çíà÷èò, x ∈ B ∩ C , îòêóäà
x ∈ A∪ (B ∩C) . Âûâîä: x ∈ (A∪B)∩ (A∪C) =⇒ x ∈ A∪ (B ∩C) . Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî (A ∪B) ∩ (A ∪ C) ⊂ A ∪ (B ∩ C) .

Èç à) è á) ñëåäóåò íóæíîå ðàâåíñòâî.

3. Îïåðàöèÿ ðàçíîñòè. Ïóñòü A , B ⊂ X . Ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ
A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

A \B := {x ∈ X | x ∈ A è x 6∈ B}.
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Ðèñ. 13.

Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà.
1) A \ A = ∅ .
2) A \ ∅ = A .
3) Åñëè A ⊂ B , òî A \B = ∅ .

4. Îïåðàöèÿ äîïîëíåíèÿ. Ïóñòü A ⊂ X . Äîïîëíåíèåì ìíîæå-
ñòâà A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Ac := {x ∈ X | x 6∈ A} = X \ A.
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Ðèñ. 14.

Çàìå÷àíèå 1. Îïåðàöèÿ äîïîëíåíèÿ çàâèñèò îò óíèâåðñóìà X !
Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà.
1) ∅c = X \ ∅ = X .
2) Xc = X \X = ∅ .
3) (Ac)c = {x ∈ X | x 6∈ Ac} = {x ∈ X | x ∈ A} = A .
4) A \B = A ∩Bc . Äîêàçàòåëüñòâî. x ∈ A \B ⇔ x ∈ A è x 6∈ B ⇔

x ∈ A è x ∈ Bc ⇔ x ∈ A ∩Bc .
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5) (A∩B)c = Ac∪Bc . Äîêàçàòåëüñòâî. x ∈ (A∩B)c ⇔ x 6∈ A∩B ⇔
⇔ íåâåðíî, ÷òî x ∈ A è x ∈ B îäíîâðåìåííî ⇔ x 6∈ A èëè x 6∈ B ⇔
⇔ x ∈ Ac èëè x ∈ Bc ⇔ x ∈ Ac ∪Bc .

6) (A∪B)c = Ac∩Bc . Äîêàçàòåëüñòâî. x ∈ (A∪B)c ⇔ x 6∈ A∪B ⇔
⇔ íåâåðíî, ÷òî x ∈ A èëè x ∈ B ⇔ x 6∈ A è x 6∈ B ⇔ x ∈ Ac è
x 6∈ Bc ⇔ x ∈ Ac ∩Bc .

Çàìå÷àíèå 2. Ñâîéñòâà 5) è 6) íàçûâàþòñÿ çàêîíàìè äå Ìîðãàíà.
Ïîäóìàéòå è îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ïðè îòðèöàíèè "è" ìåíÿåòñÿ íà "èëè", à
"èëè" íà "è"!

7) A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C) . Äîêàçàòåëüñòâî. A \ (B ∩ C)
4)
=

= A∩ (B∩C)c 5)
= A∩ (Bc∪Cc)

äèñòð.
= (A∩Bc)∪ (A∩Cc)

4)
= (A\B)∪ (A\C) .

8) A\(A\B) = A∩B . Äîêàçàòåëüñòâî. A\(A\B)
4)
= A∩(A∩Bc)c 5)

=

= A ∩ (Ac ∪Bcc) = A ∩ (Ac ∪B)
äèñòð.
= (A ∩ Ac) ∪ (A ∩B) = A ∩B .

5. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü A , B � äâà ìíîæåñòâà.
Èõ ïðîèçâåäåíèåì (äåêàðòîâûì) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

A×B := {(x, y) | x ∈ A, y ∈ B}.

Ýëåìåíòàìè A × B ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûå ïàðû ýëåìåíòîâ (x, y) ,
ïåðâûé èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò A , à âòîðîé � B . Ðàññìîòðèì äâà
ýëåìåíòà zk = (xk, yk) ∈ A × B , k = 1 , 2 . Ïàðû z1 è z2 ñîâ-
ïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x1 = x2 è y1 = y2 . Ýëåìåíòû
x , y íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè èëè êîîðäèíàòàìè ýëåìåíòà (ïàðû)
z = (x, y) .

Ïðèìåðû. 1) R× R =: R2 � ÷èñëîâàÿ ïëîñêîñòü.

-

6

r

r

r

x

y (x, y)

0 x

y

Ðèñ. 15.
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2) Ïðîèçâåäåíèå îòðåçêîâ [a; b]× [c; d] . Åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü ïàðû
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë êàê òî÷êè ïëîñêîñòè, òî ïðîèçâåäåíèå [a; b]× [c; d]

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì.

-

6

0 r r

r

r

´
´

´́

´
´

´
´

´
´́

´
´

´
´́

´
´́

´́

a b

x

d

c

y

Ðèñ. 16.

3) Z× Z = Z2 � öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà â R2 .

6

x

y

-q q q q qqq

q q q q qqq

q q q q qqq

q q q q qqq

q q q q qqq

q q q q qqq

1 2 3 4 50−1−2
1

2

3

4

−1

1

q

q

q

q

q

q

Ðèñ. 17.

6. Ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ. Ïóñòü A1 ,
A2, . . . , An � ñèñòåìà èç n ìíîæåñòâ. Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíî-
æåñòâ A1 , A2 , . . . , An íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî A1 × A2 × · · · × An , ñî-
ñòîÿùåå èç óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ (x1, x2, . . . , xn) òàêèõ, ÷òî x1 ∈ X1 ,
x2 ∈ X2, . . . , xn ∈ Xn . Åñëè z = (x1, x2, . . . , xn) , òî xi íàçûâàåòñÿ i-é
êîìïîíåíòîé èëè êîîðäèíàòîé z .

Åñëè A1 = A2 = · · · = An = A , òî ïðîèçâåäåíèå A × A × · · · × A

íàçûâàåòñÿ n-é ñòåïåíüþ ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àåòñÿ An . Íàïðèìåð,
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R× R× · · · × R︸ ︷︷ ︸
n ðàç

= Rn åñòü âåùåñòâåííîå n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàí-

ñòâî, C× C× · · · × C︸ ︷︷ ︸
n ðàç

= Cn � êîìïëåêñíîå n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðî-

ñòðàíñòâî.

1.4 Ôóíêöèè (îòîáðàæåíèÿ)

Ïîíÿòèå ôóíêöèè � îñíîâíîå ïîíÿòèå â ìàòåìàòèêå. Ïóñòü X , Y

� äâà ìíîæåñòâà. Ôóíêöèåé f , îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå X , ñî çíà-
÷åíèÿìè â ìíîæåñòâå Y èëè ôóíêöèåé èç X â Y èëè îòîáðàæåíèåì
ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå, êîòîðîå êàæ-
äîìó ýëåìåíòó x ∈ X ñîïîñòàâëÿåò íåêîòîðûé ýëåìåíò y ∈ Y . Ïðè ýòîì
ïèøóò f : X → Y .

-r rx y = f(x)

X Y

Ðèñ. 18.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýëåìåíòó x ñîïîñòàâëÿåòñÿ òîëüêî îäèí ýëåìåíò y .
Ýòîò ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì ôóíêöèè f â òî÷êå x èëè íà ýëå-
ìåíòå x , â ñâîþ î÷åðåäü x íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì ôóíêöèè f . Ïèøóò
y = f(x) .

1.5 Îáðàç è ïðîîáðàç ìíîæåñòâà

Ïóñòü f : X → Y è A ⊂ X . Îáðàçîì ìíîæåñòâà A ïðè îòîáðàæå-
íèè f íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

f(A) := {y ∈ Y | ∃x ∈ X : f(x) = y} = {f(x) | x ∈ X}.
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-r rx y

X Y

A f(A)

#

"

Ã

!

f

Ðèñ. 19.

Ïðèìåð. Ïóñòü f(x) = x2 , f : R → R è A = [−1; 3] . Òîãäà îáðàç
f(A) = [0; 9] .

Ïóñòü ìíîæåñòâî B ⊂ Y . Ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâà B ïðè îòîáðà-
æåíèè f íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî f−1(B) := {x ∈ X | f(x) ∈ B} .

Ïðèìåð. Ïóñòü f(x) = x2 , f : R → R , B = [0; 9] . Òîãäà ïðîîáðàç
f−1(B) = [−3; 3] .

Çàìå÷àíèå.Èç ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ ñëåäóåò, ÷òî åñëè B = f(A) ,
òî íå âñåãäà îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî A = f−1(B) . Òåì íå ìåíåå, äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f : X → Y ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà (äîêàæèòå èõ ñàìîñòîÿòåëü-
íî!):

1) f(f−1(B)) = B äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà B ⊂ Y .
2) A ⊂ f−1(f(A)) äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊂ X .
3) f(∅) = ∅ .
4) f−1(∅) = ∅ .

1.6 Òèïû ôóíêöèé: ñþðúåêöèè, èíúåêöèè, áèåêöèè

Ïóñòü f : X → Y . Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ äåéñòâóåò èç ìíî-
æåñòâà X â ìíîæåñòâî Y .

Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè f(X) ñîâïàäàåò ñ Y , ò. å. äëÿ ëþáîãî y ∈ Y

ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî x ∈ X òàêîå, ÷òî f(x) = y , òî îòîáðà-
æåíèå f íàçûâàþò ñþðúåêöèåé èëè îòîáðàæåíèåì X íà Y . Îòîáðàæåíèå
f ñþðúåêòèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå f(x) = y èìååò ïî
êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè y ∈ Y .
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Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ Y óðàâíåíèå f(x) = y

èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ, òî îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ âçàèìíî-
îäíîçíà÷íûì èëè èíúåêöèåé. Îòîáðàæåíèå f èíúåêòèâíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ x1 , x2 ∈ X èç ðàâåíñòâà f(x1) = f(x2) ñëåäóåò,
÷òî x1 = x2 .

Îïðåäåëåíèå 3. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ áèåêöèåé, åñëè f îä-
íîâðåìåííî ñþðúåêòèâíî è áèåêòèâíî, ò. å. f � âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòîá-
ðàæàåò X íà Y . Îòîáðàæåíèå f áèåêòèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ ëþáîãî y ∈ Y óðàâíåíèå f(x) = y èìååò îäíî è òîëüêî îäíî ðåøåíèå.

Ìû ìîæåì ñõåìàòè÷íî èçîáðàçèòü ôóíêöèþ, ðèñóÿ äâà ìíîæåñòâà
X è Y è ñîåäèíÿÿ äëÿ âñåõ x ∈ X òî÷êè x è f(x) = y ñòðåëêàìè.

-r rx1 y1

X Y

-r rx2 y2

-r rx3 y3

-r r

-r r

f

Ðèñ. 20.

Òîãäà îòîáðàæåíèå f ñþðúåêòèâíî, åñëè êîíöû ñòðåëîê çàïîëíÿ-
þò âñå ìíîæåñòâî Y ; f èíúåêòèâíî, åñëè êîíöû ðàçíûõ ñòðåëîê íå ñîâ-
ïàäàþò, êîãäà èõ íà÷àëà ðàçëè÷íû; f áèåêòèâíî, åñëè âûïîëíåíû îáà
ïðåäûäóùèõ óñëîâèÿ.

Åñëè f áèåêòèâíî, òî îïðåäåëèì îáðàòíóþ ôóíêöèþ f−1 : Y → X ,
äåéñòâóþùóþ ïî ïðàâèëó: x = f−1(y) , åñëè f(x) = y . Ýòà îáðàòíàÿ
ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì "îáðàùåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ñòðåëîê": åñëè äëÿ
"ïðÿìîé" ôóíêöèè ñòðåëêà èäåò èç òî÷êè x â òî÷êó y , òî äëÿ îáðàòíîé
ñòðåëêà èäåò èç y â x .

1.7 Ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü f(x) � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå èç X â Y è A ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâîì X . Ñóæåíèåì îòîáðàæåíèÿ f íà ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ
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îòîáðàæåíèå f |A : A → Y , äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó f |A(x) = f(x) ,
x ∈ A . Òàêèì îáðàçîì, f |A äåéñòâóåò òî÷íî òàê æå, êàê è f , îäíàêî îá-
ëàñòü îïðåäåëåíèÿ f �óæå, ÷åì ó f . Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ íàçâàíèå ïîíÿòèÿ
"ñóæåíèå".

Ïðèìåð. Ïóñòü f : R → [−1; 1] , f(x) = sin x . Òîãäà f ÿâ-
ëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé, íî íå áèåêöèåé. Îäíàêî åñëè ñóçèòü f íà îòðåçîê
A = [−π/2; π/2] , òî g = f |A � áèåêöèÿ. Îáðàòíàÿ ê íåé ôóíêöèÿ g−1 �
ýòî ôóíêöèÿ arcsin .

1.8 Ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü f : X → Y . Ãðàôèêîì ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Γf := {(x, y) ∈ X × Y | y = f(x)}.
Òàêèì îáðàçîì, ãðàôèê ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ ïàð (x, f(x)) , êîãäà x

ïðîáåãàåò âñå ìíîæåñòâî X .

-

6

r

r

r

x

y = f(x) (x, y)

0 x

y

Ðèñ. 21.

1.9 Ñóïåðïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé (ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ)

Ïóñòü äàíû òðè ìíîæåñòâà X , Y Z , è ôóíêöèÿ f äåéñòâóåò èç X

â Y , à ôóíêöèÿ g � èç Y â Z . Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ñóïåðïîçèöèþ
g ◦ f ôóíêöèé f è g èëè ñëîæíóþ ôóíêöèþ êàê îòîáðàæåíèå, äåéñòâó-
þùåå ïî ïðàâèëó g ◦ f(x) := g(f(x)) , x ∈ X . Íà äèàãðàììå ñëîæíàÿ
ôóíêöèÿ ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì (ñîñòàâëåíèåì) ñòðåëîê: åñëè ñòðåëêà
äëÿ f ñîåäèíÿåò x è y , à ñòðåëêà äëÿ g � y è z , òî ñòðåëêà äëÿ g ◦ f

ñîåäèíÿåò x è z .

14



r rx z = g(y)

X Z

ry = f(x)

Y

- -

©©©*

f g

g ◦ f

Ðèñ. 22.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ h : R→ R , äåéñòâóþùóþ ïî ïðà-
âèëó h(x) =

√
ex + 2 . Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé

f : R → R+ , f(x) = ex + 2 , è g : R+ → R , g(x) =
√

x . Çäåñü R+ �
ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

2 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñåìåéñòâà

2.1 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ðàññìîòðèì ÷èñëà

1,
1

2
,

1

3
, . . . ,

1

n
, . . . ,

ãäå çíàìåíàòåëè äðîáåé ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N .
Ýòî � ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Áîëåå îáùèé
ïðèìåð ïîëó÷èòñÿ, åñëè ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ x : N → R
è ÷èñëà

x(1), x(2), x(3), . . . , x(n), . . . .

(Åñëè x(n) = 1/n , òî ïîëó÷àåì ïðåäûäóùèé ïðèìåð.) Ýòî äàåò îñíîâàíèå
äëÿ ââåäåíèÿ ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ, èãðàþùåãî âàæíåéøóþ ðîëü â
ìàòåìàòèêå.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
x : N → X . Òàêèì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ýòî ïðîèçâîëüíàÿ
ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Êàê ïðàâèëî, âìåñòî x(n) ïèøóò xn , ò. å. àðãóìåíò n ôóíêöèè x

çàïèñûâàåòñÿ áåç ñêîáîê â âèäå íèæíåãî èíäåêñà. Îòìåòèì, ÷òî îòîáðà-
æåíèå x íå îáÿçàíî áûòü èíúåêòèâíûì!
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x : N→ R íàçûâàåòñÿ (âåùåñòâåííîé) ÷èñëî-
âîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èñïîëüçóþò ðàçëè÷-
íûå îáîçíà÷åíèÿ: (x1, x2, x3, . . . , xn, . . .) , (xn)n∈N , (xn)

∞
n=1 , (xn) èëè äàæå

ïðîñòî xn .

Ïðèìåðû. 1) Ðàññìîòðèì ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(

1,
1

2
, 1,

1

3
, 1,

1

4
, . . . , 1,

1

n
, . . .

)
.

Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

x(N) =

{
1,

1

2
,

1

3
,

1

4
, . . . ,

1

n
, . . .

}
.

2) Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (−1, 1,−1, 1, . . . ,−1, 1, . . .) ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé x(N) = {1;−1} .

Â îáîèõ ïðèâåäåííûõ ïðèìåðàõ ôóíêöèÿ x íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâ-
íîé.

Ïóñòü (x1, x2, x3, . . . , xn, . . .) � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëå-
ìåíòîâ â X . Ïóñòü n1 < n2 < n3 < · · · < nk < · · · � âîçðàñòàþùàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xnk

)k∈N
íàçûâàåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)n∈N .

Ïðèìåð. Ïóñòü (1, 2, 4, 8, 16, 32, . . . , 2n−1, . . .) � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñòåïåíåé äâîéêè. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(1, 4, 16, 64, . . . , 22n−2, . . .) è (2, 4, 16, 256, . . . , 22n−1

, . . .)

ÿâëÿþòñÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè.

2.2 Ñåìåéñòâà ýëåìåíòîâ. Îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå
ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ.

Ïóñòü T , X � äâà ìíîæåñòâà. Ñåìåéñòâîì ýëåìåíòîâ â X , èíäåê-
ñèðîâàííûì ìíîæåñòâîì T , íàçûâàåòñÿ ëþáîå îòîáðàæåíèå x : T → X .
Ñåìåéñòâî îáîçíà÷àåòñÿ (xt)t∈T èëè ïðîñòî (xt) . (Êàê è â ñëó÷àå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé, çäåñü xt = x(t) .)

Ïîíÿòèå ñåìåéñòâà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ýòî ñåìåéñòâî, èíäåêñèðóåìîå
ìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N .
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Ïóñòü (xt)t∈T � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ â X è L ⊂ T . Òî-
ãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü ñóæåíèå x|L . Ýòî ñóæåíèå, ò. å. ñåìåéñòâî (xt)t∈L

íàçûâàåòñÿ ïîäñåìåéñòâîì ñåìåéñòâà (xt)t∈T .
Ïóñòü (At)t∈T � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî âñå At ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè íåêîòîðîãî óíèâåðñóìà X .
Îáúåäèíåíèåì ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ (At)t∈T íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

⋃

t∈T

At := {x ∈ X | ∃t ∈ T òàêîå, ÷òî x ∈ At}.

Ïåðåñå÷åíèåì ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ (At)t∈T íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
⋂

t∈T

At := {x ∈ X | x ∈ At ∀t ∈ T}.

Åñëè T = {1, 2, 3, . . . , m} , òî ïèøóò
⋃

t∈T

At =
m⋃

n=1

An = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Am,

⋂

t∈T

At =
m⋂

n=1

An = A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Am.

Åñëè T = N , òî ïèøóò
⋃

t∈T

At =
∞⋃

n=1

An = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An ∪ · · · ,

⋂

t∈T

At =
∞⋂

n=1

An = A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An ∩ · · · .

Äëÿ ñåìåéñòâ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îáîáùåíèÿ çàêîíîâ äå Ìîð-
ãàíà:

1)
(⋃

t∈T At

)c
=

⋂
t∈T Ac

t ,
2)

(⋂
t∈T At

)c
=

⋃
t∈T Ac

t .
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) x ∈ (⋃

t∈T At

)c ⇔ x 6∈ ⋃
t∈T At ⇔ íåâåðíî, ÷òî

ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ t ∈ T , ÷òî x ∈ At ⇔ äëÿ âñåõ èíäåêñîâ t ∈ T

èìååì x 6∈ At ⇔ ∀t ∈ T (x ∈ Ac
t) ⇔ x ∈ ⋂

t∈T Ac
t .

2) x ∈ (⋂
t∈T At

)c ⇔ x 6∈ ⋂
t∈T At ⇔ íåâåðíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ T

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå x ∈ At ⇔ ñóùåñòâóåò t ∈ T òàêîå, ÷òî x 6∈ At

⇔ ∃t ∈ T (x ∈ Ac
t) ⇔ x ∈ ⋃

t∈T Ac
t .
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2.3 Ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâà

Äâà ìíîæåñòâà A , B íàçûâàþòñÿ ðàâíîìîùíûìè, åñëè ñóùåñòâó-
åò áèåêöèÿ f : A → B . Åñëè A è B ðàâíîìîùíû, òî ïèøåì A ∼ B .
Îòìåòèì ñâîéñòâà ââåäåíîãî îòíîøåíèÿ ∼ .

1) A ∼ A äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A (ðåôëåêñèâíîñòü). Â êà÷åñòâå áè-
åêöèè f : A → A ìîæíî âçÿòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå idA , êîòîðîå
îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: idA(x) = x , x ∈ A .

2) Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B åñëè A ∼ B , òî B ∼ A (ñèììåò-
ðè÷íîñòü). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî åñëè f : A → B

� áèåêöèÿ, òî f−1 : B → A òàêæå áèåêöèÿ.
3) Äëÿ ëþáûõ òðåõ ìíîæåñòâ A , B è C , åñëè A ∼ B è B ∼ C , òî

A ∼ C (òðàíçèòèâíîñòü).
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f : A → B è g : B → C � áèåêöèè, òî

g ◦ f : A → C � òàêæå áèåêöèÿ.
Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè îíî ðàâíîìîùíî ìíîæå-

ñòâó {1, 2, 3, . . . , m} . Ïðè ýòîì ÷èñëî m íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâîì ýëåìåí-
òîâ â A .

Ïî îïðåäåëåíèþ êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ∅ ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì íóëþ.
Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì, åñëè îíî íå ïóñòî è íå êîíå÷íî.
Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíûì, åñëè îíî ðàâíîìîùíî ìíîæå-

ñòâó N , ò. å. ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : N → A . Ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî A

ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ÷ëå-
íàìè, ò. å. A = {a1, a2, a3, . . . , an, . . .} .

2.4 Òåîðåìû î ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâàõ

Òåîðåìà 1. Ó ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò ñ÷åò-
íîå ïîäìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Òàê êàê A 6= ∅ ,
òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a1 ∈ A . Ìíîæåñòâî A \ {a1} 6= ∅ , òàê êàê A

� áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a2 ∈ A \ {a1} .
Ìíîæåñòâî A\{a1, a2} 6= ∅ , òàê êàê A � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò a3 ∈ A\{a1, a2} . Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ ïî èíäóêöèè ñòðîèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) òàêóþ, ÷òî an ∈ A \ {a1, a2, a3, . . . , an−1} . Òîãäà
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âñå an ïîïàðíî ðàçëè÷íû è B = {a1, a2, a3, . . .} � ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà A . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Åñëè A � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî è B � åãî áåñêîíå÷íîå
ïîäìíîæåñòâî, òî B òàêæå ñ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = {a1, a2, a3, . . . , an, . . .} . Íàéäåì ìèíè-
ìàëüíûé íîìåð n1 òàêîé, ÷òî an1

∈ B . Äàëåå íàéäåì ìèíèìàëüíûé
íîìåð n2 òàêîé, ÷òî n2 > n1 è an2

∈ B . Ïðîäîëæèì ýòîò ïðîöåññ. Ïî èí-
äóêöèè ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (nk)k∈N . Åñëè nk îïðåäåëåí, òî nk+1

îïðåäåëèì êàê ìèíèìàëüíûé íîìåð òàêîé, ÷òî nk+1 > nk è ank+1
∈ B .

Â ðåçóëüòàòå, ïåðåáèðàÿ âñå íàòóðàëüíûå n , ìû âñòðåòèì ñðåäè an âñå
ýëåìåíòû èç B . Òàêèì îáðàçîì, B = {an1

, an2
, an3

, . . . , ank
, . . .} . Çíà÷èò

ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B ñîâïàäàþò ñ ÷ëåíàìè íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, êîòîðûå ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, B ñ÷åòíî. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3. Åñëè A1 , A2, . . . , Ak � ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà, òî èõ
îáúåäèíåíèå ∪k

i=1Ai òàêæå ñ÷åòíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Ai � ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà, òî ìîæíî çà-

ïèñàòü èõ â âèäå Ai = {a1i, a2i, a3i, . . . ani, . . .} , 1 ≤ i ≤ k . Çàïèøåì
ýëåìåíòû âñåõ ìíîæåñòâ Ai â âèäå áåñêîíå÷íîé òàáëèöû ñ k ñòðîêàìè:

a11 a21 a31 . . . an1 . . .

a12 a22 a32 . . . an2 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1k a2k a3k . . . ank . . .

Áóäåì ïåðåñ÷èòûâàòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B = ∪k
i=1Ai ñëåäóþùèì îáðà-

çîì. Ëþáîé ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà âñòðå÷àåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí
ðàç â ýòîé òàáëèöå. Åñëè ìíîæåñòâà Ai ìåæäó ñîáîé íå ïåðåñåêàþòñÿ,
òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ÷ëåíîâ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, âûïèñûâàÿ ýëåìåíòû òàáëèöû â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè
âñòðå÷àþòñÿ, åñëè äâèãàòüñÿ âíèç ïî ñòîëáöàì, ñíà÷àëà ïî ïåðâîìó, çàòåì
� ïî âòîðîìó è ò. ä.:

B = {a11, a12, . . . , a1k, a21, a22, . . . , a2k, . . . , an1, an2, . . . , ank, . . .}.
Åñëè æå íåêîòîðûå ìíîæåñòâà ìåæäó ñîáîé ïåðåñåêàþòñÿ, òî ìîæåò îêà-
çàòüñÿ, ÷òî íåêîòîðîå èç aji óæå âñòðå÷àëîñü ðàíåå ïðè îáõîäå òàáëèöû
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îïèñàííûì âûøå îáðàçîì. Â ýòîì ñëó÷àå ìû íå âûïèñûâàåì åãî äâàæäû è
ïðîñòî ïðîïóñêàåì ýòîò ýëåìåíò. ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî B áåñêîíå÷íî, ïî-
ýòîìó ïðîöåññ íèêîãäà íå çàêîí÷èòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, B ñ÷åòíî. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4. Åñëè A1 , A2 , A3, . . . , An, . . . � ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî
ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ, òî ìíîæåñòâî ∪∞k=1Ak òàêæå ñ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû âû-
ïèøåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâ A1 , A2 , A3, . . . , An, . . . â âèäå áåñêîíå÷íîé òà-
áëèöû, îäíàêî òåïåðü ó ýòîé òàáëèöû è ÷èñëî ñòðîê è ÷èñëî ñòîëáöîâ
áóäóò áåñêîíå÷íûìè:

a11 a21 a31 . . . an1 . . .

a12 a22 a32 . . . an2 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1k a2k a3k . . . ank . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ýëåìåíòû òàáëèöû ìîæíî âûïèñàòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(a11, a12, a21, a13, a22, a31, . . .) . Ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ aji

ñëåäóþùèé. Ñíà÷àëà âûïèñûâàåì ýëåìåíòû aji , ó êîòîðûõ ñóììà j + i

ðàâíà 2 , çàòåì 3 , 4 è ò. ä. ïî âîçðàñòàíèþ. Åñëè ó ýëåìåíòîâ aji akl

îäèíàêîâàÿ ñóììà èíäåêñîâ: j + i = k + l , òî ðàíüøå âûïèñûâàåì
ýëåìåíò, ó êîòîðîãî ìåíüøå ïåðâûé èíäåêñ. Òàêèì îáðàçîì ìû âûïèøåì
âñå ýëåìåíòû òàáëèöû. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3, åñëè êàêîé-
ëèáî ýëåìåíò óæå âñòðå÷àëñÿ ðàíåå, åãî âòîðîé ðàç íå âûïèñûâàåì. Â
ðåçóëüòàòå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ∪∞k=1Ak ïðåäñòàâëåíû êàê ýëåìåíòû ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ÷ëåíàìè, çíà÷èò ýòî ìíîæåñòâî
ñ÷åòíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 5. Åñëè A1 , A2 , A3, . . . , Ak � êîíå÷íîå ÷èñëî ñ÷åòíûõ
ìíîæåñòâ, òî èõ ïðîèçâåäåíèå A = A1 ×A2 × · · · ×Ak òàêæå ñ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ A = A1 × A2 × · · · × Ak ñîñòîèò
èç óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ (a1, a2, . . . , ak) òàêèõ, ÷òî ai ∈ Ai , 1 ≤ i ≤ k .
Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ìíîæåñòâ k , ÷òî A1×A2×· · ·×Ak ñ÷åòíî.

Ïóñòü k = 1 . Òîãäà A = A1 ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñ÷åòíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ ëþáûõ ñ÷åòíûõ (k − 1)
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ìíîæåñòâ. Òîãäà A1 × A2 × · · · × Ak−1 ñ÷åòíî. Ïðåäñòàâèì A â âèäå

A = A1 × A2 × · · · × Ak =
⋃

a∗k∈Ak

B(a∗k), (1)

ãäå B(a∗k) = {(a1, a2, . . . , ak−1, a
∗
k) | ai ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ k − 1} .

Äëÿ ëþáîãî a∗k ∈ Ak ìíîæåñòâî B(a∗k) ∼ A1 × A2 × · · · × Ak−1 .
Áèåêöèÿ ìåæäó B(a∗k) è A1×A2×· · ·×Ak−1 îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó:
f : (a1, a2, . . . , ak−1, a

∗
k) 7→ (a1, a2, . . . , ak−1) . Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ

èíäóêöèè ìíîæåñòâî A1×A2×· · ·×Ak−1 ñ÷åòíî, òî è B(a∗k) òàêæå ñ÷åòíî.
Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó (1) è òåîðåìû 4 ìíîæåñòâî A ñ÷åòíî. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

2.5 Ïðèìåðû ñ÷åòíûõ è íåñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ

1) Ìíîæåñòâî Z ñ÷åòíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâèì ýòî ìíîæåñòâî
â âèäå Z = N ∪ N′ , ãäå N′ = {0,−1,−2,−3, . . .} . Ìíîæåñòâî N′ ñ÷åòíî
(ïîñòðîéòå áèåêöèþ N íà N′ !). Ïî òåîðåìå 3 ìíîæåñòâî Z ñ÷åòíî.

2) Ìíîæåñòâî Q = {m/n : m,n ∈ Z, n 6= 0} ñ÷åòíî. Ïîñòðîèì
èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : Q→ Z× Z . Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ÷èñëà
q ∈ Q âûáåðåì åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè q = m/n ,
ãäå n > 0 . Ñîïîñòàâèì q ïàðó ϕ(q) := (m,n) . Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåì
ϕ(0) = (0, 1) . ßñíî, ÷òî ϕ �èíúåêöèÿ, ïîýòîìó Q ∼ ϕ(Q) . Äîêàæåì, ÷òî
ϕ(Q) ñ÷åòíî. Òàê êàê Q áåñêîíå÷íî, òî è ðàâíîìîùíîå åìó ìíîæåñòâî
ϕ(Q) òàêæå áåñêîíå÷íî. Ïî òåîðåìå 5 ìíîæåñòâî Z × Z ñ÷åòíî. Çíà÷èò,
ϕ(Q) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ïîäìíîæåñòâîì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà Z × Z .
Ïî òåîðåìå 2 ìíîæåñòâî ϕ(Q) ñ÷åòíî. Ïîýòîìó è Q ñ÷åòíî.

3) Ìíîæåñòâà Nn , Zn , Qn ñ÷åòíû äëÿ ëþáîãî n ∈ N ïî òåîðåìå 5.
4) Ìíîæåñòâî A ìíîãî÷ëåíîâ a0+a1t+a2t

2+ · · ·+akt
k ñ ðàöèîíàëü-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè ak ñ÷åòíî. Äåéñòâèòåëüíî, A = ∪∞k=1Ak , ãäå Ak �
ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñòåïåíü êî-
òîðûõ ðàâíà k . Ìíîæåñòâî Ak ðàâíîìîùíî Qk+1 . Áèåêöèÿ ìåæäó ýòèìè
ìíîæåñòâàìè ñòðîèòñÿ ïî ïðàâèëó:

a0 + a1t + a2t
2 + · · ·+ akt

k 7→ (a0, a1, a2, . . . , ak).

Çíà÷èò, Ak � ñ÷åòíûå ìíîæåñòâà, è ïî òåîðåìå 4 ìíîæåñòâî A ñ÷åòíî.
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Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ íåñ÷åòíûì, åñëè îíî áåñêîíå÷íî è íå ÿâëÿ-
åòñÿ ñ÷åòíûì.

5) Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R íåñ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî îäíî-
çíà÷íî ïðåäñòàâèìî â âèäå áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè, ó êîòîðîé îò-
ñóòñòâóåò ïåðèîä (9) , åñëè ÷èñëî ðàöèîíàëüíîå. Ïðè ýòîì äîïóñêàåòñÿ
ïåðèîä (0) .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R ñ÷åòíî. Òîãäà ïî òåîðåìå 1 ìíîæåñòâî [0; 1)

�òàêæå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Çàíóìåðóåì åãî ýëåìåíòû íàòóðàëüíûìè ÷èñ-
ëàìè, ò. å. ïðåäñòàâèì [0; 1) â âèäå [0; 1) = {x1, x2, x3, . . .} . Äëÿ êàæäîãî
xk çàïèøåì óêàçàííîå âûøå äåñÿòè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî ÷èñëà:

x1 = 0, a
(1)
1 a

(2)
1 a

(3)
1 . . . a

(k)
1 . . .

x2 = 0, a
(1)
2 a

(2)
2 a

(3)
2 . . . a

(k)
2 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = 0, a
(1)
n a

(2)
n a

(3)
n . . . a

(k)
n . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ïîñòðîèì äðîáü, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó x èç ìíîæåñòâà [0; 1) , â
çàïèñè êîòîðîé îòñóòñòâóåò ïåðèîä (9) è êîòîðàÿ íå âñòðå÷àåòñÿ ñðå-
äè xk . Ïóñòü b(1) � ëþáàÿ öèôðà, îòëè÷íàÿ îò a

(1)
1 è 9 , b(2) � ëþáàÿ

öèôðà, îòëè÷íàÿ îò a
(2)
2 è 9 , è ò. ä., b(n) � ëþáàÿ öèôðà, îòëè÷íàÿ îò

a
(n)
n è 9 . Òîãäà x = 0, b(1)b(2)b(3) . . . b(k) . . . ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ÷èñëîì. Ñ

îäíîé ñòîðîíû, x ∈ [0; 1) , ñ äðóãîé ñòîðîíû, x íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì
ýëåìåíòîì xn èç ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
íåñ÷åòíîñòü R .

6) Ëþáîé ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê, îòëè÷íûé îò òî÷êè, ÿâëÿåòñÿ
íåñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.

3 ×èñëîâàÿ ïðÿìàÿ

3.1 Àêñèîìàòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå ÷èñëîâîé ïðÿìîé

Äëÿ áîëåå òî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î ÷èñëîâîé ïðÿìîé R ñëåäóåò áî-
ëåå ÷åòêî îïðåäåëèòü ýòî ïîíÿòèå. Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ÷èñëîâîé ïðÿìîé,
êîòîðûå êëàäóòñÿ â îñíîâó åå àêñèîìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ.
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1) R � ïîëå (õàðàêòåðèñòèêè 0), ò. å. íà R ââåäåíû äâå áèíàðíûå
îïåðàöèè � ñëîæåíèå "+" è óìíîæåíèå ” · ” , ïðè÷åì R ÿâëÿåòñÿ êîì-
ìóòàòèâíîé ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ, à R \ {0} � êîììóòàòèâíîé ãðóïïîé
ïî óìíîæåíèþ (0 � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëî-
æåíèÿ). Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî äèñòðèáóòèâíîñòü ñëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî
óìíîæåíèÿ.

2) Íà R îïðåäåëåíî îòíîøåíèå ïîðÿäêà "<", óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì:

à) ∀x , y ∈ R âûïîëíÿåòñÿ îäíî è òîëüêî îäíî èç óñëîâèé:

x < y, y < x èëè x = y.

á) ∀x , y , z ∈ R èç óñëîâèé x < y , y < z ñëåäóåò, ÷òî x < z

(òðàíçèòèâíîñòü).
3) Ñîãëàñîâàííîñòü îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà ñ àðèôìåòè÷åñêèìè îïåðà-

öèÿìè.
à) ∀x , y , c ∈ R (x < y ⇒ x + c < y + c .)
á) ∀x , y , c ∈ R (x < y è c > 0 ⇒ cx < cy .
4) Àêñèîìà Àðõèìåäà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1 åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóï-

ïû R \ {0} . Ýòîò ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Z
(ïî ñëîæåíèþ). Ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ ðàâíà 0 , ãðóïïà áåñêîíå÷-
íà. Îíà ñîäåðæèò ýëåìåíòû 1 , 1 + 1 =: 2 , 2 + 1 =: 3, . . . , (n− 1) + 1 =: n

è ò. ä. . Îáðàòíûå ê íèì ýëåìåíòû (îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ)
îáîçíà÷èì 1/n . Ïóñòü N = {1, 2, 3, . . .}.

Àêñèîìà Àðõèìåäà. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò n ∈ N òàêîå,
÷òî 1/n < ε .

5) Ñóùåñòâîâàíèå òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè.
Ïðèâåäåì íåñêîëüêî íåîáõîäèìûõ îïðåäåëåíèé. Ïóñòü A ⊂ R . Ýëå-

ìåíò a ∈ A íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A , åñëè
x ≤ a äëÿ ëþáîãî x ∈ A . Ýëåìåíò a ∈ A íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèì
ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A , åñëè x ≥ a äëÿ ëþáîãî x ∈ A .

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A = [0; 1) . Íàèìåíüøèé ýëåìåíò
ìíîæåñòâà A � ýòî òî÷êà 0 . Íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà â A íå ñóùåñòâóåò.

Èòàê, íå âñåãäà ìíîæåñòâî îáëàäàåò ìèíèìàëüíûì è ìàêñèìàëüíûì
ýëåìåíòàìè. Îäíàêî ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå òî÷íîé âåðõíåé (íèæíåé)

23



ãðàíè, êîòîðîå â íåêîòîðîì ñìûñëå çàìåíÿåò ïîíÿòèå ìàêñèìàëüíîãî (ìè-
íèìàëüíîãî) ýëåìåíòà.

Ïóñòü A ⊂ R . Òî÷êà y ∈ R íàçûâàåòñÿ ìàæîðàíòîé ìíîæåñòâà
A , åñëè x ≤ y äëÿ ëþáîãî x ∈ A . Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì
ñâåðõó, åñëè ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ìàæîðàíòà ìíîæåñòâà A .

Åñëè ñðåäè ìàæîðàíò ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò íàèìåíüøàÿ c , òî ãî-
âîðÿò, ÷òî c � ýòî òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü èëè ñóïðåìóì ìíîæåñòâà A .
Ïèøóò c = sup A èëè c = supx∈A x .

Àíàëîãè÷íî òî÷êà y ∈ R íàçûâàåòñÿ ìèíîðàíòîé ìíîæåñòâà A ,
åñëè x ≥ y äëÿ ëþáîãî x ∈ A . Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì
ñíèçó, åñëè ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ìèíîðàíòà ìíîæåñòâà A .

Åñëè ñðåäè ìèíîðàíò ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò íàèáîëüøàÿ d , òî ãî-
âîðÿò, ÷òî d � ýòî òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü èëè èíôèìóì ìíîæåñòâà A .
Ïèøóò d = inf A èëè d = infx∈A x .

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A = [0; 1) . Ìíîæåñòâî åãî ìà-
æîðàíò � ýòî [1; +∞) . Îíî ñîäåðæèò íàèìåíüøèé � òî÷êó 1 . Òàêèì
îáðàçîì, sup A = 1 . Ìíîæåñòâî ìèíîðàíò � (−∞; 0] . Çíà÷èò, inf A = 0 .

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ìàæîðàíò (ìèíîðàíò) ëþ-
áîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà ëèáî ïóñòî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ÷èñëî-
âûì ïðîìåæóòêîì.

Ñëåäóþùåå óñëîâèå àêñèîìàòèçèðóåòñÿ, ò. å. êëàäåòñÿ â îñíîâó ìî-
äåëè ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Ñóùåñòâîâàíèå òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè. Ëþáîå íåïóñòîå îãðà-
íè÷åííîå ñâåðõó ìíîæåñòâî îáëàäàåò òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ.

Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà. Ïóñòü (R1, <1 , +1 , · 1) è (R2, <2 , +2 , · 2) � äâå ìî-
äåëè ÷èñëîâîé ïðÿìîé, óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìàì 1)�5). Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò áèåêöèÿ ϕ : R1 → R2 òàêàÿ, ÷òî

1) ϕ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïîëåé, ò. å. äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R1

ϕ(x +1 y) = ϕ(x) +2 ϕ(y), ϕ(x · 1 y) = ϕ(x) · 2 ϕ(y);

2) ϕ ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ïîðÿäêà, ò. å. äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R1

åñëè x <1 y , òî ϕ(x) <2 ϕ(y).

24



Òàêèì îáðàçîì, ôàêòè÷åñêè àêñèîìû 1)�5) îïðåäåëÿþò R åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì.

Îòìåòèì, ÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü âìåñòî àêñèîìû 5) äðóãèå ýêâè-
âàëåíòíûå åé óñëîâèÿ. Íàïðèìåð, ìîæíî çàìåíèòü 5) óñëîâèåì

5′) Åñëè A , B ⊂ R � äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà è äëÿ ëþáûõ x ∈ A ,
y ∈ B èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî x ≤ y , òî ∃c : ∀x ∈ A , y ∈ B (x ≤ c ≤ y ).

Òåîðåìà. Àêñèîìû 5) è 5′) ýêâèâàëåíòíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. 5) ⇒ 5′) . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ëþáîãî íåïóñòîãî

îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü. Ïóñòü
A , B 6= ∅ è ∀x ∈ A , y ∈ B (x ≤ y ). Òîãäà ëþáîå y ∈ B ÿâëÿåòñÿ
ìàæîðàíòîé ìíîæåñòâà A . Ïóñòü c = sup A . Òîãäà ∀x ∈ A (x ≤ c), ò. ê.
c � ìàæîðàíòà ìíîæåñòâà A . Ñ äðóãîé ñòîðîíû ∀y ∈ B (c ≤ x), ò. ê. y

� ìàæîðàíòà ìíîæåñòâà A , à c � íàèìåíüøàÿ ìàæîðàíòà ìíîæåñòâà A .
Çíà÷èò, èìååò ìåñòî 5).

5′) ⇒ 5) . Ïóñòü A � íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìíîæåñòâî â
R . Òîãäà ìíîæåñòâî B åãî ìàæîðàíò íåïóñòî è ∀x ∈ A , y ∈ B (x ≤
≤ c ≤ y ). Â ñèëó 5′) èìååì: ∃c : ∀x ∈ A , y ∈ B (x ≤ c ≤ y ). Èç ëåâîãî
íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî c � ìàæîðàíòà ìíîæåñòâà A , à èç ïðàâîãî �
÷òî c � íàèìåíüøàÿ ìàæîðàíòà. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò sup A = c .
Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.2 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñóïðåìóìà è èíôèìóìà

Òåîðåìà 1 (õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî òî÷íîé âåðõíåé
ãðàíè). Ïóñòü A � íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìíîæåñòâî è c �
íåêîòîðàÿ ìàæîðàíòà ìíîæåñòâà A. Ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ ýêâèâà-
ëåíòíû:

1) c = sup A ;
2) ∀ε > 0 ∃y ∈ A (y > c− ε).
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇒ 2) . Ïóñòü c = sup A . Òàê êàê ε > 0 , òî

c− ε < c . Çíà÷èò, c− ε íå ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòîé A , ò. ê. c � íàèìåíüøàÿ
ìàæîðàíòà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå äëÿ âñåõ x ∈ A âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
x ≤ c− ε . Ïîýòîìó ∃y ∈ A (y > c− ε).
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1) ⇒ 2) . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî c � ìàæîðàíòà A è èìååò ìåñòî 2).
Ïîêàæåì, ÷òî c � íàèìåíüøàÿ ìàæîðàíòà. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òî-
ãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàæîðàíòà d ìíîæåñòâà A , ÷òî d < c . Îáîçíà÷èì
ε = c− d . Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ A âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî x ≤ d , ò. å.
x ≤ c− ε . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò 2). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Åñëè A � íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñíèçó ìíîæåñòâî
â R, òî ñóùåñòâóåò èíôèìóì ìíîæåñòâà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

−A = {x ∈ A | −x ∈ A}.

Ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî è îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò
inf(−A) = y . Òîãäà −y = sup A . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3 (õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî òî÷íîé íèæíåé
ãðàíè). Ïóñòü A � íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñíèçó ìíîæåñòâî è d �
íåêîòîðàÿ ìàæîðàíòà ìíîæåñòâà A. Ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ ýêâèâà-
ëåíòíû:

1) d = sup A ;
2) ∀ε > 0 ∃y ∈ A (y < d + ε).
Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå òåîðåìó 3.

3.3 Ðàñøèðåííàÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ

Â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå ÷àñòî áûâàåò óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ðàñ-
øèðåíèå ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Êàê ïðàâèëî, ýòî ðàñøèðåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ
äîáàâëåíèåì îäíîé èëè äâóõ òî÷åê, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííûìè èëè ïðîñòî áåñêîíå÷íîñòÿìè. Ìû ðàññìîòðèì ìîäåëü, â êîòîðîé
äîáàâëÿåòñÿ äâå áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè � +∞ è −∞ . Ïðè ýòîì
ðàñøèðåííóþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê îòðåçîê áåñêî-
íå÷íîé äëèíû, êîíöàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òî÷êè +∞ è −∞ .

Èòàê, ðàñøèðåííàÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ R := R ∪ {+∞;−∞} .
Íà R ìîæíî îïðåäåëèòü àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè (íå äëÿ âñåõ

êîìáèíàöèé òî÷åê) è îòíîøåíèå ïîðÿäêà:
1) Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ (âû÷èòàíèÿ). Äëÿ ëþáîãî x ∈ R ïîëàãàåì

x + (+∞) = x− (−∞) = (+∞) + (+∞) = (+∞)− (−∞) = +∞,
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x + (−∞) = x− (+∞) = (−∞) + (−∞) = (−∞)− (+∞) = −∞.

Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ êîììóòàòèâíà.
2) Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ. Åñëè x > 0 , òî ïî îïðåäåëåíèþ

x · (+∞) = (+∞) · x = +∞, x · (−∞) = (−∞) · x = −∞.

Åñëè x < 0 , òî ïîëàãàåì

x · (+∞) = (+∞) · x = −∞, x · (−∞) = (−∞) · x = +∞.

Êðîìå òîãî, îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê:

(+∞) · (+∞) = (−∞) · (−∞) = +∞, (+∞) · (−∞) = −∞.

Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ òàêæå êîììóòàòèâíà.
3) Îïåðàöèÿ äåëåíèÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ x : (+∞) = x : (−∞) = 0

äëÿ ëþáîãî x ∈ R .
4) Îòíîøåíèå ïîðÿäêà. Äëÿ ëþáîãî x ∈ R ïîëàãàåì ïî îïðåäåëåíèþ

−∞ < x < +∞ .
Äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íå îïðåäåëåíû, íà-

ïðèìåð, íåîïðåäåëåííîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ (+∞) − (+∞) , (+∞) + (−∞) ,
0 · (+∞) , 0 · (−∞) , ±∞/ ± ∞ è íåêîòîðûå äðóãèå. Ïî÷åìó ýòî òàê,
ìîæíî ïîíÿòü ïîñëå îçíàêîìëåíèÿ ñî ñâîéñòâàìè ïðåäåëîâ ÷èñëîâûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé è ôóíêöèé.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåïóñòîå ìíîæåñòâî A ⊂ R îãðàíè÷åíî ñâåð-
õó, åñëè ∃y ∈ R : ∀x ∈ A (x ≤ y ). Êàê è â ñëó÷àå ìíîæåñòâ â R îáî-
çíà÷èì ÷åðåç sup A íàèìåíüøóþ ìàæîðàíòó. Åñëè íåïóñòîå ìíîæåñòâî
A îãðàíè÷åíî ñâåðõó, A 6= {−∞} , òî â ñèëó àêñèîìû 5) ìîäåëè ÷èñëî-
âîé ïðÿìîé ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé sup A . Åñëè A = {−∞} , òî ïîëàãàåì
sup A = −∞ . Íàêîíåö, åñëè A íå îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî ïî îïðåäåëåíèþ
ïîëàãàåì sup A = +∞ .

Òàêèì îáðàçîì, ó ëþáîãî A 6= ∅ ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷-
íûé ñóïðåìóì. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èíôèìóì íåïóñòûõ ìíîæåñòâ
â R . (Äàéòå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå!) Íà ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé îí
âñåãäà ñóùåñòâóåò.

Ïðèìåðû. 1) supN = +∞ , inf N = 1 .
2) supR = +∞ , inf R = −∞ .
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Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóåò åùå îäíà ìîäåëü ðàñøèðåííîé ÷èñëîâîé
ïðÿìîé, êîãäà ê R ïîäñîåäèíÿåòñÿ îäíà áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà, îáî-
çíà÷àåìàÿ ∞ .

4 Ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

4.1 Îêðåñòíîñòè òî÷åê â R

Ïóñòü a ∈ R è ε > 0 . Îêðåñòíîñòüþ èëè ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Oε(a) := {x ∈ R : |x−a| < ε} = (a−ε, a+ε) . Èòàê,
ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè a � ýòî èíòåðâàë ñ öåíòðîì â òî÷êå a øèðèíû 2ε .

Òåîðåìà. Ó ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê a, b ∈ R ñóùåñòâóþò
îêðåñòíîñòè Oε(a) è Oε(b), êîòîðûå íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a 6= b è ε = |a − b|/2 . Òîãäà ïåðåñå÷åíèå
Oε(a) ∩ Oε(a) = ∅ . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ∃c ∈ Oε(a) ∩ Oε(a) ,
è ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà |c − a| < ε , |c − b| < ε . Â ñèëó íåðàâåíñòâà
òðåóãîëüíèêà |a− b| ≤ |a− c| + |c− b| < ε + ε = 2ε = |a− b| . Ïîëó÷àåì,
÷òî |a− b| < |a− b| � ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.2 Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ âàæ-
íåéøèì ïîíÿòèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è òðåáóåò õîðîøåãî îñîçíà-
íèÿ. Áåç çíàíèÿ è ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ íåâîçìîæíî ïîíÿòü
îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå, ïðîèçâîäíîé è èíòåãðàëà.

Íà÷íåì ñ ïðèìåðà. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(1, 1/2, 1/3, . . . , 1/n, . . .).

Âîçüìåì ìàëåíüêóþ îêðåñòíîñòü Oε(0) òî÷êè 0 , íàïðèìåð, ïóñòü ε =

= 10−6 . Ìû âèäèì, ÷òî ïåðâûå ÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ëåæàò
â Oε(0) , îäíàêî, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà 1000001 , âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íàõîäÿòñÿ â ýòîé îêðåñòíîñòè. ×èñëî ε ìîæíî âçÿòü äðóãèì, ìîæíî åãî
óìåíüøèòü, íî âñå ðàâíî âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëåæàò â Oε(0) ,
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà. Ïðèâåäåì ïðèìåðû. Åñëè ε = 10−9 , òî
xn ∈ Oε(0) ïðè n ≥ 109 + 1 . Åñëè ε = 10−k , k ∈ N òî xn ∈ Oε(0) ïðè
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n ≥ 10k + 1 . Íàêîíåö, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 èìååì xn ∈ Oε(0) ïðè
n ≥ N , ãäå N � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1/ε . Òàêèì îáðàçîì,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàåòñÿ ê òî÷êå 0 ïî ìåðå
âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ n .

Òåïåðü äàäèì îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (xn) � ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è òî÷êà
a ∈ R . Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ñõîäèòñÿ ê a èëè ïðåäåë
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) ðàâåí a , åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
íîìåð N ∈ N òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ≥ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|xn − a| < ε , ò. å. xn ∈ Oε(a) .

Çàìå÷àíèå. Íîìåð N îïðåäåëÿåòñÿ íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì. ßñ-
íî, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ≥ N âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî |xn − a| < ε è íàòóðàëüíîå ÷èñëî M > N , òî äëÿ ëþáîãî
n ≥ M òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ýòî íåðàâåíñòâî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè
ìíîæåñòâî N òàêèõ íîìåðîâ N íåïóñòî, òî â N ñóùåñòâóåò íàèìåíü-
øèé ýëåìåíò N ∗ = N ∗(ε) è N = {N ∗, N ∗ + 1, N ∗ + 2, . . .} . Íåòðóäíî
òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî åñëè 0 < ε1 < ε2 , òî N ∗(ε1) ≥ N ∗(ε2) . Èíîãäà ýòîò
ôàêò îïèñûâàþò ñëîâàìè, ãîâîðÿ, ÷òî ÷åì ìåíüøå ε , òåì òðóäíåå âûáðàòü
íîìåð N ∗ . Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âî ìíîãèõ äîêàçàòåëüñòâàõ íèæå â êà÷å-
ñòâå ÷èñëà N = N(ε) áåðåòñÿ êàêîé-íèáóäü èç ýëåìåíòîâ áåñêîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà N , íå îáÿçàòåëüíî íàèìåíüøèé, ò. å. N ∗(ε) .

Åñëè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) ðàâåí a , òî ãîâîðÿò òàêæå,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ñõîäèòñÿ ê a è ïèøóò limn→∞ xn = a èëè
xn → a , n →∞ .

Ïðèìåðû. 1) Ïóñòü xn = 1/n2 . Ïîêàæåì, ÷òî xn → 0 , n → ∞ .
Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî |1/n2 − 0| = 1/n2 < ε ïðè n ≥ N(ε) äëÿ íåêîòî-
ðîãî N(ε) . Ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà 1/n2 < ε � ýòî îáúåäèíåíèå
äâóõ ïðîìåæóòêîâ (−∞;−1/

√
ε) è (1/

√
ε; +∞, ) . Ïîñêîëüêó ýòî ìíîæå-

ñòâî ñîäåðæèò áåñêîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âèäà (a; +∞) , òî èñêîìîå N(ε)

ñóùåñòâóåò. Â êà÷åñòâå N(ε) ìîæíî âçÿòü ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëü-
øåå 1/

√
ε , íàïðèìåð, [1/

√
ε] + 1 . Çäåñü [x] îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà

x , ò. å. íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x .
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2) Ïóñòü xn = 1/an , a > 1 . Ïîêàæåì, ÷òî xn → 0 , n →∞ . Èìååì
∣∣∣∣

1

an
− 0

∣∣∣∣ =
1

an
< ε ⇐⇒ an >

1

ε
⇐⇒ n > loga

1

ε
,

òàê êàê a > 1 . Ñëåäîâàòåëüíî,
∣∣∣∣

1

an
− 0

∣∣∣∣ =
1

an
< ε

ïðè n ≥ N(ε) , ãäå N(ε) = [loga
1
ε ] + 1 , åñëè ε < 1 . Ïðè ε ≥ 1 ìîæíî

ïîëîæèòü N(ε) = 1 .

4.3 Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Òåîðåìà 1 (åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà). Åñëè ÷èñëîâàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ è ê òî÷êå a, è ê òî÷êå b, òî a = b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. ÷òî

lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

xn = b,

íî a 6= b . Âûáåðåì ε íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî Oε(a) ∩ Oε(b) = ∅ . Òàê êàê
xn → a , òî ∃N ′ ∈ N : xn ∈ Oε(a) ïðè n ≥ N ′ . Àíàëîãè÷íî, òàê êàê xn → b ,
òî ∃N ′′ ∈ N : xn ∈ Oε(b) ïðè n ≥ N ′′ . Ïóñòü N = max(N ′, N ′′) . Åñëè
n ≥ N , òî n ≥ N ′ è n ≥ N ′′ , çíà÷èò, xn ∈ Oε(a)∩Oε(a) . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
òîìó, ÷òî ïåðåñå÷åíèå Oε(a) ∩Oε(a) ïóñòî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) íàçûâàåòñÿ
îãðàíè÷åííîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0 , ÷òî |xn| ≤ C

∀n ≥ 1 .

Òåîðåìà 2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó
ïðåäåëó a, òî îíà îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (xn) → a , n → ∞ . Âûáåðåì ε = 1 . Ïî
îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò íîìåð N1 òàêîé,
÷òî ∀n ≥ N1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |xn − a| < 1 . Òîãäà

|xn| ≤ |xn − a|+ |a| ≤ |a|+ 1, n ≥ N1.

Ïóñòü C � ìàêñèìàëüíîå èç ÷èñåë |a| + 1 , |x1| , |x2| . . . , |xN1
| . Òîãäà

|xn| ≤ C , n ≥ 1 . Òåîðåìà äîêàçàíà.

30



Òåîðåìà 3. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn → a, òî ëþáàÿ åå ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk

ñõîäèòñÿ ê a.
Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Òåîðåìà 4. Åñëè èç ëþáîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xnk
) ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè (xn) ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xnkj
),

ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷êå a, òî è âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ñõîäèòñÿ
ê a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íåâåðíî, ÷òî
∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N (|xn− a| < ε) . Çíà÷èò, ∃ε > 0 : ∀N ∈ N ∃n ≥ N

(|xn − a| ≥ ε) . Ïóñòü N = 1 . Òîãäà ∃n1 ≥ 1 : (|xn1
− a| ≥ ε) . Ïóñòü

N = n1 + 1 . Òîãäà ∃n2 ≥ n1 + 1 : (|xn2
− a| ≥ ε) . Ïî èíäóêöèè ñòðîèì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü nk ≥ nk−1 + 1 : (|xnk
− a| ≥ ε) . Òàêèì îáðàçîì, ìû

ïîñòðîèëè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xnk
) , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ: âñå

åå ÷ëåíû ëåæàò âíå Oε(a) . Ïîýòîìó íèêàêàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(xnkj

) íå ìîæåò ñõîäèòüñÿ ê a . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Óïðàæíåíèå. Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàíòîðîâ:

∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N |xn − a| < ε.

×òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè èçìåíèòü íåêîòîðûå èç êâàíòîðîâ ∀ íà ∃ , à ∃ �
íà ∀? ×òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè çàìåíèòü çíàê < íà ≥? Ðàññìîòðèòå âñå
âîçìîæíûå âàðèàíòû ðàññòàíîâêè êâàíòîðîâ è çíàêîâ íåðàâåíñòâà (âñåãî
âîçìîæíî 16 ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ). ×òî îçíà÷àþò ýòè âàðèàíòû? Ïðèìåð
îäíîãî èç âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ:

∀ε > 0 ∀N ∈ N : ∃n ≥ N |xn − a| ≥ ε.

4.4 Ïðèíöèï ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ

Òåîðåìà. Ïóñòü

[a1; b1] ⊃ [a2; b2] ⊃ · · · ⊃ [an; bn] ⊃ · · ·

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ äðóã â äðóãà îòðåçêîâ.
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-r rr rr rr
a1 a2 an c bn b2 b1 x

Ðèñ. 23.

Åñëè èõ äëèíû bn − an → 0 ïðè n →∞, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
òî÷êà c, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì îòðåçêàì, ò. å.

∞⋂
n=1

[an; bn] = {c}.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ñóùåñòâîâàíèå c . Èìååì

a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ · · · ≤ an ≤ · · · ,

b1 ≥ b2 ≥ b3 ≥ · · · ≥ bn ≥ · · · .

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà A = ∪∞n=1{an} , B = ∪∞n=1{bn} . Äëÿ ëþáûõ
ak ∈ A , bl ∈ B èìååì íåðàâåíñòâî ak ≤ bl . Äåéñòâèòåëüíî, âûáå-
ðåì íàèáîëüøåå èç ÷èñåë k , l . Ïóñòü, íàïðèìåð, k ≤ l . òîãäà ak ≤
≤ bk ≤ bl . Ïî àêñèîìå 5′) ìîäåëè ÷èñëîâîé ïðÿìîé ñóùåñòâóåò òî÷-
êà c ∈ R òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ k , l ∈ N èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
ak ≤ c ≤ bl . Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî k ∈ N (ak ≤ c ≤ bk) . Çíà÷èò
òî÷êà c ïðèíàäëåæèò âñåì îòðåçêàì [ak, bk] .

2) Åäèíñòâåííîñòü c . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèõ òî÷åê äâå, è îíè
ìåæäó ñîáîé íå ñîâïàäàþò, ò. å. c , c′ ∈ ∩∞n=1[an; bn] , c 6= c′ . Òîãäà îò-
ðåçîê ñ êîíöàìè c , c′ ñîäåðæèòñÿ â îòðåçêå [an; bn] äëÿ âñåõ n . Çíà÷èò,
δ = |c− c′| ≤ bn − an ∀n ∈ N .

Ïóñòü ε = δ/2 . Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà äëÿ ýòîãî ε ñóùåñòâóåò
íîìåð N òàêîé, ÷òî ïðè n ≥ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî bn − an < ε .
Òîãäà ïðè n ≥ N

δ ≤ bn − an < ε = δ/2,

ò. å. δ < δ/2 . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî δ > 0 . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî íåñ÷åòíîñòè R. Ïðèìåíèì ïðèíöèï
ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ äëÿ îáîñíîâàíèÿ äðóãîãî äîêàçàòåëüñòâà íåñ÷åò-
íîñòè R . Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî [0; 1] � íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Ïðåäïî-
ëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà òî÷êè [0; 1] ìîæíî çàíóìåðîâàòü, ò. å. ïðåäñòà-
âèòü [0; 1] â âèäå [0; 1] = {a1, a2, a3, . . . , an, . . .} . Ðàçîáüåì [0; 1] íà òðè
÷àñòè [0; 1/3] , [1/3; 2/3] è [2/3; 1] . Ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí
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èç ýòèõ îòðåçêîâ, êîòîðûé íå ñîäåðæèò òî÷êè a1 . Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç
[c1; d1] . Ðàçîáüåì ýòî îòðåçîê íà òðè ðàâíûå ÷àñòè è âûáåðåì òó èç íèõ,
êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò òî÷êè a2 . Îáîçíà÷èì ýòó ÷àñòü ÷åðåç [c2; d2] . Ïðî-
äîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ ïî èíäóêöèè ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ
òàêóþ, ÷òî [cn; dn] ⊂ [cn−1; dn−1] , an 6∈ [cn; dn] è dn − cn → 0 , n →∞ .

Ïî ïðèíöèïó ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈
∈ ∩∞n=1[cn; dn] . ßñíî, ÷òî x ∈ [0; 1] . Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîå n , ÷òî
x = an . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïîñòðîåíèþ an 6∈ [cn; dn] . Ýòî ïðîòèâî-
ðå÷èò òîìó, ÷òî an = x è x ∈ [cn; dn] . Íåñ÷åòíîñòü R äîêàçàíà.

4.5 Òåîðåìà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà

Ïî òåîðåìå 2 î ïðåäåëå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà. Îáðàòíîå íåâåðíî: ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åí-
íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå íå ñõîäÿòñÿ.

Ïðèìåð. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = (−1)n , n ∈ N , îãðàíè÷åíà,
ò. ê. |xn| ≤ 1 , n ≥ 1 . Îäíàêî xn íå ñõîäèòñÿ, òàê êàê ó íåå ñóùåñòâó-
þò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùèåñÿ ê ðàçëè÷íûì ïðåäåëàì (x2n → 1 ,
x2n−1 → −1).

Òåì íå ìåíåå, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà. Èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xn � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òî-
ãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C òàêàÿ, ÷òî |xn| ≤ C , n ≥ 1 . Çíà÷èò, ∀n ≥ 1

(xn ∈ ∆1) , ãäå ∆1 = [−C; C]) . Ðàçîáüåì ∆1 íà äâå ðàâíûå îòðåçêà. Ïî
êðàéíåé ìåðå îäèí èç ýòèõ îòðåçêîâ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëå-
íîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn . Îáîçíà÷èì ýòîò îòðåçîê ÷åðåç ∆2 (åñëè îáà
îòðåçêà ñîäåðæàò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ xn , òî â êà÷åñòâå ∆2 áåðåì
ëþáîé èç îòðåçêîâ). Îòðåçîê ∆2 ðàçáèâàåì òî÷íî òàê æå íà äâà ðàâ-
íûõ îòðåçêà, èç êîòîðûõ âûáèðàåì òîò, êîòîðûé ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç ∆3 . Ïðîäîëæàÿ
ýòîò ïðîöåññ ïî èíäóêöèè ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåç-
êîâ ∆1 ⊃ ∆2 ⊃ · · · ⊃ ∆n ⊃ · · · òàêèõ, ÷òî êàæäûé îòðåçîê ∆n ñîäåðæèò
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ xn . Äëèíû îòðåçêîâ ∆n ðàâíû l(∆n) = C/2n−2 .
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Ïðè n → ∞ l(∆n) → 0 (äîêàæèòå ýòî, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè!). Ïî ïðèíöèïó ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ ñóùåñòâóåò
òî÷êà a ∈ ∩∞n=1∆n .

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk
, êîòîðàÿ ñõî-

äèòñÿ ê òî÷êå a . Òàê êàê â ∆1 ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn , òî ∃n1 ∈ N : xn1

∈ ∆1 . Òàê êàê â ∆2 ñîäåðæèòñÿ
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn , òî ∃n2 ∈ N : n2 > n1

è xn2
∈ ∆2 . Ïî èíäóêöèè ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ nk òàêóþ,

÷òî nk > nk−1 è xnk
∈ ∆k , k ≥ 2 . Äîêàæåì, ÷òî xnk

→ a , k → ∞ . Äåé-
ñòâèòåëüíî, òàê êàê äëÿ ëþáîãî k òî÷êè xnk

è a ëåæàò íà îòðåçêå ∆k ,
òî |xnk

− a| ≤ l(∆k) . Èç òîãî, ÷òî limk→∞ l(∆k) = 0 ñëåäóåò, ÷òî ∀ε > 0

∃N : ∀k ≥ N (l(∆k) < ε). Òîãäà ïðè k ≥ N |xnk
−a| ≤ l(∆k) < ε . Çíà÷èò,

limk→∞ xnk
= a . Òåîðåìà äîêàçàíà.

5 Òîïîëîãèÿ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé

5.1 Ãðàíèöà ìíîæåñòâà, îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà,
âíóòðåííîñòü è çàìûêàíèå

Ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ íà ïðÿìîé R âàæíóþ ðîëü
èãðàåò ïîíÿòèå ãðàíèöû ìíîæåñòâà. Ãðàíèöà ìíîæåñòâà A ðàçáèâàåò R
íà äâå ÷àñòè � âíóòðåííîñòü A è âíåøíîñòü A . Ê âíóòðåííîñòè îòíîñÿò-
ñÿ âñå òî÷êè A , íå ÿâëÿþùèåñÿ ãðàíè÷íûìè. Âíåøíîñòü A � ýòî âñå òå
òî÷êè èç R , êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ íè ãðàíè÷íûìè, íè âíóòðåííèìè. Ãðà-
íèöà ìíîæåñòâà A äåëèòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà � ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ
òî÷åê, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A , è ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî-
÷åê, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò A . Îäíî èç ýòèõ ìíîæåñòâ ìîæåò îêàçàòüñÿ
ïóñòûì. Åñëè âñå ãðàíè÷íûå òî÷êè A ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A , òî ìíî-
æåñòâî A íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè æå íè îäíà ãðàíè÷íàÿ òî÷êà A íå
ïðèíàäëåæèò A , òî A íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì. Òàêèì îáðàçîì, âñå ìíîæå-
ñòâà íà ïðÿìîé äåëÿòñÿ íà òðè òèïà: çàìêíóòûå, îòêðûòûå è ìíîæåñòâà,
êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ íè îòêðûòûìè, íè çàìêíóòûìè.

Çàìåòüòå, ÷òî ìû äî ñèõ ïîð íå äàëè ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ ãðà-
íèöû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëó÷øå ïîíÿòü ýòî îïðåäåëåíèå, ïðåäñòàâèì ñåáå
ìíîæåñòâî A íà äèàãðàììå Âåííà (â êà÷åñòâå óíèâåðñóìà óäîáíî âçÿòü íå
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ïðÿìîóãîëüíèê, à âñþ ïëîñêîñòü) è ïîïûòàåìñÿ ïðîâåñòè ãåîãðàôè÷åñêóþ
èíòåðïðåòàöèþ. Áóäåì ïðåäñòàâëÿòü A êàê íåêîòîðóþ ñòðàíó íà ãåîãðà-
ôè÷åñêîé êàðòå, à äîïîëíåíèå Ac � êàê òåððèòîðèþ îñòàëüíûõ ñòðàí
(÷óæàÿ òåððèòîðèÿ). Ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ìîæ-
íî ââåñòè ïîíÿòèå ε-îêðåñòíîñòè Oε(a) òî÷êè a íà äèàãðàììå (êàðòå). Ïî
îïðåäåëåíèþ, ýòî êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå a ðàäèóñà ε . (Êàê ìîæíî áóäåò
óáåäèòüñÿ äàëåå, ýòî îïðåäåëåíèå èìååò ñòðîãèé ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë!)
Êàêàÿ æå òî÷êà a íà êàðòå ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà (ñòðà-
íû) A? Íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè ãðàíè÷íîé òî÷êè
a ñîäåðæàòñÿ êàê òî÷êè ñòðàíû A (ñâîåé òåððèòîðèè), òàê è òî÷êè èç Ac

(÷óæîé òåððèòîðèè), ò. å.

∀ε > 0 Oε(a) ∩ A 6= ∅ è Oε(a) ∩ Ac 6= ∅. (1)

'

&

$

%

µ´
¶³

qaOε(a)

A

X
Ac

µ´
¶³

qc
µ´
¶³

qb

âíåøíÿÿ òî÷êà

âíóòðåííÿÿ òî÷êà

ãðàíè÷íàÿ òî÷êà

Ðèñ. 24.

Óòâåðæäåíèå "a � íå ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A" îçíà÷àåò, ÷òî
∃ε > 0 : Oε(a) ∩ A = ∅ èëè Oε(a) ∩ Ac = ∅ . Åñëè ∃ε > 0 : Oε(a) ∩ A = ∅ ,
òî Oε(a) ⊂ Ac . Â ýòîì ñëó÷àå ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè a ñîñòîèò èç òî÷åê
"÷óæîé" òåððèòîðèè. Òàêàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ âíåøíåé. Åñëè æå ∃ε > 0 :
Oε(a) ∩ Ac = ∅ , òî Oε(a) ⊂ A . Â ýòîì ñëó÷àå ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè a

ñîñòîèò èç òî÷åê ñâîåé òåððèòîðèè. Òàêèå òî÷êè íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèìè.
Íà ðèñ. 24 òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé, òî÷êà b âíóòðåííåé, à òî÷êà

c � âíåøíåé.
Òåïåðü ìîæíî äàòü ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ äëÿ ìíîæåñòâ íà âåùå-

ñòâåííîé ïðÿìîé.
Ïóñòü A ⊂ R . Òî÷êà a ∈ A íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæå-

ñòâà A , åñëè èìååò ìåñòî (1).
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Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà A , åñëè
∃ε > 0 : Oε(a) ⊂ A , è âíåøíåé òî÷êîé A , åñëè ∃ε > 0 : Oε(a) ⊂ Ac .

Ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê A íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà A

è îáîçíà÷àåòñÿ AΓ èëè ∂A . Ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê A íàçûâàåòñÿ
âíóòðåííîñòüþ A è îáîçíà÷àåòñÿ A◦ .

Óïðàæíåíèÿ. 1) Äîêàçàòü, ÷òî AΓ = (Ac)Γ .
2) Äîêàçàòü, ÷òî R = AΓ∪A◦∪(Ac)◦ . Èç êàêèõ òî÷åê ñîñòîèò (Ac)◦?
Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè îíî íå ñîäåðæèò íè îä-

íîé ñâîé ãðàíè÷íîé òî÷êè:

A îòêðûòî ⇔ A ∩ AΓ = ∅ ⇔ A = A◦.

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè
ãðàíè÷íûå òî÷êè, ò. å. AΓ ⊂ A .

Ïðèìåðû. 1) Ìíîæåñòâî R ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî îòêðûòûì è
çàìêíóòûì, òàê êàê RΓ = ∅ .

2) Ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî îòêðûòûì è çàìêíó-
òûì, òàê êàê ∅Γ = ∅ .

3) Îòðåçîê [a; b] (a < b) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, ò. ê. åãî
ãðàíèöà [a; b]Γ = {a, b} ⊂ [a; b] .

4) Èíòåðâàë (a; b) (a < b) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, ò. ê. åãî
ãðàíèöà (a; b)Γ = {a, b} íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ (a; b) .

5) ×èñëîâûå ïðîìåæóòêè [a; b) , (a; b] íå ÿâëÿþòñÿ íè îòêðûòûìè,
íè çàìêíóòûìè, òàê êàê èõ ãðàíèöà {a, b} ïåðåñåêàåòñÿ è ñ íèìè, è ñ èõ
äîïîëíåíèÿìè.

Óïðàæåíèå. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó êðîìå R è ∅ íà ïðÿìîé íå ñóùå-
ñòâóåò ìíîæåñòâ, êîòîðûå îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè è çàìêíó-
òûìè.

Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà A ⊂ R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî A ∪ AΓ .
Çàìûêàíèå A îáîçíà÷àåòñÿ A èëè A− . Èç îïðåäåëåíèé âûòåêàåò, ÷òî
a ∈ A ⇔ ∀ε > 0 (Oε(a) ∩ A 6= ∅). Òî÷êè ìíîæåñòâà A íàçûâàþòñÿ
òî÷êàìè ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà A . ßñíî, ÷òî A ⊂ A ∪ AΓ = A .
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Òåîðåìà. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) A çàìêíóòî;
2) A = A ;
3) Ac îòêðûòî.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ⇒ 2) . Ìíîæåñòâî A çàìêíóòî ⇒ A = A∪AΓ ⊂

⊂ A ∪ A = A , ñëåäîâàòåëüíî, A ⊂ A . Òàê êàê âñåãäà A ⊂ A , òî A = A .
2) ⇒ 1) . Ïóñòü A = A = A ∪ AΓ . Òîãäà AΓ ⊂ A = A , ò. å. AΓ ⊂ A .

Çíà÷èò, A çàìêíóòî.
1) ⇒ 3) . Ïóñòü A � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ò. å. AΓ ⊂ A . Äîêàæåì,

÷òî Ac îòêðûòî. Ðàññìîòðèì ëþáóþ òî÷êó a ìíîæåñòâà Ac . Òàê êàê AΓ ⊂
⊂ A , òî Ac ⊂ (AΓ)c , çíà÷èò, a ∈ (AΓ)c , ò. å. a 6∈ AΓ . Íî AΓ = (Ac)Γ ,
ïîýòîìó a 6∈ (Ac)Γ . Èòàê, íè îäíà òî÷êà a ìíîæåñòâà Ac íå ÿâëÿåòñÿ åãî
ãðàíè÷íîé òî÷êîé. Çíà÷èò, Ac � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

3) ⇒ 1) . Ïóñòü Ac îòêðûòî. Òîãäà ìíîæåñòâî Ac íå ñîäåðæèò íè
îäíîé ãðàíè÷íîé òî÷êè, ò. å. (Ac)Γ ∩ Ac = ∅ . Çíà÷èò (Ac)Γ ⊂ A . Íî
(Ac)Γ = AΓ , ïîýòîìó AΓ ⊂ A . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A çàìêíóòî. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

5.2 Ñâîéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ

Òåîðåìà 1. Åñëè (Ai)i∈I � ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â R,
òî èõ îáúåäèíåíèå

⋃
i∈I Ai òàêæå îòêðûòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ ⋃
i∈I Ai . Äîêàæåì, ÷òî a � âíóòðåííÿÿ

òî÷êà ìíîæåñòâà
⋃

i∈I Ai . Òàê êàê a ∈ ⋃
i∈I Ai , òî ∃j ∈ I : a ∈ Aj .

Ìíîæåñòâî Aj îòêðûòî, ïîýòîìó a � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Aj ,
ò. å. ∃ε > 0 òàêîå, ÷òî Oε(a) ⊂ Aj . Çíà÷èò, Oε(a) ⊂ ⋃

i∈I Ai . Òàêèì
îáðàçîì, a � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà

⋃
i∈I Ai . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ïåðåñå÷åíèå áåñêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâ ìîæåò íå áûòü îòêðûòûì. Íàïðèìåð, ïåðåñå÷åíèå

∞⋂
n=1

(
−1− 1

n
; 1 +

1

n

)
= [−1; 1]

íå îòêðûòî, õîòÿ âñå èíòåðâàëû
(−1− 1

n ; 1 + 1
n

)
îòêðûòû. Îäíàêî äëÿ

êîíå÷íûõ ñåìåéñòâ ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 2. Åñëè ìíîæåñòâà A1 , A2, . . . , An îòêðûòû, òî⋂n
i=1 Ai � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà a ∈ ⋂n
i=1 Ai . Òîãäà ∀i = 1, . . . , n (a ∈

∈ Ai ). Òàê êàê ìíîæåñòâà Ai îòêðûòû, òî ∀i = 1, . . . , n ∃εi > 0 òàêîå, ÷òî
Oεi

(a) ⊂ Ai . Ïóñòü ε = min{ε1, ε2, . . . , εn} . Òîãäà ε > 0 è òàê êàê ε ≤ εi ,
òî Oε(a) ⊂ Oεi

(a) ⊂ Ai ∀i = 1, . . . , n . Ñëåäîâàòåëüíî, Oε(a) ⊂ ⋂n
i=1 Ai ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî a � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà
⋂n

i=1 Ai . Òàêèì
îáðàçîì,

⋂n
i=1 Ai îòêðûòî, è òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùóþ òåîðåìó î ñòðóêòóðå îò-
êðûòûõ ìíîæåñòâ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü A � íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R. Òî-
ãäà ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
èíòåðâàëîâ Ai , i ∈ I (îãðàíè÷åííûõ èëè íåîãðàíè÷åííûõ) òàêèõ, ÷òî
A =

⋃
i∈I Ai .

5.3 Ñâîéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ

Òåîðåìà 1. Åñëè (Ai)i∈I � ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ
â R, òî èõ ïåðåñå÷åíèå

⋂
i∈I Ai òàêæå çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà⋂
i∈I Ai îòêðûòî. Â ñèëó çàêîíîâ äâîéñòâåííîñòè

(⋂
i∈I Ai

)c
=

⋃
i∈I Ac

i .
Ìíîæåñòâà Ac

i îòêðûòû, òàê êàê Ai çàìêíóòû. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî
⋃

i∈I Ac
i

îòêðûòî ïî òåîðåìå 1 ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Îáúåäèíåíèå ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ íå îáÿçàíî áûòü çàìêíóòûì. Íàïðèìåð,

∞⋃
n=2

[
−1 +

1

n
; 1− 1

n

]
= (−1; 1)

íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, õîòÿ âñå ìíîæåñòâà [−1 + 1
n ; 1− 1

n ]

çàìêíóòû.

Òåîðåìà 2. Åñëè ìíîæåñòâà A1 , A2, . . . , An � çàìêíóòûå ìíî-
æåñòâà, òî

⋃n
i=1 Ai � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó çàêîíà äâîéñòâåííîñòè äå Ìîðãàíà äëÿ ñå-
ìåéñòâ (

⋃n
i=1 Ai)

c
=

⋂n
i=1 Ac

i . Òàê êàê ìíîæåñòâà Ac
i îòêðûòû, òî ïî òåî-

ðåìå 2 îá îòêðûòûõ ìíîæåñòâàõ
⋂n

i=1 Ac
i � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Çíà÷èò,

ìíîæåñòâî
⋃n

i=1 Ai çàìêíóòî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

5.4 Õàðàêòåðèçàöèÿ òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ è ïðåäåëüíûõ òî÷åê
÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà A � ýòî òî÷êà èç çàìûêàíèÿ
A = A ∪ AΓ . Äðóãèìè ñëîâàìè, òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ
ìíîæåñòâà A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀ε > 0 ïåðåñå÷åíèå Oε(a) ∩ A

íåïóñòî.

Òåîðåìà 1. Òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæå-
ñòâà A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xn òî÷åê ìíîæåñòâà A, ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü a � òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ
ìíîæåñòâà A . Òîãäà ∀ε > 0 (Oε(a) ∩ A 6= ∅) . Ïóñòü ε = 1/n . Òîãäà
O1/n(a) ∩ A 6= ∅ . Âûáåðåì xn ∈ O1/n(a) ∩ A . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn

ëåæèò â A è |xn − a| < 1/n . Çíà÷èò, xn → a (ðàñïèñàòü ïîäðîáíåå,
ïî÷åìó).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü xn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç
ìíîæåñòâà A , êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê òî÷êå a . Äîêàæåì, ÷òî a � òî÷êà
ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà A . Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ∀ε > 0 ∃Nε :

∀n ≥ Nε (|xn − a| < ε). Ïóñòü n � ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé
íîìåð, áîëüøèé Nε . Òîãäà xn ∈ A è xn ∈ Oε(a) , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
Oε(a) ∩ A 6= ∅ . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A , åñëè
∃ε > 0 : (Oε(a) ∩ A = {a}) . Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ èçîëèðîâàííàÿ òî÷-
êà A ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A .

Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A , åñëè ∀ε > 0 â
ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè a ñîäåðæèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà, îòëè÷íàÿ
îò a , ò. å.

∨
O ε(a)∩A 6= ∅ , ãäå

∨
O ε(a) = Oε(a) \ {a} � ïðîêîëîòàÿ îêðåñò-

íîñòü òî÷êè a . Îòìåòèì, ÷òî ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà íå îáÿçàíà
ïðèíàäëåæàòü ýòîìó ìíîæåñòâó.
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Ïðèìåðû.
1) Ëþáàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N� èçîëèðîâàííàÿ.
2) Ïóñòü A = (a; b) . Òîãäà A = [a; b] . Ëþáàÿ òî÷êà èç A ÿâëÿåòñÿ

ïðåäåëüíîé, ïðè÷åì òî÷êè a è b íå ïðèíàäëåæàò A .

Óïðàæíåíèå. Ïðèâåäèòå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ìíîæåñòâ, êîòîðûå
ñîäåðæàò è èçîëèðîâàííûå, è ïðåäåëüíûå òî÷êè.

Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ � ìíîæåñòâà èçî-
ëèðîâàííûõ è ìíîæåñòâà ïðåäåëüíûõ òî÷åê.

Òåîðåìà 2. Òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà A, ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷-
êîé ìíîæåñòâà A . Ïîëîæèì ε = 1 . Ïî îïðåäåëåíèþ ∃x1 ∈ A ∩ Oε(a) òà-
êîå, ÷òî x1 6= a . Âûáåðåì ïîëîæèòåëüíîå ε1 < 1/2 íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî
x1 6∈ Oε1

(a) . Òîãäà ∃x2 ∈ A ∩Oε1
(a) òàêîå, ÷òî x2 6= a . Âûáåðåì ïîëîæè-

òåëüíîå ε2 < 1/3 òàêèì, ÷òîáû x2 6∈ Oε2
(a) . Òîãäà íàéäåì ∃x3 ∈ A∩Oε2

(a)

òàêîå, ÷òî x3 6= a . Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ ïî èíäóêöèè ïîñòðîèì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü xn , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì: xn ∈ A ∩

∨
O εn−1

(a) , x1 ,
x2, . . . , xn−1 6∈ Oεn−1

(a) . Çíà÷èò, xn → a , xi 6= xj , i 6= j , è íåîáõîäèìîñòü
äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn èç ïîïàð-
íî ðàçëè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà A òàêàÿ, ÷òî xn → a , n → ∞ . Òîãäà
∀ε > 0 îêðåñòíîñòü Oε(a) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ýòîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Çíà÷èò, ∃xn ∈ A ∩

∨
O ε(a) .

Èç òåîðåìû 2 è åå äîêàçàòåëüñòâà âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1. Òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè A ñîäåðæèòñÿ
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ìíîæåñòâà A.

Íàïîìíèì, ÷òî A çàìêíóòî ⇔ A = A . Èç ýòîãî ôàêòà ñðàçó âûâî-
äèòñÿ
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Ñëåäñòâèå 2. Ìíîæåñòâî çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç èçîëèðîâàííûõ è ïðå-
äåëüíûõ òî÷åê. Òàê êàê èçîëèðîâàííûå òî÷êè âñåãäà ïðèíàäëåæàò A ,
A = A ⇔ ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A .

Ñëåäñòâèå 3. Ìíîæåñòâî A çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ïðåäåë ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ ìíîæå-
ñòâà A ïðèíàäëåæèò A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1 òî÷êà a ∈ A ⇔ ∃ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xn ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A , êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê a . Òàê êàê çàìêíóòîñòü
A ðàâíîñèëüíà ðàâåíñòâó A = A , òî îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ñëåä-
ñòâèÿ 3.

Ñëåäñòâèå 4. Íåïóñòîå çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó (ñíèçó)

ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò ñâîþ òî÷íóþ âåðõíþþ (íèæíþþ ãðàíü).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, ê ïðèìåðó, ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî ñâåðõó.
Åñëè a = sup A , òî ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ñâîéñòâó òî÷íîé âåðõíåé
ãðàíè ∀ε > 0 ∃x ∈ A : (x > a− ε) . Òîãäà a− ε < x ≤ a , ñëåäîâàòåëüíî,
x ∈ Oε(a) ∩ A . Èòàê, ∀ε > 0 (Oε(A) ∩ A 6= ∅) , îòêóäà a ∈ A = A .
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Óïðàæíåíèå. Ïðèâåäèòå ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 4
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî ñíèçó.

5.5 Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî A ⊂ R íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè
äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn òî÷åê ìíîæåñòâà A ñóùåñòâóåò ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü xnk

, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó èç A .

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî A êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíî îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü A êîìïàêòíî. Äîêàæåì, ÷òî
îíî îãðàíè÷åíî. Ïðåäïîëîæèì, ïðîòèâíîå. Òîãäà A íå îãðàíè÷åíî ñâåðõó
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èëè ñíèçó. Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî A íå îãðàíè÷åíî ñâåð-
õó. Òîãäà ∀n ∈ N ∃xn ∈ A òàêîå, ÷òî xn > n . Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xn íå îãðàíè÷åíà è ëþáàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk

òàêæå íå îãðà-
íè÷åíà. Ïîýòîìó xnk

íå ìîæåò ñõîäèòüñÿ íè ê êàêîìó êîíå÷íîìó ïðåäåëó.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò êîìïàêòíîñòè A .

Òåïåðü óñòàíîâèì, ÷òî A çàìêíóòî, ò. å. ÷òî ëþáàÿ òî÷êà èç A ëå-
æèò â A . Åñëè a ∈ A , òî ïî òåîðåìå 1 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xn ∈ A , êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê a . Òàê êàê A êîìïàêòíî, òî èç ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè xn ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk

, ñõîäÿùóþñÿ
ê íåêîòîðîìó b ∈ A . Íî ïðåäåë ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîâïàäàåò ñ ïðå-
äåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîýòîìó a = b . Çíà÷èò, a ∈ A .

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü A îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî. Ïîêàæåì, ÷òî A

êîìïàêòíî. Ïóñòü xn � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â A . Òàê êàê A

îãðàíè÷åíî, òî xn òàêæå îãðàíè÷åíà. Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà
ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk

, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå
a ∈ R . Òàê êàê A çàìêíóòî, òî ïî ñëåäñòâèþ 3 ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè xnk

, ëåæàùåé â A , ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A . Èòàê, a ∈ A è
òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè A êîìïàêòíî è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî
B ⊂ A, òî B êîìïàêòíî.

Ñëåäñòâèå 2. Íåïóñòîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ñâîè
òî÷íûå âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíè.

Ñëåäñòâèå 3. Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïàêòíûõ ìíî-
æåñòâ êîìïàêòíî.

Ïðèìåðû. 1) Ëþáîé îòðåçîê [a; b] îãðàíè÷åí è çàìêíóò, ïîýòîìó
êîìïàêòåí.

2) Êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ ∪n
i=1[ai; bi] êîìïàêòíî.

Óïðàæíåíèå. Ïðèâåäèòå åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ êîìïàêòíûõ
ìíîæåñòâ â R .

Ïóñòü X ⊂ R è X ⊂ ∪i∈IUi . Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ñåìåéñòâî (Ui)i∈I

îáðàçóåò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà X . Åñëè âñå Ui � îòêðûòûå ìíîæåñòâà,
òî ïîêðûòèå íàçûâàþò îòêðûòûì.
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Åñëè X ⊂ ∪i∈IUi , ìíîæåñòâî J ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì I è
X ⊂ ∪i∈JUi , òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîêðûòèå (Ui)i∈J ÿâëÿåòñÿ ïîäïîêðûòèåì
ïîêðûòèÿ (Ui)i∈I .

Åñëè (Ui)i∈I � ïîêðûòèå X è ìíîæåñòâî I êîíå÷íî, òî ãîâîðÿò, ÷òî
(Ui)i∈I � êîíå÷íîå ïîêðûòèå X .

Òåîðåìà 2. Ìíîæåñòâî A êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà èç ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà A ìîæíî âûäåëèòü
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü A êîìïàêòíî, òîãäà ïî òåî-
ðåìå 1 ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò îòðåçîê [a; b] òàêîé,
÷òî A ⊂ [a; b] .

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. ÷òî ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå
(Ui)i∈I ìíîæåñòâà A , êîòîðîå íå ñîäåðæèò êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ A .
Ðàçîáúåì [a; b] íà äâå ðàâíûå ÷àñòè [a; c] è [c; b] . Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèÿ
A ñ ýòèìè ÷àñòÿìè A′ = A ∩ [a; c] è A′′ = A ∩ [c; b] . Ñåìåéñòâî (Ui)i∈I

îáðàçóåò ïîêðûòèå îáîèõ ýòèõ ìíîæåñòâ è ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîãî èç
ýòèõ ìíîæåñòâ èç íåãî íåëüçÿ âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Ïóñòü, ê ïðèìåðó, äëÿ A′ íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ.
Îáîçíà÷èì ∆1 = [a; c] . Êàê è âûøå, ðàçîáúåì îòðåçîê ∆1 íà äâå ðàâíûå
÷àñòè è âûäåëèì òó èç íèõ � ∆2 , äëÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîãî
ïîäïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà A ∩ ∆2 . Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ ïî èíäóêöèè
ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ

∆1 ⊃ ∆2 ⊃ · · · ⊃ ∆n ⊃ · · · ,

äëèíà êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî
n ∈ N èç ïîêðûòèÿ (Ui)i∈I ìíîæåñòâà A∩∆n íåëüçÿ âûäåëèòü êîíå÷íîãî
ïîäïîêðûòèÿ.

Ïî ïðèíöèïó ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈
∈ ∩∞n=1∆n . Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî x ∈ A . Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê äëèíû
ln îòðåçêîâ ∆n ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òî ∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N (ln < ε).
Ïîñêîëüêó x ∈ ∆n , èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ∆n ⊂ Oε(x)

∀n ≥ N . Òàê êàê îòðåçîê ∆n ñîäåðæèò òî÷êè ìíîæåñòâà A , òî ∀ε > 0

(A∩Oε(x) 6= ∅) . Çíà÷èò, x � òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà A , à òàê êàê
A êîìïàêòíî, òî ïî òåîðåìå 1 A çàìêíóòî, ñëåäîâàòåëüíî x ∈ A ⊂ ∪i∈IUi .
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Òàê êàê x ∈ ∪i∈IUi , òî ñóùåñòâóåò j ∈ I : x ∈ Uj . Ìíîæåñòâî Uj

îòêðûòî, ñëåäîâàòåëüíî, ∃δ > 0 : Oδ(x) ⊂ Uj . Òàê êàê äëèíû ln îòðåç-
êîâ ∆n ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òî ñóùåñòâóåò n òàêîå, ÷òî ln < δ . Ïîñêîëüêó
x ∈ ∆n , èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ∆n ⊂ Oδ(x) ⊂ Uj . Ñëå-
äîâàòåëüíî ÷àñòü A , ëåæàùàÿ â ∆n , ïîêðûâàåòñÿ îäíèì ìíîæåñòâîì Uj ,
ò. å. äîïóñêàåò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå � ïðîòèâîðå÷èå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè äîêàæåì ëåììó.

Ëåììà. Ïóñòü xn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè
÷ëåíàìè è B = {xn | n ∈ N}. Òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé
ìíîæåñòâà B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∃xnk

→ a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü.
Ïóñòü a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà B . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ yk ìíîæåñòâà B , ñõîäÿùàÿñÿ ê a . Äëÿ
ëþáîãî k ñóùåñòâóåò n = n(k) òàêîå, ÷òî yk = xn(k) , ïðè ýòîì k 6= l ⇒
⇒ n(k) 6= n(l) . Ïóñòü n1 = n(1) . Òàê êàê ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
íå ïðåâîñõîäÿùèõ n1 , êîíå÷íî, òî ñóùåñòâóåò k1 òàêîå, ÷òî n(k1) > n(1) .
Ïîëîæèì n2 = n(k1) , n2 > n1 . Àíàëîãè÷íî äëÿ ëþáîãî j ∈ N âûáèðàåì
òàêèå kj , ÷òî nj+1 = n(kj) > nj . Òîãäà xnk

→ a è ëåììà äîêàçàíà.

Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî èç ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà A ìîæíî âûäåëèòü
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå, íî A íå êîìïàêòíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü xn ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A , íèêàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
êîòîðîé íå ñõîäèòñÿ íè ê êàêîé òî÷êå a ∈ A . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæå-
ñòâî B = {xn | n ∈ N} áåñêîíå÷íî, èíà÷å ñóùåñòâîâàëà áû ñòàöèîíàðíàÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü a, a, a, . . . ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn) , ñõîäÿùàÿñÿ ê
a ∈ A . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñîñòîèò èç ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ ÷ëåíîâ, òàê êàê ïîâòîðÿþùèåñÿ ÷ëåíû ìîæíî ïðîñòî âûêè-
íóòü. Â ñèëó äîêàçàííîé ëåììû íèêàêàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A íå ÿâëÿåòñÿ
ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà B . Çíà÷èò, a ëèáî èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà B

ëèáî a íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ B , ò. å. a 6∈ B .
Â ïåðâîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò Oε(a) , êîòîðàÿ ñîäåðæèò òîëüêî îä-

íó òî÷êó ìíîæåñòâà B , âî âòîðîì � íè îäíîé òî÷êè èç B (ε çàâèñèò
îò a). Î÷åâèäíî, ÷òî A ⊂ ∪a∈AOε(a) . Â ñèëó êîìïàêòíîñòè A ýòî îòêðû-
òîå ïîêðûòèå ñîäåðæèò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå, ò. å. A ⊂ ∪n

i=1Oε(ai) äëÿ

44



íåêîòîðûõ òî÷åê ai ∈ A . Òàê êàê B ⊂ A è A ⊂ ∪n
i=1Oε(ai) , òî ìíîæåñòâî

B ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì îêðåñòíîñòåé Oε(ai) , êàæäàÿ èç êîòî-
ðûõ ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé òî÷êè ìíîæåñòâà B . Çíà÷èò, B ñîäåðæèò
íå áîëåå n òî÷åê � ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà Êàíòîðà (îáîáùåííûé ïðèíöèï ñòÿãèâàþùèõñÿ
îòðåçêîâ). Ïóñòü A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ · · · � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ. Òîãäà ∩∞n=1An 6= ∅ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∩∞n=1An = ∅ .
Òîãäà (∩∞n=1An)

c = ∪∞n=1A
c
n = R . Ïóñòü D = ∪∞n=2A

c
n . Òîãäà Ac

1∪D = R è
A1 = A1∩R = A1∩(Ac

1∪D) = (A1∩Ac
1)∪(A1∩D) = A1∩D . Òàêèì îáðàçîì,

A1 = A1∩D , îòêóäà A1 ⊂ D , ò. å. A1 ⊂ ∪∞n=2A
c
n . Ìíîæåñòâà An çàìêíóòû,

ïîýòîìó Ac
n îòêðûòû. Èç îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ A1 ⊂ ∪∞n=2A

c
n êîìïàêòíîãî

ìíîæåñòâà A1 ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå: A1 ⊂ ∪N
n=2A

c
n .

Òàê êàê Ac
2 ⊂ Ac

3 ⊂ · · · ⊂ Ac
n ⊂ · · · , òî ∪N

n=2A
c
n = Ac

N . Òàêèì îáðàçîì,
A1 ⊂ Ac

N . Èç ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî AN = AN ∩A1 ⊂ AN ∩Ac
N = ∅ , çíà÷èò,

AN = ∅ � ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà Êàíòîðà äîêàçàíà.

6 Ñâîéñòâà ïðåäåëîâ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

6.1 Òåîðåìû î ïðåäåëàõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Åñëè yn → b 6= 0, òî ∃N : ∀n ≥ N (|yn| ≥ |b/2|) .
Â ÷àñòíîñòè, ∃N : ∀n ≥ N (yn 6= 0) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ε = |b/2| . Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ñëåäó-
åò, ÷òî ∃N : ∀n ≥ N (|yn − b| < ε) . Òîãäà ïðè n ≥ N

|yn| ≥ |b| − |b− yn| > |b| − |b/2| = |b/2|.

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äàíû äâå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn , yn

è ñóùåñòâóþò ïðåäåëû limn→∞ xn = a, limn→∞ yn = b. Òîãäà:
1) ñóùåñòâóåò limn→∞(xn + yn) = a + b ;
2) ñóùåñòâóåò limn→∞(xn · yn) = a · b ;
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3) åñëè yn 6= 0, n ≥ 1 è b 6= 0, òî ñóùåñòâóåò limn→∞(1/yn) = 1/b ;
4) ñóùåñòâóåò limn→∞ |xn| = |a| .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà

|(xn + yn)− (a + b)| = |(xn − a) + (yn − b)| ≤ |xn − a|+ |yn − b|. (1)

Ôèêñèðóåì ε > 0 . Òàê êàê xn → a , òî ∃N1 : ∀n ≥ N1 (|xn−a| < ε/2) . Òàê
êàê yn → b , òî ∃N2 : ∀n ≥ N2 (|yn − b| < ε/2) . Ïóñòü N = max{N1, N2} .
Åñëè n ≥ N , òî n ≥ N1 è n ≥ N2 è òîãäà â ñèëó (1)

|(xn + yn)− (a + b)| ≤ |xn − a|+ |yn − b| < ε/2 + ε/2 = ε.

Çíà÷èò, limn→∞(xn + yn) = a + b .
2) Èìååì

|xnyn − ab| = |xnyn − xnb + xnb− ab| = |xn(yn − b) + (xn − a)b| ≤

≤ |xn(yn − b)|+ |(xn − a)b| = |xn||yn − b|+ |xn − a||b|. (2)

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñõîäèòñÿ, òî îíà îãðàíè÷åíà, ò. å.
∃C > 0 : ∀n ≥ 1 (|xn| ≤ C) . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî C ≥ b , èíà÷å ïðîñòî
óâåëè÷èì êîíñòàíòó C . Ôèêñèðóåì ε > 0 . Êàê è â ïðè äîêàçàòåëüñòâå 1),
íàéäåì íîìåðà N1 è N2 òàêèå, ÷òî |xn−a| < ε/(2C) ïðè n ≥ N1 , |yn−b| <
< ε/(2C) ïðè n ≥ N2 . Åñëè n ≥ N = max{N1, N2} , òî èç íåðàâåíñòâà
(2) ñëåäóåò, ÷òî |xnyn− ab| < C · ε/(2C) + C · ε/(2C) = ε . Òàêèì îáðàçîì,
limn→∞(xn · yn) = a · b .

3) Ôèêñèðóåì ε > 0 . Ïîêàæåì, ÷òî ∃N : ∀n ≥ N |1/yn − 1/b| < ε .
Ïðåîáðàçóåì ∣∣∣∣

1

yn
− 1

b

∣∣∣∣ =
|y − bn|
|yn||b| . (3)

Òàê êàê yn → b 6= 0 , òî â ñèëó ëåììû 1 ∃N1 : ∀n ≥ N1 |yn| ≥ |b/2| . Êðîìå
òîãî, ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ∃N2 : ∀n ≥ N2 |yn − b| < εb2/2 . Ïóñòü
n ≥ N = max{N1, N2} . Òîãäà èç (3) ñëåäóåò, ÷òî

∣∣∣∣
1

yn
− 1

b

∣∣∣∣ <
εb2/2

|b/2||b| = ε.

4) Óòâåðæäåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç îöåíêè
∣∣|xn| − |a|

∣∣ ≤ |xn − a| .
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Èç òåîðåìû 1 ñðàçó âûòåêàþò

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè xn → a, c = const, òî c · xn → c · a .
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè xn → a, yn → b, yn 6= 0, n ≥ 1 è b 6= 0, òî

ñóùåñòâóåò
lim
n→∞

xn

yn
=

a

b
.

Ñëåäñòâèå 3. Åñëè xn → a, yn → b, òî xn − yn → a− b.

Òåîðåìà 2 (ïåðåõîä ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâàõ). Åñëè xn ≤ yn ,
n ≥ 1 è xn → a, yn → b, òî a ≤ b .

Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a > b . Âîçüìåì
ε = (a− b)/2 > 0 . Òîãäà ∃N1 : ∀n ≥ N1

a− ε < xn < a + ε; (4)

∃N2 : ∀n ≥ N2

b− ε < yn < b + ε. (5)

Ïóñòü n ≥ N = max{N1, N2} . Òîãäà èìåþò ìåñòî îáà íåðàâåíñòâà (4) è
(5), è xn > a− ε = b + ε > yn � ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 xn < yn , n ≥ 1 , òî âîç-
ìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà limn→∞ xn = limn→∞ yn . Òàêèì îáðàçîì, ñòðîãîå
íåðàâåíñòâî â ïðåäåëå ïåðåõîäèò â íåñòðîãîå!

xn < yn, n ≥ 1 6=⇒ lim
n→∞

xn < lim
n→∞

yn,

xn < yn, n ≥ 1 =⇒ lim
n→∞

xn ≤ lim
n→∞

yn.

Ïðèìåð: 0 < 1/n , íî limn→∞ 0 = 0 = limn→∞(1/n) .

Òåîðåìà 3 ("òåîðåìà î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ"). Ïóñòü xn ≤
≤ yn ≤ zn , n ≥ 1. Åñëè limn→∞ xn = limn→∞ zn = a, òî ñóùåñòâóåò
limn→∞ yn = a .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ε > 1 . Òîãäà ∃N1 : ∀n ≥ N1 (a − ε <

< xn < a+ ε); ∃N2 : ∀n ≥ N2 (a− ε < zn < a+ ε). Ïðè n ≥ max{N1, N2}
èìååì a − ε < xn ≤ yn ≤ zn < a + ε . Ñëåäîâàòåëüíî, a − ε < yn < a + ε

ïðè n ≥ N . Çíà÷èò, limn→∞ yn = a . Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå. Øóòëèâîå íàçâàíèå òåîðåìû âûçâàíî òåì, ÷òî "ìèëè-
öèîíåðû" xn è zn âåäóò "çàäåðæàííîãî" yn , êîòîðûé íàõîäèòñÿ ìåæäó
íèìè. Åñëè îáà ìèëèöèîíåðà ïðèäóò â ïóíêò a , òî è çàäåðæàííûé ïðèäåò
òàêæå â a .

Òåîðåìà 4. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn îãðàíè÷åíà, à ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü yn ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn · yn)

òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ, ñóùåñòâóåò C > 0 òàêîå, ÷òî |xn| ≤ C ,
n ≥ 1 . Òîãäà äëÿ ëþáîãî n èìååì |xn · yn| ≤ C|yn| , ò. å.

−C|yn| ≤ xnyn ≤ C|yn|.

Òàê êàê yn → 0 , òî |yn| → 0 è ïî òåîðåìå 1 C|yn| → 0 , −C|yn| → 0 . Ïî
òåîðåìå 3 (xn · yn) → 0 , n →∞ . Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

Ïðèìåðû. 1. Ïóñòü xn = sin n/n = sin n·(1/n) . Òàê êàê (1/n) → 0 ,
n →∞ , à | sin n| ≤ 1 , òî ïî òåîðåìå 4 limn→∞(sin n/n) = 0 .

2. Ïóñòü

xn =
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ · · ·+ 1√
n2 + n

.

Òàê êàê
n√

n2 + n
≤ xn ≤ n√

n2 + 1
,

òî
1√

1 + (1/n)
≤ xn ≤ 1.

Ïðè n →∞ èìååì 1√
1+(1/n)

→ 1 . Ïî òåîðåìå 3 òîãäà limn→∞ xn = 1 .

6.2 Ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êðèòåðèé Êîøè

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, åñëè ∀ε > 0 ∃N ∈ N :

∀m , n ≥ N (|xn − xm| < ε) .
Èíûìè ñëîâàìè, xn ôóíäàìåíòàëüíà, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷ëå-

íàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn è xm ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êîãäà íîìåðà n è
m ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
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Ëåììà. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ôóíäàìåíòàëüíà, òî îíà
îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ε = 1 . Òîãäà ∃N ∈ N : ∀m , n ≥ N

(|xn − xm| < 1) . Çíà÷èò, ïðè ëþáûõ n ≥ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|xn − xN | < 1 , îòêóäà |xn| ≤ |xn − xN | + |xN | < 1 + |xN | , n ≥ N . Ïóñòü
C = max(|x1|, |x1|, . . . , |xN−1|, 1 + |xN |) . Òîãäà |xn| ≤ C , n ≥ 1 , ò. å.
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn îãðàíè÷åíà. Ëåììà äîêàçàíà.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùàÿ òåîðåìà, èìåþùàÿ âûäàþùååñÿ çíà÷åíèå.

Òåîðåìà (êðèòåðèé Êîøè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé). ×èñëî-
âàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn èìååò ïðåäåë â R òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà xn ôóíäàìåíòàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü xa ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó
ïðåäåëó a . Ôèêñèðóåì ε > 0 . Òîãäà ∃N ∈ N : ∀n ≥ N (|xn − a| < ε/2) .
Åñëè m , n ≥ N , òî â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà

|xn − xm| ≤ |xn − a|+ |a− xm| < ε/2 + ε/2 = ε.

Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ôóíäàìåíòàëüíà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü xn ôóíäàìåíòàëüíà. Ôèêñèðóåì ε > 0 . Òîãäà

∃N1 :

∀m, n ≥ N1 (|xn − xm| < ε/2). (1)

Â ñèëó ëåììû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn îãðàíè÷åíà. Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-
Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk

, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ
ê íåêîòîðîé òî÷êå a ïðè k →∞ . Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ∃N2 :

∀k ≥ N2 |xnk
− a| < ε/2. (2)

Ïóñòü N = max{N1, N2} è n ≥ N . Âûáåðåì íîìåð k íàñòîëüêî áîëüøèì,
÷òîáû k ≥ N ≥ N2 . Òîãäà nk ≥ k ≥ N1 è â ñèëó (1) è (2) |xn − a| ≤
≤ |xn−xnk

|+|xnk
−a| < ε/2+ε/2 = ε . Çíà÷èò, xn → a è òåîðåìà äîêàçàíà.

6.3 Ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé
(óáûâàþùåé), åñëè

x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ · · · ≤ xn ≤ · · · (x1 ≥ x2 ≥ x3 ≥ · · · ≥ xn ≥ · · · ).
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòà-
þùåé (óáûâàþùåé), åñëè

x1 < x2 < x3 < · · · < xn < · · · (x1 > x2 > x3 > · · · > xn > · · · ).

(Ñòðîãî) ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå è ìîíîòîííî óáûâàþùèå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ (ñòðîãî) ìîíîòîííûìè.

Òåîðåìà (ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ìîíîòîííîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè). Ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíà îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü.
Ïóñòü xn � îãðàíè÷åííàÿ ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè âîçðàñòàþùàÿ. Òîãäà xn îãðàíè÷åíà ñâåðõó, ò. å. ∃C > 0 :

∀n ≥ 1 (|xn| ≤ C) . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî B = {xn|n ≥ 1} . Ìíîæå-
ñòâî B îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òàê êàê C � îäíà èç åãî ìàæîðàíò. Çíà÷èò,
ñóùåñòâóåò sup B â R . Îáîçíà÷èì ýòîò ñóïðåìóì ÷åðåç b . Ôèêñèðóåì
ε > 0 . Ñîãëàñíî òåîðåìå î õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ñâîéñòâå ñóïðåìóìà
∃xN ∈ B òàêîå, ÷òî xN > b− ε .

Åñëè n ≥ N , òî xn ≥ xN > b − ε . Êðîìå òîãî, xn ∈ B ⇒ xn ≤
≤ sup B = b < b + ε . Îêîí÷àòåëüíî èìååì b− ε < xn < b + ε ïðè n ≥ N .
Çíà÷èò, xn → b . Òåîðåìà äîêàçàíà.

6.4 ×èñëî e

Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà

(a + b)n = an + C1
na

n−1b + C2
na

n−2b2 + · · ·+ Ck
nan−kbk + · · ·+ bn,

èëè â ñîêðàùåííîì âèäå

(a + b)n =
n∑

k=0

Ck
nan−kbk, (1)

ãäå a , b ∈ R , n ∈ N , ÷èñëà Ck
n , íàçûâàåìûå áèíîìèàëüíûìè êîýôôèöè-

åíòàìè, îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
,
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n! = 1 · 2 · 3 · · · · · n (n ôàêòîðèàë) � ïðîèçâåäåíèå âñåõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë îò 1 äî n (ïî îïðåäåëåíèþ 0! = 1).

Îòìåòèì, ÷òî èç (1) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

(1 + x)n ≥ 1 + nx, x ≥ 0. (2)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè x ≥ 0

(1 + x)n = 1 + C1
nx + C2

nx
2 + · · ·+ xn ≥ 1 + C1

nx = 1 + nx.

Ëåììà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xn =

(
1 +

1

n

)n+1

ìîíîòîííî óáûâàåò è îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì, ñ ó÷åòîì (2),

xn

xn+1
=

(n + 1)2n+3

nn+1(n + 2)n+2 =
n + 1

n + 2
·
(

(n + 1)2

n(n + 2)

)n+1

=

=
n + 1

n + 2
·
(

n2 + 2n + 1

n2 + 2n

)n+1

=
n + 1

n + 2
·
(

1 +
1

n(n + 2)

)n+1

≥

≥ n + 1

n + 2
·
(

1 +
n + 1

n(n + 2)

)
=

n3 + 4n2 + 4n + 1

n3 + 4n2 + 4n
> 1.

Òàêèì îáðàçîì, xn > xn+1 , n ≥ 1 , ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ìîíîòîí-
íî óáûâàåò. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî 1 ≤ xn ≤ x1 = 4 , n ≥ 1 , ò. å.
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn îãðàíè÷åíà. Ëåììà äîêàçàíà.

Èç äîêàçàííîé ëåììû è òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëà ìîíîòîí-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

e := lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+1

· lim
n→∞

(
1 +

1

n

)−1

= lim
n→∞

xn.

Êîíñòàíòà e = 2, 71828 . . . ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé êîíñòàíòîé âûñøåé ìàòå-
ìàòèêè è èãðàåò òàêóþ æå âàæíóþ ðîëü, êàê êîíñòàíòà π â ýëåìåíòàðíîé
ìàòåìàòèêå.

Çàìå÷àíèå. Î÷åíü ÷àñòî äîïóñêàåòñÿ ñëåäóþùàÿ íåòî÷íîñòü. Ïî-
ñêîëüêó limn→∞(1 + 1/n) = 1 , à 1n = 1 , òî îøèáî÷íî ïîëàãàþò, ÷òî
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limn→∞(1 + 1/n)n = 1 . Ïîäîáíûå íåòî÷íîñòè âñòðå÷àþòñÿ ïðè âû÷èñ-
ëåíèè ñõîäíûõ ïðåäåëîâ limn→∞ abn

n , ãäå limn→∞ an = 1 . Èç ïîñëåäíåãî
ðàâåíñòâà íå ñëåäóåò, ÷òî limn→∞ abn

n = 1 . Ñóùåñòâîâàíèå è çíà÷åíèå ïðå-
äåëà çàâèñèò íå òîëüêî îò an , íî è îò bn !

6.5 Ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â R

Ïóñòü r > 0 , a ∈ R , òîãäà r -îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî Or(a) = (a− r; a + r) . Åñëè a = +∞ , òî åå r -îêðåñòíîñòü

Or(+∞) := {x ∈ R | r < x ≤ +∞}.

-br +∞

Ðèñ. 25

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

Åñëè a = −∞ , òî Or(−∞) := {x ∈ R | −∞ ≤ x < −r} .

-b−r−∞

Ðèñ. 26

¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡

Ïóñòü X ⊂ R . Òî÷êà a ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé X

â R , åñëè ∀r > 0 ìíîæåñòâî Or(a) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê
ìíîæåñòâà X . ßñíî, ÷òî åñëè X ⊂ R è òî÷êà a ∈ R ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé
òî÷êîé X â R , òî a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé X è â R .

Ïðèìåðû. 1) Ìíîæåñòâî N íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê â R , îäíàêî
â R ïðåäåëüíîé òî÷êîé N ÿâëÿåòñÿ +∞ .

2) Ìíîæåñòâî Z íå èìååò ïðåäåëüíûõ òî÷åê â R , â R ïðåäåëüíûìè
òî÷êàìè N ÿâëÿþòñÿ −∞ è +∞ .

3) Ïóñòü X = (a; +∞) . Ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê X â R åñòü
[a; +∞) , à â R � [a; +∞] .

Ïóñòü xn � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â R è a ∈ R . Òî÷êà a

íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn â R , åñëè ∀r > 0 ∃N :

∀n ≥ N (xn ∈ Or(a)) .
ßñíî, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñîñòîèò òî÷åê èç R è a ∈ R ,

òî xn → a â R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xn → a â R .
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Çàïèøåì ïîäðîáíåå îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà
a = ±∞ .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñõîäèòñÿ ê +∞ , åñëè

∀r > 0 ∃N : ∀n ≥ N (xn > r).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñõîäèòñÿ ê −∞ , åñëè

∀r > 0 ∃N : ∀n ≥ N (xn < −r).

6.6 Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ íåêîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

1) limn→∞ an = +∞ , åñëè a > 1 ; limn→∞ an = 0 , åñëè a ∈ [0; 1) .
Ïóñòü a > 1 , r > 0 . Èìååì an > r ⇔ n > loga r . Åñëè r < 1 , òî

íåðàâåíñòâî an > r âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ n ∈ N , Åñëè r ≥ 1 , òî îíî
âåðíî ïðè n ≥ N = [loga r] + 1 .

Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a > 1 . Òîãäà a = 1 + α , α > 0 è
an = (1 + α)n > C2

nα
2 > (n − 1)2α2/2 . Åñëè n ≥ 1 +

√
2r/α , òî an > r .

Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå N ìîæíî âçÿòü [
√

2r/α] .
Ñëó÷àé a ∈ [0; 1) ëåãêî ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó.
2) Äëÿ ëþáîãî a ∈ R

lim
n→∞

an

n!
= 0. (1)

Èìååì ∣∣∣∣
an

n!

∣∣∣∣ =
|a|
1
· |a|

2
· · · · · |a|

m
· |a|
m + 1

· · · · · |a|
n

.

Âûáåðåì m > |a| . Îáîçíà÷èì α = |a|/(m + 1) . Òîãäà ïðè n ≥ m
∣∣∣∣
an

n!

∣∣∣∣ ≤ Cαn−m,

ãäå
C =

|a|
1
· |a|

2
· · · · |a|

m
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè n ≥ m
∣∣∣∣
an

n!

∣∣∣∣ ≤
C

αm
αn → 0, n →∞,

òàê êàê 0 ≤ α < 1 . Ïî òåîðåìå î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ èìååì (1).
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3) lim
n→∞

n
√

n = 1.

Ïóñòü n
√

n = 1 + xn , òîãäà xn > 0 , ò. ê. n
√

n > 1 . Èìååì

n = (1 + xn)
n = 1 + C1

nxn + C2
nx

2
n + · · ·+ xn

n > C2
nx

2
n =

n(n− 1)

2
x2

n,

n ≥ 2 , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî x2
n ≤ 2/(n− 1) . Òîãäà

0 < xn ≤
√

2

n− 1
→ 0, n →∞.

Ïî òåîðåìå î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ xn → 0 , îòêóäà n
√

n = 1 + xn → 1 ,
n →∞ .

4) lim
n→∞

n
√

a = 1 (a > 0). (2)

Åñëè a ≥ 1 , òî ïðè n ≥ a èìååì 1 ≤ n
√

a ≤ n
√

n . Â ñèëó ïðèìåðà 3) è ïî
òåîðåìå î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ ïîëó÷àåì (2).

Åñëè 0 < a < 1 , òî α = 1/a > 1 , limn→∞ n
√

α = 1 è limn→∞ n
√

a =

= limn→∞ n
√

1/α = limn→∞(1/ n
√

α) = 1/ limn→∞ n
√

α = 1 .

5) lim
n→∞

n

an
= 0 (a > 1). (3)

Ïóñòü a = 1 + α , òîãäà

an = (1 + α)n > C2
nα

2 =
n(n− 1)

2
α2,

îòêóäà
0 <

n

an
<

2

(n− 1)α2 → 0, n →∞.

Ïî òåîðåìå î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ èìååì (3).

6) lim
n→∞

loga n

n
= 0 (a > 0, a 6= 1). (4)

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a > 1 , òàê êàê ïðè a < 1 èìååì loga n = − logα n ,
ãäå α = 1/a > 1 . Ïðèìåíèì 5). Ôèêñèðóåì ε > 0 , òîãäà aε > 1 è

lim
n→∞

n

(aε)n = 0.

Çíà÷èò, ∃N : ∀n ≥ N n/aεn < 1 , îòêóäà

n < aεn ⇒ loga n < εn ⇒ 0 <
loga n

n
< ε, n ≥ N.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò (4).
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7 Ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå

7.1 Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè

Îñíîâíûìè ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè íàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå
ôóíêöèè: ïîñòîÿííûå, ñòåïåííûå y = xα , ïîêàçàòåëüíûå y = ax , ëî-
ãàðèôìè÷åñêèå y = loga x , òðèãîíîìåòðè÷åñêèå y = sin x , y = cos x ,
y = tg x , y = ctg x , îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå y = arcsin x ,
y = arccos x , y = arctg x , y = arcctg x . Â êà÷åñòâå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
ýòèõ ôóíêöèé áåðóò, êàê ïðàâèëî, ìíîæåñòâî âñåõ x , ïðè êîòîðûõ îïðåäå-
ëåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëà. Íàïðèìåð, arcsin x îïðåäåëåí ïðè âñåõ
|x| ≤ 1 , ïîýòîìó â êà÷åñòâå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ áåðóò îòðåçîê [−1; 1] .

Çàìå÷àíèå. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå íåêîòîðûõ îñíîâíûõ ýëåìåíòàð-
íûõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ïðîñòóþ çàäà÷ó. Â ýòîì ïîñîáèè ìû
íå çàíèìàåìñÿ ýòèì è îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê äðóãèì ó÷åáíèêàì, íàïðèìåð,
ê êíèãå À. Í. Øåðñòíåâà [3].

Ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ
èç îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ïóòåì ïðèìåíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ g(x) =
√

sin x + xearccosx ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàð-
íîé. Îáúÿñíèòå ïîäðîáíî, êàê èìåííî ìîæíî ïðåäñòàâèòü åå ÷åðåç îñíîâ-
íûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.

7.2 Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå

Ïóñòü a ∈ R è ε > 0 . Íàïîìíèì. ÷òî ïðîêîëîòîé ε-îêðåñòíîñòüþ
òî÷êè a íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

∨
O ε(a) := Oε(a) \ {a} .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà ìíîæåñòâå X ⊂
⊂ R , èìåþùåì ïðåäåëüíóþ òî÷êó x0 . Îòìåòèì âàæíåéøèå ÷àñòíûå ñëó-
÷àè:

1) X = (a; b) 3 x0 .
2) X = (a; b) \ {x0} , x0 ∈ (a, b) .
3) X = (x0; b) èëè X = (a; x0) . Ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà ëèáî ñëå-

âà, ëèáî ñïðàâà îò òî÷êè a , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé X , íå
ïðèíàäëåæàùåé X .
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Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü X ⊂ R , ôóíêöèÿ f : X → R è x0 �
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà X . ×èñëî y0 ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f â
òî÷êå x0 , åñëè ∀ε > 0 ∃δ > 0 òàêîå, ÷òî ∀x ∈ X , óäîâëåòâîðÿþùåãî
óñëîâèþ 0 < |x− x0| < δ , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)− y0| < ε .

Ïðèâåäåì ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëèðîâêè:
1) ×èñëî y0 ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0 , åñëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈ X (x ∈ X ∩
∨
O δ(x0) ⇒ f(x) ∈ Oε(y0)).

2) ×èñëî y0 ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0 , åñëè
∀ε > 0 ∃δ > 0 : f(X ∩

∨
O δ(x0)) ⊂ Oε(y0) .

Åñëè y0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0 , òî ïèøóò
y0 = lim

x→x0

f(x)

èëè f(x) → y0 , x → x0 .
Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó â îïðåäåëåíèè ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå

áåðåòñÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 , òî ýòî îïðåäåëåíèå íèêàê íå
èñïîëüçóåò çíà÷åíèå ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå, äàæå åñëè x0 ∈ X . Âûâîä:
ïðåäåë çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè â ëþáîé ìàëîé ïðîêîëîòîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè x0 . Ïðè ýòîì çíà÷åíèå f(x0) ìîæåò áûòü íå îïðåäåëåíî, à
åñëè f(x0) âñå æå ñóùåñòâóåò, ïðåäåë îò ýòîãî çíà÷åíèÿ íèêàê íå çàâèñèò.

Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèÿ f : X → R èìååò ïðåäåë y0 ∈ R â
òî÷êå x0 , òî f îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè x0 , ò. å.

∃M, r > 0 : ∀x ∈ X ∩
∨
O r(x0) (|f(x)| ≤ M).

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñîîòâåòñòâóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Òåîðåìà 2 (Ãåéíå). ×èñëî y0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè
f : X → R â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè xn ∈ X \{x0}, ñõîäÿùåéñÿ ê x0 , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
f(xn) ñõîäèòñÿ ê y0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü y0 = limx→x0
f(x) . Ôèêñèðó-

åì ε > 0 . Òîãäà ∃δ > 0 :

x ∈ X ∩
∨
O δ(x0) ⇒ f(x) ∈ Oε(y0). (1)
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Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ X \ {x0} , ñõîäÿùóþñÿ ê x0 . Òîãäà
∃N ∈ N : ∀n ≥ N (|xn − x0| < δ ). Òàêèì îáðàçîì, xn ∈

∨
O δ(x0) , n ≥ N ,

îòêóäà, â ñèëó (1), f(xn) ∈ Oε(y0) , n ≥ N . Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóåò, ÷òî limn→∞ f(xn) = y0 .

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn ∈ X \{x0} ,
ñõîäÿùåéñÿ ê x0 , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(xn) ñõîäèòñÿ ê y0 . Äîêàæåì, ÷òî
∃ limx→x0

f(x) = y0 . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà

∃ε : ∀δ > 0 ∃x = x(δ) : x ∈ X ∩
∨
O δ(x0) è |f(x)− y0| ≥ ε.

Ïóñòü δ = 1/n , n ∈ N . Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè x(1/n) = xn . Â ñèëó
âûáîðà xn èìååì xn ∈ X \ {x0} è |xn−x0| < 1/n , ò. å. ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî −1/n < xn−x0 < 1/n , îòêóäà (ïî òåîðåìå î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ)
xn → x0 , n →∞ . Ïî ïðåäïîëîæåíèþ òîãäà f(xn) äîëæíà ñõîäèòüñÿ ê y0 .
Íî |f(xn) − y0| ≥ ε , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî f(xn) íå ìîæåò ñõîäèòüñÿ ê y0 .
Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî äàòü îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíê-
öèè â òî÷êå íà ÿçûêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëî y0 ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f

â òî÷êå x0 , åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn ∈ X \ {x0} , ñõîäÿ-
ùåéñÿ ê x0 , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(xn) ñõîäèòñÿ ê y0 .

Ïðèìåðû. 1)
lim
x→0

x2 + x

x
= 1.

Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) = (x2 + x)/x îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå
X = R \ {0} , 0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà X , ïðè÷åì f(x) = x + 1 íà X .
Åñëè xn → 0 , xn 6= 0 , n ≥ 1 , òî f(xn) = xn + 1 → 1 . Ïî îïðåäåëåíèþ 2
limx→0 f(x) = 1 .

2) Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) = sign x =





1, x > 0,

−1, x < 0,

0, x = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå 0 .
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Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn → 0 . Åñëè âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíû, òî f(xn) = 1 → 1 , n →∞ . Åñëè æå âñå xn < 0 ,
òî f(xn) = −1 → −1 , n → ∞ . Çíà÷èò, ïî ðàçëè÷íûì ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòÿì ïðåäåëû ðàçëè÷íû, ò. å. íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà limx→0 f(x) .

7.3 Ïðåäåë ôóíêöèè â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷êàõ

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X , X ⊂ R , è òî÷êà x0 ,
ðàâíàÿ +∞ èëè −∞ , ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X . ×èñëî
y0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f â òî÷êå x0 , åñëè ∀ε > 0 ∃r > 0

òàêîå, ÷òî ∀x ∈ X ∩ Or(x0) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî |f(x)− y0| < ε èëè
ïî-äðóãîìó: f(x) ∈ Oε(y0) ∀x ∈ X ∩Or(x0) .

Ðàñïèøåì áîëåå ïîäðîáíî ýòî îïðåäåëåíèå â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.
1) Ïóñòü x0 = +∞ . Òîãäà limx→+∞ f(x) = y0 ∈ R , åñëè ∀ε > 0

∃r > 0 : ∀x ∈ X , óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó x > r , âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî |f(x)− y0| < ε .

Àíàëîãè÷íî limx→∞ f(x) = y0 ∈ R , åñëè ∀ε > 0 ∃r > 0 : ∀x ∈
X , óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó x < −r , èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
|f(x)− y0| < ε .

Òåîðåìà (ñâîéñòâà ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå). Ïóñòü ôóíê-
öèè f , g è h îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå X ⊂ R è òî÷êà x0 ∈ R ÿâëÿ-
åòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X . Ïóñòü ñóùåñòâóþò ïðåäåëû
limx→x0

f(x) è limx→x0
g(x). Òîãäà

1) ñóùåñòâóåò limx→x0
[f(x) + g(x)] = limx→x0

f(x) + limx→x0
g(x) ;

2) ñóùåñòâóåò limx→x0
[f(x)g(x)] = limx→x0

f(x) · limx→x0
g(x) ;

3) ñóùåñòâóåò

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)
,

åñëè g(x) 6= 0 â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è
limx→x0

g(x) 6= 0 ;
4) ñóùåñòâóåò limx→x0

|f(x)| = | limx→x0
f(x)| ;

5) åñëè f(x) ≤ g(x) â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
x0 , òî limx→x0

f(x) ≤ limx→x0
g(x) ;
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6) (òåîðåìà î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ ) Åñëè f(x) ≤ h(x) ≤ g(x) â íåêî-
òîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è limx→x0

f(x) = limx→x0
g(x),

òî ñóùåñòâóåò limx→x0
h(x) = limx→x0

f(x) = limx→x0
g(x) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äëÿ ïðèìåðà 3). Çàìåòèì, ÷òî îïðåäå-
ëåíèå 2 ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå ñïðàâåäëèâî è äëÿ òî÷åê x0 = ±∞
(ïðîâåðüòå ýòî!).

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ X \{x0} ñõîäèòñÿ ê x0 ïðè n →∞ .
Ïóñòü limx→x0

f(x) = a , limx→x0
g(x) = b . Òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2

ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå èìååì f(xn) → a , g(xn) → b , n →∞ . Ïðè äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèõ n òî÷êè xn ïîïàäàþò â ïðîêîëîòóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè
x0 , â êîòîðîé ôóíêöèÿ g íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî g(xn) 6= 0 . Ïî ñâîéñòâàì ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ñóùåñòâóåò ïðåäåë ÷àñòíîãî:

lim
n→∞

f(xn)

g(xn)
=

a

b
.

Ïî îïðåäåëåíèþ 2 ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå ñóùåñòâóåò

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

a

b
.

Óïðàæíåíèå. Ïðèâåäèòå ïîäðîáíûå äîêàçàòåëüñòâà îñòàëüíûõ
óòâåðæäåíèé òåîðåìû.

Òåîðåìà (êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè
â òî÷êå). Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X ⊂ R è òî÷êà
x0 ∈ R ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X . Ïðåäåë ôóíêöèè f

â òî÷êå x0 ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀ε > 0 ∃r > 0:
∀x′ , x′′ ∈ X ∩

∨
O r(x0) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x′)− f(x′′)| < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ñóùåñòâóåò
limx→x0

f(x) = y0 . Òîãäà ∀ε > 0 ∃r > 0 : ∀x ∈ X ∩
∨
O r(x0) âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x) − y0| < ε/2 . Ïóñòü x′ , x′′ ∈ X ∩
∨
O r(x0) . Òîãäà

|f(x′)− y0| < ε/2 , |f(x′′)− y0| < ε/2 è ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà òðåóãîëü-
íèêà ïîëó÷àåì |f(x′)− f(x′′)| ≤ |f(x′)− y0|+ |y0− f(x′)| < ε/2 + ε/2 = ε .

Äîñòàòî÷íîñòü. Ðàññìîòðèì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn èç ìíî-
æåñòâà X \ {x0} , êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê x0 . Ïî óñëîâèþ ∀ε > 0 ∃r > 0 :
∀x′ , x′′ ∈ X ∩

∨
O r(x0) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x′) − f(x′′)| < ε .
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Òàê êàê xn → x0 , òî ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N = N(r) : ∀n ≥ N

(xn ∈ X ∩
∨
O r(x0)). Åñëè m , n ≥ N , òî |f(xn) − f(xm)| < ε . Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(xn) ôóíäàìåíòàëüíà. Ïî êðèòåðèþ
Êîøè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f(xn) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó y0 .

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî y0 íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Ïóñòü x′n � äðóãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â X \{x0} , êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê x0 .
Ðàññìîòðèì ïåðåìåøàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x1, x
′
1, x2, x

′
2, . . . , xn, x

′
n, . . . .

ßñíî, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê x0 . Ïî äîêàçàííîìó âûøå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçîâ

f(x1), f(x′1), f(x2), f(x′2), . . . , f(xn), f(x′n), . . .

ñõîäèòñÿ. Ïîñêîëüêó åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(xn) ñõîäèòñÿ ê y0 , òî è
âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê y0 . Ïîýòîìó è äðóãàÿ åå ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü f(x′n) ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ïðåäåëó y0 .

Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ îïðåäåëåíèå 2 ïðåäåëà ôóíêöèè â òî÷êå, ïîëó÷à-
åì, ÷òî limx→x0

f(x) = y0 . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Â ñëåäóþùåì ïóíêòå äàåòñÿ îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷-
íûõ ïðåäåëîâ ôóíêöèè â òî÷êå. Äëÿ íèõ äîêàçàííàÿ òåîðåìà íåâåðíà! Â
òåîðåìå ñóùåñòâåííî, ÷òî y0 ∈ R .

7.4 Áåñêîíå÷íûå ïðåäåëû

Ìû óæå îïðåäåëèëè limx→x0
f(x) = y0 â ñëó÷àÿõ, êîãäà y0 ∈ R ,

x0 ∈ R . Òåïåðü îïðåäåëèì ïîíÿòèå ïðåäåëà â ñëó÷àå, êîãäà y0 ìîæåò
ðàâíÿòüñÿ +∞ èëè −∞ .

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X ⊂ R è òî÷êà x0 ∈ R
� ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X . Ïóñòü y0 ∈ R . Ãîâîðÿò, ÷òî ïðåäåë
ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ðàâåí y0 , åñëè ∀s > 0 ∃r > 0 : ∀x ∈ X ∩

∨
O r(x0)

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå f(x) ∈ Os(y0) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, f(X∩
∨
O r(x0)) ⊂

⊂ Os(y0) .
Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ÷àñòíûå ñëó÷àè: x0 ∈ R , x0 = +∞ , x0 =

= −∞ ; y0 ∈ R , y0 = +∞ , y0 = −∞ , èòîãî 9 ñëó÷àåâ. Ðàñïèøåì ïîäðîáíî
îäèí èç ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ: x0 = +∞ , y0 = −∞ .
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Ïðåäåë limx→+∞ f(x) = −∞ , åñëè ∀s > 0 ∃r > 0 : ∀x ∈ X

x > r =⇒ f(x) < −s.

Óïðàæíåíèå. Ðàñïèøèòå àíàëîãè÷íî íà ÿçûêå s− r îïðåäåëåíèå
ïðåäåëà ôóíêöèè â îñòàëüíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.

Ïðèìåðû. 1) Ïîêàæåì, ÷òî limx→0 1/x2 = +∞ . Çàäàäèì ëþáîå
s > 0 . Èìååì

1

x2 > s ⇐⇒ x2 <
1

s
⇐⇒ |x| < 1√

s
.

Ïóñòü r = r(s) = 1/
√

s . Åñëè |x| < r , òî f(x) = 1/x2 > s . Òàêèì îáðàçîì,
limx→0 f(x) = +∞ .

2) limx→−∞ x3 = −∞ . Äåéñòâèòåëüíî, x3 < −s ⇐⇒ x < − 3
√

s .
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî s > 0 ñóùåñòâóåò r = r(s) = 3

√
s òàêîå, ÷òî

x < −r(s) =⇒ x3 < −s .
Ìîæíî äàòü îïðåäåëåíèå ïðåäåëà â ñëó÷àå, êîãäà x0 , y0 ∈ R , íà

ÿçûêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü â ñëó÷àå
x0 , y0 ∈ R .

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X ⊂ R è òî÷êà x0 ∈ R
� ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X . Ïóñòü y0 ∈ R . Ãîâîðÿò, ÷òî ïðåäåë
ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ðàâåí y0 , åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
òî÷åê xn ∈ X \ {x0}

xn → x0, n →∞ =⇒ f(xn) → y0, n →∞.

Óïðàæíåíèå. Êàê è â òåîðåìå Ãåéíå äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íûõ òî÷åê
x0 è y0 , äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ îïðåäåëåíèé ïðåäåëà.

7.5 Ïðåäåë ñëîæíîé ôóíêöèè, çàìåíà ïåðåìåííûõ â ïðåäåëàõ

Òåîðåìà. Ïóñòü X , Y , Z � íåêîòîðûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà,
x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà X , y0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà Y (x0 , y0 ∈ R).
Ïóñòü f : X → Y , g : Y → Z è

lim
x→x0

f(x) = y0, lim
y→y0

g(y) = z0.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî f(x) 6= y0 ∀x ∈
∨
O δ(x0)∩X . Òîãäà

ñóùåñòâóåò ïðåäåë ñëîæíîé ôóíêöèè:
lim
x→x0

g ◦ f(x) = z0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì s > 0 . Òàê êàê limy→y0
g(y) = z0 , òî

ñóùåñòâóåò t = t(s) > 0 òàêîå, ÷òî g(y) ∈ Os(z0) äëÿ ëþáîé òî÷êè
y ∈ Y ∩

∨
O t(y0) .

Òàê êàê limx→x0
f(x) = y0 , òî ñóùåñòâóåò r = r(t) > 0 òàêîå, ÷òî

f(x) ∈ Ot(y0) äëÿ ëþáîãî x ∈ X ∩
∨
O r(x0) . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî r < δ .

Òîãäà ∀x ∈ X∩
∨
O r(x0) èìååì f(x) ∈ Y ∩

∨
O t(y0) è òîãäà g(f(x)) ∈ Os(z0) .

Èòàê, ∀s > 0 ∃r = r(t(s)) > 0 : ∀x ∈ X∩
∨
O r(x0) âûïîëíåíî óñëîâèå

g(f(x)) ∈ Os(z0) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî limx→x0
g ◦ f(x) = z0 .

Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

lim
x→x0

g ◦ f(x) = lim
y→y0

g(y) = z0, y = f(x).

Ïåðåõîä îò ïðåäåëà limx→x0
g ◦ f(x) ê ïðåäåëó limy→y0

g(y) íàçûâàåòñÿ
çàìåíîé ïåðåìåííûõ y = f(x) â ïðåäåëå limx→x0

g ◦ f(x) .

7.6 Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X ⊂ R è x0 ∈ R ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X+

x0
:= {x ∈ R : x ∈ X è x > x0}.

Îáîçíà÷èì f+
x0

= f |X+
x0
. Åñëè ñóùåñòâóåò limx→x0

f+
x0

(x) = y0 , òî ãîâî-
ðÿò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë ñïðàâà ôóíêöèè f â òî÷êå x0 è ïèøóò y0 =

= limx→x0+0 f(x) èëè y0 = limx→x0+ f(x) èëè x0 = f(x0 + 0) . Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäåë ñëåâà

lim
x→x0−0

f(x) = lim
x→x0−

f(x) = f(x0 − 0) := lim
x→x0

f |X−
x0

(x),

ãäå X−
x0

:= {x ∈ R : x ∈ X è x < x0} .
Ïðèìåðû. 1) Ïóñòü f(x) = sign x .

-

6

¾

-

0
1

−1

y = sign x

x

y

r

Ðèñ. 27.
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Òîãäà limx→0+ f(x) = 1 , limx→0− f(x) = −1 .
2) Ïóñòü f(x) = 1/x . Òîãäà

lim
x→0+

f(x) = +∞, lim
x→0−

f(x) = −∞.

Ïðåäåëû ñëåâà è ñïðàâà íàçûâàþòñÿ îäíîñòîðîííèìè ïðåäåëàìè.
Î÷åâèäíà

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X è x0

ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâ êàê X+
x0
, òàê è X−

x0
. Ïðåäåë

limx→x0
f(x) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ïðå-

äåëû f(x0 − 0) è f(x0 + 0), ïðè÷åì ýòè ïðåäåëû ñîâïàäàþò. Ïðè ýòîì
limx→x0

f(x) = f(x0 − 0) = f(x0 + 0).

7.7 Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû

Ñðåäè ìíîãèõ èçâåñòíûõ ïðåäåëîâ îñîáóþ ðîëü èãðàþò ñëåäóþùèå
äâà âàæíûõ ïðåäåëà, êîòîðûå ïðèíÿòî íàçûâàòü çàìå÷àòåëüíûìè.

1) Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.

lim
x→0

sin x

x
= 1. (1)

Ïðåäâàðèòåëüíî óñòàíîâèì íåðàâåíñòâî

sin x < x < tg x, 0 < x < π/2. (2)

-

6

ξ

η

0 ¡
¡

¡
¡

¡
¡

x A

B C

r

r
r

1

1

Ðèñ. 28.

Ðàññìîòðèì ðèñ. 28. Ñðàâíèì ïëîùàäè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëü-
íèêà ∆OAB , ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ∆OAC è êðóãîâîãî ñåêòî-
ðà ROAB . Òàê êàê ∆OAB ⊂ ROAB ⊂ ∆OAC , òî
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S(∆OAB) =
sin x

2
≤ S(ROAB) =

x

2
≤ S(∆OAC) =

tg x

2
,

îòêóäà ñëåäóåò (2).
Çàïèøåì (2) ïî-äðóãîìó:

sin x < x <
sin x

cos x

èëè
cos x <

sin x

x
< 1, (3)

0 < x < π/2 . Ïîñêîëüêó ôóíêöèè cos x è sinx
x � ÷åòíûå, íåðàâåíñòâî (3)

íà ñàìîì äåëå ñïðàâåäëèâî ïðè 0 < |x| < π/2 .
Ïîêàæåì, ÷òî limx→0 cos x = 1 . Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ëåâîå

íåðàâåíñòâî â (2) ïîëó÷àåì

| cos x− 1| = 1− cos x = 2 sin2 x

2
< 2

(x

2

)2
=

x2

2
, 0 < |x| < π

2
.

Òàêèì îáðàçîì,

1− x2

2
< cos x < 1 +

x2

2
, 0 < |x| < π

2
.

Ïîñêîëüêó limx→0(1± x2/2) = 1 , ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû î äâóõ ìèëè-
öèîíåðàõ èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì limx→0 cos x = 1 .

Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ ê (3), ïîëó÷àåì (1).

Çàìå÷àíèå. Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë îçíà÷àåò, ÷òî â íà÷à-
ëå êîîðäèíàò ãðàôèê ôóíêöèè y = sin x èìååò êàñàòåëüíóþ y = x

(ñòðîãîå îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé çäåñü ìû íå ïðèâîäèì). Â
îñòàëüíûõ òî÷êàõ ãðàôèêè ôóíêöèé y = sin x è y = x ñóùåñòâåííî îò-
ëè÷àþòñÿ, ïîýòîìó, êîíå÷íî, limx→x0

sinx
x 6= 1 , åñëè x0 6= 0 . Íåòðóäíî

äîêàçàòü, ÷òî limx→x0

sin x
x = sin x0

x0
< 1 , x0 ∈ R , x0 6= 0 . Êðîìå òîãî,

limx→±∞ sin x
x = 0 , òàê êàê y = sin x � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ íà âñåé

÷èñëîâîé îñè, à limx→±∞ 1
x = 0 . ×èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè sin x

x

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè x → 0 . Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé
ïðåäåë ðàñêðûâàåò íåîïðåäåëåííîñòü òèïà 0

0 . (ñì. ïî ïîâîäó íåîïðåäå-
ëåííîñòåé òèïà 0

0 ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ).
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2) Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.
Ýòîò ïðåäåë èìååò òðè ôîðìû.

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x

= e, (4)

lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x

= e, (5)

lim
x→0

(1 + x)
1
x = e. (6)

×àñòî (4) è (5) çàïèñûâàþò â âèäå îäíîãî ïðåäåëà

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e (7)

(x ñòðåìèòñÿ ê "áåñêîíå÷íîñòè áåç çíàêà"!).
2à) Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü (4). Ïóñòü x ≥ 1 , n = n(x) = [x]

(öåëàÿ ÷àñòü x). Òîãäà n ∈ N è n ≤ x ≤ n + 1 . Èñïîëüçóÿ ìîíîòîííîñòü
ïîêàçàòåëüíîé è ñòåïåííîé ôóíêöèé, ïîëó÷àåì

(
1 +

1

n + 1

)n

≤
(

1 +
1

n + 1

)x

≤
(

1 +
1

x

)x

≤
(

1 +
1

n

)x

≤
(

1 +
1

n

)n+1

èëè (
1 +

1

n(x) + 1

)n(x)

≤
(

1 +
1

x

)x

≤
(

1 +
1

n(x)

)n(x)+1

. (8)

Ïðè x → +∞ î÷åâèäíî n = n(x) → +∞ . Íàéäåì ïðåäåëû ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé (

1 +
1

n + 1

)n

è
(

1 +
1

n

)n+1

. (9)

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ÷èñëà e , ïîëó÷àåì

lim
n→∞

(
1 +

1

n + 1

)n

=
limn→∞

(
1 + 1

n+1

)n+1

limn→∞ 1 + 1
n+1

= e.

Àíàëîãè÷íî

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+1

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

· lim
n→∞

(
1 +

1

n

)
= e.

Ïîñêîëüêó ïðåäåëû âûðàæåíèé, ñòîÿùèõ ñëåâà è ñïðàâà â (8), ïðè x →
→ +∞ ñîâïàäàþò ñ ïðåäåëàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (9), ïî òåîðåìå î
äâóõ ìèëèöèîíåðàõ çàêëþ÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî (4).
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Çàìå÷àíèå. Äîêàæèòå ñëåäóþùèé ôàêò, êîòîðûé íåÿâíî èñ-
ïîëüçîâàëñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå âûøå. Åñëè n(x) � âåùåñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â ìíîæå-
ñòâå N , limx→+∞ n(x) = +∞ è ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
limn→∞ an = α , òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë ôóíêöèè limx→+∞ an(x) = α .

2á) Äåëàÿ çàìåíû ïåðåìåííûõ y = −x , z = y − 1 è èñïîëüçóÿ (4),
ïîëó÷àåì

lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x

= lim
y→+∞

(
1− 1

y

)−y

= lim
y→+∞

1(
1− 1

y

)y = lim
y→+∞

(
y

y − 1

)y

=

= lim
y→+∞

(
1 +

1

y − 1

)y−1

· lim
y→+∞

(
1 +

1

y − 1

)
= lim

z→+∞

(
1 +

1

z

)z

· 1 = e.

Òàêèì îáðàçîì, (5) äîêàçàíî.
2â) Ðàññìîòðèì îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû limx→0± (1 + x)

1
x . Ïîñëå çà-

ìåíû ïåðåìåííûõ t = 1/x ñ èñïîëüçîâàíèåì (4) è (5) ïîëó÷àåì

lim
x→0+

(1 + x)
1
x = lim

t→+∞

(
1 +

1

t

)t

= e,

lim
x→0−

(1 + x)
1
x = lim

t→−∞

(
1 +

1

t

)t

= e.

Èòàê, óñòàíîâëåíî (6).

Çàìå÷àíèå. Âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë èñïîëüçóþò äëÿ ðàñ-
êðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé òèïà 1∞ . Îòìåòèì, ÷òî åñëè f(x) → 1 ,
g(x) → ±∞ , x → x0 , òî f(x)g(x) íå âñåãäà ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè x → x0 . Ê
ñîæàëåíèþ, î÷åíü ÷àñòî ïðè âû÷èñëåíèè êîíêðåòíûõ ïðåäåëîâ èñïîëüçó-
þò íåïðàâèëüíóþ èìïëèêàöèþ:

f(x) → 1 =⇒ f(x)g(x) → 1. Ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî!!!

Íà ñàìîì äåëå, ïðåäåë ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü, ðàâíÿòüñÿ íóëþ, áåñêî-
íå÷íîñòè èëè ïîëîæèòåëüíîìó ÷èñëó. Âñå çàâèñèò îò ñêîðîñòåé ðîñòà ïî-
êàçàòåëÿ g(x) ê áåñêîíå÷íîñòè è îñíîâàíèÿ f(x) ê åäèíèöå.

7.8 O-ñèìâîëèêà (ñèìâîëû Ëàíäàó), ýêâèâàëåíòíûå ôóíêöèè

Ïóñòü ôóíêöèè f è g îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå X ⊂ R è x0 ∈ R
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X . Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå r > 0 ,
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÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x) = ϕ(x)g(x) ∀x ∈
∨
O r(x0) ∩X (1)

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè ϕ . Îòìåòèì, ÷òî ϕ(x) = f(x)/g(x) â òî÷êàõ, ãäå
g(x) 6= 0 . Åñëè æå â íåêîòîðîé òî÷êå x èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî g(x) = 0 ,
òî f(x) = 0 , è ðàâåíñòâî (1) â òî÷êå x ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè
ϕ(x) . Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ϕ(x) íå âñåãäà îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî r > 0 è äëÿ íåêîòîðîé
îãðàíè÷åííîé â

∨
O r(x0) ∩ X ôóíêöèè ϕ èìååò ìåñòî (1), òî ãîâîðÿò,

÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ïî ñðàâíåíèþ ñ g ïðè x → x0 è
ïèøóò

f(x) = O(g(x)), x → x0.

Åñëè g íå îáðàùàåòñÿ â íóëü äëÿ òî÷åê X , ëåæàùèõ â íåêîòîðîé ïðî-
êîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 , òî ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò
êîíñòàíòû r , C > 0 òàêèå, ÷òî

∣∣∣∣
f(x)

g(x)

∣∣∣∣ ≤ C ∀x ∈
∨
O r(x0) ∩X.

Ïðèìåð. Íåðàâåíñòâî | sin x| ≤ 1 ñïðàâåäëèâî ∀x ∈ R , ïîýòîìó
sin x = O(1) , x → x0 , äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ R .

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî r > 0 è äëÿ íåêîòîðîé ôóíê-
öèè ϕ òàêîé, ÷òî limx→x0

ϕ(x) = 0 èìååò ìåñòî (1), òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíê-
öèÿ f ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ñðàâíå-
íèþ ñ g ïðè x → x0 è ïèøóò

f(x) = o(g(x)), x → x0.

Åñëè g íå îáðàùàåòñÿ â íóëü äëÿ òî÷åê X , ëåæàùèõ â íåêîòîðîé ïðîêî-
ëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 , òî ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0.

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî r > 0 è äëÿ íåêîòîðîé ôóíê-
öèè ϕ òàêîé, ÷òî limx→x0

ϕ(x) = 1 èìååò ìåñòî (1), òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíê-
öèÿ f ýêâèâàëåíòíà g ïðè x → x0 è ïèøóò

f(x) ∼ g(x), x → x0.
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Åñëè g íå îáðàùàåòñÿ â íóëü äëÿ òî÷åê X , ëåæàùèõ â íåêîòîðîé ïðîêî-
ëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 , òî ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 1.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå f(x) ∼ g(x) , x → x0 ,
îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå âñåõ ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå X .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè f(x) ∼ g(x) , x → x0 , òî g(x) ∼ f(x) , x → x0 .
Åñëè f(x) ∼ g(x) , x → x0 , è g(x) ∼ h(x) , x → x0 , òî f(x) ∼ h(x) ,
x → x0 .

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà.Ïóñòü ôóíêöèè f è g îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå X ⊂ R è
x0 ∈ R ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X . Ýêâèâàëåíòíîñòü
f(x) ∼ g(x) , x → x0 èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) =

= g(x) + o(g(x)) , x → x0 .
Äîêàçàòåëüñòâî. f(x) ∼ g(x) , x → x0 , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∃r > 0 : ∀x ∈ X ∩
∨
O r(x0) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(x) = ϕ(x)g(x) ∀x ∈
∨
O r(x0) ∩X,

ãäå limx→x0
ϕ(x) = 1 . Ïîñëåäíåå èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

f(x) = g(x) + ψ(x)g(x) ∀x ∈
∨
O r(x0) ∩X,

ãäå ψ(x) = ϕ(x)− 1 . Ïðè ýòîì

lim
x→x0

ϕ(x) = 1 ⇐⇒ lim
x→x0

ψ(x) = 0.

Óñëîâèå limx→x0
ψ(x) = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ψ(x)g(x) = o(g(x)) , x → x0 , ò. å.

f(x) = g(x) + o(g(x)) , x → x0 .

Òåïåðü óñòàíîâèì ïðàêòè÷åñêè âàæíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ïðåäå-
ëîâ ïðîèçâåäåíèÿ (÷àñòíîãî) äâóõ ôóíêöèé ïóòåì çàìåíû ñîìíîæèòåëåé
(÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ) íà ýêâèâàëåíòíûå ôóíêöèè.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèè f , g , h è k îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå
X ⊂ R è x0 ∈ R ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X . Ïóñòü
f(x) ∼ h(x) g(x) ∼ k(x), x → x0 .
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1) Åñëè ñóùåñòâóåò limx→0(h(x)k(x)), òî ñóùåñòâóåò
limx→0(f(x)g(x)) è

lim
x→0

(f(x)g(x)) = lim
x→0

(h(x)k(x)).

2) Ïóñòü g íå îáðàùàåòñÿ â íóëü äëÿ âñåõ x ∈ X , ëåæàùèõ
â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 . Åñëè ñóùåñòâóåò
limx→0

h(x)
k(x) , òî ñóùåñòâóåò limx→0

f(x)
g(x) è

lim
x→0

f(x)

g(x)
= lim

x→0

h(x)

k(x)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì 2) (óòâåðæäåíèå 1) äîêàæèòå ñàìî-
ñòîÿòåëüíî). Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû. Â ñèëó ëåììû
f(x) = h(x)+ o(h(x)) , g(x) = k(x)+ o(k(x)) , x → x0 . Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò
ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X , ëåæàùå-
ãî â ýòîé îêðåñòíîñòè, f(x) = h(x) + ϕ(x)h(x) , g(x) = k(x) + ψ(x)k(x) ,
ãäå limx→x0

ϕ(x) = limx→x0
ψ(x) = 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

h(x) + ϕ(x)h(x)

k(x) + ψ(x)k(x)
= lim

x→x0

h(x)

k(x)
· lim

x→x0

1 + ϕ(x)

1 + ψ(x)
= lim

x→x0

h(x)

k(x)
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ
ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ.

1) sin x ∼ x , x → 0 .
2) tg x ∼ x , x → 0 .
3) 1− cos x ∼ x2/2 , x → 0 .
4) ln(1 + x) ∼ x , x → 0 .
5) ex − 1 ∼ x , x → 0 .
6) n
√

1 + x− 1 ∼ x/n , x → 0 (n ∈ N).
Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ýòî � íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ïåðâîãî çàìå-

÷àòåëüíîãî ïðåäåëà.

2) lim
x→0

tg x

x
= lim

x→0

sin x

x
· lim

x→0

1

cos x
= 1.

3) lim
x→0

1− cos x

x2/2
= lim

x→0

2 sin2(x/2)

x2/2
= lim

t→0

sin2 t

t2
= 1.
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4) Âîñïîëüçóåìñÿ íåïðåðûâíîñòüþ ôóíêöèè y = ln x (ñì. äàëåå ðàç-
äåë "Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè" èëè äîêàæèòå íåïîñðåäñòâåííî ñ ïîìîùüþ
(ε− δ)−îïðåäåëåíèÿ): limt→e ln t = ln e = 1 .

lim
x→0

(1 + x)
1
x = e =⇒ lim

x→0
ln(1 + x)

1
x = 1 =⇒ lim

x→0

ln(1 + x)

x
= 1.

5) Â ñèëó ïðåäûäóùåãî ïóíêòà limx→0
ln(1+x)

x = 1. Ñäåëàåì çàìå-
íó ïåðåìåííûõ t = ln(1 + x) . Òîãäà x = et − 1 . Ïðè x → 0 â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè t → 0 . Çíà÷èò,

lim
t→0

t

et − 1
= lim

x→0

ln(1 + x)

x
= 1,

îòêóäà

lim
t→0

et − 1

t
=

(
lim
t→0

t

et − 1

)−1

= 1.

6) Äîêàæåì, ÷òî

lim
x→0

n
√

1 + x− 1

x/n
= 1.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ t = n
√

1 + x− 1 . Òîãäà

x = (1 + t)n − 1 = 1 + nt + C2
nt

2 + · · ·+ tn − 1 = nt + C2
nt

2 + · · ·+ tn.

Ïðè x → 0 èìååì t → 0 (äîêàæèòå ýòî!). Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

lim
x→0

n
√

1 + x− 1

x/n
= n lim

t→0

t

nt + C2
nt

2 + · · ·+ tn
= lim

t→0

n

n + C2
nt + · · ·+ tn−1 = 1.

8 Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

8.1 Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîì ÷è-
ñëîâîì ìíîæåñòâå X è x0 ∈ X . Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â
òî÷êå x0 , åñëè ∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈ X

|x− x0| < δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.

Ïîñëåäíþþ èìïëèêàöèþ ìîæíî çàïèñàòü ïî-äðóãîìó:

f(X ∩Oδ(x0)) ⊂ Oε(f(x0)).
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Òàêèì îáðàçîì, íåïðåðûâíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî åñëè x áëèçêî ê x0 , òî
f(x) áëèçêî ê f(x0) .

6
y

q

-
x

0

q

q

qf(x0)

x0 x0+δx0−δ

f(x0)+ε q

qf(x0)−ε

q qq

y = f(x)

Ðèñ. 29.

Åñëè x0 � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà X , òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ
îêðåñòíîñòü Oδ(x0) òî÷êè x0 , ÷òî X ∩Oδ(x0) = {x0} . Òîãäà

f(X ∩Oδ(x0)) = {f(x0)} ⊂ Oε(f(x0)) ∀ε > 0.

Çíà÷èò, ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â ëþáîé èçîëèðîâàííîé òî÷êå.
Åñëè x0 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà X , òî èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â

òî÷êå x0 è îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ñëåäóåò, ÷òî ∃ limx→x0
f(x) = f(x0) .

Èç îïðåäåëåíèé ïðåäåëà ñëåäóåò, ÷òî:
1) Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê xn , ëåæàùåé â X è ñõîäÿùåéñÿ ê
òî÷êå x0 , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(xn) ñõîäèòñÿ ê f(x0) .

2) Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â ïðåäåëüíîé òî÷êå x0 ìíîæåñòâ X+
x0

è X−
x0

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû
f(x0 − 0) , f(x0 + 0) è f(x0 − 0) = f(x0 + 0) = f(x0) .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèè f è g îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå X

è íåïðåðûâíû â òî÷êå x0 ∈ X . Òîãäà â òî÷êå x0 íåïðåðûâíû ôóíêöèè
f + g , f − g , fg è, åñëè g íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà X , ÷àñòíîå f/g .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äëÿ ïðèìåðà íåïðåðûâíîñòü ïðîèçâåäå-
íèÿ. Ïóñòü ôóíêöèè f è g íåïðåðûâíû â òî÷êå x0 . Ðàññìîòðèì ëþáóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ X , ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷êå x0 . Â ñèëó íåïðåðûâíî-
ñòè ôóíêöèé f è g â òî÷êå x0 èìååì f(xn) → f(x0) , g(xn) → g(x0) ïðè
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n → ∞ . Èç àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (f+g)(xn) = f(xn)+g(xn) → f(x0)+g(x0) = (f+g)(x0) ,
n →∞ . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f + g íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 . Òåîðå-
ìà 1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f : X → Y , g : Y → Z , x0 ∈ X è f(x0) = y0 .
Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 , à g íåïðåðûâíà â òî÷êå y0 , òî
ñóïåðïîçèöèÿ g ◦ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû. Ðàññìîòðèì
ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X , ñõîäÿùóþñÿ ê
òî÷êå x0 . Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f â òî÷êå x0 ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü yn = f(xn) → f(x0) = y0 . Òàê êàê yn → y0 , òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè g â òî÷êå y0 èìååì g ◦ f(xn) = g(yn) → g(y0) = g ◦ f(x0) . Ýòî
îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè g ◦ f â òî÷êå x0 . Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X .
Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå X , åñëè f íåïðå-
ðûâíà â ëþáîé òî÷êå ìíîæåñòâà X .

Èç îïðåäåëåíèé è òåîðåì 1 è 2 ñëåäóåò

Òåîðåìà 3. 1) Åñëè ôóíêöèè f è g íåïðåðûâíû íà ìíîæåñòâå X ,
òî íà ìíîæåñòâå X íåïðåðûâíû ôóíêöèè f + g , f − g , fg è, åñëè g

íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà X , ÷àñòíîå f/g .
2) Ïóñòü f : X → Y , g : Y → Z . Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà

íà ìíîæåñòâå X , à g íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå Y , òî ñóïåðïîçèöèÿ
g ◦ f íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå X .

8.2 Òî÷êè ðàçðûâà

Ïóñòü f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X è x0 ∈ X ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé
òî÷êîé ìíîæåñòâà X . Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ðàçðûâíîé â òî÷êå x0 , åñëè
ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0 , ò. å. ëèáî íå ñóùåñòâóåò
limx→x0

f(x) , ëèáî limx→x0
f(x) ñóùåñòâóåò, íî limx→x0

f(x) 6= f(x0) .
Åñëè â òî÷êå ðàçðûâà x0 ñóùåñòâóåò limx→x0

f(x) , òî x0 íàçûâàåòñÿ
óñòðàíèìîé òî÷êîé ðàçðûâà.
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Ïðèìåðû. 1) Ïóñòü

f(x) =





x2, x 6= 0,

1, x = 0.

Èìååì limx→0 f(x) = limx→0 x2 = 0 6= 1 = f(0) . Òàêèì îáðàçîì x = 0 �
òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà.

Åñëè ôóíêöèþ f ïåðåîïðåäåëèòü â òî÷êå x = 0 , ò. å. ïîëîæèòü
f(0) = 0 , òî ïîëó÷èì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ.

2) Ïóñòü f(x) = x2−1
x−1 , x 6= 1 . Ñóùåñòâóåò

lim
x→1

f(x) = lim
x→1

(x + 1) = 2.

Ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà â òî÷êå x = 1 , íî åñëè äîîïðåäåëèòü åå â ýòîé
òî÷êå: f(1) = 2 , òî ïîëó÷èì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ. Åñëè ïîëîæèòü
f(1) = a 6= 2 , òî íîâàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ðàçðûâíîé â òî÷êå x = 1 .

Ïóñòü x0 � òî÷êà ðàçðûâà ôóíêöèè f . Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷-
êîé ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà, åñëè â òî÷êå x0 ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå îä-
íîñòîðîííèå ïðåäåëû f(x0 − 0) è f(x0 + 0) . Â ýòîì ñëó÷àå ðàçíîñòü
f(x0 + 0)− f(x0 + 0) íàçûâàåòñÿ ñêà÷êîì ôóíêöèè â òî÷êå x0 .

Òî÷êà ðàçðûâà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà, åñëè îíà
íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà.

Ïðèìåðû. 1) f(x) = sign x . Ñóùåñòâóþò limx→0+ f(x) = 1 ,
limx→0− f(x) = −1 . Ñêà÷îê f â òî÷êå ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà x = 0 ðà-
âåí 2 .

2) Ïóñòü f(x) = 1/x2 , x 6= 0 . Îïðåäåëèì f â òî÷êå x = 0 , ïîëàãàÿ
f(0) = 1 . Ñóùåñòâóþò f(0 + 0) = f(0− 0) = +∞ . Òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà, õîòÿ îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ñóùåñòâóþò è
ðàâíû (íî áåñêîíå÷íû!).

3) Ïóñòü f(x) = 1/x , x 6= 0 . Îïðåäåëèì f â òî÷êå x = 0 , ïîëàãàÿ
f(0) = 0 . Ñóùåñòâóþò f(0 + 0) = +∞ , f(0 − 0) = −∞ . Òî÷êà x = 0

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà.
4) Ïóñòü f(x) = sin(1/x) , x 6= 0 . Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f â òî÷-

êå x = 0 , ïîëàãàÿ f(0) = 0 . Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû f â òî÷êå x = 0

íå ñóùåñòâóþò. Äåéñòâèòåëüíî, ïîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî íå ñóùåñòâóåò
f(0 + 0) . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x′n = 1/(πn) ,
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x′′n = 2/(π + 4πn) . Òîãäà limn→∞ x′n = limn→∞ x′′n = 0 , x′n , x′′n 6= 0 ,
n ≥ 1 . Íî f(x′n) = 0 → 0 , n → ∞ , f(x′′n) = 1 → 1 , n → ∞ . Ïî-
ñêîëüêó ïî ðàçíûì ïîëîæèòåëüíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, ñòðåìÿùèìñÿ
ê íóëþ, ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå ïðåäåëû, òî íå ñóùåñòâóåò ïðåäåë ñïðàâà
f(0 + 0) . Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà âòîðîãî
ðîäà.

Çàìå÷àíèå. Èíîãäà â òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè f âêëþ÷àþò âñå
ïðåäåëüíûå òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ X , íå ïðèíàäëåæàùèå X . Òàê, â
ïðèìåðàõ 2)�4) ìîæíî íå îïðåäåëÿòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå x = 0 , ïî-
ñêîëüêó íåçàâèñèìî îò ýòîãî çíà÷åíèÿ îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû áåñêîíå÷íû
(ïðèìåðû 2)-3)) èëè íå ñóùåñòâóþò (ïðèìåð 4)).

8.3 Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î íåïðåðûâíûõ ôóíêöèÿõ

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X . Ôóíêöèÿ f íàçûâà-
åòñÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó (ñíèçó) íà X , åñëè ìíîæåñòâî f(X) îãðàíè÷åíî
ñâåðõó (ñíèçó). Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà X , åñëè îíà îãðà-
íè÷åíà íà X è ñâåðõó è ñíèçó.

Ïî-äðóãîìó:
1) Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó íà X , åñëè ñóùåñòâó-

åò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî f(x) ≤ C , x ∈ X (C � ìàæîðàíòà
ìíîæåñòâà f(X)).

2) Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñíèçó íà X , åñëè ñóùåñòâóåò
êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî f(x) ≥ −C , x ∈ X (−C � ìèíîðàíòà
ìíîæåñòâà f(X)).

3) Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà X , åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàí-
òà C > 0 òàêàÿ, ÷òî |f(x)| ≤ C , x ∈ X (ìíîæåñòâî f(X) ⊂ [−C, C]).

Òî÷íîé âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíüþ ôóíêöèè f íà X íàçûâàåòñÿ
÷èñëî

sup
x∈X

f(x) := sup f(X)

(
inf
x∈X

f(x) := inf f(X)

)
.

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà êîì-
ïàêòíîì ìíîæåñòâå X . Òîãäà

1) îáðàç f(X) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì,
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2) ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà è ïðèíèìàåò íà X ñâîè íàèáîëüøåå è
íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ, ò. å. ñóùåñòâóþò òî÷êè x′ , x′′ ∈ X òàêèå, ÷òî

f(x′) = sup
x∈X

f(x), f(x′′) = inf
x∈X

f(x). (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Äîêàæåì, ÷òî f(X) êîìïàêòíî, òî åñòü èç ëþ-
áîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yn â f(X) ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå y0 ∈ f(X) . Òàê êàê yn ∈ f(X) ,
òî ñóùåñòâóåò xn ∈ X òàêîå, ÷òî yn = f(xn) . Ìíîæåñòâî X êîìïàêòíî,
ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk

, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé
òî÷êå x0 ∈ X . Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f èìååì ynk

= f(xnk
) →

→ f(x0) = y0 ∈ f(X) . Òàêèì îáðàçîì, 1) óñòàíîâëåíî.
2) Ìíîæåñòâî f(X) êîìïàêòíî, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíî. Ýòî

îçíà÷àåò îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè f(X) íà X . Êðîìå òîãî, f(X) êàê
ëþáîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ñâîè òî÷íóþ âåðõíþþ è íèæíþþ
ãðàíè, ò. å. ñóùåñòâóþò òî÷êè y′ , y′′ ∈ f(X) òàêèå, ÷òî y′ = sup f(X) ,
y′′ = inf f(X) . Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò òî÷êè x′ , x′′ ∈ X òàêèå, ÷òî
y′ = f(x′) , y′′ = f(x′′) . Òîãäà ñïðàâåäëèâî (1). Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà
äîêàçàíà.

8.4 Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå,
òåîðåìà Êàíòîðà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå X . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
∀x0 ∈ X ∀ε > 0 ∃δ > 0 òàêîå, ÷òî ∀x ∈ X èç íåðàâåíñòâà |x − x0| < δ

ñëåäóåò, ÷òî |f(x) − f(x0)| < ε . Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà δ âûáèðàåòñÿ â
çàâèñèìîñòè îò x0 ∈ X è ε .

Åñëè âåëè÷èíó δ ìîæíî âûáðàòü îäèíàêîâîé ñðàçó äëÿ âñåõ x0 ∈ X ,
òî ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé. Áîëåå òî÷íî, ôóíê-
öèÿ f íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå X , åñëè ∀ε > 0

∃δ > 0 òàêîå, ÷òî ∀x′ , x′′ ∈ X èç íåðàâåíñòâà |x′ − x′′| < δ ñëåäóåò, ÷òî
|f(x′)− f(x′′)| < ε .

ßñíî, ÷òî ëþáàÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå X

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà X . Îáðàòíîå íåâåðíî, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþ-
ùèé
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Ïðèìåð. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) = 1/x , x ∈ X = R \ {0} . Ïîêàæåì,
÷òî ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà R \ {0} , ò. å.
∃ε > 0 : ∀δ > 0 ∃x′ , x′′ ∈ X : |x′ − x′′| < δ è |f(x′) − f(x′′)| ≥ ε .
Âîçüìåì ε = 1 . Äëÿ ëþáîãî δ > 0 íàéäåì íàòóðàëüíîå n òàêîå, ÷òî
n > 1/δ . Ïóñòü x′ = 1/n , x′′ = 1/(2n) . Òîãäà |x′ − x′′| = 1/(2n) < δ è
|f(x′)− f(x′′)| = n ≥ 1 = ε .

Îòìåòèì, ÷òî ÷åì ìåíüøå δ , òåì áîëüøå n è òåì áëèæå x′ , x′′ ê
òî÷êå 0 , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ X .
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü íàðóøàåòñÿ "âáëèçè" ïðå-
äåëüíîé òî÷êè ìíîæåñòâà X , íå ïðèíàäëåæàùåé X . Ýòî íå ñëó÷àéíî,
êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà (Êàíòîð). Ôóíêöèÿ f , íåïðåðûâíàÿ íà êîìïàêòíîì
ìíîæåñòâå X , ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà êîì-
ïàêòíîì ìíîæåñòâå X , íî íå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà. Òîãäà ∃ε > 0 :

∀δ > 0 ∃x′δ , x′′δ ∈ X : |x′δ − x′′δ | < δ è

|f(x′δ)− f(x′′δ)| ≥ ε. (1)

Ïîñêîëüêó â êà÷åñòâå δ ìîæíî âçÿòü ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî,
ïîëîæèì δ = 1/n , n ∈ N . Îáîçíà÷èì x′δ = x′n , x′′δ = x′′n . Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü x′n ëåæèò â êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå X , ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
òàêàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü x′nk

, ÷òî x′nk
ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷-

êå x0 ∈ X . Äîêàæåì, ÷òî x′′nk
òàêæå ñõîäèòñÿ ê x0 . Äåéñòâèòåëüíî,

|x′′nk
− x0| ≤ |x′′nk

− x′nk
| + |x′nk

− x0| ≤ 1/nk + |x′nk
− x0| → 0 , k → ∞ .

Çíà÷èò, |x′′nk
− x0| → 0 , k →∞ , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî x′′nk

→ x0 , k →∞ .
Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 . Çíà÷èò, ∃σ > 0 : ∀x ∈ X

|x − x0| < σ ⇒ |f(x) − f(x0)| < ε/2 . Òàê êàê x′nk
, x′′nk

→ x0 , k → ∞ ,
òî ∃N : |x′nk

− x0| < σ , |x′′nk
− x0| < σ ∀k ≥ N . Â ñèëó âûáîðà σ

òîãäà |f(x′nk
) − f(x0)| < ε/2 , |f(x′′nk

) − f(x0)| < ε/2 ∀k ≥ N . Ïðèìåíÿÿ
íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì

|f(x′nk
)− f(x′′nk

)| ≤ |f(x′nk
)− f(x0)|+ |f(x0)− f(x′′nk

)| < ε/2 + ε/2 = ε,

k ≥ N . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò (1). Òåîðåìà Êàíòîðà äîêàçàíà.
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8.5 Òåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè

Òåîðåìà (Áîëüöàíî-Êîøè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà
îòðåçêå [a; b] è M = supx∈[a;b] f(x), m = infx∈[a;b] f(x). Òîãäà äëÿ ëþáîãî
γ ∈ [m; M ] ñóùåñòâóåò ïî êðàéíå ìåðå îäíà òî÷êà x0 ∈ [a; b] òàêàÿ,
÷òî f(x0) = y0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè y0 = M èëè y0 = m , òî ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè
x0 ñëåäóåò èç òåîðåìû Âåéåðøòðàññà. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
m < y0 < M (â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî m 6= M ).

Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóþò òî÷êè c , d ∈ [a; b] òàêèå, ÷òî
f(c) = m , f(d) = M . Òàê êàê m 6= M , òî c 6= d . Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè, c < d . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X = {x ∈ [c; d] : f(x) ≤ y0} .

-
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Äîêàæåì, ÷òî X � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü xn � ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â X , ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x′ . Åñëè ìû
äîêàæåì, ÷òî x′ ∈ X , òî òåì ñàìûì áóäåò óñòàíîâëåíà çàìêíóòîñòü X .
Èìååì c ≤ xn ≤ d è f(xn) ≤ y0 . Òàê êàê ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà, òî
f(xn) → f(x′) . Ïî òåîðåìå î ïåðåõîäå ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâàõ ïîëó÷àåì
c ≤ x′ ≤ d è f(x′) ≤ y0 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x′ ∈ X , ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî X ñîäåðæèò ýëåìåíò c , ïîýòîìó X 6= ∅ .
Òàê êàê çàìêíóòîå ìíîæåñòâî X ⊂ [c; d] , òî îíî îãðàíè÷åíî, ñëåäîâàòåëü-
íî, êîìïàêòíî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî X ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò,
ò. å. x0 := sup X ∈ X .

Ïîêàæåì, ÷òî f(x0) = y0 . Äåéñòâèòåëüíî, f(x0) ≤ y0 , òàê êàê x0 ∈
∈ X . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, x0 6= d , òàê êàê f(x0) ≤ y0 < M = f(d) .
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Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî [x0; x0 + ε] ⊂ [c; d] . Äëÿ ëþáîãî
x ∈ (x0; x0 + ε) èìååì x ∈ [c; d] è x 6∈ X , ïîýòîìó f(x) > y0 . Ïåðåõîäÿ
ê ïðåäåëó â ýòîì íåðàâåíñòâå ïðè x → x0+ ïîëó÷àåì f(x0) ≥ y0 . Òàêèì
îáðàçîì, f(x0) = y0 è òåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Åñëè f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b] è çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè íà êîíöàõ îòðåçêà � f(a) è f(b) èìåþò ðàçíûå çíàêè, òî ñóùå-
ñòâóåò òî÷êà x0 , â êîòîðîé f(x0) = 0.

8.6 Ìîíîòîííûå ôóíêöèè

Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå X , íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííî
âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé), åñëè äëÿ ëþáûõ x1 , x2 ∈ X

x1 < x2 =⇒ f(x1) ≤ f(x2) (f(x1) ≥ f(x2)).

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè f ëèáî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò,
ëèáî ìîíîòîííî óáûâàåò.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé (óáûâàþ-
ùåé), åñëè äëÿ ëþáûõ x1 , x2 ∈ X

x1 < x2 =⇒ f(x1) < f(x2) (f(x1) > f(x2)).

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé, åñëè f ëèáî ñòðîãî ìîíîòîí-
íî âîçðàñòàåò, ëèáî ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò.

Òåîðåìà 1.Ïóñòü ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà íà ÷èñëîâîì ïðîìåæóò-
êå (a; b). Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå èëè áåñêîíå÷íûå ïðåäåëû f(a+0),
f(b− 0). Ïðè ýòîì, åñëè f ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, òî

f(a + 0) = inf
x∈(a;b)

f(x), f(b− 0) = sup
x∈(a;b)

f(x).

Åñëè æå f ìîíîòîííî óáûâàåò, òî

f(a + 0) = sup
x∈(a;b)

f(x), f(b− 0) = inf
x∈(a;b)

f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ñëó÷àé, êîãäà f ìîíî-
òîííî âîçðàñòàåò. Ïóñòü y0 := infx∈(a,b) f(x) � êîíå÷íîå ÷èñëî (ñëó÷àé
áåñêîíå÷íîãî y0 ðàçîáðàòü ñàìîñòîÿòåëüíî!). Â ñèëó õàðàêòåðèñòè÷åñêî-
ãî ñâîéñòâà òî÷íîé íèæíåé ãðàíè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò x1 ∈ (a; b)
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òàêîå, ÷òî f(x1) < y0 + ε . Ïóñòü x ∈ (a; x1) . Òîãäà y0 = infx∈(a;b) f(x) ≤
≤ f(x) ≤ f(x1) < y0 + ε , çíà÷èò, |f(x) − y0| < ε ∀x ∈ (a; x1) . Òàêèì îá-
ðàçîì, limx→a+ f(x) = y0 . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî limx→b− f(x) =

= supx∈(a;b) f(x) .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà íà èíòåðâà-
ëå (a; b) è x0 ∈ (a; b). Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû
f(x0 − 0) è f(x0 + 0). Åñëè ôóíêöèÿ f ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, òî
f(x0 − 0) ≤ f(x0) ≤ f(x0 + 0), à åñëè óáûâàåò, òî f(x0 − 0) ≥ f(x0) ≥
≥ f(x0 + 0). Åñëè a < x1 < x2 < b è ôóíêöèÿ f ìîíîòîííî âîçðàñòàåò,
òî f(x1 + 0) ≤ f(x2 − 0), à åñëè óáûâàåò, òî f(x1 + 0) ≥ f(x2 − 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ñëó÷àé, êîãäà f ìîíîòîí-
íî âîçðàñòàåò. Ðàññìîòðèì f íà èíòåðâàëå (a; x0) . Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóåò f(x0 − 0) ∈ R . Íî òàê êàê f(x) ≤ f(x0) äëÿ ëþáûõ
x ∈ (a; x0) , òî sup(a,x0) f êîíå÷åí è íå ïðåâîñõîäèò f(x0) . Ïî òåîðåìå 1 îí
ñîâïàäàåò ñ f(x0−0) , çíà÷èò, f(x0−0) ≤ f(x0) . Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ,
÷òî ñóùåñòâóåò f(x0 + 0) ∈ R è f(x0 + 0) ≥ f(x0) .

Ïóñòü òåïåðü x1 < x2 , x1 , x2 ∈ (a; b) . Âûáåðåì x′ , x′′ òàêèå, ÷òî
x1 < x′ < x′′ < x2 . Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè f ïîëó÷àåì f(x1) ≤
≤ f(x′) ≤ f(x′′) ≤ f(x2) . Óñòðåìèì x′ ê x1 , òîãäà ïî òåîðåìå î ïåðåõîäå
ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâàõ ïîëó÷àåì, ÷òî f(x1 + 0) = limx′→x1+0 f(x′) ≤
≤ f(x′′) . Óñòðåìëÿÿ x′′ ê x2 , ïî òîé æå òåîðåìå ïîëó÷àåì, ÷òî f(x1+0) ≤
≤ limx′′→x2−0 f(x′′) = f(x2 − 0) . Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Ëþáàÿ òî÷êà ðàçðûâà c ∈ (a; b) ìîíîòîííîé ôóíê-
öèè f , îïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå (a; b), ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ïåð-
âîãî ðîäà.

Ñëåäñòâèå 2. ×èñëî òî÷åê ðàçðûâà ìîíîòîííîé íà (a; b) ôóíêöèè
f íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ìîíî-
òîííî âîçðàñòàåò è ïóñòü A � ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè f

íà èíòåðâàëå (a; b) . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî A áåñêîíå÷íî. Ðàñ-
ñìîòðèì ëþáûå äâå òî÷êè x1 , x2 ∈ A è ïóñòü x1 < x2 . Ïî òåîðåìå 2
èìååì f(x1 + 0) ≤ f(x2 − 0) , ïîýòîìó èíòåðâàëû (f(x1 − 0), f(x1 + 0)) è
(f(x2−0), f(x2+0)) íå ïåðåñåêàþòñÿ. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ A âûáåðåì ðà-
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öèîíàëüíîå ÷èñëî qx èç èíòåðâàëà (f(x−0), f(x+0)) . Â ñèëó äîêàçàííîãî
âûøå x1 6= x2 ⇒ qx1

6= qx2
. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå q : A → Q , êî-

òîðîå ñîïîñòàâëÿåò x ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî qx , èíúåêòèâíî. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ìíîæåñòâî A ðàâíîìîùíî áåñêîíå÷íîìó ïîäìíîæåñòâó q(A) ñ÷åòíîãî
ìíîæåñòâà A . Çíà÷èò, q(A) ñ÷åòíî, ïîýòîìó ñ÷åòíî è ìíîæåñòâî A .

Ïðèìåð. f(x) = [x] , ãäå [x] � öåëàÿ ÷àñòü x . Ìíîæåñòâî òî÷åê
ðàçðûâà f ñ÷åòíî è ñîâïàäàåò ñ Z .

-
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-
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-
-

-
-
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q q q q q q q q q
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q
q

q
q
q
q
q

q

y = [x]

Ðèñ. 31.

Òåîðåìà 3. Ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [a; b],
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàç f([a; b]) ÿâëÿ-
åòñÿ îòðåçêîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðå-
ìû Áîëüöàíî-Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f([a; b]) � îòðåçîê è äëÿ îïðåäåëåííîñòè f

âîçðàñòàåò íà [a; b] . Ïîêàæåì, ÷òî f íåïðåðûâíà íà [a; b] . Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ [a; b] , â êîòîðîé f ðàçðûâíà.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà x0 ∈ (a; b) (ñëó÷àè x0 = a èëè x0 = b

ðàññìîòðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî!). Òîãäà

f(x′) ≤ f(x0 − 0) ≤ f(x0) ≤ f(x0 + 0) ≤ f(x′′) (1)

äëÿ ëþáûõ òî÷åê x′ ∈ [a; x0) è x′′ ∈ (x0; b] â ñèëó ìîíîòîííîãî âîç-
ðàñòàíèÿ f , ïðè÷åì f(x0 − 0) < f(x0 + 0) . Ôèêñèðóåì y0 òàêîå, ÷òî
f(x0 − 0) < y0 < f(x0 + 0) è y0 6= f(x0) . Â ñèëó (1) èìååì y0 6∈ f([a; b]) .
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Òàê êàê f(a) ≤ y0 ≤ f(b) , ìíîæåñòâî f([a; b]) íå ìîæåò áûòü îòðåçêîì.
Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Îáðàç èíòåðâàëà (a; b) ïðè ìîíîòîííîì îòîáðàæå-
íèè f ìîæåò íå áûòü èíòåðâàëîì.

Ïðèìåð. Ïóñòü

f(x) =





0, −2 < x < −1,

x + 1, −1 ≤ x ≤ 1,

2, 1 < x < 2.

Ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà, ìîíîòîííà è f((−2; 2)) = [0; 2] .

Òåîðåìà 4. Ïóñòü f ñòðîãî ìîíîòîííà íà ÷èñëîâîì ïðîìåæóò-
êå I . Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f áûëà íåïåðûâíîé íà I , íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îáðàç J = f(I) áûë ÷èñëîâûì ïðîìåæóòêîì òîãî
æå òèïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè I = [a; b] , òî ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 3. Ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà I = [a; b) è ôóíêöèÿ f ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñ-
òàåò. Îñòàëüíûå ñëó÷àå ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f íåïðåðûâíà. Ôèêñèðóåì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü a < b1 < b2 < · · · < bn < · · · òàêóþ, ÷òî bn → b , n → ∞ . Òàê
êàê f íåïðåðûâíà, òî ïî òåîðåìå 3 f([a; bn]) � ýòî îòðåçîê [f(a); f(bn)] .
Ïðè ýòîì â ñèëó ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè f èìååì f(b1) < f(b2) <

< · · · < f(bn) < · · · . Ïîýòîìó

f(I) = f(∪∞n=1[a; bn]) = ∪∞n=1f([a; bn]) =

= ∪∞n=1[f(a); f(bn)] = [f(a); lim
n→∞

f(bn)) = J

ïðîìåæóòîê òîãî æå òèïà, ÷òî è I .
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò,

è f([a; b)) = [f(a); β) . Äîêàæåì, ÷òî f íåïðåðûâíà. Ïóñòü x0 ∈ [a; b) .
Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f â òî÷êå x0 . Ôèêñèðóåì ÷èñëî c ∈
∈ (x0; b) . Òîãäà f(x) ≤ f(c) , x ≤ c è f(x) > f(c) , x > c â ñèëó ñòðîãîé
ìîíîòîííîñòè f . Çíà÷èò,

f([a; c]) = [f(a); β) ∩ (−∞; f(c)] = [f(a); f(c)].
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Çíà÷èò, f([a; c]) � îòðåçîê, ïîýòîìó ïî òåîðåìå 3 ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà
íà [a; c] , ñëåäîâàòåëüíî, f íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 ∈ [a; c) . Òàê êàê x0 �
ëþáàÿ òî÷êà èç [a; b) , òî f íåïðåðûâíà íà [a; b) . Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü f íåïðåðûâíà íà ÷èñëîâîì ïðîìåæóòêå I . Äëÿ
òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1 : f(I) → I íåîáõîäè-
ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû f áûëà ñòðîãî ìîíîòîííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà, òàê êàê åñëè f ñòðîãî ìî-
íîòîííà, òî îíà èíúåêòèâíà, ñëåäîâàòåëüíî, f : I → f(I) � áèåêöèÿ.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f îáëàäàåò îáðàòíîé f−1 : f(I) → I . Òîãäà
f èíúåêòèâíà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìîíîòîííîé. Òîãäà ñóùå-
ñòâóþò òî÷êè x1 < x2 < x3 òàêèå, ÷òî f(x2) íå ëåæèò ìåæäó f(x1) è
f(x3) . Ïðåäïîëîæèì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî f(x1) < f(x3) . Âîçìîæíû
äâà ñëó÷àÿ: f(x2) < f(x1) < f(x3) èëè f(x1) < f(x3) < f(x2) . Ðàçáåðåì
ïåðâûé ñëó÷àé, âòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òàê êàê x2 < x3 è f íåïðåðûâíà íà [x2; x3] , à f(x1) ∈ [f(x2); f(x3)]

òî ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Êîøè ∃x′ ∈ [x2; x3] òàêàÿ, ÷òî f(x′) = f(x1) .
Òàê êàê x1 6∈ [x2; x3] , òî x1 6= x′ , íî f(x1) = f(x′) . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
èíúåêòèâíîñòè f . Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 6. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà è ñòðîãî ìîíîòîííà íà
÷èñëîâîì ïðîìåæóòêå I , òî f−1 íåïðåðûâíà è ñòðîãî ìîíîòîííà íà
J = f(I).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñëó÷àé, êîãäà f

ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. äëÿ íåêîòî-
ðûõ y1 < y2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f−1(y1) ≥ f−1(y2) . Òîãäà â ñèëó
ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ f èìååì y1 = f(x1) ≥ f(x2) = y2 � ïðîòèâîðå-
÷èå. Çíà÷èò, f−1 ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà J .

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî f−1 íåïðåðûâíà íà J . Òàê êàê f íåïðåðûâíà
è ñòðîãî ìîíîòîííà íà ÷èñëîâîì ïðîìåæóòêå I , òî ïî òåîðåìå 4 ïðîìåæó-
òîê J � òîãî æå òèïà, ÷òî è I . Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1 ñòðîãî ìîíîòîííà
íà J è îòîáðàæàåò åãî íà ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê I òîãî æå òèïà, ñëåäîâà-
òåëüíî, ïî òåîðåìå 4 ôóíêöèÿ f−1 íåïðåðûâíà íà J . Òåîðåìà 6 äîêàçàíà.
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8.7 Íåïðåðûâíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

Òåîðåìà 1. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ y = xα , ãäå α ∈ Q, ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîé â îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
1) Ôóíêöèÿ y = x íåïðåðûâíà íà R . Ýòî î÷åâèäíî.
2) Ôóíêöèÿ y = xm , m ∈ N , íåïðåðûâíà íà R êàê ïðîèçâåäåíèå

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, òàê êàê xm = x · x · · · · · x︸ ︷︷ ︸
m ðàç

.

3) Ôóíêöèÿ y = x−m , m ∈ N , íåïðåðûâíà íà R \ {0} êàê ÷àñòíîå
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, òàê êàê y = x−m = 1/xm .

4) Ôóíêöèè y = x1/n , n ∈ N , îïðåäåëåíû ïðè ÷åòíûõ n íà [0; +∞) ,
à ïðè íå÷åòíûõ � íà R . Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, òàê êàê îáðàòíà ê
ôóíêöèè y = xn , êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ íà [0; +∞) ïðè ÷åòíûõ n è
íà R � ïðè íå÷åòíûõ. Ïðè òàêîì âûáîðå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèÿ
y = xn ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è ñòðîãî ìîíîòîííîé. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 6
ïðåäûäóùåãî ïóíêòà y = x1/n íåïðåðûâíà â îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ.

5) Ôóíêöèÿ y = xm/n , ãäå m , n ∈ N è âçàèìíî ïðîñòû, îïðåäå-
ëåíà òàì æå, ãäå è y = x1/n . Îíà íåïðåðûâíà êàê ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé y = x1/n è y = xm .

6) Ôóíêöèÿ y = x−m/n , ãäå m , n ∈ N è âçàèìíî ïðîñòû, îïðåäåëåíà
è íåïðåðûâíà ïðè ÷åòíûõ n íà (0; +∞) , à ïðè íå÷åòíûõ � íà R \ {0}
êàê ÷àñòíîå äâóõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé: y = 1/xm/n .

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ y = ax (a > 0, a 6= 1) íåïðå-
ðûâíà íà R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî y = ax íåïðåðûâíà â òî÷êå
x = 0 , ò. å. limx→0 ax = a0 = 1 .

Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà a > 1 , òàê êàê ïðè 0 < a < 1

èìååì ax = 1/(1/a)x , ãäå 1/a > 1 .
Ðàíåå áûëî äîêàçàíî, ÷òî limn→∞ a1/n = limn→∞ n

√
a = 1 . Èç ñâîéñòâ

ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëåäóåò, ÷òî limn→∞ a−1/n = 1 . Çíà÷èò, äëÿ
ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò N = N(ε) òàêîå, ÷òî a1/N < 1+ε , a−1/N > 1−ε .
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Åñëè |x| < 1/N , òî −1/N < x < 1/N , îòêóäà

1− ε < a−1/N < ax < a1/N < 1 + ε =⇒ |ax − 1| < ε.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî limx→0 ax = a0 = 1 .
Òåïåðü äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü y = ax â ëþáîé òî÷êå x0 ∈ R .

Èìååì

lim
x→x0

ax = lim
x→x0

(ax0ax−x0) = ax0 lim
x→x0

ax−x0 = ax0 lim
t→0

at = ax0.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3. Ôóíêöèÿ y = loga x (a > 0, a 6= 1) íåïðåðûâíà íà
(0; +∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ y = loga x ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê íåïðå-
ðûâíîé ñòðîãî ìîíîòîííîé ôóíêöèè y = ax , ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 6
ïðåäûäóùåãî ïóíêòà îíà íåïðåðûâíà.

Òåîðåìà 4. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ y = xα (α ∈ R) íåïðåðûâíà â
îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α ∈ Q , òî ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 1. Ïóñòü α

� èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ïðè α > 0 ôóíêöèÿ y = xα îïðåäåëåíà
íà [0; +∞) , à ïðè α < 0 � íà (0; +∞) . Eñëè x > 0 , òî xα = eα ln x

íåïðåðûâíà êàê ñóïåðïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïðè α > 0 ôóíêöèÿ y = xα íåïðåðûâíà

â òî÷êå x = 0 , ò. å. limx→0+ xα = 0 . Íî ýòî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåí-
íî ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà. Äåéñòâèòåëüíî, ∀ε > 0 ∃δ = ε1/α :
x ∈ (0, δ) =⇒ |xα| < ε .

Òåîðåìà 5. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè y = sin x, y = cos x,
y = tg x, y = ctg x íåïðåðûâíû â îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì y = sin x . Èìååì

| sin x− sin x0| = 2

∣∣∣∣ sin
x− x0

2
cos

x + x0

2

∣∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣ sin
x− x0

2

∣∣∣∣ ≤ |x− x0|.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè |x−x0| < δ = ε , òî | sin x− sin x0| < ε . Ýòî îçíà÷àåò
íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè y = sin x â ëþáîé òî÷êå x0 ∈ R .

Ôóíêöèÿ y = cos x = sin(π/2 − x) íåïðåðûâíà êàê ñóïåðïîçèöèÿ
äâóõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
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Ôóíêöèÿ y = tg x = sin x/ cos x íåïðåðûâíà êàê ÷àñòíîå äâóõ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé â òî÷êàõ, ãäå cos x 6= 0 , ò. å. x 6= π/2 + πk , k ∈ Z .
Àíàëîãè÷íî y = ctg x íåïðåðûâíà â òî÷êàõ x 6= πk .

Òåîðåìà 6. Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè y = arcsin x,
y = arccos x, y = arctg x, y = arcctg x íåïðåðûâíû â îáëàñòè ñâîåãî
îïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ôóíêöèþ y = arcsin x .
Ýòà ôóíêöèÿ îáðàòíà ê ôóíêöèè y = f(x) , x ∈ [−π/2; π/2] , êîòîðàÿ
ïîëó÷àåòñÿ ñóæåíèåì ôóíêöèè y = sin x íà îòðåçîê [−π/2; π/2] . Ôóíêöèÿ
f íåïðåðûâíà è ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Ïîýòîìó åå îáðàòíàÿ y =

= arcsin x ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî òåîðåìå 6 ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

Òåîðåìà 7. Ëþáàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
â îáëàñòè ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, â òåîðåìàõ 1�6 óñòàíîâëåíà íåïðåðûâíîñòü îñíîâ-
íûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé â îáëàñòÿõ èõ îïðåäåëåíèÿ. Ëþáàÿ ýëåìåí-
òàðíàÿ ôóíêöèÿ ïîëó÷àåòñÿ èõ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ñ ïîìîùüþ àðèô-
ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè, êîòîðûå íå íàðóøàþò
íåïðåðûâíîñòè.
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