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Ñ÷åòíûå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Ëåãêî ïðèäóìàòü âåðîÿòíîñòíûå ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ñî-

áûòèé áåñêîíå÷íî. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå òàêîå, â êîòîðîì êîëè÷åñòâî èñõîäîâ ñ÷åòíî

Ω = {ω1, ω2, . . .}. Â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ñîáûòèÿ A ⊂ Ω ìîæíî îïðå-

äåëèòü êàê

P(A) =
∑
i:ωi∈A

p(ωi) (1)

Åñëè |A| < ∞, òî ñóììà êîíå÷íà, åñëè æå |A| = ∞, òî ñóììó íàäî ïîíèìàòü êàê

ñóììó áåñêîíå÷íîãî ðÿäà. Çàìåòèì, ÷òî ðÿä îáÿçàòåëüíî ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó ìû

òðåáóåì, ÷òîáû ñóììà âåðîÿòíîñòåé âñåõ èñõîäîâ áûëà ðàâíà 1:∑
ωi∈Ω

p(ωi) = 1, (2)

è p(ωi) > 0 äëÿ âñåõ i.
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Ïðèìåð

Çàäà÷à. Äâîå èãðîêîâ ïî î÷åðåäè áðîñàþò ìîíåòó äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûïàäåò

¾ãåðá¿. Âûèãðûâàåò òîò èãðîê, êîòîðûé ïåðâûì âûáðîñèò ¾ãåðá¿. Íàéòè âåðîÿò-

íîñòü ïîáåäû 1-îãî èãðîêà

Ðåøåíèå: Áóäåì îáîçíà÷àòü âûïàäåíèå ¾ðåøêè¿ 0, à âûïàäåíèå ¾ãåðáà¿ 1. Òîãäà

èñõîäû ýêñïåðèìåíòà ìîæíî îáîçíà÷èòü êàê ω1 = {1}, ω2 = {0, 1}, ω3 = {0, 0, 1} è
ò.ä. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäîì áðîñàíèè ìîíåòû ¾ðåøêà¿ è ¾ãåðá¿ ðàâíîâåðîÿò-

íû, òî åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî p(ωn) = 2−n.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áðîñàòü ìîíåòó n ðàç, òî âñåâîçìîæíûõ èñõîäîâ áóäåò 2n, è
òàê êàê âñå îíè îäèíàêîâî âåðîÿòíû, òî âåðîÿòíîñòü èñõîäà ωn = {0, 0, . . . , 1}, â
êîòîðîì 1 ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â ïîñëåäíåé n-îé ïîçèöèè, ðàâíà p(ωn) = 2−n.
Çàìåòèì, ÷òî

∞∑
i=1

p(ωi) =
1

2
+

1

2

2

+ . . . = 1. (3)
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Ïðèìåð

Çàäà÷à. Äâîå èãðîêîâ ïî î÷åðåäè áðîñàþò ìîíåòó äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûïàäåò

¾ãåðá¿. Âûèãðûâàåò òîò èãðîê, êîòîðûé ïåðâûì âûáðîñèò ¾ãåðá¿. Íàéòè âåðîÿò-

íîñòü ïîáåäû 1-îãî èãðîêà

Ðåøåíèå: Áóäåì îáîçíà÷àòü âûïàäåíèå ¾ðåøêè¿ 0, à âûïàäåíèå ¾ãåðáà¿ 1. Òîãäà

èñõîäû ýêñïåðèìåíòà ìîæíî îáîçíà÷èòü êàê ω1 = {1}, ω2 = {0, 1}, ω3 = {0, 0, 1} è
ò.ä. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäîì áðîñàíèè ìîíåòû ¾ðåøêà¿ è ¾ãåðá¿ ðàâíîâåðîÿò-

íû, òî åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî p(ωn) = 2−n.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áðîñàòü ìîíåòó n ðàç, òî âñåâîçìîæíûõ èñõîäîâ áóäåò 2n, è
òàê êàê âñå îíè îäèíàêîâî âåðîÿòíû, òî âåðîÿòíîñòü èñõîäà ωn = {0, 0, . . . , 1}, â
êîòîðîì 1 ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â ïîñëåäíåé n-îé ïîçèöèè, ðàâíà p(ωn) = 2−n.
Çàìåòèì, ÷òî

∞∑
i=1

p(ωi) =
1

2
+

1

2

2

+ . . . = 1. (3)
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Ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà

ÏóñòüA1 � ñîáûòèå, îçíà÷àþùåå, ÷òî â èãðå ïîáåæäàåò 1-ûé èãðîê. ÒîãäàA1ñîñòîèò

èç èñõîäîâ ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè: A1 = {ω1, ω3, ω5, . . .}. Ñîáûòèå A2 (âûèãðûâà-

åò âòîðîé èãðîê) ñîñòîèò èç èñõîäîâ ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè: A2 = {ω2, ω4, ω6, . . .}.
Òîãäà

P(A1) =
1

2
+

1

2

3

+ . . . =
1

2
(1 +

1

2

2

+
1

2

4

+ . . .) =
1

2
· 1

1− 1/22
=

2

3
, (4)

P(A2) =
1

2

2

+
1

2

4

+ . . . =
1

2

2

(1 +
1

2

2

+
1

2

4

+ . . .) =
1

2

2

· 1

1− 1/22
=

1

3
, (5)

Òàê êàê A1A2 = ∅ è P(A1)+P(A2) = 1, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èãðà íå çàêîí÷èòñÿ
(íè÷üÿ), ðàâíà 0.
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Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ÷èñëî èñõî-

äîâ íåñ÷åòíî. Êàê èçâåñòíî, ïðèìåðàìè òàêèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ îòðåçêè, ïðÿìî-

óãîëüíèêè è ò.ï. Â ýòîì ñëó÷àå ìû íå ìîæåì çàíóìåðîâàòü âñå èñõîäû. Äàæå åñëè

ìû ïðèïèøåì êàæäîìó èñõîäó îïðåäåëåííóþ âåðîÿòíîñòü, ìû íå ìîæåì êîððåêò-

íî ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèå íîðìèðîâêè, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòü âñåãî

ïðîñòðàíñòâà ðàâíà 1 (íå îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ñóììû íåñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ÷èñåë).

Ðàññìîòðèì çàäà÷è, â êîòîðûõ ìû ìîæåì îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòè ñ ïîìîùüþ ïî-

íÿòèÿ äëèíû, ïëîùàäè, îáúåìà è ò.ä. (ìåðà). Ïóñòü S � íåêîòîðûé ãåîìåòðè÷åñêèé

îáúåêò íà ïðÿìîé, íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå. Åñëè A ⊂ S, òî ìåðà A áóäåò

îáîçíà÷àòü ãåîìåòðè÷åñêóþ ìåðó ìíîæåñòâà A (äëèíó â 1-ìåðíîì ñëó÷àå, ïëîùàäü

� â 2-ìåðíîì ñëó÷àå è ò.ä.). Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî èñõîäîâ ñîñòîèò

èç âñåõ òî÷åê ìíîæåñòâà S, à âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ⊂ S îïðåäåëåíà êàê

P(A) =
µ(A)

µ(S)
, (6)

ãäå µ(·) îáîçíà÷àåò ìåðó. Âåðîÿòíîñòü äëÿ òî÷êè ïîñ÷èòàòü íå ìîæåì!
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Ïðèìåð. Çàäà÷à Áþôôîíà

Çàäà÷à Áþôôîíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîñêîñòü ðàçëèíîâàíà ïàðàëëåëüíûìè ëè-

íèÿìè, ëåæàùèìè íà ðàññòîÿíèè l äðóã îò äðóãà. Íà ïëîñêîñòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì

áðîñàåòñÿ èãëà äëèíû l. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èãëà ïåðåñå÷åò îäíó èç ïà-

ðàëëåëüíûõ ëèíèé?
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Çàäà÷à Áþôôîíà. Ðåøåíèå

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü ýòîãî ýêñïåðèìåíòà ñ ïîìîùüþ ïîíÿ-

òèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè. Ïóñòü òî÷êà O îáîçíà÷àåò öåíòð èãëû (ñåðåäèíó

îòðåçêà MN íà ðèñ.). Òîãäà ìû ìîæåì îõàðàêòåðèçîâàòü ïîëîæåíèå èãëû îòíî-

ñèòåëüíî ñèñòåìû ëèíèé ÷èñëàìè x è phi. Çäåñü x � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè O äî

áëèæàéøåé ëèíèè, à φ � óãîë, êîòîðûé îáðàçóåò èãëà (èëè ïðîäîëæåíèå ëèíèè

èãëû) ñ áëèæàéøåé ëèíèåé. Çàìåòèì, ÷òî x ∈ [0, l/2], φ ∈ [0, π]. Òîãäà ìû ìîæåì

îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî âñåõ èñõîäîâ êàê ìíîæåñòâî

S = {(x, φ) : 0 6 x 6
l

2
, 0 6 φ 6 π}. (7)

Ìíîæåñòâî S ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê. Ïîñêîëüêó ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âñå

èñõîäû (x, φ) îäèíàêîâî âîçìîæíû â ýòîì ýêñïåðèìåíòå, òî åñòåñòâåííî îöåíèòü

âåðîÿòíîñòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (6). Çàìåòèì, ÷òî åñëè èãëà ïåðåñåêàåò ëèíèþ

â òî÷êå K, òî |OK| 6 |ON |. Îòðåçîê OK ÿâëÿåòñÿ ãèïîòåíóçîé â ïðÿìîóãîëüíîì

òðåóãîëüíèêå DOK, ïîýòîìó |OK| = |OD|/ sinφ. Òàêèì îáðàçîì, èãëà ïåðåñå÷åò

ëèíèþ, åñëè ïðîèñõîäèò ñîáûòèå A = {(x, φ) : x/ sinφ 6 l/2.
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Çàäà÷à Áþôôîíà. Ðåøåíèå (ïðîäîëæåíèå)
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Çàäà÷à Áþôôîíà. Ðåøåíèå (ïðîäîëæåíèå)

Ïðîñòðàíñòâî èñõîäîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè l/2 è π, à
ñîáûòèå A ñîñòîèò èç òî÷åê ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, êîòîðûå ëåæàò ïîä ñèíóñîèäîé

A = {(x, φ) :
x

sinφ
6 l/2. (8)

Ïîýòîìó

P(A) =
µ(A)

µ(S)
=

∫ π
0

l
2 sinφdφ

π l2
=
− cosφ+ cos 0

π
=

2

π
. (9)
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Îáùåå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà. Àëãåáðà

Ïóñòü Ω � ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà

(ÿâëåíèÿ), êîòîðîå ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Àá-

ñòðàãèðîâàâøèñü îò ïðèðîäû ýòîãî ýêñïåðèìåíòà, ìû ïðåäñòàâëÿåì ýòè èñõîäû êàê

ýëåìåíòû (òî÷êè) ìíîæåñòâà Ω, êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî.

Îïðåäåëåíèå

Ñîâîêóïíîñòü A ïîäìíîæåñòâ Ω íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

A1 Ω ∈ A
A2 Åñëè A ∈ A, òî A ∈ A.
A3 Åñëè A1, . . . , An ∈ A, òî ∪ni=1Ai ∈ A.
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Àëãåáðà. Ñâîéñòâà

Íàïðèìåð, ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ, ñîñòîÿùàÿ èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà ∅ è âñåãî

ïðîñòðàíñòâà Ω, îáðàçóåò àëãåáðó ñîáûòèé. Ýòî ñàìàÿ ¾áåäíàÿ¿ àëãåáðà ñîáûòèé

� â íåé âñåãî äâà ýëåìåíòà.

Åñëè A ñîñòîèò èç âñåõ âîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω, òî A òàêæå ÿâëÿåòñÿ

àëãåáðîé ñîáûòèé (ñàìîé ¾áîãàòîé¿).

Èç àêñèîì À1-À3, îïðåäåëÿþùèõ àëãåáðó ñîáûòèé, ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùèå äî-

ïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà àëãåáðû A :

A4 ∅ ∈ A
A5 Åñëè A1, . . . , An ∈ A, òî ∩ni=1Ai ∈ A.

Ò.ê.
n⋂
i=1

Ai =

n⋃
i=1

Ai, (10)

òî èç óñëîâèé À2 è À4 ñëåäóåò, ÷òî

n⋂
i=1

Ai =

n⋂
i=1

Ai =

n⋃
i=1

Ai ∈ A. (11)

A6 Åñëè A1, A2 ∈ A, òî A1 \A2 ∈ A.
Äåéñòâèòåëüíî, A1 \A2 = (A1 ∩A2)A.
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Àëãåáðà. Åù¼ ïðèìåð

Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð àëãåáðû ñîáûòèé. Ïóñòü A1, . . . , An � ïîäìíîæåñòâà

ìíîæåñòâà Ω, îáðàçóþùèå åãî ðàçáèåíèå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî AiAj = ∅ äëÿ âñåõ ïàð
i 6= j è ∪ni=1Ai = Ω. Ïîäìíîæåñòâà A1, . . . , An íàçûâàþò èíîãäà àòîìàìè ýòîãî

ðàçáèåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ A, ÿâëÿþùèõñÿ îáúåäèíåíèåì ëþáûõ àòî-

ìîâ èç ñèñòåìû A1, . . . , An. Ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ∅ òàêæå âêëþ÷àåì â ñèñòåìó

A, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íóëåâîãî êîëè÷åñòâà

àòîìîâ. Òîãäà ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü A ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ñîáûòèé.
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Ñèãìà-àëãåáðà

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé íåîáõîäèìî ñîâåðøàòü áåñêîíå÷íîå (ñ÷åò-

íîå) ÷èñëî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé. Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáùåé

òåîðèè íåîáõîäèìî óñèëèòü óñëîâèå À3 â îïðåäåëåíèè àëãåáðû.

Îïðåäåëåíèå

Ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ σ-àëãåáðîé (¾ñèãìà-àëãåáðîé¿), åñëè

âûïîëíåíû óñëîâèÿ À1, À2 è óñëîâèå À3':

A(3)'Åñëè Ai ∈ A, i = 1, 2, . . . , òî ∪∞i=1Ai ∈ A.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñâîéñòâà À4�À6 îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿ σ-àëãåáð. Áîëåå
òîãî, ñâîéñòâî À5 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è äëÿ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ

àëãåáðû A (A5'):

A(5)'Åñëè Ai ∈ A, i = 1, 2, . . . , òî ∩∞i=1Ai ∈ A.
Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç òîæäåñòâà ∩∞i=1Ai = ∩∞i=1Ai è àêñèîìû À2.

Â äàëüíåéøåì ýëåìåíòû σ-àëãåáðû A ìû áóäåì íàçûâàòü ñîáûòèÿìè.
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Âåðîÿòíîñòü

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü Ω � ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, A � σ-àëãåáðà ñîáûòèé íà ýòîì

ïðîñòðàíñòâå. Âåðîÿòíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ P, çàäàííàÿ íà σ-àëãåáðå A è

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

B(1)Ñâîéñòâî ïîëîæèòåëüíîñòè: äëÿ ëþáîãî A ∈ A P(A) > 0.

B(2)Ñâîéñòâî íîðìèðîâêè: P(Ω) = 1.

B(3)Ñâîéñòâî σ-àääèòèâíîñòè: Åñëè Ai ∈ ,i = 1, 2, . . . è äëÿ ëþáîé ïàðû i 6= j
AiAj = ∅ (ñîáûòèÿ Ai, i = 1, 2, . . . � ïîïàðíî íåñîâìåñòíû), òî

P(

∞⋃
i=1

Ai) =

∞∑
i=1

P(Ai). (12)

Èç àêñèîì Â1�Â3 ìîæíî âûâåñòè äðóãèå ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè, êîòîðûå ìû óæå

÷àñòè÷íî îáñóæäàëè â ñëó÷àå êîíå÷íîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè

Òåîðåìà (Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè)

B(4)P(∅) = 0

B(5)Äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñîáûòèé A1, . . . , An, AiAj = ∅ äëÿ
ëþáûõ i 6= j

P(

n⋃
i=1

Ai) =

n∑
i=1

P(Ai) (13)

B(6)Äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ

P(A) = 1− P(A) (14)

B(7)Äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A1, A2 òàêèõ, ÷òî A1 ⊂ A2

P(A2 \A1) = P(A2)− P(A1),P(A1) 6 P(A2). (15)

B(8)Äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A è B

P(A
⋃
B) = P(A) + P(B)− P(AB). (16)
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Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè(ïðîäîëæåíèå)

Òåîðåìà (Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè)

B(9)Äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé Ai, i = 1, . . . , n

P(

n⋃
i=1

Ai) 6
n∑
i=1

P(Ai). (17)

B(10)Ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè: åñëè ñîáûòèÿ A1, A2, A3, . . . îáðàçóþò
âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ · · · , òî

lim
n→∞

P(An) = P(

∞⋃
i=1

Ai), (18)

åñëè ñîáûòèÿ A1, A2, . . . îáðàçóþò óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé,

òî

lim
n→∞

P(An) = P(

∞⋂
i=1

Ai), (19)
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Äîêàçàòåëüñòâà

Äîêàçàòåëüñòâî B4. Ïóñòü Ai = ∅, i = 1, 2, . . . . Òàê êàê ∅ = ∪∞i=1Ai, òî â ñèëó

àêñèîìû Â3

P(∅) =

∞∑
i=1

P(Ai) =

∞∑
i=1

P(∅). (20)

÷òî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà P(∅) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî B5.Ïóñòü Ai = ∅ äëÿ i > n+ 1, òîãäà

P(

n⋃
i=1

Ai) = P(

∞⋃
i=1

Ai) =

∞∑
i=1

P(Ai) =

n∑
i=1

P(Ai) (21)

Äîêàçàòåëüñòâî B6. Èç Â2 è Â4 ñëåäóåò, ÷òî 1 = P(Ω) = P(A∪A) = P(A)+P(A),
îòêóäà ñëåäóåò (14).

Äîêàçàòåëüñòâî B7. Èç A1 ⊂ A2 ñëåäóåò, ÷òî A2 = A1 ∪ (A2 \A1). Èç Â5
ñëåäóåò P(A2) = P(A1) + P(A2 \A1). Îòñþäà ñëåäóåò (15).
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Äîêàçàòåëüñòâà

Äîêàçàòåëüñòâî B8. Çàìåòèì, ÷òî A1 ∪ A2 = A1 ∪ (A2 \ (A1 ∩ A2)). Èç Â5 è Â7

ñëåäóåò

P(A1

⋃
A2) = P(A1) + P(A2 \ (A1 ∩A2)) = P(A1) + P(A2)− P(A1A2). (22)

Äîêàçàòåëüñòâî B9.Èç (16) ñëåäóåò

P(A
⋃
B) 6 P(A) + P(B) (23)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïóñòü

P(

n−1⋃
i=1

Ai) 6
n−1∑
i=1

P(Ai), (24)

òîãäà èç (23) è (25) ñëåäóåò

P(
n⋃
i=1

Ai) 6 P(
n−1⋃
i=1

Ai) + P(An) 6
n−1∑
i=1

P(Ai) + P(An) =
n∑
i=1

P(Ai), (25)
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Äîêàçàòåëüñòâà

Äîêàçàòåëüñòâî B10. Ïóñòü A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ · · · , ïîëîæèì A0 = ∅. Òîãäà
∞⋃
i=1

Ai =

∞⋃
i=1

Bi, (26)

ãäå Bi = Ai \Ai− 1. Çàìåòèì, ÷òî ñîáûòèÿ Bi, i = 1, 2, . . . � ïîïàðíî íå ïåðåñåêà-

þòñÿ. Òîãäà èç àêñèîìû Â3 ñëåäóåò

P(

∞⋃
i=1

Ai) =
∞∑
i=1

P(Bi) = lim
n→∞

n∑
i=1

P(Bi) = lim
n→∞

n∑
i=1

(P(Ai)− P(Ai−1) (27)

= lim
n→∞

(P(An)− P(∅)) = lim
n→∞

P(An) (28)

Ñîîòíîøåíèå (18) äîêàçàíî.
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Äîêàçàòåëüñòâà

Äîêàçàòåëüñòâî B10. Ïðîäîëæåíèå Ïóñòü òåïåðü A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ · · · ,, òîãäà
A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ · · · , è èç ñîîòíîøåíèÿ (18) ñëåäóåò

lim
n→∞

P(An) = P

( ∞⋃
i=1

Ai

)
= P

( ∞⋂
i=1

Ai

)
. (29)

Îòñþäà

lim
n→∞

(1− P(An)) = 1− P(

∞⋂
i=1

Ai) (30)

è, òåì ñàìûì,

lim
n→∞

P(An) = P(
∞⋂
i=1

Ai). (31)
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