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ÏÎÐßÄÊÀ

Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ýëëèïòè÷å-

ñêèõ ôóíêöèé f(z, t) ïîðÿäêà n > 2 ñ ïåðèîäàìè ω1(t) , ω2(t) ,

ãëàäêî çàâèñÿùåå îò âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà t . Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî ó ôóíêöèè f(z, t) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè t

èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïîëþñ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïðåäñòàâèì

f ′(z, t) â âèäå

f ′(z, t) = c(t)

n∏
k=0

σ(z − ak(t))

σn+1(z)
,

ãäå σ(z) � σ -ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà, ak(t) � ïîëíûé íàáîð

êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè f ′(z, t) , ïðè÷åì

n∑
k=0

ak(t) = 0.

Ïóñòü Ak(t) = f(ak(t), t) � îáðàçû ýòèõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A0(t) ≡ 0 .

Â ñëó÷àå, êîãäà âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ak ïîïàðíî ðàçëè÷-

íû, â [1] áûëà íàéäåíà ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ak(t) , åñëè çàäàíû çàâèñèìîñòè Ak(t) ,

1 6 k 6 n . Çäåñü ìû èññëåäóåì ñèòóàöèþ, êîãäà êðàòíîñòè íó-

ëåé ïðîèçâîäíîé � ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà
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ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä

f ′(z, t) = c(t)

N∏
j=0

σ(z − aj(t))
mj

σn+1(z)
,

ãäå aj(t) � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè,
∑N

j=0mj = n . Äëÿ

âûâîäà ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ìû ìîãëè áû ïðîâåñòè ðàñ-

ñóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå áûëè äëÿ ïðîñòûõ òî÷åê

âåòâëåíèÿ, îäíàêî, êàê è â [2], ãäå áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé ïîëè-

íîìîâ, óíèôîðìèçèðóþùèõ ñåìåéñòâà êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ

ïîâåðõíîñòåé íàä ñôåðîé ðîäà íóëü, ïîëó÷èì ñèñòåìó ôîð-

ìàëüíûì ïåðåõîäîì ê ïðåäåëó, êîãäà ñáëèæàþòñÿ íåêîòîðûå

èç òî÷åê aj . Îñíîâíûì òåõíè÷åñêèì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ

Ëåììà.Ïóñòü f(x) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ è

k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè a .

Ïóñòü h(x) � ÷åòíàÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ

èìååò ðàçëîæåíèå h(x) = 1 +
∑k

j=1 βkx
k + o(xk) , x → 0 , è

g(x) = x/h(x) . Òîãäà îáîáùåííûå ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè k -ãî

ïîðÿäêà
k∑

j=1

f(aj)∏
s̸=j g(aj − as)

ïðè a1, . . . , ak+1 → a , ñòðåìÿòñÿ ê

1

k!

dk

dxk
(f(x+ a)[h(x)]k+1)

∣∣∣∣
x=0

,

ò. å. ê âåëè÷èíå
∑k

j=0 γkjf
(j)(a), ãäå γkj = δk,k−j/j! , à δk,l �

êîýôôèöèåíòû òåéëîðîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè (h(x))k+1 :

(h(x))k+1 =
∑k

l=0 δk,lx
l + o(xk) , k → 0

Äëÿ âûâîäà èñêîìîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé ìû ïðèìåíÿåì ëåììó ê âûðàæåíèÿì, ñòîÿùèì â ïðàâûõ
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÷àñòÿõ ñèñòåìû, ïîëó÷åííîé äëÿ ïðîñòûõ òî÷åê âåòâëåíèÿ. Ýòè

âûðàæåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ ÷åðåç îáîáùåííûå ðàçäåëåííûå ðàç-

íîñòè, ïðè ýòîì ðîëü ôóíêöèè g èãðàåò σ -ôóíêöèÿ Âåéåð-

øòðàññà.
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