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А.Н.МИРОНОВ

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА РИМАНА К ФАКТОРИЗОВАННОМУ
УРАВНЕНИЮ В n-МЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Аннотация. Выведены достаточные условия однозначной разрешимости граничной задачи
для гиперболического уравнения в области, ограниченной его характеристиками.
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Abstract. We obtain sufficient conditions for the unique solvability of the characteristic boundary
problem for one hyperbolic equation.

Keywords: Riemann method, hyperbolic equation.

В работах [1]–[5] исследован ряд задач в треугольных областях для уравнения(
∂

∂x
+

∂

∂y

)(
∂2u

∂x∂y
+ a(x, y)

∂u

∂x
+ b(x, y)

∂u

∂y
+ c(x, y)u

)
= 0, (1)

относящегося к одному из канонических видов, указанных в [6]. В работе [7] рассмотрена
задача в прямоугольнике, образованном отрезками характеристик x = const, y = const.
В [8] методика и результаты из [7] распространяются на аналоги (1) с тремя и четырьмя

независимыми переменными.
Здесь рассматривается уравнение(

∂

∂x1
+

∂

∂x2
+ · · · + ∂

∂xn

)
Lu = 0, (2)

Lu ≡ Dα̃u +
∑
α<α̃

aα(x1, x2, . . . , xn)Dαu,

где мультииндексы имеют n компонент, α̃ = (1, 1, . . . , 1), отношение подчиненности α < α̃
означает, что α получен из α̃ уменьшением по меньшей мере одной компоненты. Очевидно,
(2) является аналогом (1) в n-мерном пространстве.
Целью данной работы является распространение результатов статьи [8] на уравнение (2).

При этом необходима формализация всех рассуждений из [8], позволяющая получить и
сформулировать результаты в пространстве произвольного числа переменных.
Далее решения (2) будем называть регулярными, если все входящие в рассматриваемые

уравнения производные искомых функций непрерывны. Кроме того, будем обозначать через
C(k1,...,kn) класс функций, имеющих непрерывные производные ∂s1+···+snu/∂xs1

1 . . . ∂xsn
n для

всех значений sr � kr, r = 1, n.
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1. Постановка задачи и ее сведе́ние к интегральным уравнениям. Пусть G =
{(x1, x2, . . . , xn) : 0 < xi < x1

i , i = 1, n}, Gi = {(x1, x2, . . . , xn) : 0 < xj < x1
j , j �= i, xi = 0} —

части границы G, являющиеся частями плоскостей xi = 0. Расположенные внутри G части
плоскостей x1 = x2, . . . , x1 = xn, x2 = x3, . . . , xn−1 = xn обозначим соответственно через
M12, . . . , M1n, M23, . . . , M(n−1)n.
Обозначим через ei единичный мультииндекс, ei = (ε1, . . . , εn), εi = 1, εj = 0, j �= i.

Задача Z. Найти в G функцию u ∈ C(G)
⋂ ( n⋂

i=1
Cei

(
G

⋃
Gi

))
, являющуюся в

G \
( ⋃

i,j
Mij

)
регулярным решением уравнения (2) и удовлетворяющую условиям

u
∣∣
Gi

= ϕi(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn), i = 1, n, (3)
∂u

∂xi

∣∣∣
Gi

= ψi(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn), i = 1, n. (4)

При этом предполагаем, что выполняются включения

aα ∈ Cα(G), ϕi, ψi ∈ C2α̃(Gi). (5)

Применяем к этой задаче схему рассуждений из [8]. Заметим, что (2) можно записать в
виде Lu = v, где v есть решение уравнения

n∑
i=1

∂v

∂xi
= 0. (6)

Следовательно,
Lu = ω(xn − x1, xn − x2, . . . , xn − xn−1), (7)

где ω — произвольная функция. Из уравнения для v и постановки задачи вытекает, что
должно выполняться требование

ω(xn − x1, xn − x2, . . . , xn − xn−1) ∈ C α̃

(
G \

(⋃
i,j

Mij

))
.

С помощью вспомогательных переменных ξi = xn − xi, i = 1, n − 1, правая часть (7) запи-
сывается в виде ω(ξ1, ξ2, . . . , ξn−1), (ξ1, ξ2, . . . , ξn−1) ∈ P = {(ξ1, ξ2, . . . , ξn−1) : −x1

i < ξi < x1
n,

i = 1, n − 1}. Многообразиям Mij соответствуют уравнения

ξi = 0 при j = n, ξj − ξi = 0 при j �= n. (8)

Так как решение u(x1, x2, . . . , xn) уравнения (2) отыскивается в G \
( ⋃

i,j
Mij

)
, то уравнение

(6) должно рассматриваться на том же множестве. Таким образом, ω(ξ1, ξ2, . . . , ξn−1) есть
произвольная функция класса C α̃(P0), где P0 — множество P без точек, удовлетворяющих
уравнениям (8).
Известно ([9], с. 79; [10], формула (12)), что если

aα ∈ Cα(G), ω ∈ C(G), (9)

то решение уравнения (7) допускает представление

u = u0(x1, x2, . . . , xn) +
∫ x1

0

∫ x2

0
. . .

∫ xn

0
R(t1, t2, . . . , tn, x1, x2, . . . , xn)×

× ω(tn − t1, tn − t2, . . . , tn − tn−1)dtndtn−1 . . . dt1, (10)
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где u0 — решение уравнения Lu = 0, для которого R является функцией Римана (которая
определяется как решение интегрального уравнения с частными интегралами ([9], с. 76; [10],
[11])). Вместе с тем, из (10) видно, что функция u0 должна удовлетворять условиям (3),
вследствие чего u0 — решение задачи Гурса в G для уравнения Lu = 0 с условиями (3),
которое может быть записано в явном виде в терминах функции Римана по формуле (3.54)
из [9].
Рассуждая как в [8], получаем интегральные уравнения Вольтерра второго рода с част-

ными интегралами и непрерывными коэффициентами относительно функций
f1(x2, x3, . . . , xn) = ω(xn, xn − x2, xn − x3, . . . , xn − xn−1),
f2(x1, x3, . . . , xn) = ω(xn − x1, xn, xn − x3, . . . , xn − xn−1),

f3(x1, x2, x4, . . . , xn) = ω(xn − x1, xn − x2, xn, xn − x4, . . . , xn − xn−1),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fn−1(x1, . . . , xn−1, xn) = ω(xn − x1, xn − x2, . . . , xn − xn−2, xn),
fn(x1, x2, . . . , xn−1) = ω(−x1,−x2, . . . ,−xn−2,−xn−1),

(11)

причем каждая функция fi задана на множестве Gi, i = 1, n. В соответствующих областях
Gi существуют единственные непрерывные решения всех указанных интегральных уравне-
ний. Для принадлежности решения u классу функций, определенному в постановке задачи,
необходимо, чтобы функция ω в каждой области Gi была непрерывно дифференцируема,
т. е. должны быть непрерывно дифференцируемы в этих областях и f1, f2, . . . , fn. Известно
([9], с. 27), что степень гладкости решений уравнений Вольтерра второго рода с частными
интегралами та же, что у коэффициентов и свободных членов этих уравнений. Следова-
тельно, надо потребовать, чтобы на Gi гладкость коэффициентов была увеличена:

aα ∈ Cβ(Gi), αi = 1, β = (β1, . . . , βn−1), βj = 1, j = 1, n − 1, i = 1, n. (12)

Перейдем к рассмотрению множества P ⊂ Rn−1. Определим подмножества P , в которых
отыскиваются функции f1, f2, . . . , fn. Возьмем первое соотношение из (11) и положим xn =
ξ1, xn − x2 = ξ2, . . . , xn − xn−1 = ξn−1. Имеем

ω(ξ1, ξ2, . . . , ξn−1) = f1(ξ1 − ξ2, ξ1 − ξ3, . . . , ξ1 − ξn−1, ξ1),

причем ξ1 ∈ [0, x1
n], (ξ1−ξ2) ∈ [0, x1

2], . . . , (ξ1−ξn−1) ∈ [0, x1
n−1]. Получаем, что f1 определяется

в области Q1, ограниченной плоскостями
ξ1 = 0, ξ1 = x1

n, ξ1 − ξ2 = 0, ξ1 − ξ3 = 0, . . . , ξ1 − ξn−1 = 0,

ξ2 = −x1
2, ξ3 = −x1

3, . . . , ξn−1 = −x1
n−1.

Аналогично из второго соотношения (11) для f2 имеем
ω(ξ1, ξ2, . . . , ξn−1) = f2(ξ2 − ξ1, ξ2 − ξ3, . . . , ξ2 − ξn−1, ξ2),

ξ2 ∈ [0, x1
n], (ξ2 − ξ1) ∈ [0, x1

1], (ξ2 − ξ3) ∈ [0, x1
3], . . . , (ξ2 − ξn−1) ∈ [0, x1

n−1].

Очевидно, f2 определяется в области Q2, ограниченной плоскостями
ξ2 = 0, ξ2 = x1

n, ξ2 − ξ1 = 0, ξ2 − ξ3 = 0, . . . ,

ξ2 − ξn−1 = 0, ξ1 = −x1
1, ξ3 = −x1

3, . . . , ξn−1 = −x1
n−1.

Далее, последовательно получаем
ω(ξ1, ξ2, . . . , ξn−1) = f3(ξ3 − ξ1, ξ3 − ξ2, . . . , ξ3 − ξn−1, ξ3),

ξ3 ∈ [0, x1
n], (ξ3 − ξ1) ∈ [0, x1

1], (ξ3 − ξ2) ∈ [0, x1
2], (ξ3 − ξ4) ∈ [0, x1

4], . . . ,

(ξ3 − ξn−1) ∈ [0, x1
n−1];
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Q3 : ξ3 = 0, ξ3 = x1
n, ξ3 − ξ1 = 0, ξ3 − ξ2 = 0, ξ3 − ξ4 = 0, . . . ,

ξ3 − ξn−1 = 0, ξ1 = −x1
1, ξ2 = −x1

2, ξ4 = −x1
4, . . . , ξn−1 = −x1

n−1;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ω(ξ1, ξ2, . . . , ξn−1) = fn−1(ξn−1 − ξ1, ξn−1 − ξ2, . . . , ξn−1 − ξn−2, ξn−1),

ξn−1 ∈ [0, x1
n], (ξn−1 − ξ1) ∈ [0, x1

1], (ξn−1 − ξ2) ∈ [0, x1
2], . . . ,

(ξn−1 − ξn−2) ∈ [0, x1
n−2];

Qn−1 : ξn−1 = 0, ξn−1 = x1
n, ξn−1 − ξ1 = 0, ξn−1 − ξ2 = 0, . . . ,

ξn−1 − ξn−2 = 0, ξ1 = −x1
1, ξ2 = −x1

2, . . . , ξn−2 = −x1
n−2.

Последнее соотношение (11) дает

ω(ξ1, ξ2, . . . , ξn−1) = fn(−ξ1,−ξ2, . . . ,−ξn−2,−ξn−1),

−ξ1 ∈ [0, x1
1], −ξ2 ∈ [0, x1

2], . . . , −ξn−2 ∈ [0, x1
n−2], −ξn−1 ∈ [0, x1

n−1];

Qn : ξ1 = 0, ξ1 = −x1
1, ξ2 = 0, ξ2 = −x1

2, . . . , ξn−1 = 0, ξn−1 = −x1
n−1.

В каждой из областей Q1, Q2, . . . , Qn соответствующая функция f1, f2, . . . , fn определя-
ется однозначно.
Для n = 3 или n = 4 предыдущие рассуждения могут быть дополнены соответству-

ющими чертежами. Например, при n = 4 получаем чертеж (рис. 1), на котором изобра-
жены области P = A1B1C1DE1D1F1G1, Q1 = OFGED1F1G1E1, Q2 = ABOEA1B1D1E1,
Q3 = OBCFD1B1C1F1, Q4 = ABCDEOFG.

Рис. 1.

Точки на чертеже имеют следующие координаты: O(0, 0, 0), A(−x1
1, 0,−x1

3), B(−x1
1, 0, 0),

C(−x1
1,−x1

2, 0),D(−x1
1,−x1

2,−x1
3), E(0, 0,−x1

3), F (0,−x1
2, 0), G(0,−x1

2,−x1
3), A1(−x1

1, x
1
4,−x1

3),
B1(−x1

1, x
1
4, x

1
4), C1(−x1

1,−x1
2, x

1
4),D1(x1

4, x
1
4, x

1
4),E1(x1

4, x
1
4,−x1

3), F1(x1
4,−x1

2, x
1
4),G1(x1

4,−x1
2,−x1

3).
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Из (9) видим, что на частях границ Q1, Q2, . . . , Qn, лежащих внутри P , должны вы-
полняться условия согласования, обеспечивающие непрерывность ω в P (очевидно, таких
условий n(n−1)/2). Указанные условия согласования должны рассматриваться как условия
разрешимости задачи Z. Требуется определить их в исходных данных задачи.
2. Вывод условий разрешимости. Ясно, что условия согласования задаются следую-

щим образом: на плоскостях ξi − ξj = 0

fi(t1, . . . , tj−1, 0, tj+1, . . . , tn−1) = fj(t1, . . . , ti−1, 0, ti+1, . . . , tn−1); (13)
на плоскостях ξi = 0

fn(t1, . . . , ti−1, 0, ti+1, . . . , tn−2, tn−1) = fi(t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , tn−2, 0). (14)
Учитывая связь между ω и fk, например, для f1 и f2 получаем следующие соотношения:∫ x2

0

∫ x3

0
· · ·

∫ xn

0
R(0, t2, t3, . . . , tn, 0, x2, x3, . . . , xn)f1(t2, t3, . . . , tn)dtn . . . dt3dt2 =

= (ψ1 − ψ01)(x2, x3, . . . , xn), (15)∫ x1

0

∫ x3

0
· · ·

∫ xn

0
R(t1, 0, t3, . . . , tn, x1, 0, x3, . . . , xn)f2(t1, t3, . . . , tn)dtn . . . dt3dt1 =

= (ψ2 − ψ02)(x1, x3, . . . , xn). (16)

Дифференцируем (15) по t2 и полагаем t2 = 0, а (16) — по t1 и полагаем t1 = 0. Запишем
разность полученных выражений:∫ x3

0

∫ x4

0
· · ·

∫ xn

0
R(0, 0, t3, t4, . . . , tn, 0, 0, x3, x4, . . . , xn)(f1(0, t3, t4, . . . , tn)−

− f2(0, t3, t4, . . . , tn))dtn · · · dt4dt3 =

=
[

∂

∂x2
(ψ1 − ψ01)(x2, x3, . . . , xn)

]
x2=0

−
[

∂

∂x1
(ψ2 − ψ02)(x1, x3, . . . , xn)

]
x1=0

. (17)

Пусть теперь[
∂

∂x2
(ψ1 − ψ01)(x2, x3, . . . , xn)

]
x2=0

=
[

∂

∂x1
(ψ2 − ψ02)(x1, x3, . . . , xn)

]
x1=0

.

Дифференцируя (17) по x3, x4, . . . , xn, получаем однородное интегральное уравнение Воль-
терра второго рода с частными интегралами относительно (f1 − f2)(0, x3, x4, . . . , xn), всегда
имеющее лишь нулевое решение. Поэтому на M12 выполняется условие согласования

f1(0, t3, t4, . . . , tn) = f2(0, t3, t4, . . . , tn).

Рассуждая точно так же в остальных случаях, получаем достаточные условия, при которых
имеют место (13), (14):[

∂

∂xi
(ψj − ψ0j)(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn)

]
xi=0

≡

≡
[

∂

∂xj
(ψi − ψ0i)(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)

]
xj=0

, i �= j, i, j = 1, n. (18)

Условия (18) могут быть записаны в другой форме. Для простоты ограничимся рассмот-
рением случая i = 1, j = 2.
Из (10) следует ψ0i|xj=0 ≡ ψi|xj=0, i �= j, а из непрерывности u(x1, x2, . . . , xn) в G вытекает

ϕi|xj=0 ≡ ϕj |xi=0, причем данные тождества можно дифференцировать.
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В работе [12] получены уравнения, связывающие граничные значения функции, являю-
щейся решением уравнения

Lu = 0
при n = 3 с граничными значениями ее нормальных производных первого порядка на
характеристиках Gi (см. также [9], с. 106–114). Имеется обобщение данных формул на слу-
чаи n = 4 и произвольного n ([9], § 5, с. 115–131). При сделанных выше предположениях
о гладкости коэффициентов уравнения (2) и данных (3), (4), указанные уравнения для
произвольного n могут быть записаны в виде∑

α1=1

aαDα−e1ψ01|x1=0 +
∑
α1=0

aαDαϕ1|x1=0 = 0, (19)

∑
α2=1

aαDα−e2ψ02|x2=0 +
∑
α2=0

aαDαϕ2|x2=0 = 0, (20)

где e1, e2 — единичные мультииндексы. Формула (19) получается из уравнения Lu = 0
формальной заменой всех производных функции ux1 на производные функции ψ01, а про-
изводных функции u, не содержащих дифференцирования по x1, — на производные ϕ1. То
же относится и к (20).
Формулы (19), (20) можно переписать в виде∑

α1=1
α2=1

aαDα−e1ψ01|x1=0 = −
∑
α1=1
α2=0

aαDα−e1ψ01|x1=0 −
∑
α1=0

aαDαϕ1|x1=0, (21)

∑
α1=1
α2=1

aαDα−e2ψ02|x2=0 = −
∑
α1=0
α2=1

aαDα−e2ψ02|x2=0 −
∑
α2=0

aαDαϕ2|x2=0. (22)

Из (18) следует, что на M12∑
α1=1
α2=1

aαDα−e1−e2 [De2(ψ1 − ψ01)]x1=0
x2=0

=
∑
α1=1
α2=1

aαDα−e1−e2[De1(ψ2 − ψ02)]x1=0
x2=0

. (23)

Подставляем в (23) левые части формул (21), (22). Получаем[ ∑
α1=1
α2=1

aαDα−e1ψ1 +
∑
α1=1
α2=0

aαDα−e1ψ1 +
∑
α1=0

aαDαϕ1

]
M12

=

=

[ ∑
α1=1
α2=1

aαDα−e2ψ2 +
∑
α1=0
α2=1

aαDα−e2ψ2 +
∑
α2=0

aαDαϕ2

]
M12

. (24)

Условие (24) записано через данные задачи Z. Оно эквивалентно условию (18) при i = 1,
j = 2. В этом можно убедиться, рассматривая (23) как задачу Гурса ([9], с. 75–79; [10]) для
уравнения ∑

α1=1
α2=1

aαDα−e1−e2w = 0

с нулевыми условиями (полученными из (10))

w|xi=0 = 0, i = 3, n.

Решение задачи Гурса существует и единственно [10]. Это решение w ≡ 0 приводит к (18)
при i = 1, j = 2.
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С помощью аналогичных рассуждений получаем все оставшиеся условия разрешимости
задачи. Таким образом, все условия разрешимости можно записать в форме[ ∑

αi=1

aαDα−eiψi +
∑
αi=0

aαDαϕi

]
Mij

=

=
[ ∑

αj=1

aαDα−ejψj +
∑
αj=0

aαDαϕj

]
Mij

, i �= j, i, j = 1, n. (25)

Из предыдущих рассуждений следует

Теорема. При условиях гладкости (5), (12) и выполнении равенств (25) задача Z одно-
значно разрешима.
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