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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

Ïóñòü Rn � âåùåñòâåííîå n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ýëåìåíòàìè ýòîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ñ n êîîðäèíàòàìè, êîòîðûå áóäåì ñ÷èòàòü âåêòîðàìè - ñòîëá-
öàìè, òàê ÷òî åñëè x ∈ Rn, òî

x =




x1

.

.

.
xn




= (x1, . . . , xn)> ,

ãäå xj � j-ÿ êîîðäèíàòà x, j = 1, n. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Rn îïðåäåëåíû ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå

〈x, y〉 = x>y =
n∑

j=1

xjyj

è íîðìà

‖x‖ = 〈x, x〉1/2 =

(
n∑

j=1

x2
j

)1/2

.

Ïóñòü D � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå Rn, à f : D → R �
çàäàííàÿ íà ýòîì ìíîæåñòâå ôóíêöèÿ, ò.å. îíà ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ëþáîé òî÷êå
x ∈ D ÷èñëî f(x). Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü çàäà÷ó îïòèìèçàöèè, êîòîðàÿ ñîñòîèò
â íàõîæäåíèè íàèìåíüøåãî (èëè íàèáîëüøåãî) çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå
D. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñëó÷àÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè òðåáóåòñÿ íàéòè òî÷êó x∗ ∈ D
òàêóþ, ÷òî

f(x∗) ≤ f(x) ∀x ∈ D.

Ýòó çàäà÷ó áóäåì êðàòêî çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

min
x∈D

→ f(x). (1.1)

Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è îáîçíà÷èì ÷åðåç D∗(f), à îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå
ôóíêöèè ÷åðåç f ∗, ò.å.

f ∗ = inf
x∈D

f(x)
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• x∗
D

f(x) = α f(x) = β f(x) = f ∗

α > β > f ∗

Ðèñ. 1.1: Çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïðè n = 2, D∗(f) = {x∗}.

(ñì. ðèñ.1.1). Åñëè îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå f ∗ ôóíêöèè â çàäà÷å (1.1) äîñòèãàåòñÿ,
òî ìîæíî çàïèñàòü

f ∗ = min
x∈D

f(x).

ò.å. çäåñü ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ, â îòëè÷èå îò (1.1), åñòü ÷èñëî. Ôóíêöèÿ f
â çàäà÷å (1.1) íàçûâàåòñÿ öåëåâîé, à ìíîæåñòâî D � äîïóñòèìûì. Äîïóñòèìîå
ìíîæåñòâî D ìîæåò áûòü òàêæå çàäàíî ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ôóíêöèé hi : Rn →
R, i = 1,m, íàïðèìåð,

D = {x ∈ Rn | hi(x) ≤ 0 i = 1, s; hi(x) = 0 i = s + 1,m}.

Ïîñêîëüêó çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè f ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèè −f , òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî çàäà÷àìè âèäà (1.1).

Åñëè ôóíêöèÿ f èìååò âèä f(x) = 〈a, x〉 + α, òî îíà íàçûâàåòñÿ àôôèííîé, à
ïðè α = 0 � ëèíåéíîé. Åñëè âñå ôóíêöèè öåëè è îãðàíè÷åíèé àôôèííûå, òî çàäà÷à
îïòèìèçàöèè îáû÷íî íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ äëÿ
êðàòêîñòè).



Ãëàâà 2

Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñ ëèíåéíûìè (àôôèííûìè) ôóíêöèÿìè öåëè è îãðàíè÷å-
íèé, èëè, èíà÷å, çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ) ñîñòàâëÿþò, ïîæàëóé,
íàèáîëåå èçó÷åííûé êëàññ ñðåäè çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Òàêèì îáðàçîì, îíè ïðèâîäÿò
ê íåîáõîäèìîñòè íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî èëè íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé
ôóíêöèè è ïåðåìåííûõ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, òàêæå çàäàâàåìûõ â âèäå ëèíåéíûõ
ðàâåíñòâ è (èëè) íåðàâåíñòâ.

2.1 Ïîñòàíîâêè çàäà÷, ïðèâîäÿùèõ ê çàäà÷àì ËÏ
Ê çàäà÷àì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ) ïðèâîäÿòñÿ ìíîãèå ìîäåëè, â êîòî-
ðûõ íåîáõîäèìî íàéòè íàèâûãîäíåéøèé ñïîñîá ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ.

Ïðèìåð 1. Ïðåäïðèÿòèå ïðîèçâîäèò n âèäîâ êðàñîê (ìîæíî ëþáîãî äðóãîãî
ïðîäóêòà), äëÿ êîòîðûõ èñïîëüçóåò m âèäîâ ðåñóðñîâ. Èçâåñòíî, ÷òî öåíà îäíîé
òîííû j-é êðàñêè � cj, çàïàñû (íà ðàññìàòðèâàåìûé ïåðèîä) i-ãî âèäà ðåñóðñà � bi

òîíí, ðàñõîä i-ãî âèäà ðåñóðñà íà îäíó òîííó j-é êðàñêè � aij. Íåîáõîäèìî îïðå-
äåëèòü ïëàí ïðîèçâîäñòâà êðàñêè, ïðèíîñÿùèé íàèáîëüøóþ ïðèáûëü ïðè âûïîë-
íåíèè îãðàíè÷åíèé íà çàïàñû ðåñóðñîâ. Ââåäåì ïåðåìåííûå: xj � êîëè÷åñòâî òîíí
j-é êðàñêè, êîòîðîå ïðîèçâîäèò ïðåäïðèÿòèå. Òîãäà

∑n
j=1 aijxj � çàòðàòû i-ãî âèäà

ðåñóðñà, îòñþäà ïîëó÷àåì îãðàíè÷åíèÿ
n∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1,m; (2.1)

ÿñíî, ÷òî
∑n

j=1 cjxj � ñòîèìîñòü ïðîèçâåäåííîé êðàñêè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò öåëå-
âóþ ôóíêöèþ. Ïîëó÷àåì çàäà÷ó

max →
n∑

j=1

cjxj (2.2)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2.1), à òàêæå íàäî ó÷åñòü îãðàíè÷åíèÿ íà íåîòðèöàòåëüíîñòü

xj ≥ 0, j = 1, n. (2.3)
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Çàäà÷à (2.1)�(2.3) � ýòî çàäà÷à ËÏ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå.
Ïðè ïîñòðîåíèè èñïîëüçîâàíû ñâîéñòâà: ïðîïîðöèîíàëüíîñòü (ò.å. öåíà cj ïî-

ñòîÿííà è íå çàâèñèò îò xj), àääèòèâíîñòü (òîãäà ñòîèìîñòü ïðîèçâåäåííîé j-é
êðàñêè cjxj íå çàâèñèò îò xi ïðè i 6= j).

Ïðèìåð 2 (Çàäà÷à î ðàöèîíå). (Ìîæíî èñïîëüçîâàòü íà ïðåäïðèÿòèÿõ ïî
âûðàùèâàíèþ ïòèö è æèâîòíûõ)

Äëÿ êîðìëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ n ïðîäóêòîâ ïèòàíèÿ, cj � ñòîèìîñòü åäèíèöû j-
ãî ïðîäóêòà; íåîáõîäèìî, ÷òîáû â ïèùå ñîäåðæàëîñü m ïèòàòåëüíûõ âåùåñòâ, i-ãî
âåùåñòâà � íå ìåíåå bi åäèíèö; èçâåñòíî, ÷òî â åäèíèöå j-ãî ïðîäóêòà ñîäåðæèòñÿ
aij åäèíèö i-ãî âåùåñòâà. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè ñòîèìîñòè çàêóïà-
åìûõ ïðîäóêòîâ ïðè âûïîëíåíèè îãðàíè÷åíèé íà ñîñòàâ ïèòàòåëüíûõ âåùåñòâ. À
èìåííî, åñëè xj � çàêóïàåìîå êîëè÷åñòâî j-ãî ïðîäóêòà, òî òðåáóåòñÿ íàéòè

min →
n∑

j=1

cjxj

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
n∑

j=1

aijxj ≥ bi, i = 1,m,

xj ≥ 0, j = 1, n.

Ïîëó÷åíà òàêæå çàäà÷à ËÏ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå. Âîçìîæíû è äðóãèå îãðàíè-
÷åíèÿ (≤ bi, = bi). Òîãäà ïîëó÷àåì îáùóþ çàäà÷ó ËÏ. Â îáùåì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ
âûáèðàòü íàèëó÷øóþ èç ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ïîñòàíîâîê. Íåîáõîäèìî äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðåòü ñâîéñòâà çàäà÷ ËÏ è ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ.

2.2 Ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ
Ïðèìåð 1 ñ äâóìÿ èçäåëèÿìè (êðàñêàìè). Ôèðìà âûïóñêàåò äâà âèäà èç-
äåëèé (êðàñêè) ñ öåíàìè 3 è 2 äåíåæíûõ åäèíèöû çà òîííó, èñïîëüçóåò äâà âèäà
ðåñóðñà ñ çàïàñàìè 5 è 8 òîíí íà çàäàííûé ïåðèîä. Íîðìû ðàñõîäà ðåñóðñîâ íà
êðàñêó ïî òåõíîëîãèè äàíû ìàòðèöåé:

(
1 1
2 1

)
.

Íàäî íàéòè ïëàí âûïóñêà êðàñêè, îáåñïå÷èâàþùèé íàèáîëüøèé äîõîä ïðè îãðà-
íè÷åíèÿõ íà ðåñóðñû:

max → 3x1 + 2x2

x1 + x2 ≤ 5,

2x1 + x2 ≤ 8,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.
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Ðèñ. 2.1:

-

6

. . . . . . .

.

.

.

.

.

.

.

•

O

A

B

C

x∗ = (3, 2)>

3x∗1 + 2x∗2 = 13

x1

x2
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Ðèñ. 2.2:

-

6

. . . . . . .

.

.

.

.

.

.

.

•

O

A

B

C

E x1

x2

Ðåøåíèå: x∗ = (3, 2)>, f ∗ = 13 äåí.åä., ñì. ðèñ. 2.1.
Åñëè äîáàâèòü îäíî îãðàíè÷åíèå (ðàçíîñòü ñïðîñà íà 1-é è 2-é âèäû êðàñêè íå

ìåíüøå 5 ò.):

max → 3x1 + 2x2

x1 + x2 ≤ 5,

2x1 + x2 ≤ 8,

x1 − x2 ≥ 5,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0;

òî äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ñòàíîâèòñÿ ïóñòûì, ñì. ðèñ. 2.2.
Äàëåå, ïóñòü èçâåñòíî èç èññëåäîâàíèÿ ðûíêà, ÷òî ñïðîñ íà 2-é âèä êðàñêè íå

ïðåâûøàåò ñïðîñ íà 1-é âèä áîëåå ÷åì íà 1 ò., à òàêæå ñïðîñ íà 2-é âèä íå áîëåå
2 ò. Íàäî çàïèñàòü ýòó çàäà÷ó.
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Îòâåò.

max → 3x1 + 2x2

x1 + x2 ≤ 5,

2x1 + x2 ≤ 8,

−x1 + x2 ≤ 1,

x2 ≤ 2,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè åå ðåøåíèå.

2.3 Îáùèé âèä çàäà÷ ËÏ
Çàäà÷à ËÏ â îáùåì âèäå èìååò îãðàíè÷åíèÿ â âèäå ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ:

min →
n∑

j=1

cjxj,

îãðàíè÷åíèÿ:
n∑

j=1

aijxj ≥ bi, i = 1, s,

n∑
j=1

aijxj = bi, i = s + 1,m,

xj ≥ 0, j = 1, t.

Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ËÏ:

max →
m∑

i=1

biyi,

îãðàíè÷åíèÿ:
m∑

i=1

aijyi ≤ cj, j = 1, t,

m∑
i=1

aijyi = cj, j = t + 1, n,

yi ≥ 0, i = 1, s.

Äâîéñòâåííàÿ ê äâîéñòâåííîé çàäà÷å � ïðÿìàÿ.
Óäîáíî èñïîëüçîâàòü ÷àñòíûå ñëó÷àè, â êîòîðûõ äîïóñêàåòñÿ êîìïàêòíàÿ ôîð-

ìà çàïèñè.
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Ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà: s = m, t = n.

min →
n∑

j=1

cjxj,

îãðàíè÷åíèÿ:
n∑

j=1

aijxj ≥ bi, i = 1,m,

xj ≥ 0, j = 1, n.

Çàïèñàòü äâîéñòâåííóþ ê íåé â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
Êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà: s = 0, t = n.

min →
n∑

j=1

cjxj,

îãðàíè÷åíèÿ:
n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1,m,

xj ≥ 0, j = 1, n.

Çàïèñàòü äâîéñòâåííóþ ê íåé â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
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Îòâåòû.
Ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà:

max →
m∑

i=1

biyi,

îãðàíè÷åíèÿ:
m∑

i=1

aijyi ≤ cj, j = 1, n,

yi ≥ 0, i = 1,m.

Êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà:

max →
m∑

i=1

biyi,

îãðàíè÷åíèÿ:
m∑

i=1

aijyi ≤ cj, j = 1, n.

Íà ñàìîì äåëå çàäà÷à ËÏ îáùåãî âèäà òàêæå ñâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîé èëè
ñòàíäàðòíîé ôîðìå, ò.å. îíè íå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî èõ ðåøåíèþ ëåãêî âîññòàíîâèòü ðåøåíèå èñõîäíîé.

1. Ïóñòü èìååòñÿ ïåðåìåííàÿ xj � ïðîèçâîëüíàÿ, ò.å. áåç îãðàíè÷åíèÿ íà çíàê.
Òîãäà äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ: xj = x′j − x′′j , x′j ≥ 0, x′′j ≥ 0. Òåïåðü
ïåðåìåííûå x′j, x′′j îãðàíè÷åíû ïî çíàêó.

2. Ïóñòü èìååòñÿ îãðàíè÷åíèå â âèäå ðàâåíñòâà
n∑

j=1

aijxj = bi.

Âìåñòî íåãî ìîæíî çàïèñàòü ýêâèâàëåíòíóþ ïàðó íåðàâåíñòâ
n∑

j=1

aijxj ≥ bi

è
n∑

j=1

(−aij)xj ≥ −bi.

3. Ïóñòü èìååòñÿ îãðàíè÷åíèå â âèäå íåðàâåíñòâà
n∑

j=1

aijxj ≥ bi.
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Åãî ìîæíî çàìåíèòü ðàâåíñòâîì
n∑

j=1

aijxj − xn+1 = bi

è óñëîâèåì íåîòðèöàòåëüíîñòè äëÿ íîâîé ïåðåìåííîé xn+1 ≥ 0.

Ïîýòîìó çàäà÷à ËÏ â ëþáîé èç óêàçàííûõ ôîðì çàïèñè ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ýê-
âèâàëåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ê äðóãîé. Â îñíîâíîì äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñòàíäàðòíóþ èëè êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó çàïèñè.

Òåïåðü ïðèâåäåì êîìïàêòíóþ ôîðìó çàïèñè ýòèõ çàäà÷ ËÏ. Ïóñòü A � ìàòðèöà
ðàçìåðíîñòè m × n ñ ýëåìåíòàìè aij, ÷åðåç Aj îáîçíà÷èì åå j-é ñòîëáåö, ÷åðåç
ai îáîçíà÷èì åå i-þ ñòðîêó. Áóäåì èñïîëüçîâàòü âåêòîðû c, x ∈ Rn è b, y ∈ Rm.
Íàïîìíèì, êàê îïðåäåëÿþòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

〈c, x〉 =
n∑

j=1

cjxj

è íîðìà

‖x‖ = 〈x, x〉1/2 =

(
n∑

j=1

‖xj‖2

)1/2

.

Ñèìâîë 0 îáîçíà÷àåò íóëåâîé âåêòîð ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè, çíàêè íåðà-
âåíñòâ äëÿ âåêòîðîâ ïîíèìàþòñÿ ïîêîîðäèíàòíî.

Ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà çàäà÷è ËÏ:

min → {〈c, x〉 | Ax ≥ b, x ≥ 0} ,

äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à:

max → {〈b, y〉 | A>y ≤ c, y ≥ 0
}

.

Êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà çàäà÷è ËÏ:

min → {〈c, x〉 | Ax = b, x ≥ 0} ,

äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à:
max → {〈b, y〉 | A>y ≤ c

}
.

Äîïîëíèòåëüíî îïðåäåëèì èõ äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà:

D = {x ∈ Rn | Ax = b, x ≥ 0}
=

{
x ∈ Rn | 〈ai, x〉 = bi, i = 1,m, x ≥ 0

}

=

{
x ∈ Rn

n∑
i=1

xiAi = b, x ≥ 0

}
.
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Àíàëîãè÷íî,
D̃ =

{
y ∈ Rm | A>y ≤ c

}
=

{
y ∈ Rm | 〈Aj, y〉 ≤ cj, j = 1, n

}

=

{
y ∈ Rm

m∑
i=1

yiai ≤ c

}
.

Áàçèñîì çàäà÷è ËÏ íàçûâàåòñÿ ëþáîé áàçèñ {Aj}j∈B â ìíîæåñòâå ñòîëáöîâ
{Aj}j=1,n .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàíã A = m ≤ n. Íåòðèâèàëüíûì áóäåò ëèøü ñëó÷àé, êîãäà
ðàíã A = m < n. Òîãäà ëþáîé áàçèñ ñîäåðæèò ðîâíî m ñòîëáöîâ. Òîãäà ðåøåíèÿ
ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

∑
i∈B

xiAi = b è 〈Aj, y〉 = cj, j ∈ B

ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû. Ïîñëå ïîïîëíåíèÿ íóëåâûìè íåáàçèñíûìè êîìïîíåí-
òàìè ïîëó÷àåì òî÷êó x ∈ Rn. Íàéäåííûå òàêèì îáðàçîì òî÷êè x è y íàçûâàþòñÿ
îïîðíûìè òî÷êàìè ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷è. Åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè
x è y äîïóñòèìû, òî áàçèñ äîïóñòèìûé (äâîéñòâåííî äîïóñòèìûé). Ïîýòîìó äëÿ
äîïóñòèìîñòè íàäî, ÷òîáû xi ≥ 0, j ∈ B, äëÿ äâîéñòâåííîé äîïóñòèìîñòè � ÷òîáû
〈Aj, y〉 ≤ cj, j /∈ B.

2.4 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ çàäà÷ ËÏ
Ðàññìîòðèì ïðèâîäèìûé ðàíåå ïðèìåð çàäà÷è ËÏ:

max → 3x1 + 2x2,

îãðàíè÷åíèÿ:
x1 + x2 ≤ 5,

2x1 + x2 ≤ 8,

−x1 + x2 ≤ 1,

x2 ≤ 2,

x1, x2 ≥ 0.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì çàäà÷ó ËÏ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå:
min → −3x1 − 2x2,

îãðàíè÷åíèÿ:
−x1 − x2 ≥ −5,

−2x1 − x2 ≥ −8,

x1 − x2 ≥ −1,

−x2 ≥ −2,

x1, x2 ≥ 0.



15

Ïðåîáðàçóåì åå ê çàäà÷å ËÏ â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå:

min → −3x1 − 2x2,

îãðàíè÷åíèÿ:

−x1 −x2 −z1 = −5
−2x1 −x2 −z2 = −8
x1 −x2 −z3 = −1
−x2 −z4 = −2

x1, x2, z1, z2, z3, z4 ≥ 0.

Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ:

1 2 3 4 5 6

A =




−1 −1 −1 0 0 0 −5
−2 −1 0 −1 0 0 −8
1 −1 0 0 −1 0 −1
0 −1 0 0 0 −1 −2


 ,

ïîýòîìó ìîæíî îáîçíà÷èòü x3 = z1, x4 = z2, x5 = z3, x6 = z4. Áàçèñ ñîñòîèò èç
÷åòûðåõ ñòîëáöîâ � äâå íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå îáðàùàþòñÿ â 0. Ðåøåíèå ñèñòåìû

∑
j∈B

xjAj = b

äàåò îäíó èç óãëîâûõ òî÷åê. Ïðè ýòîì òî÷êà (3, 2)> ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äâóõ
áàçèñîâ.

B = {3, 4, 5, 6} =⇒ (0, 0)>

B = {1, 2, 3, 5} =⇒ (3, 2)>.

Ïîýòîìó óãëîâûì òî÷êàì çàäà÷è â ñòàíäàðòíîé ôîðìå ñîîòâåòñòâóþò îïîðíûå
òî÷êè â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåáèðàÿ áàçèñû áåç âîçâðàùåíèÿ,
ìîæíî ïîëó÷èòü áàçèñ, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò îïòèìàëüíàÿ óãëîâàÿ (îïîðíàÿ)
òî÷êà, ñì. ðèñ. 2.3.

2.5 Ñâîéñòâà äâîéñòâåííûõ çàäà÷ ËÏ
Ïðåäâàðèòåëüíî óñòàíîâèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà äëÿ ïàðû äâîéñòâåííûõ çàäà÷ â
êàíîíè÷åñêîé ôîðìå:

min
x∈D

→ 〈c, x〉 (2.4)
è

max
y∈ eD

→ 〈b, y〉, (2.5)
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ãäå
D = {x ∈ Rn | Ax = b, x ≥ 0}

è
D̃ =

{
y ∈ Rm | A>y ≤ c

}
.

Ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷ (2.4) è (2.5) îáîçíà÷èì D∗ è D̃∗, ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 2.1. (Îñíîâíàÿ ëåììà) Äëÿ ëþáûõ x ∈ D, y ∈ D̃ âûïîëíÿåòñÿ

〈c, x〉 ≥ 〈b, y〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ D è y ∈ D̃. Òîãäà

〈b, y〉 =
m∑

i=1

biyi =
m∑

i=1

〈ai, x〉yi

=
m∑

i=1

(
n∑

j=1

aijxj

)
yi =

n∑
j=1

(
m∑

i=1

aijyi

)
xj

=
n∑

j=1

〈Aj, y〉xj ≤
n∑

j=1

cjxj = 〈c, x〉.

2

Ñëåäñòâèå 2.1.
a) Åñëè âûðàæåíèå 〈b, y〉 íå îãðàíè÷åíî ñâåðõó íà D̃, òî D = ∅.
b) Åñëè âûðàæåíèå 〈c, x〉 íå îãðàíè÷åíî ñíèçó íà D, òî D̃ = ∅.

Ñëåäñòâèå 2.2. Åñëè x∗ ∈ D, y∗ ∈ D̃ è 〈c, x∗〉 = 〈b, y∗〉, òî x∗ ∈ D∗, y∗ ∈ D̃∗.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷ ËÏ.
Ïîëó÷èòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå íàìíîãî ñëîæíåå.

Òåîðåìà 2.1. (Ïåðâàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè) Åñëè äàíû òî÷êè x∗ ∈
D∗, y∗ ∈ D̃∗, òî

〈c, x∗〉 = 〈b, y∗〉. (2.6)

Ìîæíî ïîëó÷èòü è áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.2. (Ïåðâàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè â ñèëüíîé ôîðìå) Åñëè
êàêàÿ-ëèáî çàäà÷à èç ïàðû äâîéñòâåííûõ çàäà÷ èìååò ðåøåíèå, òî è äðóãàÿ çàäà-
÷à òàêæå èìååò ðåøåíèå, ïðè ýòîì îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ èõ öåëåâûõ ôóíêöèé
ñîâïàäàþò.
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Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ òåîðåì ñì., íàïðèìåð, â [6], ãë.3, òåîðåìà 6.1.
Êðîìå òîãî, óñëîâèå (2.6) ìîæíî çàìåíèòü òàê íàçûâàåìûìè óñëîâèÿìè äîïîë-

íèòåëüíîñòè.

Òåîðåìà 2.3. (Âòîðàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè) Ïóñòü äàíû òî÷êè x∗ ∈
D, y∗ ∈ D̃. Îíè áóäóò ðåøåíèÿìè çàäà÷ (2.4) è (2.5), ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà è
òîëüêî òîãäà êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

x∗j(〈Aj, y
∗〉 − cj) = 0, j = 1, n,

y∗i (〈ai, x
∗〉 − bi) = 0, i = 1,m.

Äîêàçàòåëüñòâî ñì., íàïðèìåð, â [6], ãë.3, òåîðåìà 6.2.
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ðàññìîòðèì íåòðèâèàëüíûé ñëó÷àé ïàðû äâîéñòâåí-

íûõ çàäà÷ ËÏ (2.4) è (2.5), êîãäà ðàíã A = m < n. Âîçüìåì ëþáîé áàçèñ {Aj}j∈B,
òîãäà îí ñîäåðæèò ðîâíî m ñòîëáöîâ. Åìó ñîîòâåòñòâóþò åäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ
ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

∑
i∈B

xiAi = b è 〈Aj, y〉 = cj, j ∈ B,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ îïîðíûìè òî÷êàìè ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷è, ïðè ýòîì
íåáàçèñíûå êîîðäèíàòû xi ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ.

Ëåììà 2.2. Äëÿ ëþáûõ îïîðíûõ òî÷åê âûïîëíÿåòñÿ

〈c, x〉 = 〈b, y〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x è y � îïîðíûå òî÷êè áàçèñà B. Òîãäà

〈c, x〉 =
∑
j∈B

cjxj =
∑
j∈B

〈Aj, y〉xj = 〈
∑
j∈B

xjAj, y〉 = 〈b, y〉.

2

Òåïåðü ìîæíî ïîëó÷èòü êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè îïòèìàëüíîñòè.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü äàíû îïîðíûå òî÷êè x, y, ñîîòâåòñòâóþùèå áàçèñó B.
Äëÿ òîãî ÷òîáû îíè áûëè ðåøåíèÿìè ñâîèõ çàäà÷ (2.4) è (2.5), ñîîòâåòñòâåííî,
íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áàçèñ áûë äîïóñòèìûì è äâîéñòâåííî äîïó-
ñòèìûì.

Èíà÷å ãîâîðÿ, íàäî, ÷òîáû xi ≥ 0, j ∈ B, à òàêæå 〈Aj, y〉 ≤ cj, j /∈ B.
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2.6 Ñèìïëåêñ - ìåòîä
Îáîçíà÷èì ∆j = 〈Aj, y〉 − cj. Åñëè B � áàçèñ, òî Aj =

∑
i∈B gijAi. Òîãäà èìååì

∆j =
∑
i∈B

gij〈Ai, y〉 − cj =
∑
i∈B

gijci − cj.

Îñíîâíîé ìåòîä.
Øàã 1. Íà èòåðàöèè èìååòñÿ äîïóñòèìîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî B è ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ îïîðíàÿ òî÷êà x. Ðåøàåì ñèñòåìó

〈Aj, y〉 = cj, j ∈ B, (2.7)

âû÷èñëÿåì y è ∆j = 〈Aj, y〉 − cj äëÿ j /∈ B.
Øàã 2. Åñëè ∆j ≤ 0, j = 1, n, òî B � äâîéñòâåííî äîïóñòèìûé áàçèñ è x ∈ D∗.

Èíà÷å îïðåäåëÿåì èíäåêñ

k = argmax{∆j | j ∈ {1, . . . , n}},
òîãäà ∆k > 0 è k /∈ B.

Øàã 3. Âû÷èñëÿåì êîýôôèöèåíòû gik, i ∈ B èç ñèñòåìû
∑
i∈B

gikAi = Ak (2.8)

è îïðåäåëÿåì ìíîæåñòâî B+ = {i ∈ B | gik > 0}. Åñëè B+ = ∅, òî îñòàíîâ. (öåëå-
âàÿ ôóíêöèÿ íå îãðàíè÷åíà ñíèçó)

Øàã 4. Âûáèðàåì èíäåêñ l ∈ B:

θ0 =
xl

glk

= min
i∈B+

xi

gik

,

îïðåäåëÿåì íîâûé áàçèñ B′ = B\ {l} ∪ {k} è íîâóþ îïîðíóþ òî÷êó x′:

x′i =





xi − θ0gik, i ∈ B,
θ0, i = k,
0, i /∈ B, i 6= k.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä íà÷èíàåò ðàáîòó ñ äîïóñòèìîãî áàçèñà. Ïîòîì, ïîñëåäî-
âàòåëüíî ïåðåõîäÿ ïî äîïóñòèìûì áàçèñàì, îí äîëæåí ïðèéòè ê áàçèñó, êîòîðûé
îäíîâðåìåííî è äîïóñòèìûé, è äâîéñòâåííî äîïóñòèìûé.

Âíà÷àëå îáîñíóåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé. Äëÿ áàçèñà B è
èíäåêñà k /∈ B îïðåäåëèì âåêòîð x(θ):

xi(θ) =





xi − θgik, i ∈ B,
θ, i = k,
0, i /∈ B, i 6= k.
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Ëåììà 2.3.
a) Ax(θ) = b, ∀θ ∈ R;
b) 〈c, x(θ)〉 = 〈c, x〉 − θ∆k, ∀θ ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ax(θ) =
∑
i∈B

xi(θ)Ai + θAk =
∑
i∈B

xiAi − θ

(∑
i∈B

gikAi − Ak

)
= b,

ïîñêîëüêó
∑

i∈B gikAi = Ak. Äàëåå,

〈c, x(θ)〉 =
∑
i∈B

ci(xi − θgik) + ckθ =
∑
i∈B

cixi − θ

(∑
i∈B

gikci − ck

)
= 〈c, x〉 − θ∆k,

ïîñêîëüêó ∆k =
∑

i∈B gikci − ck. 2

Ëåììà 2.4. Åñëè ∆k > 0 è B+ = ∅, òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ íå îãðàíè÷åíà ñíèçó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 2.3 ñëåäóåò, ÷òî â ýòèõ óñëîâèÿõ x(θ) ≥ 0 ïðè
ëþáîì θ ≥ 0, íî ∆k > 0. 2

Ëåììà 2.5. Åñëè ∆k > 0 è B+ 6= ∅, òî

x(θ) ∈ D, ∀θ ∈ [0, θ0].

Äîêàçàòåëüñòâî.Íàäî ïðîâåðèòü íåîòðèöàòåëüíîñòü òîëüêî êîîðäèíàò x(θ)
èç B+. Èìååì xi(θ) = xi − θgik ≥ 0 äëÿ i ∈ B+, åñëè

θ ≤ θ0 = min
i∈B+

xi

gik

.

2

Èç ëåìì 2.3�2.5 ñëåäóåò, ÷òî
∑
i∈B

x′iAi = b, x′ ≥ 0,

ò.å. x′ � äîïóñòèìàÿ òî÷êà.

Ëåììà 2.6. Åñëè B � äîïóñòèìûé áàçèñ, òî è B′ � äîïóñòèìûé áàçèñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî ïîêàçàòü òîëüêî, ÷òî B′ � áàçèñ. Ïóñòü B′ � íå áàçèñ,
òîãäà ∑

i∈B\{l}
αiAi + αkAk = 0,

äëÿ íåêîòîðûõ êîýôôèöèåíòîâ αi, íå âñåõ ðàâíûõ íóëþ. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
1) αk = 0, òîãäà B � íå áàçèñ;
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2) αk 6= 0, òîãäà
∑

i∈B\{l}
αiAi + αk

∑
i∈B

gikAi =
∑
i∈B

βiAi = 0,

ïðè÷åì αk 6= 0 è glk > 0, îòñþäà βl = αkglk 6= 0, ò.å. ñíîâà B � íå áàçèñ. 2

Îïðåäåëåíèå. Áàçèñ B íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, åñëè äëÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé îïîðíîé òî÷êè xi > 0 äëÿ âñåõ i ∈ B.

Èç ïîëó÷åííûõ ñâîéñòâ òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî 〈c, x′〉 < 〈c, x〉 â ñëó÷àå íåâûðîæ-
äåííîãî áàçèñà B. Êîëè÷åñòâî áàçèñîâ êîíå÷íî, à ïîñêîëüêó îïîðíûå òî÷êè îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî áàçèñàì, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó
áàçèñó ñòðîãî óìåíüøàåòñÿ çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè è âîçâðàò ê îäíîìó èç ñòà-
ðûõ íåâîçìîæåí. Ïîýòîìó ìåòîä êîíå÷åí, ÷òî è îáîñíîâûâàåò ñèìïëåêñ-ìåòîä.

Òåîðåìà 2.5. Åñëè áàçèñû çàäà÷è ËÏ íåâûðîæäåíû, òî ñèìïëåêñ-ìåòîä çà
êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ëèáî íàõîäèò ðåøåíèå, ëèáî óêàçûâàåò, ÷òî öåëåâàÿ ôóíê-
öèÿ íå îãðàíè÷åíà ñíèçó.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè îáîñíîâûâàíèè èñïîëüçîâàëîñü òîëüêî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
îïòèìàëüíîñòè â ñëåäñòâèè 2.2, ÷òî áûëî äîêàçàíî ÿâíî.

Ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ïðèâîäèìûé ðàíåå ïðèìåð çàäà÷è
ËÏ:

max → 3x1 + 2x2,

îãðàíè÷åíèÿ:

x1 + x2 ≤ 5,

2x1 + x2 ≤ 8,

−x1 + x2 ≤ 1,

x2 ≤ 2,

x1, x2 ≥ 0.

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ïðÿìóþ çàäà÷ó ËÏ â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå:

min → −3x1 − 2x2,

îãðàíè÷åíèÿ:

x1 +x2 +x3 = 5
2x1 +x2 +x4 = 8
−x1 +x2 +x5 = 1
x2 +x6 = 2

xj ≥ 0, j = 1, 6.
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Òàáëèöà 2.1: ïåðâàÿ èòåðàöèÿ

B xB CB gB yB

1 1 4 -3 1/2 0
2 3 1 0 1/2 -3/2
3 5 5 0 3/2 0
4 6 2 0 1 0

-12

Òàáëèöà 2.2: îöåíêè ïî èòåðàöèÿì

it ∆1 ∆2 ∆3 ∆4 ∆5 ∆6 k l
1 0 1/2 0 -3/2 0 0 2 6
2 0 0 0 -3/2 0 -1/2

Íà÷àëüíûé áàçèñ B = {1, 3, 5, 6}, íàõîäèì îïîðíóþ òî÷êó èç ñèñòåìû
∑
i∈B

xiAi = b,

â êîýôôèöèåíòàõ: 


1 1 0 0 5
2 0 0 0 8
−1 0 1 0 1
0 0 0 1 2


 .

Äàííûå â òàáëèöå 2.1. ßñíî, ÷òî áàçèñ äîïóñòèìûé. Ïîýòîìó íàõîäèì äâîéñòâåí-
íóþ îïîðíóþ òî÷êó èç ñèñòåìû (2.7), â êîýôôèöèåíòàõ:




1 2 −1 0 −3
1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0


 .

Âû÷èñëÿåì ∆j = 〈Aj, y〉 − cj, j = 1, 6, â òàáëèöå 2.2. Ïîñêîëüêó ∆2 > 0, òî áàçèñ
íå äâîéñòâåííî äîïóñòèìûé, ïîëàãàåì k = 2. Ïîýòîìó âû÷èñëÿåì êîýôôèöèåíòû
gi2, i ∈ B èç ñèñòåìû (2.8), â êîýôôèöèåíòàõ:




1 1 0 0 1
2 0 0 0 1
−1 0 1 0 1
0 0 0 1 1


 ,
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Òàáëèöà 2.3: âòîðàÿ èòåðàöèÿ

B XB CB gB yB

1 1 3 -3 0
2 3 0 0 -3/2
3 5 2 0 0
4 2 2 -2 -1/2

-13

äàííûå â òàáëèöå 2.1. Èìååì B+ = {1, 3, 5, 6}, íàõîäèì

θ0 = min
i∈B+

xi

gi2

=
x6

g6,2

= 2,

ïîýòîìó ïîëàãàåì l = 6. Íîâûé áàçèñ B = {1, 3, 5, 2}, îïîðíàÿ òî÷êà â òàáëèöå
2.3. Îòìåòèì, ÷òî 〈c, x′〉 = 〈c, x〉− θ0∆2. Íàõîäèì äâîéñòâåííóþ îïîðíóþ òî÷êó èç
ñèñòåìû (2.7), â êîýôôèöèåíòàõ:




1 2 −1 0 −3
1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
1 1 1 1 −2


 ,

äàííûå â òàáëèöå 2.3. Âû÷èñëÿåì ∆j = 〈Aj, y〉 − cj, j = 1, 6, â òàáëèöå 2.2. Ïî-
ñêîëüêó ∆j ≤ 0, j = 1, 6, òî áàçèñ äîïóñòèìûé è äâîéñòâåííî äîïóñòèìûé. Ïîýòîìó
ïîëó÷åíî ðåøåíèå x∗ = (3, 2, 0, 0, 2, 0)>, f ∗ = −13.

Ïðîáëåìû ðåàëèçàöèè.
1. Íàõîæäåíèå íà÷àëüíîãî äîïóñòèìîãî áàçèñà.
2. Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (2.7) è (2.8).
3. Íàëè÷èå âûðîæäåííûõ áàçèñîâ.

2.7 Ìåòîäû ïîèñêà íà÷àëüíîãî äîïóñòèìîãî áàçèñà
Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ðåøåíèÿ ïðîáëåì ðåàëèçàöèè ñèìïëåêñ-ìåòîäà. Íàõîæ-
äåíèå íà÷àëüíîãî äîïóñòèìîãî áàçèñà ìîæíî ïðîâåñòè â ðàìêàõ òîãî æå ìåòîäà,
èñïîëüçóÿ âñïîìîãàòåëüíûå íà÷àëüíûå áàçèñû.

Íàïðèìåð, ìîæíî ïðèìåíèòü îäíîôàçíûé ìåòîä èñêóññòâåííîãî áàçèñà.
Âìåñòî èñõîäíîé çàäà÷è (2.4) ðåøàåòñÿ çàäà÷à

min →
n∑

j=1

cjxj + M

m∑
i=1

xn+i, (2.9)
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îãðàíè÷åíèÿ:
n∑

j=1

aijxj + xn+i = bi, i = 1,m,

xj ≥ 0, j = 1, n + m.

Ïðè ýòîì â çàäà÷å (2.9) óìíîæåíèåì, åñëè íåîáõîäèìî, ðàâåíñòâ-îãðàíè÷åíèé â
çàäà÷å (2.4) íà -1 äîáèâàþòñÿ, ÷òîáû bi ≥ 0, i = 1,m. Òîãäà íà÷àëüíûé äîïóñòèìûé
áàçèñ B = {n+1, . . . , n+m}, îïîðíàÿ òî÷êà x = (0, ..., 0, b1, ..., bm)>. Ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà M çàäà÷à (2.9) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å (2.4). Ïóñòü x̄
� ðåøåíèå (2.9), x∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (2.4). Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (2.9) âîçìîæíû
òðè ñëó÷àÿ.

1) Åñëè x̄n+i = 0, i = 1, m, òî x∗j = x̄j, j = 1, n.
2) Åñëè ∃i0, x̄n+i0 > 0, òî D = ∅.
3) Åñëè öåëåâàÿ ôóíêöèÿ íå îãðàíè÷åíà ñíèçó, òî íå îãðàíè÷åíà ñíèçó è öåëå-

âàÿ ôóíêöèÿ â (2.4).
Ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà ìîæíî ñ÷èòàòü M äîñòàòî÷íî áîëüøèì ïàðàìåòðîì

è íå âû÷èñëÿòü åãî ÿâíî, ò.å. ïðè âû÷èñëåíèè îöåíîê èñïîëüçîâàòü âèä ∆j =
∆′

j +∆′′
j M è çíàê ∆j îïðåäåëÿòü ïî çíàêó ∆′′

j . Êðîìå òîãî, ïðè èñêëþ÷åíèè äîïîë-
íèòåëüíîé ïåðåìåííîé èç áàçèñà åå ñðàçó èñêëþ÷àþò è èç çàäà÷è. Ïîýòîìó äàííûé
ìåòîä áîëåå óäîáåí, ÷åì äâóõôàçíûé.

Äâóõôàçíûé ìåòîä èñêóññòâåííîãî áàçèñà.
Âìåñòî èñõîäíîé çàäà÷è (2.4) âíà÷àëå òàêæå ââîäÿòñÿ èñêóññòâåííûå ïåðåìåí-

íûå xn+i, i = 1,m è ðåøàåòñÿ çàäà÷à

min →
m∑

i=1

xn+i, (2.10)

îãðàíè÷åíèÿ:
n∑

j=1

aijxj + xn+i = bi, i = 1,m,

xj ≥ 0, j = 1, n + m.

Òàêæå â çàäà÷å (2.10) óìíîæåíèåì, åñëè íåîáõîäèìî, ðàâåíñòâ-îãðàíè÷åíèé â çà-
äà÷å (2.4) íà -1 äîáèâàþòñÿ, ÷òîáû bi ≥ 0, i = 1,m. Òîãäà íà÷àëüíûé äîïóñòèìûé
áàçèñ B = {n + 1, . . . , n + m}, îïîðíàÿ òî÷êà x = (0, ..., 0, b1, ..., bm)>, çàäà÷à (2.10)
âñåãäà èìååò ðåøåíèå. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäà ê (2.10)
ïîëó÷åíî ðåøåíèå x̄ ñ áàçèñîì B. Ïðè ýòîì âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.

1) Åñëè n + i /∈ B, i = 1,m, òî x̄ è B � äîïóñòèìûé áàçèñ è îïîðíàÿ òî÷êà è
áàçèñ äëÿ (2.4).

2) Åñëè ∃i0, n + i0 ∈ B, x̄n+i0 > 0, òîãäà D = ∅ äëÿ çàäà÷è (2.4).
3) Ïóñòü

B = {s ∈ B | ∃i, 1 ≤ i ≤ m, s = n + i} 6= ∅,
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íî ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî s ∈ B èìååì x̄s = 0. Òîãäà ðåøàåì çàäà÷ó

min →
n∑

j=1

cjxj,

îãðàíè÷åíèÿ:
n∑

j=1

aijxj = bi, i /∈ B,

n∑
j=1

aijxj + xn+i = bi, i ∈ B,

xj ≥ 0, j = 1, n, j ∈ B.

Ïðè âûõîäå èç áàçèñà ìîæíî ñðàçó èñêëþ÷èòü äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå, åñëè
îíè îñòàþòñÿ â áàçèñå, òî çíà÷åíèÿ èõ íå ìåíÿþòñÿ (îíè ðàâíû 0), ïîýòîìó ñî-
îòâåòñòâóþùèì óñå÷åíèåì ïîëó÷àåì ðåøåíèå. Ýòîò ìåòîä áîëåå ñëîæíûé, íî íå
ñîäåðæèò ïàðàìåòðîâ.

2.8 Ðåàëèçàöèÿ ïî ìåòîäó ñèìïëåêñíûõ òàáëèö è
âûðîæäåííûå áàçèñû

Äëÿ êàæäîãî áàçèñà B ïîñòðîèì òàáëèöó T (B) ðàçìåðíîñòè (m + 1) × (n + 1), ñ
èíäåêñàìè (i) = 1,m + 1, j = 0, n è ýëåìåíòàìè gij. Çäåñü (i) îïðåäåëÿåò íîìåð
ïî ïîðÿäêó, òîãäà êàê i îïðåäåëÿåò èíäåêñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé çàäà÷è
(2.4). Âû÷èñëåíèå ýëåìåíòîâ gij ïðîâîäèòñÿ ïî ïðàâèëàì.

1) Äëÿ (i) = 1, m, ò.å. äëÿ i ∈ B è j = 1, n: èç ñèñòåì Aj =
∑

i∈B gijAi.
2) Äëÿ (i) = 1,m è j = 0: ïîëàãàåì A0 = b, òîãäà èç ñèñòåìû A0 =

∑
i∈B gi0Ai

èìååì gi0 = xi äëÿ (i) = 1, m, ò.å. äëÿ i ∈ B.
3) Äëÿ (i) = m+1 è j = 1, n: g(m+1),j =

∑
i∈B gijci−cj � ýòî îöåíêè îãðàíè÷åíèé;

äëÿ (i) = m + 1 è j = 0 òîãäà ïîëàãàåì c0 = 0 è ïîëó÷àåì ïî àíàëîãèè g(m+1),0 =∑
i∈B gi0ci = 〈c, x〉 � çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè.
Óêàæåì òåïåðü ñïîñîá ïåðåñ÷åòà òàáëèöû ïðè ñìåíå áàçèñîâ B → B′. Ïóñòü

òàáëèöà T (B′) ñîäåðæèò ýëåìåíòû g′ij, îíè áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ïî ôîðìóëàì:

g′kj = glj/glk, j = 1, n,

g′ij = gij − glj
gik

glk

, j = 1, n, i 6= k.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B1 îáùóþ (íåèçìåííóþ) ÷àñòü áàçèñîâ B è B′, ò.å. B = B1 ∪ {l},
B′ = B1 ∪ {k}. Èç

Ak =
∑
i∈B1

gikAi + glkAl
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èìååì
Al =

∑
i∈B1

−gik

glk

Ai +
1

glk

Ak.

Òîãäà äåéñòâèòåëüíî

Aj =
∑
i∈B1

gijAi + gljAl =
∑
i∈B1

gijAi −
∑
i∈B1

gikglj

glk

Ai +
glj

glk

Ak

=
∑
i∈B1

(
gij − gikglj

glk

)
Ai +

glj

glk

Ak

ïîëó÷àåì
g′ij = gij − gikglj

glk

, g′kj =
glj

glk

.

Êðîìå òîãî,

g′(m+1),j =
∑

i∈B′
g′ijci − cj =

∑
i∈B1

(gij − gikglj

glk

)ci +
glj

glk

ck − cj

=
∑
i∈B

gijci − cj − glj

glk

(∑
i∈B1

gikci − ck + glkcl

)
= g(m+1),j − glj

glk

g(m+1),k.

Â èòîãå ïåðåñ÷åò òàáëèöû îñóùåñòâëÿåòñÿ èçâåñòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ãàóññà. Áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî òàáëèöà T (B) íàõîäèòñÿ â äîïóñòèìîé ôîðìå, åñëè gi0 ≥ 0 äëÿ
i ∈ B, à òàêæå, ÷òî òàáëèöà T (B) íàõîäèòñÿ â îïòèìàëüíîé ôîðìå, åñëè g(m+1),j ≤ 0
äëÿ j = 1, n.

Ìåòîä ñèìïëåêñíûõ òàáëèö.
Øàã 1. Íà èòåðàöèè èìååòñÿ òàáëèöà T (B) â äîïóñòèìîé ôîðìå.
Øàã 2. Åñëè îíà íàõîäèòñÿ â îïòèìàëüíîé ôîðìå, òî x ∈ D∗. Èíà÷å îïðåäå-

ëÿåì èíäåêñ
k = argmax{g(m+1),j | j ∈ {1, . . . , n}},

òîãäà g(m+1),k > 0 è k /∈ B.
Øàã 3. Îïðåäåëÿåì ìíîæåñòâî B+ = {i ∈ B | gik > 0}. Åñëè B+ = ∅, òî îñòà-

íîâ. (öåëåâàÿ ôóíêöèÿ íå îãðàíè÷åíà ñíèçó)
Øàã 4. Âûáèðàåì èíäåêñ l ∈ B:

θ0 =
gl0

glk

= min
i∈B+

gi0

gik

,

îïðåäåëÿåì íîâûé áàçèñ B′ = B\ {l} ∪ {k} è íîâóþ òàáëèöó T (B′).

Â ýòîì âàðèàíòå íå òðåáóåòñÿ ðåøàòü âñïîìîãàòåëüíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé è âû÷èñëÿòü äâîéñòâåííóþ îïîðíóþ òî÷êó, ïîñêîëüêó âñÿ òðåáóåìàÿ
äëÿ ðàáîòû èíôîðìàöèÿ ñîäåðæèòñÿ â òåêóùåé òàáëèöå. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî
ðåøèòü âòîðóþ ïðîáëåìó ðåàëèçàöèè ñèìïëåêñ-ìåòîäà.
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì (2.7) è (2.8) íà èòåðàöèè äîñòàòî÷íî çíàòü
îáðàòíóþ ìàòðèöó A−1

B (m×m). Ïðè ïåðåõîäå îò B ê B′ çàìåíÿåòñÿ îäèí ñòîëáåö,
ïîýòîìó ìîæíî ïîëó÷èòü A−1

B′ ïîäîáíîé ïðåîáðàçîâàíèþ Ãàóññà ôîðìóëîé ïåðå-
ñ÷åòà. Ýòî ïðèâîäèò ê äðóãîìó âàðèàíòó ðåàëèçàöèè ñèìïëåêñ-ìåòîäà.

Áûëà óêàçàíà òðåòüÿ ïðîáëåìà ñèìïëåêñ-ìåòîäà. À èìåííî, ïîÿâëåíèå âûðîæ-
äåííûõ áàçèñîâ ìîæåò ïðèâåñòè ê åãî çàöèêëèâàíèþ, ïîñêîëüêó íå ãàðàíòèðóåòñÿ
ïåðåáîð áàçèñîâ áåç âîçâðàùåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, êîãäà ìèíèìóì ïðè îïðåäåëå-
íèè èíäåêñà l â ôîðìóëå

xl

glk

= min
i∈B+

xi

gik

íàõîäèòñÿ íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì, òî ñðàçó íåñêîëüêî êîìïîíåíò îïîðíîé òî÷êè
îáðàùàþòñÿ â íîëü. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íà ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèÿõ îáðà-
ùàåòñÿ â íîëü çíà÷åíèå θ0, òîãäà 〈c, x′〉 = 〈c, x〉, ñì. ï. b) ëåììû 2.3. Ñóùåñòâóþò
ñïåöèàëüíûå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà äëÿ áîðüáû ñ çàöèêëèâàíèåì, íî îíè äîâîëüíî
ñëîæíû. Íàïðèìåð, çà ñ÷åò ìàëûõ âîçìóùåíèé êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû A ìîæíî
âñåãäà ñäåëàòü çàäà÷ó íåâûðîæäåííîé. Êðîìå òîãî, ìîæíî ïðèìåíèòü ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêîå ïðàâèëî âûáîðà èíäåêñà l. Ïóñòü J0 îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî èíäåêñîâ èç
B+, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì îòíîøåíèÿ

min
i∈B+

xi

gik

.

Åñëè J0 ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, òî ýòî l. Èíà÷å îïðåäåëÿåì ìíîæåñòâî èíäåê-
ñîâ J1 èç J0, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì îòíîøåíèÿ

min
i∈J0

gi1

gik

.

Åñëè J1 ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, òî ýòî l. Èíà÷å îïðåäåëÿåì ìíîæåñòâî èíäåê-
ñîâ J2 èç J1, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì îòíîøåíèÿ

min
i∈J1

gi2

gik

,

è ò.ä. Òàêîå ïðàâèëî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü çàöèêëèâàíèÿ; ñì. [6, 1].
Îäíàêî íà ïðàêòèêå çàöèêëèâàíèå âñòðå÷àåòñÿ î÷åíü ðåäêî. Ïîýòîìó îáû÷íî

ïðèìåíÿþò êàêîå-ëèáî ïðîñòîå ïðàâèëî âûáîðà èíäåêñà. Íàïðèìåð, â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî âûáèðàòü ýëåìåíò ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì èç B+, ñðåäè êîòîðûõ äîñòèãà-
åòñÿ ìèíèìóì

min
i∈B+

xi

gik

.

Ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ïðèìåð çàäà÷è ËÏ:

max → x1 − 2x2 − 3x3 − x4,
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îãðàíè÷åíèÿ:

x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 15,

x2 + 5x3 + 2x4 = 20,

x1 + 2x2 + x3 + x4 = 10,

xj ≥ 0, j = 1, 4.

Ïðèìåíèì îäíîôàçíûé ìåòîä èñêóññòâåííîãî áàçèñà, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó
ËÏ â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå:

min → x1 − 2x2 − 3x3 − x4 + M(x5 + x6 + x7),

îãðàíè÷åíèÿ:

x1 + 2x2 + 3x3 + x4 + x5 = 15,

x2 + 5x3 + 2x4 + x6 = 20,

x1 + 2x2 + x3 + x4 + x7 = 10,

xj ≥ 0, j = 1, 7.

Õîä ðåøåíèÿ ñ èñêëþ÷åíèåì äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ äàí â òàáëèöàõ 2.4 è

2.5. Ïîëó÷åíî ðåøåíèå x∗ = (0, 5/2, 5/2, 5/2)>, f ∗ = −15.
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Òàáëèöà 2.4: Èñêëþ÷åíèå äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ

1 -2 -3 -1 M M M
B C A0 A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7

1 5 M 15 1 2 3 1 1 0 0
2 6 M 20 0 1 5 2 0 0 0 k = 3
3 7 M 10 1 2 1 1 0 0 1 l = 6

0 -1 2 3 1 0 0 0
45 2 5 9 4 0 0 0

1 5 M 3 1 7/5 0 -1/5 1 - 0
2 3 -3 4 0 1/5 1 2/5 0 - 0 k = 2
3 7 M 6 1 9/5 0 3/5 0 - 1 l = 5

-12 -1 7/5 0 -1/5 0 - 0
9 2 16/5 0 2/5 0 - 0

1 2 -2 15/7 5/7 1 0 -1/7 - - 0
2 3 -3 25/7 -1/7 0 1 3/7 - - 0 k = 4

3 7 M 15/7 -2/7 0 0 6/7 - - 1 l = 7

-15 -2 0 0 0 - - 0
15/7 -2/7 0 0 6/7 - - 0

Òàáëèöà 2.5: Èñõîäíàÿ çàäà÷à

1 -2 -3 -1
B C A0 A1 A2 A3 A4

1 2 -2 5/2 2/3 1 0 0
2 3 -3 5/2 0 0 1 0
3 4 -1 5/2 -1/3 0 0 1

-15 -2 0 0 0
0 0 0 0 0



Ãëàâà 3

Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à

Êðîìå îáùåé çàäà÷è ËÏ, ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå êëàññû ìîäåëåé ñî ñïåöè-
àëüíûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü êàê àíàëèç èõ
ñâîéñòâ, òàê è ìåòîäû ðåøåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèì ñëó÷àåì. Ê ÷èñëó òàêèõ
çàäà÷ îòíîñèòñÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à, èìåþùàÿ çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ïðèëîæåíèé.
Ïðèâåäåì âíà÷àëå ïðèìåðû ñîäåðæàòåëüíûõ çàäà÷, ïðèâîäÿùèõ ê òðàíñïîðòíîé
çàäà÷å.

Ïðèìåð 1. Ïëàíèðóþòñÿ ïåðåâîçêè îäíîðîäíîãî ïðîäóêòà îò m ïîñòàâùèêîâ
ê n ïîòðåáèòåëÿì. Èçâåñòíî, ÷òî çàïàñ ïðîäóêòà ó i-ãî ïîñòàâùèêà � ai, i = 1,m,
ïîòðåáíîñòü j-ãî ïîòðåáèòåëÿ � bj, j = 1, n, ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè åäèíèöû ïðî-
äóêòà îò i-ãî ïîñòàâùèêà ê j-ìó ïîòðåáèòåëþ � cij. Òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü çàÿâêè
ïîòðåáèòåëåé ñ ó÷åòîì èìåþùèõñÿ çàïàñîâ ó ïîñòàâùèêîâ, òàê ÷òîáû ñóììàðíûå
çàòðàòû íà ïåðåâîçêó áûëè áû íàèìåíüøèìè. Ââåäåì íåèçâåñòíûå xij � êîëè÷åñòâî
ïåðåâîçèìîãî ïðîäóêòà îò i-ãî ïîñòàâùèêà ê j-ìó ïîòðåáèòåëþ. Òîãäà òðåáóåòñÿ
ìèíèìèçèðîâàòü ñóììàðíûå çàòðàòû

f(x) =
m∑

i=1

n∑
j=1

cijxij,

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
n∑

j=1

xij ≤ ai, i = 1,m,

m∑
i=1

xij ≥ bj, j = 1, n,

xij ≥ 0, i = 1,m, j = 1, n;

êîòîðûå îïðåäåëÿþò ìíîæåñòâî D, à X = Rmn. Ïîñêîëüêó è öåëåâàÿ ôóíêöèÿ è
îãðàíè÷åíèÿ ëèíåéíûå (àôôèííûå), òî ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà ñ mn ïåðåìåííûìè. Äëÿ óäîáñòâà
íîìåð ïåðåìåííîé çäåñü îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ èíäåêñàìè (i, j).

Ïðèìåð 2. Ïóñòü â äàííîì ðåãèîíå èìååòñÿ m ïðîâàéäåðîâ, êîòîðûå îêàçû-
âàþò ñåòåâûå óñëóãè ïîëüçîâàòåëÿì, ïðè÷åì â çàäàííûé ïåðèîä âðåìåíè èìååòñÿ
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n çàÿâîê íà ñåòåâûå óñëóãè. Ïðè ðåàëèçàöèè j-é çàÿâêè íàäî âûïîëíèòü îáúåì
bj, ïîëüçîâàòåëè çà åäèíèöó îáúåìà ýòîé çàÿâêè ãîòîâû çàïëàòèòü dj åäèíèö. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ìîùíîñòü i-ãî ïðîâàéäåðà ïî îáúåìàì óñëóã � ai, åãî çàòðàòû çà
åäèíèöó îáúåìà ïðè âûïîëíåíèè j-é çàÿâêè � c̃ij. Òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü çàÿâêè
ïîëüçîâàòåëåé ñ ó÷åòîì èìåþùèõñÿ ìîùíîñòåé ïðîâàéäåðîâ, òàê ÷òîáû ñóììàð-
íàÿ ïðèáûëü áûëà áû íàèáîëüøåé. Ââåäåì íåèçâåñòíûå xij � îáúåì ñåòåâûõ óñëóã
i-ãî ïðîâàéäåðà ïî j-é çàÿâêå. Òîãäà òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü âûðàæåíèå

m∑
i=1

n∑
j=1

(dj − c̃ij)xij,

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
n∑

j=1

xij ≤ ai, i = 1,m,

m∑
i=1

xij ≥ bj, j = 1, n,

xij ≥ 0, i = 1,m, j = 1, n.

Îáîçíà÷èì cij = c̃ij − dj, òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé ìèíèìèçàöèè
ñóììàðíûõ óáûòêîâ

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij,

ïðè òåõ æå îãðàíè÷åíèÿõ, à ýòî òà æå òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à.

3.1 Ñâîéñòâà òðàíñïîðòíîé çàäà÷è
Èòàê, èìååì îáùóþ òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó âèäà

min →
m∑

i=1

n∑
j=1

cijxij,

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
n∑

j=1

xij ≤ ai, i = 1,m,

m∑
i=1

xij ≥ bj, j = 1, n,

xij ≥ 0, i = 1,m, j = 1, n.

Äëÿ óäîáñòâà íîìåð ïåðåìåííîé çäåñü îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ èíäåêñàìè (i, j). Åñëè
âûïîëíåíî óñëîâèå áàëàíñà

m∑
i=1

ai =
n∑

j=1

bj = M, (3.1)

òî îãðàíè÷åíèÿ-íåðàâåíñòâà, î÷åâèäíî, ìîæíî çàìåíèòü íà ðàâåíñòâà, òîãäà ïîëó-
÷èì òàê íàçûâàåìóþ çàìêíóòóþ òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó:

min →
m∑

i=1

n∑
j=1

cijxij, (3.2)
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

n∑
j=1

xij = ai, i = 1,m,

m∑
i=1

xij = bj, j = 1, n,

xij ≥ 0, i = 1,m, j = 1, n.

Äëÿ åå ðåøåíèÿ ìîæíî áûëî áû ïðèìåíèòü îáû÷íûé ñèìïëåêñ-ìåòîä, îäíàêî çäåñü
óäîáíåå ïðèìåíèòü åãî ñïåöèàëèçèðîâàííóþ âåðñèþ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì
ïîòåíöèàëîâ. Ïðåäâàðèòåëüíî óñòàíîâèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà çàäà÷è. Äàëåå ñ÷è-
òàåì, ÷òî ai, bj, cij ≥ 0.

Ëåììà 3.1.
à) Ëþáàÿ çàìêíóòàÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå.
á) Ðàíã ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ îãðàíè÷åíèé-ðàâåíñòâ çàìêíóòîé òðàíñ-

ïîðòíîé çàäà÷è ðàâåí m + n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëèì xij = aibj/M äëÿ âñåõ i =
1,m, j = 1, n, òîãäà òî÷êà x äîïóñòèìàÿ, êðîìå òîãî, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà
ñíèçó íóëåì.

á) Çàïèøåì çàäà÷ó â âèäå

min → {〈c, x〉 | Ax = b, x ≥ 0} ,

ãäå x = (x11, . . . , x1n, . . . , xm1, . . . , xmn)>, òîãäà ïîëó÷àåì

A =




n︷ ︸︸ ︷
1, 1, . . . , 1,
0, 0, . . . , 0,

. . . ,
0, 0, . . . , 0,

n︷ ︸︸ ︷
0, 0, . . . , 0,
1, 1, . . . , 1,

. . . ,
0, 0, . . . , 0,

. . . ,

. . . ,

. . . ,

. . . ,

n︷ ︸︸ ︷
0, 0, . . . , 0
0, 0, . . . , 0

. . .
1, 1, . . . , 1





m

1, 0, . . . , 0,
0, 1, . . . , 0,

. . . ,
0, 0, . . . , 1,

1, 0, . . . , 0,
0, 1, . . . , 0,

. . . ,
0, 0, . . . , 1,

. . . ,

. . . ,

. . . ,

. . . ,

1, 0, . . . , 0
0, 1, . . . , 0,

. . .
0, 0, . . . , 1





n




Ìàòðèöà A èìååò ðàçìåðû (m + n) × (mn). Êðîìå òîãî, ëþáàÿ ñòðîêà ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ. Íàïðèìåð, 1-ÿ ñòðîêà åñòü ñóììà ñòðîê ñ (m +
1)-é ïî (m + n)-þ ìèíóñ ñóììà ñòðîê ñî 2-é ïî m-þ, ò.å. rankA ≤ m + n − 1. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, åñëè óáðàòü ïîñëåäíþþ ñòðîêó ìàòðèöû A, ñîñòàâèòü ñòîëáöû m-
é, 2n-é, è ò.ä. äî mn-ãî, çàòåì ñïðàâà ïðèïèñàòü ïåðâûå n−1 ñòîëáöîâ, òî ïîëó÷èì
êâàäðàòíóþ ìàòðèöó B ïîðÿäêà m+n−1, êîòîðàÿ íåâûðîæäåíà, ïîñêîëüêó detB =
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1. Ïîýòîìó rankA = m + n− 1.

B =




m︷ ︸︸ ︷
1, 0, . . . , 0,
0, 1, . . . , 0,

. . . ,
0, 0, . . . , 1,

n−1︷ ︸︸ ︷
1, 1, . . . , 1
0, 0, . . . , 0

. . .
0, 0, . . . , 0





m

0, 0, . . . , 0,
0, 0, . . . , 0,

. . . ,
0, 0, . . . , 0,

1, 0, . . . , 0
0, 1, . . . , 0

. . .
0, 0, . . . , 1





n− 1




2

Ñòîëáöû ìàòðèöû A áóäåì òàêæå íóìåðîâàòü äâóìÿ èíäåêñàìè, òàê ÷òî

Aij = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)> ∈ Rm+n.
(i) (m + j)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð èíäåêñîâ ñòîëáöîâ S = {(i1, j2), (i2, j2), . . . , (is−1, js), (i1, js)}
áóäåì íàçûâàòü öèêëîì.

Ëåììà 3.2. Ñòîëáöû {Aij}(i,j)∈S ëèíåéíî íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà
êîãäà ýëåìåíòû ìíîæåñòâà S íå îáðàçóþò öèêë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ýëåìåíòû S íå îáðàçóþò öèêë, íî
ñòîëáöû ëèíåéíî çàâèñèìû. Òîãäà

∑

(i,j)∈S

αijAij = 0m+n, ∃(i, j) ∈ S, αij 6= 0,

íàïðèìåð, ïóñòü αi1j1 6= 0. Òîãäà

−αi1j1Ai1j1 =
∑

(i,j)∈S1

αijAij,

îïðåäåëèì S1 = S\ {(i1, j1)}, íî òîãäà ñïðàâà ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò
αi1j2 (èíà÷å ðàâåíñòâà áûòü íå ìîæåò). Îòñþäà

−αi1j1Ai1j1 − αi1j2Ai1j2 =
∑

(i,j)∈S2

αijAij,

îïðåäåëÿåì S2 = S1\(i1, j2). Äàëåå, ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò αi2j2 , îò-
ñþäà

−αi1j1Ai1j1 − αi1j2Ai1j2 − αi2j2Ai2j2 =
∑

(i,j)∈S3

αijAij,

îïðåäåëÿåì S3 = S2\(i2, j2) è ò.ä.



34

×åðåç 2k − 1 øàãîâ ïåðåíîñà èìååì

−
k∑

s=1

αisjsAisjs −
k−1∑
s=1

αisjs+1Aisjs+1 =
∑

(i,j)∈S2k−1

αijAij,

îïðåäåëÿåì S2k−1 = S2k−2\(ik, jk). Åñëè ik 6= il äëÿ íåêîòîðîãî l ∈ {
1, k − 1

}
äëÿ

k, òî ïðîöåññ ïðîäîëæàåì. Â êîíå÷íîì èòîãå ïåðåíîñ çàêîí÷èòñÿ, ñïðàâà áóäåò
0, à ñëåâà âåêòîð, ó êîòîðîãî êîìïîíåíòà ñ íîìåðîì ik íåíóëåâàÿ, ÷òî ïðèâîäèò
ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïîýòîìó îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð k, ÷òî ik = il äëÿ
íåêîòîðîãî l ∈ {1, . . . , k − 1}. Òîãäà èíäåêñû

(il, jl+1), (il+1, jl+1), (il+1, jl+2), . . . , (ik−1, jk−1), (ik−1, jk), (ik, jk)

èç S îáðàçóþò öèêë.
Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè ñóùåñòâóåò öèêë S èç èíäåêñîâ â S, òî S ⊆ S è

Ai1j2 − Ai2j2 + Ai2j3 − . . .− Ais−1js−1 + Ais−1js − Ai1js = 0,

ò.å. ñòîëáöû èç S ëèíåéíî çàâèñèìû. 2

Ëåììà 3.2 ïîçâîëÿåò äîâîëüíî ïðîñòî ñòðîèòü áàçèñû.
Òåïåðü óêàæåì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó äëÿ çàìêíóòîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è (3.2):

max →
m∑

i=1

uiai +
n∑

j=1

vjbj, (3.3)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
ui + vj ≤ cij, i = 1,m, j = 1, n.

Óäîáíî ðàçäåëèòü äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå. Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñíîå ìíîæåñòâî
ñîîòâåòñòâóåò îïòèìàëüíîé îïîðíîé òî÷êå, åñëè îíî äîïóñòèìî è äâîéñòâåííî äî-
ïóñòèìî. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, äëÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è âìåñòî ïðÿìîãî ïðèìå-
íåíèÿ ñèìïëåêñ-ìåòîäà óäîáíåå èñïîëüçîâàòü åãî ìîäèôèêàöèþ, íàçûâàåìóþ ìå-
òîäîì ïîòåíöèàëîâ. Îñíîâíîå îòëè÷èå ñîñòîèò â ñïîñîáå âûáîðà íîìåðà ñòîëáöà,
âûâîäèìîãî èç áàçèñà.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ íàõîæäåíèÿ íà÷àëüíîãî áàçèñà äëÿ çàìêíó-
òîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è. Íàèáîëåå ïîïóëÿðåí òàê íàçûâàåìûé ìåòîä ¾ñåâåðî-
çàïàäíîãî¿ óãëà, ãäå â äîïóñòèìûé ¾ñåâåðî-çàïàäíûé¿ óãîë íàçíà÷àåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíî âîçìîæíàÿ ïåðåâîçêà, ñ âû÷åðêèâàíèåì âûïîëíåííûõ çàÿâîê íà ââîç /
âûâîç. Òîãäà èíäåêñû ó íåíóëåâûõ êîìïîíåíò ïëàíà ïåðåâîçîê íå îáðàçóþò öèêëà,
òàê ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîëáöû, ñîãëàñíî ëåììå 3.2, îáðàçóþò ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìóþ ñèñòåìó, à ïîñêîëüêó â íåé m + n− 1 ýëåìåíòîâ (êàæäàÿ ïàðà ñîäåðæèò ïî
îäíîìó íîâîìó èíäåêñó i èëè j, è ëèøü ïåðâàÿ ñîäåðæèò äâà íîâûõ), òî ïîëó÷åí
áàçèñ B, à òàêæå îïîðíàÿ òî÷êà.
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3.2 Ìåòîä ïîòåíöèàëîâ äëÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è

Ìåòîä ïîòåíöèàëîâ. Íà èòåðàöèè èìååòñÿ äîïóñòèìàÿ îïîðíàÿ òî÷êà x(B) è
ñîîòâåòñòâóþùèé áàçèñ B. Ðåøàåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ui + vj = cij, (i, j) ∈ B, (3.4)

íàõîäèì äâîéñòâåííóþ îïîðíóþ òî÷êó (u, v)(B). Ðåøåíèå ñèñòåìû (3.4) íå ïðåä-
ñòàâëÿåò òðóäà, ïîñêîëüêó îíà ñîäåðæèò m + n ïåðåìåííûõ è m + n− 1 îãðàíè÷å-
íèé, ò.å. îäíà ïåðåìåííàÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïðîèçâîëüíî, íàïðèìåð, u1 = 0
è ïîòîì ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëåíû îñòàëüíûå. Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿåì îöåíêè

∆ij = ui + vj − cij, i = 1,m, j = 1, n,

íà ñàìîì äåëå äîñòàòî÷íî òîëüêî äëÿ (i, j) /∈ B, ïîñêîëüêó ∆ij = 0 äëÿ (i, j) ∈ B.
Åñëè ∆ij ≤ 0 äëÿ âñåõ (i, j) /∈ B, òî îïîðíàÿ òî÷êà x � ðåøåíèå òðàíñïîðòíîé

çàäà÷è, ïîñêîëüêó áàçèñ B � äîïóñòèìûé è äâîéñòâåííî äîïóñòèìûé, óòâåðæäåíèå
ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.4. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûáèðàåì ïàðó èíäåêñîâ

(k, p) = argmax {∆ij | (i, j) /∈ B} .

Åñëè äîáàâèòü ñòîëáåö (k, p) ê ñòîëáöàì èç áàçèñà B, òî îíè áóäóò ëèíåéíî çàâèñè-
ìû, ïîýòîìó èç ýòèõ èíäåêñîâ ìîæíî ñîñòàâèòü öèêë T , îáÿçàòåëüíî âêëþ÷àþùèé
(k, p). Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè

T = {(i1, j2), (i2, j2), ..., (is−1, js), (is, js)} , ïðè÷åì (i1, j2) = (k, p), is = i1.

Îòìåòèì, ÷òî öèêë T ñîäåðæèò ÷åòíîå ÷èñëî ïàð èíäåêñîâ.
Äàëåå, ìîäèôèöèðóåì ïëàí ïåðåâîçîê: ê ýëåìåíòàì, ñòîÿùèì íà íå÷åòíûõ ìå-

ñòàõ â öèêëå T , äîáàâëÿåì ïàðàìåòð θ, à èç ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ íà ÷åòíûõ ìåñòàõ,
âû÷èòàåì θ, ïîñëå ÷åãî ïîëàãàåì

θ0 = min
t=2,s

xitjt

è äàëåå
x′it−1jt

= xit−1jt + θ0, x′itjt
= xitjt − θ0, t = 2, s.

Ïîñëå ýòîãî ïîëàãàåì

(l, q) = argmin
{
x′itjt

| (it, jt), t = 2, s
}

, B′ = B\{(l, q)} ∪ {(k, p)},

ò.å. ïàðà èíäåêñîâ (l, q) âûâîäèòñÿ èç áàçèñà. Ïîëó÷àåì íîâûé áàçèñ è îïîðíóþ
òî÷êó.

Ïðèìåð ðåøåíèÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è.
Èñõîäíûå äàííûå: m = 3, n = 4.
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Òàáëèöà 3.1: Êîýôôèöèåíòû

cij ai

1 2 3 4 6
cij 4 3 2 0 8

0 2 2 1 10
bj 4 6 8 6 24

Òàáëèöà 3.2: Ìåòîä ¾ñåâåðî-çàïàäíîãî¿ óãëà

4 2 0 0 6 6 2
0 4 4 0 6 8 6 4 0
0 0 4 6 6 10 6 6 0
6 4 6 6 6 8 6 6
0 6 4 6 4 0

0 0

Íàõîäèì íà÷àëüíûé áàçèñ è ïëàí ïåðåâîçîê ìåòîäîì ¾ñåâåðî-çàïàäíîãî¿ óãëà.
Ïîëó÷èëè çíà÷åíèå ôóíêöèè f = 42, áàçèñ

B = {(1, 1), (1, 2), (2, 2), (2, 3), (3, 3), (3, 4)} .

Èòåðàöèÿ 1. Íàõîäèì äâîéñòâåííóþ îïîðíóþ òî÷êó èç ñèñòåìû:
u1 + v1 = 1 (u1 = 0)

u1 + v2 = 2

u2 + v2 = 3

u2 + v3 = 2

u3 + v3 = 2

u3 + v4 = 1,

ïîòîì âû÷èñëÿåì îöåíêè. Èìååì ∆k,p > 0, ãäå (k, p) = (3, 1). Ñîñòàâëÿåì öèêë.
Ïîëó÷àåì θ0 = 4, (l, q) = (2, 2). Íîâîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f ′ = 34, áàçèñ

B′ = {(1, 1), (1, 2), (3, 1), (2, 3), (3, 3), (3, 4)} .

Èòåðàöèÿ 2. Íàõîäèì äâîéñòâåííóþ îïîðíóþ òî÷êó èç ñèñòåìû:
u1 + v1 = 1 (u1 = 0)

u1 + v2 = 2

u2 + v3 = 2

u3 + v3 = 2

u3 + v4 = 1

u3 + v1 = 0
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Òàáëèöà 3.3: Èòåðàöèÿ 1: îöåíêè

vj 1 2 1 0
ui

0 0 0 -2 -4
1 -2 0 0 1
1 2 1 0 0

Òàáëèöà 3.4: Èòåðàöèÿ 1: öèêë

4−θ 2+θ 0 0 6
0 4−θ 4+θ 0 8

0+θ 0 4−θ 6 10
4 6 8 6

ïîòîì âû÷èñëÿåì îöåíêè. Èìååì ∆k,p > 0, ãäå (k, p) = (2, 4). Ñîñòàâëÿåì öèêë.
Ïîëó÷àåì θ0 = 6, (l, q) = (3, 4). Íîâîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f ′ = 28, áàçèñ

B′ = {(1, 1), (1, 2), (3, 1), (2, 3), (3, 3), (2, 4)} .

Èòåðàöèÿ 3. Íàõîäèì äâîéñòâåííóþ îïîðíóþ òî÷êó èç ñèñòåìû:

u1 + v1 = 1 (u1 = 0)

u1 + v2 = 2

u2 + v3 = 2

u3 + v3 = 2

u2 + v4 = 0

u3 + v1 = 0

ïîòîì âû÷èñëÿåì îöåíêè. Èìååì ∆ij ≤ 0 äëÿ âñåõ (i, j) /∈ B, ïîëó÷åíî ðåøåíèå
òðàíñïîðòíîé çàäà÷è, ìèíèìàëüíûå çàòðàòû f ∗ = 28.

Òàáëèöà 3.5: Èòåðàöèÿ 2: îöåíêè

vj 1 2 3 2
ui

0 0 0 0 -2
-1 -4 -2 0 1
-1 0 -1 0 0
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Òàáëèöà 3.6: Èòåðàöèÿ 2: öèêë

0* 6 0 0 6
0 0 8−θ 0+θ 8
4 0 0∗+θ 6−θ 10
4 6 8 6

Òàáëèöà 3.7: Èòåðàöèÿ 3: îöåíêè

vj 1 2 3 1
ui

0 0 0 0 -3
-1 -4 -2 0 0
-1 0 -1 0 -1

Òàáëèöà 3.8: Ðåøåíèå òðàíñïîðòíîé çàäà÷è

0∗ 6 0 0 6
0 0 2 6 8
4 0 6 0 10
4 6 8 6
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Óêàæåì, êàê ìåíÿëàñü ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3.4) äëÿ îïðåäåëåíèÿ
äâîéñòâåííîé îïîðíîé òî÷êè.

u1 + v1 = 1 (u1 = 0)

u1 + v2 = 2

(1)− u2 + v2 = 3

u2 + v3 = 2

u3 + v3 = 2

(2)− u3 + v4 = 1

(1)+ u3 + v1 = 0

(2)+ u2 + v4 = 1.

Îáîñíîâàíèå ìåòîäà ïîòåíöèàëîâ.
Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî â ðåçóëüòàòå èòåðàöèè ïîëó÷åíà íîâàÿ îïîðíàÿ òî÷êà è

áàçèñ.
1. Ïóñòü B′ � íå áàçèñ, òîãäà ëþáîé öèêë S ⊆ B′ ñîäåðæèò (k, p), â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå B � íå áàçèñ. Îòñþäà

Ak,p +
∑

(i,j)∈S\{(k,p)}
αijAij = 0,

ïðè ýòîì (l, q) /∈ S, ïîñêîëüêó (l, q) /∈ B′. Íî ïàðà èíäåêñîâ (k, p) âõîäèò â öèêë
T ⊆ B ∪ {(k, p)}, ïðè ýòîì (l, q) ∈ T è

Ak,p =
∑

(i,j)∈T\{(k,p)}
αijAij,

ãäå αl,q = 1. Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî ñòîëáöû ñ èíäåêñàìè èç T ′ =
S ∪ T\{(k, p)} ⊆ B ëèíåéíî çàâèñèìû, ò.å. B � íå áàçèñ.

2. Â öèêëå T êàæäûé èíäåêñ ñòðîêè è ñòîëáöà âñòðå÷àåòñÿ ïî äâà ðàçà, ïðè÷åì
îäèí ðàç ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ýëåìåíòó äîáàâëÿåòñÿ θ, à âòîðîé � âû÷èòàåòñÿ θ.
Ïîýòîìó áàëàíñ â ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ íå íàðóøàåòñÿ è îãðàíè÷åíèÿ âûïîëíÿþòñÿ.
Óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè x âûïîëíÿåòñÿ ïî âûáîðó θ0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì
íîâóþ îïîðíóþ òî÷êó.

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî áàçèñû â ìåòîäå íå ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ.
3. Îòìåòèì, ÷òî

f(x′) =
m∑

i=1

n∑
j=1

cijx
′
ij =

∑

(i,j)∈B\T
cijxij +

s∑
t=2

citjt(xitjt − θ0)

+
s∑

t=3

cit−1,jt(xit−1,jt + θ0) + θ0ckp

=
∑

(i,j)∈B

cijxij − θ0

((
s∑

t=2

citjt −
s−1∑
t=2

citjt+1

)
− ckp

)
,
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ïîñêîëüêó ui + vj = cij äëÿ (i, j) ∈ B, à T\{(k, p)} ⊆ B. Äàëåå,

f(x′) =
∑

(i,j)∈B

cijxij − θ0

((
s∑

t=2

citjt −
s−1∑
t=2

citjt+1

)
− ckp

)

=
m∑

i=1

n∑
j=1

cijxij − θ0(uis + vj2 − ckp)

= f(x)− θ0(uk + vp − ckp) = f(x)− θ0∆kp.

Íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ is = i1, (i1, j2) = (k, p). Òàêæå ïî îïðåäåëåíèþ
∆kp > 0, à åñëè áàçèñ B íåâûðîæäåííûé, òî θ0 > 0 è òîãäà áàçèñû íå ïîâòîðÿþòñÿ,
òàê êàê óìåíüøàåòñÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè áàçèñû â òðàíñïîðòíîé çàäà÷å íåâûðîæäåíû, òî ìåòîä
ïîòåíöèàëîâ íàõîäèò ðåøåíèå çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîëó÷àåòñÿ âûðîæäåííûé áàçèñ, â öèêëå íà ÷åòíûõ ìåñòàõ
ìîãóò ïîÿâèòüñÿ íåñêîëüêî ðàâíûõ îáúåìîâ xij = θ0, òîãäà ìîæíî â ïðèíöèïå âîç-
âðàòèòüñÿ ê ïðåäûäóùåìó áàçèñó, òàê êàê íå ìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè.
Êàê è â îáùåì ñëó÷àå, ñóùåñòâóþò ñïåöèàëüíûå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà äëÿ áîðüáû
ñ çàöèêëèâàíèåì, íî îíè áîëåå ñëîæíûå. Îáû÷íî ïðèìåíÿþò êàêîå-ëèáî ïðîñòîå
ôèêñèðîâàííîå ïðàâèëî âûáîðà èíäåêñà ïðè íåîäíîçíà÷íîñòè. Íàïðèìåð, äëÿ âû-
âîäà èç áàçèñà âûáèðàþò ïàðó (l, q), ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîòðåáèòåëþ ñ íàèìåíüøèì
íîìåðîì.

Ñëåäñòâèå 3.1. Åñëè âñå âåëè÷èíû ai, bj � öåëûå ÷èñëà, òî ìåòîä ïîòåíöè-
àëîâ íàõîäèò ðåøåíèå çàäà÷è â öåëûõ ÷èñëàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷àëüíàÿ îïîðíàÿ òî÷êà, íàéäåííàÿ ìåòîäîì ¾ñåâåðî-
çàïàäíîãî¿ óãëà, öåëî÷èñëåííàÿ, íà ëþáîé èòåðàöèè θ0 � öåëîå ÷èñëî, ïîýòîìó
ìåòîä ïîòåíöèàëîâ ñòðîèò òîëüêî öåëî÷èñëåííûå îïîðíûå òî÷êè. 2

Òðàíñïîðòíûå çàäà÷è ñ íàðóøåííûì óñëîâèåì áàëàíñà.
Åñëè óñëîâèå áàëàíñà (3.1) ñîáëþäàåòñÿ, òî, êàê óæå îòìå÷àëîñü, îãðàíè÷åíèÿ-

íåðàâåíñòâà â îáùåé òðàíñïîðòíîé çàäà÷å ìîæíî çàìåíèòü íà ðàâåíñòâà.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â îáùåé òðàíñïîðòíîé çàäà÷å ñ íåðàâåíñòâàìè óñëî-

âèå áàëàíñà íàðóøåíî.
1) Èçáûòîê çàïàñîâ:

∑m
i=1 ai >

∑n
j=1 bj.

Ââîäèì äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå x1,n+1, ..., xm,n+1, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèê-
òèâíîìó ïîòðåáèòåëþ, ïðè ýòîì ïîëàãàåì

bn+1 =
m∑

i=1

ai −
n∑

j=1

bj,
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òîãäà ci,n+1 ≥ 0 � øòðàô çà èçáûòîê íà åäèíèöó ïðîäóêòà â ï. i (ïðîèçâîäèòåëü),
ìîæíî ñ÷èòàòü ci,n+1 = 0. Ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíóþ èñõîäíîé òðàíñïîðòíóþ çàäà-
÷ó ñ m× (n + 1) ïåðåìåííûìè è âûïîëíåíèåì óñëîâèÿ áàëàíñà.

2) Íåõâàòêà çàïàñîâ:
∑m

i=1 ai <
∑n

j=1 bj.
Ââîäèì äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå xm+1,1, ..., xm+1,n, ñîîòâåòñòâóþùèå ôèê-

òèâíîìó ïîñòàâùèêó, ïðè ýòîì ïîëàãàåì

am+1 =
n∑

j=1

bj −
m∑

i=1

ai,

òîãäà cm+1,j ≥ 0 � øòðàô çà íåäîïîñòàâêó åäèíèöû j-ìó ïîòðåáèòåëþ, ìîæíî
ñ÷èòàòü cm+1,j = 0. Ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíóþ èñõîäíîé òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó ñ
(m + 1)× n ïåðåìåííûìè è âûïîëíåííûì óñëîâèåì áàëàíñà.

3.3 Çàäà÷à íàçíà÷åíèÿ
Çàäà÷à íàçíà÷åíèÿ ñîñòîèò â îïòèìàëüíîì íàçíà÷åíèè n ïðåòåíäåíòîâ íà n âîç-
ìîæíûõ ìåñò ïî êðèòåðèþ ëèáî ìèíèìàëüíûõ ñóììàðíûõ çàòðàò, ëèáî ìàêñè-
ìàëüíîé ñóììàðíîé ïîëåçíîñòè ïðè ïðîâåäåíèè âñåõ íàçíà÷åíèé. Ïðè ýòîì íà
îäíî ìåñòî ìîæåò áûòü íàçíà÷åí òîëüêî îäèí ïðåòåíäåíò è ñîîòâåòñòâåííî îäèí
ïðåòåíäåíò ìîæåò áûòü íàçíà÷åí íå áîëåå ÷åì íà îäíî ìåñòî. Â ïåðâîì ñëó÷àå
íàçíà÷åíèå i-ãî ïðåòåíäåíòà íà j-å ìåñòî âëå÷åò çàòðàòû cij (íàïðèìåð, çàðïëàòà
ïðåòåíäåíòà). Äàííàÿ ñëîâåñíàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è âûãëÿäèò êàê ïîëíîñòüþ
êîìáèíàòîðíàÿ. Â ñàìîì äåëå, îáîçíà÷èì ÷åðåç π = {s1, s2, . . . , sn} ïåðåñòàíîâêó
èíäåêñîâ ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n}, òàê ÷òî π(i) = si. Âñå ìíîæåñòâî òàêèõ ïåðåñòà-
íîâîê îáîçíà÷èì Π, îíî ñîäåðæèò n! ýëåìåíòîâ. Çàäà÷à áóäåò òåïåðü ñîñòîÿòü â
âûáîðå ïåðåñòàíîâêè π∗ ∈ Π, êîòîðàÿ äîñòàâëÿåò ìèíèìóì âûðàæåíèþ

c1,π(1) + c2,π(2) + . . . + cn,π(n) =
n∑

i=1

ci,π(i)

ïî âñåì π ∈ Π. Âî âòîðîì ñëó÷àå íàçíà÷åíèå i-ãî ïðåòåíäåíòà íà j-å ìåñòî ïðèíîñèò
ïîëåçíîñòü dij. Íî îí ïîëíîñòüþ ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó, åñëè îïðåäåëèòü cij =
−dij. Ïîýòîìó ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ïåðâûì ñëó÷àåì. Ýòà çàäà÷à êàæåòñÿ
äîâîëüíî ñëîæíîé, íî åå ñïåöèàëüíûå ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò ïðåäëîæèòü ïðîñòûå
ïî îáúåìó âû÷èñëåíèé ìåòîäû ïîèñêà ðåøåíèÿ.

Ïðåæäå âñåãî ñâåäåì êîìáèíàòîðíóþ çàäà÷ó ê çàäà÷å ëèíåéíîãî áóëåâñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì áóëåâñêèå ïåðåìåííûå

xij =

{
1, åñëè i-é ïðåòåíäåíò íàçíà÷àåòñÿ íà j-å ìåñòî,
0, èíà÷å,

äëÿ i = 1,m, j = 1, n. Îïðåäåëèì çàäà÷ó

min →
n∑

i=1

n∑
j=1

cijxij, (3.5)
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
n∑

j=1

xij = 1, i = 1, n,

n∑
i=1

xij = 1, j = 1, n,

xij ∈ {0, 1}, i = 1,m, j = 1, n.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îíà â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ïðåäûäóùåé ïîñòàíîâêå.
Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è îáùèìè ìåòîäàìè ëèíåéíîãî áóëåâñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
òàêæå äîâîëüíî ñëîæíî, íî åñëè ìû áóäåì ó÷èòûâàòü äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà
ýòîãî ñïåöèàëüíîãî êëàññà çàäà÷, òî óâèäèì, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à â íåêîòîðîì ñìûñ-
ëå ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å îáû÷íîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
îñëàáèì óñëîâèÿ öåëî÷èñëåííîñòè ïåðåìåííûõ xij è îïðåäåëèì çàäà÷ó

min →
n∑

i=1

n∑
j=1

cijxij, (3.6)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
n∑

j=1

xij = 1, i = 1, n,

n∑
i=1

xij = 1, j = 1, n,

xij ≥ 0, i = 1,m, j = 1, n.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå xij ≥ 0 â ñèëó äðóãèõ îãðàíè÷åíèé çäåñü ýêâèâàëåíòíî
óñëîâèþ 0 ≤ xij ≤ 1.

Îäíàêî çàäà÷à (3.6) åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé çàìêíóòîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è (3.2),
ãäå m = n, ai = bj = 1. Òåïåðü ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è (3.6) ìîæíî â ïðèíöèïå
íàéòè ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ, òî÷íåå åãî ìîäèôèêàöèåé, ïðèñïîñîáëåííîé ê ñâîé-
ñòâàì ýòîé çàäà÷è. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1, ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìû
ïîëó÷èì òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.6). Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó âñå âåëè÷èíû ai, bj

çäåñü ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè, òî ìåòîä ïîòåíöèàëîâ íàéäåò ðåøåíèå â öåëûõ
÷èñëàõ, êàê óòâåðæäàåò ñëåäñòâèå 3.1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìåòîä ïîòåíöèàëîâ íàéäåò
ðåøåíèå çàäà÷è (3.5).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.5) ìîæíî
ïðèìåíÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäèôèêàöèè ñèìïëåêñ-ìåòîäà. Â ÷àñòíîñòè, íàèáî-
ëåå ýôôåêòèâíûì äëÿ çàäà÷è íàçíà÷åíèÿ ñ÷èòàåòñÿ òàê íàçûâàåìûé âåíãåðñêèé
ìåòîä, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè îäíèì èç âàðèàíòîâ ñèìïëåêñ-ìåòîäà, ïðè-
ñïîñîáëåííîãî ê ñïåöèôèêå çàäà÷è. Áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòü,
íàïðèìåð, â [2].

3.4 Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à â ñåòåâîé ïîñòàíîâêå
Â ðàçäåëàõ 3.4 è 3.4 áûëè îïèñàíû ñâîéñòâà è ìåòîä ðåøåíèÿ äëÿ òàê íàçûâàå-
ìîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è â ìàòðè÷íîé ïîñòàíîâêå, êîãäà ïóòè îò ïîñòàâùèêîâ ê
ïîòðåáèòåëÿì ÿâíî íå óêàçûâàþòñÿ, à çàäàþòñÿ êîñâåííî ñ ïîìîùüþ çàòðàò cij íà
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ïåðåâîçêó åäèíèöû ïðîäóêòà îò i-ãî ïîñòàâùèêà ê j-ìó ïîòðåáèòåëþ. Äëÿ ýòîé
çàäà÷è ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ìîäèôèêàöèé. Íàïðèìåð, âìåñòî ÿâíûõ ïîñòàâùè-
êîâ è ïîòðåáèòåëåé ìîæíî óêàçûâàòü ïóíêòû, à ôóíêöèþ i-ãî ïóíêòà çàäàâàòü
åãî åìêîñòüþ ai, ò.å. åñëè ai > 0, òî ýòî ïîòðåáèòåëü, åñëè ai < 0 � òî ïîñòàâùèê,
i = 1, l. Òîãäà âìåñòî çàäà÷è (3.2) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùóþ ñ òåì æå ñìûñëîì:

min →
l∑

i=1

l∑
j=1

cijxij, (3.7)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
n∑

j=1

xji −
n∑

j=1

xij = ai, i = 1, l,

xij ≥ 0, i = 1, l, j = 1, l.

Îòìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ îïðåäåëÿþò áàëàíñ ïîòîêîâ òîâàðà â êàæäîì ïóíêòå
è íåîòðèöàòåëüíîñòü âåëè÷èíû ïîòîêà. Ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé (3.3) óêàæåì äâîé-
ñòâåííóþ çàäà÷ó äëÿ çàäà÷è (3.7):

max →
l∑

i=1

aiui, (3.8)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
cij − uj + ui ≥ 0, i, j = 1, l.

Çäåñü ui îáîçíà÷àåò öåíó ïåðåâîçèìîãî òîâàðà äëÿ i-ãî ïóíêòà, à ñìûñë çàäà÷è
(3.8) ñîñòîèò â îáåñïå÷åíèè íàèáîëüøåé ðàçíèöû ìåæäó ñòîèìîñòüþ çàêóïëåííûõ
è ïðîäàííûõ òîâàðîâ. Îãðàíè÷åíèÿ îïðåäåëÿþò îòñóòñòâèå ïðèáûëè îò ïåðåâîçêè
òîâàðà ìåæäó êàæäîé ïàðîé ïóíêòîâ.

Áîëåå îáùåé è ïðèáëèæåííîé ê ðåàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ñåòåâàÿ
òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à èëè òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à â ñåòåâîé ïîñòàíîâêå, êîòîðàÿ ó÷è-
òûâàåò îñîáåííîñòè òîïîëîãèè ñåòè òðàíñïîðòíûõ êîììóíèêàöèé ìåæäó âñåìè
ïóíêòàìè è ïîýòîìó çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãðàôîâ. Ïîäðîáíî òàêèå çàäà÷è è ìåòî-
äû èõ ðåøåíèÿ îïèñàíû, íàïðèìåð, â [2].

Íàïîìíèì, ÷òî ãðàô çàäàåòñÿ ìíîæåñòâîì âåðøèí V , êîòîðîå áóäåò ñ÷èòàòü-
ñÿ êîíå÷íûì, ìíîæåñòâîì äóã D è îòîáðàæåíèåì, ñòàâÿùèì â ñîîòâåòñòâèå ïàðå
âåðøèí i è j ýëåìåíò d ∈ D. Åñëè çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ äëÿ i è j íåïóñòî, òî
îïðåäåëåíà äóãà d = (i, j), äëÿ êîòîðîé âåðøèíà i ÿâëÿåòñÿ èñõîäÿùåé (íà÷àëü-
íîé), à j � âõîäÿùåé (êîíå÷íîé). Åñëè çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ äëÿ i è j ïóñòî, òî
âåðøèíû i è j íå ñâÿçàíû äóãîé. Äëÿ äàííîé âåðøèíû k ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç D+

k

è D−
k íàáîðû âõîäÿùèõ è èñõîäÿùèõ äëÿ íåå äóã. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã

d1, d2, ..., dk−1,

ãäå dl = (il, il+1) èëè (il+1, il) è ëþáûå äâå ñîñåäíèå äóãè èìåþò ñìåæíóþ âåð-
øèíó, íàçûâàåòñÿ öåïüþ, ñîåäèíÿþùåé âåðøèíû i1 è ik, åñëè i1 /∈ a2 è ik /∈ ak−2.
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Ãðàô òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ñ÷èòàåòñÿ ñâÿçíûì, ò.å. ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ìîæíî
ñîåäèíèòü öåïüþ. Äëÿ çàäàíèÿ ñåòåâîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è êàæäîé äóãå ãðàôà
d = (i, j) ∈ D ïðèïèñûâàåòñÿ âåñ cd = cij, êîòîðûé îïðåäåëÿåò çàòðàòû íà ïåðåâîç-
êó åäèíèöû òîâàðà (ïðîäóêòà) èç i-é âåðøèíû â j-þ ïî äóãå d. Ïóñòü ãðàô èìååò
n âåðøèí, âåëè÷èíà ai îáîçíà÷àåò åìêîñòü i-ãî ïóíêòà, ò.å. åñëè ai > 0, òî ýòî
ïîòðåáèòåëü, åñëè ai < 0 � òî ïîñòàâùèê, à åñëè ai = 0 � òî ïåðåâàëî÷íûé ïóíêò,
i = 1, n. Òàê æå xd = xij îáîçíà÷àåò îáúåì ïåðåâîçêè ïðîäóêòà ïî äóãå d = (i, j).

Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå îáîáùåíèå çàäà÷è (3.7):

min →
∑

d∈D
cdxd, (3.9)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
∑

d=(j,i)∈D+
i

xd −
∑

d=(i,j)∈D−i

xd = ai, ∀i ∈ V,

xd ≥ 0, ∀d ∈ D.

Çäåñü íåñêîëüêî ïî-äðóãîìó çàïèñàíû óñëîâèÿ áàëàíñà ïîòîêîâ òîâàðà â êàæäîì
ïóíêòå. Ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé (3.8) óêàæåì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó äëÿ çàäà÷è (3.9):

max →
∑
i∈V

aiui, (3.10)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
cd − uj + ui ≥ 0, ∀d = (i, j) ∈ D.

Çäåñü ui òàêæå îáîçíà÷àåò öåíó ïåðåâîçèìîãî òîâàðà äëÿ i-ãî ïóíêòà, à ñìûñë
çàäà÷è (3.10) ñîñòîèò òàêæå â îáåñïå÷åíèè íàèáîëüøåé ðàçíèöû ìåæäó ñòîèìî-
ñòüþ çàêóïëåííûõ è ïðîäàííûõ òîâàðîâ ïðè äàííîì ïëàíå ïåðåâîçîê. Îãðàíè÷å-
íèÿ îïðåäåëÿþò îòñóòñòâèå ïðèáûëè îò ïåðåâîçêè òîâàðà ïî êàæäîé äóãå ãðàôà.
Äëÿ ïðèâåäåííîé ïîñòàíîâêè òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ìîæíî ïîñòðîèòü àíàëîã ìå-
òîäà ïîòåíöèàëîâ.
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