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Ââåäåíèå

Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ-ìàòåìàòèêîâ,
èçó÷àþùèõ êóðñ àëãåáðû. Â ýòîò êóðñ âõîäÿò â êà÷åñòâå ñîñòàâíîé ÷àñòè
íåêîòîðûå íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ãðóïï. Îñíîâàì òåîðèè ãðóïï
è ïîñâÿùàåòñÿ äàííàÿ êíèãà. Ñîáñòâåííûé îïûò àâòîðà ñâèäåòåëüñòâóåò
î òîì, ÷òî èíîãäà âîçíèêàåò ðàçðûâ ìåæäó ìàòåðèàëîì, èçëàãàåìûì íà
ëåêöèÿõ, è òåì, ÷òî ïðèõîäèòñÿ äåëàòü íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ. Öåëü
äàííîé êíèæêè � åñëè íå ëèêâèäèðîâàòü, òî, ïî êðàéíåé ìåðå, óìåíüøèòü
ýòîò ðàçðûâ. Àâòîð ïîïûòàëñÿ ñîåäèíèòü â íåé íåáîëüøîé çàäà÷íèê è
íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî òåîðåòè÷åñêèõ ñâåäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ è äëÿ ïîíèìàíèÿ îñíîâ òåîðèè â öåëîì.

Îïèøåì âêðàòöå ñîäåðæàíèå. Ïåðâàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò ÷åòûðå ðàç-
äåëà. Â ïåðâîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî îïðåäåëåíèé è
ïðèìåðîâ, ñ êîòîðûõ ìîæíî íà÷èíàòü èçó÷åíèå òåîðèè ãðóïï. Âòîðîé ðàç-
äåë ïîñâÿùåí ãðóïïàì ïîäñòàíîâîê. Â íåì ñîäåðæèòñÿ òîò ìèíèìóì ñâå-
äåíèé, êîòîðûå êàæäûé ñòóäåíò-ìàòåìàòèê äîëæåí çíàòü î ïîäñòàíîâêàõ.
Áîëüøàÿ ÷àñòü ìàòåðèàëà ïðåäñòàâëåíà â âèäå âçàèìîñâÿçàííûõ çàäà÷.
Ïðè ðåøåíèè ïîñëåäóþùèõ î÷åíü ÷àñòî íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ðåçóëü-
òàòû ïðåäûäóùèõ. Òðåòèé ðàçäåë ñîäåðæèò çàäà÷è î ñìåæíûõ êëàññàõ
ãðóïïû ïî ïîäãðóïïå, î ïîðÿäêàõ ýëåìåíòîâ è î êëàññàõ ñîïðÿæåííûõ
ýëåìåíòîâ. Çàäà÷è â ýòîì ðàçäåëå ïðåîáëàäàþò. ×åòâåðòûé ðàçäåë ïî-
ñâÿùåí ãîìîìîðôèçìàì ãðóïï, ôàêòîðãðóïïàì è ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèÿì
ãðóïï. Îí òàêæå ñîñòîèò â îñíîâíîì èç çàäà÷, õîòÿ ñôîðìóëèðîâàíû è
âñå íåîáõîäèìûå äëÿ èõ ïîíèìàíèÿ è ðåøåíèÿ òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.

Îñòàëüíûå ïÿòü ðàçäåëîâ ñîñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå âòîðîé ÷àñòè ïî-
ñîáèÿ. Çàäà÷è è òåîðåìû ïÿòîãî ðàçäåëà ñâÿçàíû ñ äåéñòâèåì ãðóïï íà
ìíîæåñòâàõ. Ýòî ôóíäàìåíòàëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ, ðàáîòàþùàÿ âî ìíîãèõ
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îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, à íå â îäíîé òîëüêî àëãåáðå. Òåõíèêà äåéñòâèé èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìíîãèõ âàæíûõ òåîðåì. Â äàííûé ïàðà-
ãðàô âêëþ÷åíû çàäà÷è, îñíîâàííûå íà òåîðåìàõ Ñèëîâà, ïðîÿñíÿþùèìè
ñòðîåíèå êîíå÷íûõ ãðóïï. Â øåñòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå
äåéñòâèÿ è ñàìûå ïðîñòåéøèå ïîíÿòèÿ òåîðèè ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé
ãðóïï. Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ìû ñîçíàòåëüíî îãðàíè÷èëèñü èìåííî ïðî-
ñòåéøèìè ïîíÿòèÿìè, ñóùåñòâåííî ïîâëèÿëî íà òåìàòèêó çàäà÷ ýòîãî ðàç-
äåëà. Ñåäüìîé ðàçäåë ñîäåðæèò íåêîòîðûå òåîðåìû è çàäà÷è î ãðóïïàõ
âðàùåíèé â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâàõ, è ñî-
âñåì íåìíîãî � î êîíå÷íûõ ïîäãðóïïàõ ãðóïï âðàùåíèé. Â êîíå÷íîì ñ÷å-
òå ðå÷ü èäåò îá ìàòåìàòè÷åñêèõ îñíîâàõ ïîíÿòèÿ ñèììåòðèè. Âîñüìîé
ðàçäåë ïîñâÿùåí êâàòåðíèîíàì � ÷åòûðåõìåðíîìó îáîáùåíèþ ïîëÿ êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë. Íà ïåðâûé âçãëÿä, ýòà òåìà íå îòíîñèòñÿ ïðÿìî ê òåîðèè
ãðóïï. Íî, âî-ïåðâûõ, îíà èíòåðñíà ñàìà ïî ñåáå, è ñòóäåíòó-ìàòåìàòèêó
áóäåò ïîëåçåí òîò ìèíèìóì ñâåäåíèé, êîòîðûé ïðèâåäåí â äàííîì ðàçäå-
ëå. Âî-âòîðûõ, êâàòåðíèîíû ñóùåñòâåííåéøèì îáðàçîì èñïîëüçóþòñÿ ïðè
äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ òåîðåì ñëåäóþùåãî, äåâÿòîãî ðàçäåëà, ãäå âû-
ÿñíÿåòñÿ ñòðîåíèå ñïåöèàëüíîé óíèòàðíîé ãðóïïû SU(2) è ñïåöèàëüíîé
îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû SO(3) � ãðóïïû âðàùåíèé â òðåõìåðíîì åâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â îòëè÷èå îò íåêîòîðûõ äðóãèõ ó÷åáíèêîâ (íàïðè-
ìåð, [3]), ãäå ýòè æå ðåçóëüòàòû äîêàçûâàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ññûëîê
íà îáùèå òåîðåìû ëèíåéíîé àëãåáðû, ìû ïðèâîäèì ïðÿìîå äîêàçàòåëü-
ñòâî, ãäå ññûëêè íà ëèíåéíóþ àëãåáðó ñâåäåíû ê ìèíèìóìó, à èçâåñòíûé
ôàêò î ïðåäñòàâëåíèè êàæäîãî ïîâîðîòà â âèäå ñóïåðïîçèöèè òðåõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ âðàùåíèé âîêðóã îñåé OX , OZ è OX (�óãëû Ýéëåðà�)
âûâîäèòñÿ êàê ñëåäñòâèå.

Äàííîå ïîñîáèå îõâàòûâàåò âåñü ìàòåðèàë òåîðèè ãðóïï, âêëþ÷åí-
íûé â íûíå äåéñòâóþùóþ óíèâåðñèòåòñêóþ ïðîãðàììó. Îíî, ðàçóìååòñÿ,
íå ìîæåò çàìåíèòü ïîäðîáíûõ ó÷åáíèêîâ, è íå ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâîé
çàäà÷íèêó [4], íå ãîâîðÿ óæå î ñïåöèàëèçèðîâàííîì çàäà÷íèêå [5]. Àâòîð
íàäååòñÿ òîëüêî, ÷òî åãî êíèãà õîòÿ áû â íåêîòîðûõ îòíîøåíèÿõ ìîæåò
ñëóæèòü èì äîïîëíåíèåì.
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1. Îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ, ïðèìåðû

Ïîëóãðóïïà P åñòü ìíîæåñòâî âìåñòå ñ çàäàííîé íà íåì áèíàðíîé
îïåðàöèåé, òî åñòü îòîáðàæåíèåì

P × P −→ P , (x, y) 7→ xy,

(ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ êîòîðîãî ÷àñòî íàçûâàåòñÿ �óìíîæåíèåì"), ïðè-
÷åì äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî àññîöèàòèâíîñòè:
äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ P èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (xy)z = x(yz) . Ïîëóãðóïïà
íàçûâååòñÿ êîììóòàòèâíîé, åñëè äëÿ âñåõ x, y ∈ P èìååò ìåñòî ðà-
âåíñòâî xy = yx . Ýëåìåíò e ∈ P íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì
ïîëóãðóïïû, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ P èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà xe = ex = x .
Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ÷àñòî íàçûâàþò åäèíèöåé ïîëóãðóïïû è èñïîëüçó-
þò äëÿ íåãî ñîîòâåòñòâóþùåå îáîçíà÷åíèå: e = 1 . Ïîëóãðóïïà ñ åäèíèöåé
íàçûâàåòñÿ òàêæå ìîíîèäîì.

Óáåäèìñÿ, ÷òî â ïîëóãðóïïå ìîæåò áûòü íå áîëåå îäíîãî íåéòðàëü-
íîãî ýëåìåíòà. Äîïóñòèì, ÷òî èõ äâà. Íàïðèìåð, e1 è e2 . Òîãäà ýëåìåíò
e1e2 äîëæåí áûòü ðàâíûì e2 , òàê êàê e1 íåéòðàëüíûé ýëåìåíò. Íî òîò æå
e1e2 äîëæåí áûòü ðàâíûì è e1 , òàê êàê e2 òîæå íåéòðàëüíûé ýëåìåíò.
Ñëåäîâàòåëüíî, e1 = e2 .

Ðåçóëüòàò áèíàðíîé îïåðàöèè P × P −→ P , âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæ-
íî îáîçíà÷àòü ñàìûì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Çàïèñü â âèäå (x, y) 7→ xy

íàçûâàþò ìóëüòèïëèêàòèâíîé. Êðîìå íåå, ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ òàê íà-
çûâàåìàÿ àääèòèâíàÿ çàïèñü (x, y) 7→ x+ y (îïåðàöèÿ �ñëîæåíèÿ"), äëÿ
êîòîðîé òîæäåñòâî àññîöèàòèâíîñòè âûãëÿäèò òàê:

(x+ y) + z = x+ (y + z),

à íåéòðàëüíûé ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ íóëåì, è îáîçíà÷àåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
êàê 0 . ×àùå âñåãî àääèòèâíûå îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ êîììóòà-
òèâíûõ ïîëóãðóïï, òî åñòü êîãäà x + y = y + x . Äàëåå â òåêñòå ìíîãèå
îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû ôîðìóëèðóþòñÿ òîëüêî â ìóëüòèïëèêàòèâíîé çà-
ïèñè. Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ÷èòàòåëü ñìîæåò ñàì
ïåðåéòè ê äðóãîé ôîðìå îáîçíà÷åíèé.

Âîò íåêîòîðîûå ïðèìåðû ïîëóãðóïï.
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Ïðèìåð 1.1. N � ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë
ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ. Ýòî êîììóòàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà. Íåé-
òðàëüíûé ýëåìåíò � íóëü.

Ïðèìåð 1.2. N+ � ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë ñ îïå-
ðàöèåé óìíîæåíèÿ. Ýòî òàêæå êîììóòàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà, íî íåéòðàëü-
íûé ýëåìåíò â íåé � åäèíèöà.

Ïðèìåð 1.3. Ðàññìîòðèì ëþáîå ìíîæåñòâî X , è ïóñòü PX åñòü
ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé èç X â X . Îïðåäåëèì íà PX áèíàðíóþ îïå-
ðàöèþ êàê âçÿòèå ñóïåðïîçèöèè îòîáðàæåíèé. Òî÷íåå, åñëè f1, f2 ∈ PX , òî
ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ f1f2 åñòü ñóïåðïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé X f2−→ X

f1−→
X . Òàê êàê ñóïåðïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé àññîöèàòèâíà, òî PX ïðåâðàùàåò-
ñÿ â ïîëóãðóïïó, åäèíèöåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
1X . Çàìåòèì, ÷òî ïðè |X| ≥ 2 ïîëóãðóïïà PX íå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâ-
íîé.

Ïðèìåð 1.4. Ñâîáîäíàÿ àññîöèàòèâíàÿ ïîëóãðóïïà FPX ñ áàçèñîì
X îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé âèäà (x1, x2, . . . , xn) , xi ∈ X , 1 ≤ i ≤ n , n ≥ 0 . �Óìíîæåíèå"äâóõ
òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a = (x1, x2, . . . , xn) è b = (y1, y2, . . . , ym) åñòü
ïðèïèñûâàíèå èõ äðóã ê äðóãó:

ab = (x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym).

ßñíî, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà. Ðîëü íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà (åäè-
íèöû) èãðàåò ââîäèìàÿ ôîðìàëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåâîé äëèíû,
ïðèïèñûâàíèå êîòîðîé ñëåâà èëè ñïðàâà ê ëþáîé äðóãîé íè÷åãî íå ìåíÿ-
åò. Áîëåå òðàäèöèîííàÿ ôîðìà çàïèñè: (x1, x2, . . . , xn) = x1x2 . . . xn . Ýòî
ìîæíî íàçâàòü ñòðîêîé, èëè ñëîâîì â àëôàâèòå X . Ïîëóãðóïïû âèäà
FPX èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Êàê è â ïðèìåðå 3,
ïðè |X| ≥ 2 ïîëóãðóïïà FPX íå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé.

Ïðèìåð 1.5. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëóãðóïïà. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî P , ñîñòîÿùåå èç âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà P , è
îïðåäåëèì íà íåì áèíàðíóþ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü A è B � ýëåìåíòû ìíîæåñòâà P . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A ⊆ P è
B ⊆ P . Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

AB = { ab | a ∈ A, b ∈ B } (1)
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Ïîêàæåì, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà, ò.å. åñëè C ⊆ P , òî (AB)C =

A(BC) . Òàê êàê ðå÷ü èäåò î ìíîæåñòâàõ, íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü âêëþ÷å-
íèÿ (AB)C ⊆ A(BC) , A(BC) ⊆ (AB)C . Ïóñòü x ∈ (AB)C . Ýòî çíà÷èò,
÷òî x = yc , ãäå y ∈ AB , c ∈ C . y ∈ AB îçíà÷àåò, ÷òî y = ab , ãäå
a ∈ A , b ∈ B . Òîãäà x = (ab)c = a(bc) ïî ñâîéñòâó àññîöèàòèâíîñòè.
Èíûìè ñëîâàìè, x = az , ãäå z = bc ∈ BC . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäå-
ëåíèþ, x ∈ A(BC) . Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì
ðàññóæäåíèåì. Èòàê, P âìåñòå ñ îïåðàöèåé (1) ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé.
Óñëîâèìñÿ î ñëåäóþùåì. Áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ýëåìåíòû èç P è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå îäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà. Åñëè, íàïðèìåð, a ∈ P , òî âìå-
ñòî {a} , áóäåì ïèñàòü ïðîñòî a , è âìåñòî, íàïðèìåð, {a}B áóäåì ïèñàòü
aB = {ab|b ∈ B} , è òî÷íî òàê æå â äðóãèõ ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ. Òàêèì îáðà-
çîì, óìíîæåíèå â P ñòàíîâèòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óìíîæåíèÿ (1) â P . Åñ-
ëè â ïîëóãðóïïå P åñòü íåéòðàëüíûé ýëåìåíò e , òî ýòîò æå ýëåìåíò (èëè
îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî {e}) áóäåò íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì â P . Â ñà-
ìîì äåëå, äëÿ êàæäîãî A ⊆ P ìíîæåñòâà eA = {ea|a ∈ A} = {a|a ∈ A}
è Ae = {ae|a ∈ A} = {a|a ∈ A} ñîâïàäàþò ñ A . Åñëè ïîëóãðóïïà P

êîììóòàòèâíà, òî êîììóòàòèâíà è P . Â ñàìîì äåëå, åñëè ab = ba äëÿ
ëþáûõ a è b , òî AB = {ab|a ∈ A, b ∈ B} = {ba|a ∈ A, b ∈ B} = BA .

Ýòîìó ïðèìåðó óäåëåíî òàê ìíîãî ìåñòà ïîòîìó, ÷òî óìíîæåíèå
ïîäìíîæåñòâ è ñâîéñòâî åãî àññîöèàòèíîñòè (à èíîãäà è êîììóòàòèâíî-
ñòè) áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíéøåì î÷åíü ÷àñòî. Çàìåòèì åùå, ÷òî
åñëè îïåðàöèÿ â P çàïèñûâàåòñÿ àääèòèâíî, òî âìåñòî (1) íàäî èñïîëü-
çîâàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:

A+B = { a+ b | a ∈ A, b ∈ B } (2)

Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì â P â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íóëü ïîëóãðóïïû P

(åñëè îí åñòü).

Ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïà G ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì e (êî-
òîðûé ÷àùå âñåãî áóäåò íàçûâàòüñÿ åäèíèöåé ãðóïïû), â êîòîðîé äëÿ êàæ-
äîãî x ∈ G ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò y ∈ G , ÷òî xy = yx = e . Ýëåìåíò
y íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê ýëåìåíòó x , è îáîçíà÷àåòñÿ x−1 .

Êàæäàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì.
Îáðàòíîå íåâåðíî. Òàê, íè îäíà èç ïîëóãðóïï â ïðèìåðàõ 1 � 4 ãðóïïîé
çàâåäîìî íå ÿâëÿåòñÿ. Â ïðèìåðå 5 ñèòóàöèÿ áîëåå ñëîæíàÿ, íî è â íåì
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âñå ìíîæåñòâî P ãðóïïîé, âîîáùå ãîâîðÿ, íå áóäåò. Îäíàêî íåêîòîðûå
ïîäìíîæåñòâà P ìîãóò áûòü ãðóïïàìè, åñëè ñàìà ïîëóãðóïïà P ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé. Ýòè ñëó÷àè ðàçîáðàíû äàëåå â ðàçäåëå 4.

Ñîáåðåì âñå ñâîéñòâà èç îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû âìåñòå. Èòàê, äîëæíà
áûòü îïðåäåëåíà áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ (óìíîæåíèå):

G×G −→ G, (g1, g2) 7→ g1g2,

òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) (àñîöèàòèâíîñòü) (g1g2)g3 = g1(g2g3) äëÿ ëþáûõ g1, g2, g3 ∈ G ;

2) ñóùåñòâóåò e ∈ G , òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ g ∈ G èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:
ge = eg = e ;

3) äëÿ êàæäîãî x ∈ G íàéäåòñÿ y ∈ G òàêîé, ÷òî xy = yx = e .

Ïîêàæåì, ÷òî ýëåìåíò y èç ñâîéñòâà 3) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Äîïó-
ñòèì, ÷òî äëÿ äàííîãî x íàøëîñü äâà îáðàòíûõ ýëåìåíòà y1 è y2 . Òîãäà
(y1x)y2 = ey2 = y2 . Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, (y1x)y2 = y1(xy2) = y1e = y1 .
Èòàê, y1 = y2 . Òàê êàê îáðàòíûé ê g ∈ G ýëåìåíò îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷-
íî, åãî îáîçíà÷àþò êàê g−1 . Ñâîéñòâî åäèíñòâåííîñòè g−1 èñïîëüçóåòñÿ
ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåêîòîðûõ âàæíûõ ñîîòíîøåíèé. Ïîêàæåì, íàïðè-
ìåð, ÷òî â ëþáîé ãðóïïå G äëÿ âñåõ x, y ∈ G èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

(xy)−1 = y−1x−1

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî (xy)(y−1x−1) = (y−1x−1)(xy) = e ,
÷òî íå äîëæíî âûçûâàòü çàòðóäíåíèé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíò
y−1x−1 îáëàäàåò â òî÷íîñòè òåìè æå ñàìûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå õàðàê-
òåðèçóþò (xy)−1 . Ââèäó åäèíñòâåííîñòè îáðàòíîãî ýëåìåíòà çàêëþ÷àåì,
÷òî (xy)−1 = y−1x−1 . Èíäóêöèåé íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

(x1x2 . . . xn)
−1 = x−1

n . . . x−1
2 x−1

1

äëÿ âñåõ n .

1.1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè G � ëþáàÿ ãðóïïà, x ∈ G , è xn = e , òî
x−1 = xn−1 . Âåðíî è îáðàòíîå: èç x−1 = xn−1 ñëåäóåò xn = e . Äîêàæèòå
òàêæå áîëåå îáùèé ôàêò: åñëè 1 ≤ k ≤ n− 1 è xn = 1 , òî x−k = xn−k .
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Â ÷àñòíîñòè, ñâîéñòâî x = x−1 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî x2 = e .
Íàèìåíüøåå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå n , äëÿ êîòîðîãî xn = e , íàçûâà-

åòñÿ ïîðÿäêîì ýëåìåíòà x . Ñâîéñòâà ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ áóäóò ïîäðîáíî
èçó÷àòüñÿ â ðàçäåëå 3.

Îòìåòèì åùå, ÷òî (x−1)−1 = x . Ýòî òàêæå ìîæíî óñòàíîâèòü, èñ-
ïîëüçóÿ ñâîéñòâî åäèíñòâåííîñòè îáðàòíîãî ýëåìåíòà. Ïîëîæèì y = x−1 ,
è íàéäåì y−1 . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ðàâåíñòâà xy = yx = e

ìîãóò ñëóæèòü íå òîëüêî îïðåäåëåíèåì îáðàòíîãî ýëåìåíòà äëÿ x , íî è
îáðàòíîãî ýëåìåíòà äëÿ y , à ýòèì ýëåìåíòîì îêàçûâàåòñÿ èìåííî x , è
òîëüêî îí, ââèäó åäèíñòâåííîñòè îáðàòíîãî äëÿ y .

È åùå îäíî (âîçìîæíî, òðèâèàëüíîå) çàìå÷àíèå. Ýëåìåíò
n︷ ︸︸ ︷

xx . . . x

(n-êðàòíîå ïðîèçâåäåíèå x íà x) ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ÷åðåç xn . Áóäåì
ñ÷èòàòü î÷åâèäíûì, ÷òî, ââèäó àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ, xnxm =

xn+m (â íåêîòîðûõ êíèãàõ ýòî ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ!). Áóäåì òàêæå

ïîëàãàòü ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî x−n =

n︷ ︸︸ ︷
x−1x−1 . . . x−1 . Ïðîâåðüòå, ÷òî

(xn)−1 = x−n . Äëÿ ãðóïï, â êîòîðûõ âìåñòî óìíîæåíèÿ ïèøåòñÿ ñëîæå-
íèå, âìåñòî x−1 íàäî ïèñàòü −x , âìåñòî xn äîëæíî ñòîÿòü x+· · ·+x = nx ,
è ñîîòâåòñòâåííî âìåñòî x−n èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü −nx .

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç öåíòðàëüíûõ âî âñåé òåîðèè
ãðóïï.

Ïðèìåð 1.6. Ïóñòü F � ïîëå. Íàïðèìåð, ýòî ìîæåò áûòü ëþáîå
èç ïîëåé Q (ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà), R (äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà), C (êîì-
ïëåêñíûå ÷èñëà). Îáîçíà÷èì ÷åðåç GLn(F ) ìíîæåñòâî âñåõ íåâûðîæäåí-
íûõ n×n-ìàòðèö ñ êîìïîíåíòàìè èç ïîëÿ F . Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà A
íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè åå îïðåäåëèòåëü det(A) íå ðàâåí íóëþ.
Ýòî ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ îáðàòíîé ê A ìàòðèöû, òî åñòü òàêîé
ìàòðèöû A−1 , ÷òî

AA−1 = A−1A = En.

Çäåñü En � åäèíè÷íàÿ n× n-ìàòðèöà. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçâåäå-
íèå íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé. Ñëåäî-
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âàòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö îïðåäåëÿåò áèíàðíóþ îïåðàöèþ

GLn(F )×GLn(F ) −→ GLn(F ), (A,B) 7→ AB.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö àññîöèàòèâíî, à ìàòðèöà En îáëàäàåò
ñâîéñòâîì íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà: AEn = EnA = A . Âñå ýòî ïîêàçûâàåò,
÷òî GLn(F ) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé. Ãðóïïà GLn(F ) íàçûâàåòñÿ îáùåé ëè-
íåéíîé ãðóïïîé ñòåïåíè n íàä ïîëåì F . Â ãðóïïå GLn(F ) îïðåäåëåíà
îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ: A 7→ tA , ãäå i, j -é ýëåìåíò ìàòðèöû tA ðà-
âåí j, i-ìó ýëåìåíòó A äëÿ âñåõ 1 ≤ i, j ≤ n . Îäíî èç ñâîéñòâ îïåðàöèè
òðàíñïîíèðîâàíèÿ òàêîâî: t(AB) = (tB)(tA) . Êðîìå òîãî t(tA) = A . Ýòî
ïîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ïîõîäèò íà îïåðàöèþ âçÿòèÿ
îáðàòíîãî ýëåìåíòà. Â äàëüíåéøåì (ðàçäåëû 7 è 9) áóäóò ïîäðîáíî èçó-
÷åíû ìíîæåñòâà íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö, ó êîòîðûõ òðàíñïîíèðîâàííûå
ìàòðèöû ñîâïàäàþò ñ îáðàòíûìè. À ïîêà äîêàæåì, ÷òî

(tA)−1 = t(A−1).

Ïóñòü X = tA . Ëþáàÿ ìàòðèöà Y , òàêàÿ, ÷òî XY = Y X = En , áóäåò
îáðàòíîé ê X . Ïîêàæåì, ÷òî â êà÷åñòâå Y ìîæíî âçÿòü t(A−1) . Â ñàìîì
äåëå, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà òðàíñïîíèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì:

XY = (tA)(t(A−1)) = t(A−1A) = tEn = En,

è òî÷íî òàê æå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî Y X = En . Ââèäó åäèíñòâåííîñòè îáðàò-
íîãî ýëåìåíòà â ãðóïïå òðåáóåìîå ðàâåíñòâî äîêàçàíî.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè n = 1 ãðóïïà GLn(F ) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ
íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ F , à îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ 1 × 1-ìàòðèö ñâî-
äèòñÿ ê îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî
íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ F , îáîçíà÷àåìîå ÷àñòî êàê F ∗ , ÿâëÿåòñÿ ãðóï-
ïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ïîëÿ. Ãðóïïû R∗ è C∗ â äàëüíåé-
øåì áóäóò ÷àñòî èñïîëüçîâàòüñÿ.

Ãîìîìîðôèçì h èç ãðóïïû G1 â ãðóïïó G2 � ýòî îòîáðàæåíèå h :

G1 −→ G2 , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì äâóì ñâîéñòâàì. Âî-ïåðâûõ,
äëÿ ëþáûõ x, y ∈ G1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî h(xy) = h(x)h(y) . Âî-âòîðûõ,
íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû G1 äîëæåí îòîáðàæàòüñÿ â íåéòðàëüíûé
ýëåìåíò ãðóïïû G2 , òî åñòü h(e) = e , èëè h(1) = 1 , åñëè íåéòðàëüíûå
ýëåìåíòû îáîçíà÷åíû ñèìâîëîì 1 .

10



Åñëè èç êîíòåêñòà íå áóäåò ÿñíî, ê êàêîé ãðóïïå ïðèíàäëåæèò òîò
èëè èíîé íåéòðàëüíûé ýëåìåíò,òî íàäî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ âèäà
eG1

èëè e1 äëÿ íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà G1 , è ò.ï.
Ãîìîìîðôèçìû ãðóïï áóäóò ïîäðîáíî èçó÷åíû äàëåå â ðàçäåëå 4, à

ïîêà äîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî g ∈ G1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

h(g−1) = h(g)−1.

Ïîëîæèì x = h(g) , è ïóñòü y = h(g−1) . Òîãäà

xy = h(g)h(g−1) = h(gg−1) = h(e) = e,

yx = h(g−1)h(g) = h(g−1g) = h(e) = e.

Òàêèì îáðàçîì, y = x−1 , ÷òî è óòâåðæäàëîñü.

Ãîìîìîðôèçì h íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìî-
ìîðôèçì f : G2 −→ G1 , òàêîé, ÷òî hf = 1G2

è fh = 1G1
. Çäåñü ÷åðåç 1G1

è 1G2
îáîçíà÷àþòñÿ òîæäåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ G1 è G2 .
Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî x ∈ G1 èìååòìåñòî ðàâåíñòâî

f(h(x)) = x , à äëÿ êàæäîãî y ∈ G2 � ðàâåíñòâî h(f(y)) = y .

1.2. Äîêàæèòå, ÷òî â îïðåäåëåíèè èçîìîðôèçìà äîñòàòî÷íî ïîòðåáî-
âàòü, ÷òîáû ãîìîìîðôèçì h áûë áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì. Òîãäà îá-
ðàòíîå îòîáðàæåíèå f áóäåò ãîìîìîðôèçìîì àâòîìàòè÷åñêè.

Åñëè ñóùåñòâóåò êàêîé-íèáóäü èçîìîðôèçì èç G1 â G2 , òî ãîâîðÿò,
÷òî ãðóïïû G1 è G2 èçîìîðôíû. Ýòî îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
G1
∼= G2 .

1.3. Ïóñòü G � ãðóïïà. Çàôèêñèðóåì êàêîé-íèáóäü g ∈ G , è ðàññìîò-
ðèì îòîáðàæåíèå αg : G → G , äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó: αg(x) = gxg−1 .
Äîêàçàòü, ÷òî αg � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Áîëåå òîãî, αg � èçîìîðôèçì:
α−1
g = αg−1 . Ïðîâåðüòå ýòî.
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Èçîìîðôèçìû èç G â G íàçûâàþòñÿ àâòîìîðôèçìàìè ãðóïïû
G . Àâòîìîðôèçìû âèäà αg íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè àâòîìîðôèçìà-
ìè. Ýëåìåíòû x è gxg−1 íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè (èíîãäà ãîâîðÿò �
ñîïðÿæåííûìè ïîñðåäñòâîì ýëåìåíòà g ). Çàìåòèì, ÷òî åñëè y = gxg−1 ,
òî x = (g−1)y(g−1)−1 .

Ïóñòü G � ãðóïïà. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà G , îáîçíà÷àåìàÿ ÷åðåç
|G| , íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ãðóïïû G . Åñëè G1

∼= G2 , òî |G1| = |G2| ,
îáðàòíîå íåâåðíî.

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ãîìîìîðôèçìîâ ñîáðàíû â ñëåäóþùåé ïðîñòîé
ëåììå.

Ëåììà 1.1. Åñëè äàíû äâà ãîìîìîðôèçìà ãðóïï h1 : G1 → G2 , h2 :

G2 → G3 , òî èõ ñóïåðïîçèöèÿ h2h1 : G1 → G3 , îïðåäåëÿåìàÿ êàê
(h2h1)(x) = h2(h1(x)), òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï. Òîæ-
äåñòâåííîå îòîáðàæåíèå èç ãðóïïû G â G åñòü ãîìîìîðôèçì ãðóïï
(î÷åâèäíî, ÷òî ýòî èçîìîðôèçì). Ñóïåðïîçèöèÿ èçîìîðôèçìîâ ÿâëÿ-
åòñÿ èçîìîðôèçìîì. Åñëè αg è αw � âíóòðåííèå àâòîìîðôèçìû, òî
αgαw = αgw .

1.4. Äîêàæèòå ýòó ëåììó.

Ïîäãðóïïîé G′ ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî G′ ⊆ G , îáëà-
äàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) íåéòðàëüíûé ýëåìåíò (åäèíèöà) ãðóïïû G ïðèíàäëåæèò G′ ;

2) èç x, y ∈ G′ ñëåäóåò xy ∈ G′ ;
3) åñëè x ∈ G′ , òî x−1 ∈ G′ .

Ýòî îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò, ÷òî, åñëè âçÿòü îãðàíè÷åíèå áèíàðíîé
îïåðàöèè äëÿ G íà G′ × G′ ⊆ G × G , òî åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
îòîáðàæåíèå â G′ , è îòíîñèòåëüíî ýòîé áèíàðíîé îïåðàöèè ìíîæåñòâî G′
ñàìî ñòàíîâèòñÿ ãðóïïîé, ïðè÷åì îòîáðàæåíèå âêëþ÷åíèÿ G′ ⊆ G îêàçû-
âàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï. Ñàìà ãðóïïà G è ìíîæåñòâî {e} ÿâëÿþòñÿ
ïîäãðóïïàìè G . Ýòè ïîäãðóïïû ïðèíÿòî íàçûâàòü òðèâèàëüíûìè.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè G′ � ïîäãðóïïà ãðóïïû G , à G′′ � ïîäãðóïïà
ãðóïïû G′ , òî G′′ ÿâëÿåòñÿ è ïîäãðóïïîé ãðóïïû G .

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïîäãðóïï.
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1.5. Ïóñòü SLn(F ) = {A ∈ GLn(F )|det(A) = 1} . Äîêàçàòü, ÷òî ýòî
ïîäãðóïïà ãðóïïû GLn(F ) .

SLn(F ) íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé ãðóïïîé n-é ñòåïåíè íàä
ïîëåì F .

1.6. Ïóñòü Dn(F ) åñòü ìíîæåñòâî äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö èç GLn(F ) , òî
åñòü ìàòðèö âèäà:

diag(λ1, λ2, . . . , λn) =




λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . λn


 ,

ãäå λ1, λ2, . . . , λn � íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ F . Äîêàçàòü, ÷òî ýòî ïîä-
ãðóïïà ãðóïïû GLn(F ) .

Dn(F ) îáû÷íî íàçûâàþò ãðóïïîé äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö.

1.7. Ïóñòü Tn(F ) åñòü ìíîæåñòâî âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö èç
GLn(F ) , òî åñòü ìàòðèö âèäà:




a1,1 a1,2 . . . a1,n

0 a2,2 . . . a2,n
... ... . . . ...
0 0 . . . an,n


 ,

ãäå a1,1, a2,2, . . . , an,n � íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ F . Äîêàçàòü, ÷òî Tn(F )

� ïîäãðóïïà ãðóïïû GLn(F ) , à Dn(F ) � ïîäãðóïïà ãðóïïû Tn(F ) .

Ãðóïïó Tn(F ) ïðèíÿòî íàçûâàòü òðåóãîëüíîé ãðóïïîé.

1.8. Ïóñòü UTn(F ) åñòü ìíîæåñòâî âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö èç
GLn(F ) , íà ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðûõ ñòîÿò åäèíèöû, òî åñòü ìàòðèö
âèäà: 



1 a1,2 . . . a1,n

0 1 . . . a2,n
... ... . . . ...
0 0 . . . 1


 .

Äîêàçàòü, ÷òî UTn(F ) � ïîäãðóïïà è ãðóïïû Tn(F ) , è ãðóïïû GLn(F ) .
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Ãðóïïà UTn(F ) íàçûâàåòñÿ óíèòðåóãîëüíîé.

1.9. Äîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì àääèòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ
F è ãðóïïû UT2(F ) .

Óêàçàíèå. Îòîáðàæåíèå h : F → UT2(F ) ñòðîèòñÿ òàê. Ïóñòü a ∈
F . Òîãäà

h(a) =

(
1 a

0 1

)
.

Äîêàæèòå, ÷òî h � áèåêöèÿ è ãîìîìîðôèçì. Ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ â F �
ñëîæåíèå, à â UT2(F ) � óìíîæåíèå. Ïîýòîìó h áóäåò ãîìîìîðôèçìëì,
åñëè h(a+ b) = h(a)h(b) è h(0) = E2 .

1.10. Ïóñòü 1 ≤ m ≤ n−2 è UTmn (F ) åñòü ìíîæåñòâî ìàòðèö èç Tn(F ) ,
ó êîòîðûõ m − 1 äèàãîíàëåé âûøå ãëàâíîé äèàãîíàëè ñîñòîÿò èç îäíèõ
íóëåé, òî åñòü ìàòðèö âèäà:



1 0 . . . 0 a1,m+1 a2,m+1 . . . a1,n

0 1 0 . . . 0 a2,m+2 . . . a2,n

0 0 1 0 . . . 0 . . . ...
. . . . . . . . . an−m,n

. . . . . . 0
. . .

. . . ...

. . . 0

0 1




.

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �ïóñòûå"ìåñòà â ìàòðèöå íèæå ãëàâíîé äèà-
ãîíàëè çàïîëíåíû íóëÿìè. Äîêàçàòü, ÷òî Tmn (F ) � ïîäãðóïïà ãðóïïû
Tn(F ) . Ïðè ýòîì T 1

n(F ) = Tn(F ) .

1.11. Äîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì àääèòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ
F è ãðóïïû UT n−2

n (F ) .
Óêàçàíèå. Îòîáðàæåíèå h : F → UT n−2

n (F ) ñòðîèòñÿ òàê. Ïóñòü
a ∈ F . Òîãäà

h(a) =




1 0 . . . 0 a

0 1 . . . 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 . . . 1 0

0 0 . . . 0 1



.
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Äîêàæèòå, ÷òî h � áèåêöèÿ è ãîìîìîðôèçì.

1.12. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G , è g ∈ G , òî ìíî-
æåñòâî gHg−1 = {gxg−1|x ∈ H} òàêæå áóäåò ïîäãðóïïîé ãðóïïû G .

Äîêàçàòü, ÷òî |H| = |gHg−1| .
Óêàçàíèå. Ðàññìîòðåòü àâòîìîðôèçì αg : x 7→ gxg−1 .

Ïîäãðóïïó gHg−1 íàçûâàþò ïîäãðóïïîé, ñîïðÿæåííîé ê H .

1.13. Ïóñòü K è H � ïîäãðóïïû ãðóïïû G . Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî
KH = {xy|x ∈ K, y ∈ H} áóäåò ïîäãðóïïîé ãðóïïû G òîãäà è òîëüêî
òîãäà, åñëè KH = HK .

Ëåììà 1.2. Ïóñòü h : G1 −→ G2 � ãîìîìîðôèçì ãðóïï, è G′ � ïîä-
ãðóïïà G. Òîãäà ìíîæåñòâî h(G′) = { h(x) | x ∈ G′ } ⊆ G2 ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé ãðóïïû G2 . Ãîìîìîðôèçì h ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñó-
ïåðïîçèöèè ñþðúåêòèâíîãî ãîìîìîðôèçìà G1 → h(G1) è èíúåêòèâíîãî
ãîìîìîðôèçìà (âêëþ÷åíèÿ) h(G1) ⊆ G2 .

1.14. Äîêàæèòå ýòó ëåììó.

Åñëè f : X −→ Y � ëþáîå îòîáðàæåíèå, è Z ⊆ Y , òî ÷åðåç
f−1(Z) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî { x ∈ X | f(x) ∈ Z } . Îíî íàçûâàåò-
ñÿ (ïîëíûì) ïðîîáðàçîì Z îòíîñèòåëüíî f . Îòîáðàæåíèå f èíúåêòèâíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè ïðîîáðàç ëþáîãî ýëåìåíòà y ∈ Y åñòü ëèáî
ïóñòîå ìíîæåñòâî, ëèáî ìíîæåñòâî èç îäíîãî ýëåìåíòà.

Ëåììà 1.3. Ïóñòü h : G1 −→ G2 � ãîìîìîðôèçì ãðóïï, è G′2 �
ïîäãðóïïà ãðóïïû G2 . Òîãäà G′1 = h−1(G′2) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû
G′1 .

1.15. Äîêàæèòå ýòó ëåììó.

Ëåììà 1.4. Ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà ïîäãðóïï ñíîâà ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé.

1.16. Äîêàæèòå ýòó ëåììó.

15



Ñôîðìóëèðóåì â ÿâíîì âèäå àêñèîìû ãðóïïû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê x + y (ñëîæåíèå). Îïåðàöèÿ ñëî-
æåíèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1) (àññîöèàòèâíîñòü) (g1 +g2)+g3 = g1 +(g2 +g3) äëÿ ëþáûõ g1, g2, g3 ∈
G ;

2) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 0 ∈ G , òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ g ∈ G èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà: g + 0 = 0 + g = e ;

3) äëÿ êàæäîãî x ∈ G íàéäåòñÿ y ∈ G òàêîé, ÷òî x + y = y + x = 0 .
Â àääèòèâíîé çàïèñè îáðàòíûé ýëåìåíò y îáîçíà÷àåòñÿ êàê −x , ïðè
ýòîì èñïîëüçóåòñÿ òàêæå îáîçíà÷åíèå a− b = a+ (−b) .
Àääèòèâíàÿ çàïèñü ãðóïïîâîé îïåðàöèè ÷àùå âñåãî èñïîëüçóåòñÿ

äëÿ êîììóòàòèâíûõ ãðóïï, òî åñòü ãðóïï, â êîòîðûõ

4) x+ y = y + x äëÿ âñåõ x, y ∈ G .

Òàêèå ãðóïïû ÷àñòî íàçûâàþòñÿ àáåëåâûìè. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð
òàêîé ãðóïïû � ãðóïïà Z âñåõ öåëûõ ÷èñåë.

Ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï h : G1 −→ G2 äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü
ñâîéñòâàì:

1) h(x+ y) = h(x) + h(y) äëÿ âñåõ x, y ∈ G1 ;

2) h(0) = 0 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî h(−x) = −h(x) .
Ïðèìåð 1.7. Êàæäîå ëèíåéíîå (èëè âåêòîðíîå) ïðîñòðàíñòâî ÿâ-

ëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ. Êàæäîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àáåëåâûõ ãðóïï.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðèþ ãðóïï ìîæíî ñ÷èòàòü è îáîáùåíèåì òåîðèè
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ è ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé.

Íàïîìíèì, ÷òî â äàëüíåéøåì, êàê ïðàâèëî, îïåðàöèÿ â ïðîèçâîëü-
íîé ãðóïïå áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê óìíîæåíèå. Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ÷è-
òåòåëü ñóìååò â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè äàòü ïåðåôîðìóëèðîâêó äëÿ ñëó÷àÿ
àääèòèâíûõ îáîçíà÷åíèé.

16



Ïóñòü G � íåêîòîðàÿ ãðóïïà, è X ⊆ G � ïîäìíîæåñòâî G . Ðàñìîò-
ðèì ìíîæåñòâî 〈X〉 = {xε1

1 x
ε2

2 . . . x
εm
m |xi ∈ X, εi = ±1, 1 ≤ i ≤ m,m ≥ 0} .

Ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà áóäåì íàçûâàòü ñëîâàìè â àëôàâèòå X . ×èñ-
ëî m åñòåñòâåííî íàçâàòü äëèíîé ñëîâà xε1

1 x
ε2

2 . . . x
εm
m Ïîäðàçóìåâàåòñÿ,

÷òî ïðè m = 0 ñîîòâåòñòâóþùåå ñëîâî åñòü íåéòðàëüíûé ýëåìåíò (åäèíè-
öà) ãðóïïû G . Â ìíîæåñòâî 〈X〉 âõîäÿò âñå âîçìîæíûå ñëîâà â àëôàâèòå
X âñåõ âîçìîæíûõ äëèí. Â ÷àñòíîñòè, ñëîâà äëèíû 1 � ýòî ýëåìåíòû
x ∈ X è x−1, x ∈ X . Òàêèì îáðàçîì, X ⊆ 〈X〉 .

Ëåììà 1.5. Ìíîæåñòâî 〈X〉 ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, ñîäåð-
æàùåé ìíîæåñòâî X . Åñëè G′ � êàêàÿ-òî äðóãàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû
G, ñîäåðæàùàÿ ìíîæåñòâî X , òî 〈X〉 ⊆ G′ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíèöà (íåéòðàëüíûé ýëåìåíò) ãðóïïû G ïî îïðå-
äåëåíèþ ïðèíàäëåæèò 〈X〉 . Åñëè xε1

1 . . . x
εm
m ∈ 〈X〉 , òî (xε1

1 . . . x
εm
m )−1 =

x−εmm . . . x−ε1
1 . Ïîêàçàòåëè −εi ðàâíû ïëþñ èëè ìèíóñ åäèíèöàì, îòêó-

äà ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå x−εmm . . . x−ε1
1 óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ

ýëåìåíòîâ 〈X〉 . Åñëè xε1
1 . . . x

εm
m ∈ 〈X〉 , è x

εm+1

m+1 . . . x
εm+k

m+k ∈ 〈X〉 , òî ïðî-
èçâåäåíèå ýòèõ ýëåìåíòîâ åñòü ñëîâî

xε1
1 . . . x

εm
m x

εm+1

m+1 . . . x
εm+k

m+k ,

êîòîðîå òàêæå ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ äîëæíî ñîäåðæàòüñÿ â 〈X〉 . Òàêèì
îáðàçîì, âñå ñâîéñòâà èç îïðåäåëåíèÿ ïîäãðóïïû âûïîëíåíû. �

1.17. Äîêàçàòü, ÷òî 〈X〉 ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ ïîäãðóïï ãðóï-
ïû G , ñîäåðæàùèõ ïîäìíîæåñòâî X .

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîäãðóïïà 〈X〉 ïîðîæäåíà ìíîæåñòâîì X , è ÷òî X

åñòü ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ (èëè îáðàçóþùèõ) ýëåìåíòîâ ýòîé ïîä-
ãðóïïû. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò íàõîæäåíèå ìíîæåñòâ îáðàçóþ-
ùèõ ýëåìåíòîâ äëÿ âñåé ãðóïïû G . Ýòîò êëàññ çàäà÷ íåìíîãî ïîõîäèò
íà çàäà÷è î íàõîæäåíèè áàçèñîâ âåêòîðíîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïðèìåð 1.8. Ïóñòü ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ â G îáîçíà÷àåòñÿ êàê
ïëþñ, è ãðóïïà G êîììóòàòèâíà (àáåëåâà). Âîçüìåì X ⊆ G , è ïîñìîò-
ðèì, ÷òî òàêîå 〈X〉 . Ïðèìåíåíèå îáùåãî îïðåäåëåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî
ïîñëå �ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ"ýòî áóäåò ìíîæåñòâî {n1x1 + n2x2 +
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· · · + nmxm|x1, . . . , xm ∈ X,n1, . . . , nm ∈ Z,m ≥ 0} . Íàïîìíèì, ÷òî Z
åñòü ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë. Îòñþäà âèäíî, ÷òî êîíñòðóêöèÿ àáåëå-
âîé ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííîé ìíîæåñòâîì X , î÷åíü ïîõîäèò íà ëèíåéíóþ
îáîëî÷êó ìíîæåñòâà â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Â îáùåì (íåàáåëåâîì è
íåàääèòèâíîì) ñëó÷àå àíàëîãèÿ ìåæäó 〈X〉 è ëèíåéíîé îáîëî÷êîé òàêæå
ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé.
1.18. Äîêàæèòå, ÷òî 〈X〉 = X òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè X � ïîä-

ãðóïïà G . Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî 〈〈X〉〉 = 〈X〉 .

Âîçìîæíî, ïðîñòåéøèìè ãðóïïàìè ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèå ãðóïïû
� ãðóïïû, ïîðîæäåííûå îäíèì ýëåìåíòîì, ò.å. ãðóïïû, êîòîðûå ñîñòîÿò
èç ñòåïåíåé (ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ) îäíîãî ýëåìåíòà. Èíûìè
ñëîâàìè, åñëè G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî ñóùåñòâóåò x ∈ G , òàêîé,
÷òî G = {1, x, x−1, x2, x−1, . . .} (èëè, äëÿ àääèòèâíûõ îáîçíà÷åíèé G =

{0,±x,±2x,±3x, . . .}).
Ïðèìåð 1.9. Ãðóïïà (ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ) âñåõ öåëûõ ÷èñåë Z =

{0,±1,±2, . . .} ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ñ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì 1 , òàê
êàê ëþáîé åå íåíóëåâîé ýëåìåíò ðàâåí ëèáî 1 + · · ·+ 1 , ëèáî (−1) + . . .+

(−1) .
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Un , ñîñòîÿùåå èç âñåõ êîìïëåêñíûõ êîð-

íåé n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî Un ñîñòî-
èò èç ýëåìåíòîâ u0, u1, . . . , un−1 , ãäå uk = cos

2πk

n
+ i sin

2πk

n
= ei

2πk
n ,

ïðè k = 0, 1, . . . , n − 1 . Èç ñâîéñòâ êîìïëåêñíûõ ÷èñåä ñëåäóåò, ÷òî
ukul = uk+l (mod n) , ãäå k + l (mod n) îçíà÷àåò îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà
n . Â ÷àñíîñòè, ïðîèçâåäåíèå äâóõ êîðíåé n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû � ñíî-
âà êîðåíü n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû. Îòñþäà æå ñëåäóåò, ÷òî uk = uk1 .
Î÷åâèäíî, ÷òî un1 = 1 , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî u−1

k = un−k . Òàêèì îáðàçîì,
Un îêàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû C∗ = GL1(C) , è ÿñíî, ÷òî ýòà ãðóïïà
öèêëè÷åñêàÿ ñ îáðàçóþùèì u1 .

Îñíîâíûå ñâîéñòâà öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ñîáðàíû â ñëåäóþùåé òåîðå-
ìå.
Òåîðåìà 1.1. Êàæäàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà ëèáî Z (áåñêî-
íå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà), ëèáî Un � êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.
Ëþáàÿ ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G = 〈x〉 = {. . . x−2, x−1, 1, x1, x2, . . .} . Ñíà-
÷àëà âûÿñíèì, êîãäà âîçìîæíà òàêàÿ ñèòóàöèÿ: xk = xm ïðè k 6= m

íàïðèìåð ïðè k < m . Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà x−k , ïðè-
õîäèì ê ðàâåíñòâó xm−k = 1 , ïðè÷åì m− k > 0 . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
âñåõ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë l òàêèõ, ÷òî xl = 1 . Êàê òîëüêî ÷òî
âûÿñíèëîñü, ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî. Ïóñòü n � íàèìåíüøåå ÷èñëî èç ýòî-
ãî ìíîæåñòâà. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû 1, x, . . . , xn−1 , è ïîêàæåì, ÷òî ñðåäè
íèõ íåò îäèíàêîâûõ. Åñëè áû xk = xm ïðè 0 ≤ k < m < n , òî ñíîâà
ïîëó÷èëîñü áû xm−k = 1 , íî 0 < m− k < n , è ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó
n . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü xm � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç G . Ðàçäåëèì
m íà n ñ îñòàòêîì: m = nq + r , ãäå 0 ≤ r < n . Òîãäà

xm = xnq+r = xnqxr = (xn)qxr = xr,

òàê êàê xn = 1 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî xm ∈ {1, x, . . . , xn−1} , è ýòî îçíà÷àåò,
÷òî âñÿ ãðóïïà G ñîñòîèò èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ 1, x, . . . , xn−1 ,
è, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå h : G→ Un , ïîëàãàÿ ïðè 0 ≤ k ≤ n−1 åãî
çíà÷åíèå ðàâíûì h(xk) = e

2πk
n i = uk , ãäå u = cos

2π

n
+ i sin

2π

n
. ßñíî, ÷òî

ýòî áèåêöèÿ, è ÷òî h(1) = 1 . Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî h(xkxl) = h(xk+l) =

h(xk)h(xl) äëÿ ëþáûõ 0 ≤ k, l < n . Åñëè k+ l < n , òî ýòî î÷åâèäíî. Åñëè
æå m = k + l > n , òî ïóñòü, êàê è âûøå, m = nq + r , 0 ≤ r < n .
Òîãäà xm = xr , è h(xm) = h(xr) = ur (íàäî ïîìíèòü, ÷òî çíà÷åíèå h(xk)

îïðåäåëåíî òîëüêî ïðè 0 ≤ k < n). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

h(xk)h(xl) = ukul = uk+l = unqur = (un)qur = ur,

òàê êàê u åñòü êîðåíü n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, h ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì, à çíà÷èò, è èçîìîðôèçìîì.

Åñëè æå ãðóïïà G áåñêîíå÷íà, òî ñîîòíîøåíèå âèäà xk = xm ïðè
k 6= m íåâîçìîæíî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå ñòåïåíè xk ïðè k ∈ Z ðàçëè÷íû,
è îòîáðàæåíèå h : Z → G , h(k) = xk ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Òàê êàê x0 =

1 , xk+l = xkxl , òî ýòî ê òîìó æå ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Èòàê, ïîñòðîåí
áèåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì, òî åñòü èçîìîðôèçì Z ∼= G .

Ïóñòü òåïåðü G = 〈x〉 � íåêîòîðàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, è äîïó-
ñòèì, ÷òî G′ ⊆ G � íåòðèâèàëüíàÿ ïîäãðóïïà G . Ìíîæåñòâî G′ ñîñòîèò
èç ñòåïåíåé ýëåìåíòà x , ïîëîæèòåëüíûõ è (âîçìîæíî) îòðèöàòåëüíûõ.
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Âûáåðåì ýëåìåíò y = xn ∈ G′ ñ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì n > 0 , è ïî-
êàæåì, ÷òî G′ ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ ñòåïåíåé y , è òîëüêî èç íèõ.
Ñ îäíîé ñòîðîíû ïîíÿòíî, ÷òî yk = xnk ∈ G′ äëÿ ëþáîãî öåëîãî m .
Ïóñòü xm ∈ G′ . Ïðåäñòàâèì m â âèäå m = nq + r , ñ 0 ≤ r < n . Òîãäà
xm = (xn)qxr . Îòñþäà xr = (xn)−qxm . Òàê êàê xm ∈ G′ è xn ∈ G′ , îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî xr ∈ G′ . Åñëè r > 0 , òî ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëü-
íîñòüþ n . Çíà÷èò, r = 0 , m = nq , è xm = (xn)q = yq . Èòàê, G′ ñîñòîèò
èç âñåõ âîçìîæíûõ ñòåïåíåé y . �

Áóäåì â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àòü êîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû ïî-
ðÿäêà n ÷åðåç Zn ( â íåêîòîðûõ êíèãàõ âñòðå÷àåòñÿ òàêæå îáîçíà÷åíèå
Cn ). Èòàê, Zn = {1, x, x2, . . . , xn−1} è xn = 1 .

Ïðèìåð 1.10.Îïèøåì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ äëÿ ãðóï-
ïû GLn(F ) . Äëÿ ýòîãî ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì îäèí áàçèñ â ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå Mn(F ) êâàäðàòíûõ n× n-ìàòðèö íàä ïîëåì F . Ïóñòü Ei,j

åñòü ìàòðèöà, â êîòîðîé âñå êîìïîíåíòû ðàâíû íóëþ, êðîìå i, j -é, ðàâíîé
åäèíèöå. Åñëè A ∈ Mn(F ) � ìàòðèöà ñ êîìïîíåíòàìè ak,l â k -é ñòðîêå
è l -ì ñòîëáöå (1 ≤ k, l ≤ n), òî

A =
n∑

k=1

n∑

l=1

ak,lEk,l.

Íàïðèìåð, äëÿ n = 2 ýòî âûãëÿäèò òàê:
(
a1,1 a2,1

a1,2 a2,2

)
= a1,1

(
1 0

0 0

)
+ a1,2

(
0 0

1 0

)
+ a2,1

(
0 1

0 0

)
+ a2,2

(
0 0

0 1

)

= a1,1E1,1 + a1,2E1,2 + a2,1E2,1 + a2,2E2,2

Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöû Ei,j ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä F . Îñíîâíûå ñâîé-
ñòâà ìàòðè÷íûõ åäèíèö òàêîâû:

Ei,jEj,k = Ei,k, Ei,jEl,k = 0 ïðè j 6= l,
n∑
k=1

Ek,k = En.

Ýòè òîæäåñòâà ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì. Òàêæå ëåãêî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî Ei,jA åñòü ìàòðèöà, â êîòîðîé i-ÿ ñòðîêà åñòü j -ÿ ñòðî-
êà A , à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ. Àíàëîãè÷íî, AEi,j åñòü
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ìàòðèöà, â êîòîðîé j -é ñòîëáåö åñòü i-é ñòîëáåö A , à âñå îñòàëüíûå êîì-
ïîíåíòû íóëåâûå. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ìàòðèöû (1 ≤ i, j ≤ n):

ti,j(λ) = E + λEi,j (i 6= j, λ ∈ F ),

di(γ) = E + (γ − 1)Ei,i = diag(1, . . . , γ, . . . , 1)

(γ ∈ F, γ 6= 0, ýòîò ýëåìåíò ðàñïîëîæåí íà i-ìåñòå)
(3)

Óìíîæåíèå ti,j(λ) íà A ñëåâà ðàâíîñèëüíî ïðèáàâëåíèþ ê i-é ñòðîêå A
åå j -é ñòðîêè, óìíîæåííîé íà ñêàëÿð λ , à óìíîæåíèå ti,j(λ) íà A ñïðàâà
ðàâíîñèëüíî ïðèáàâëåíèþ ê j -ìó ñòîëáöó i-ãî ñòîëáöà, óìíîæåííîãî íà
λ . Èíûìè ñëîâàìè, ýòî èçâåñòíûå ñ 1-ãî êóðñà ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ti,j(λ) ∈ GLn(F ) , òàê êàê ti,j(λ)−1 = ti,j(−λ) (ïðîâåðü-
òå ýòî!). Ìàòðèöà di(γ) òàêæå îáðàòèìà: di(γ)−1 = di(γ

−1) . Óìíîæåíèå
di(γ) íà A ñëåâà ðàâíîñèëüíî óìíîæåíèþ âñåõ ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè A

íà íåíóëåâîé ýëåìåíò γ , óìíîæåíèå ñïðàâà ðàâíîñèëüíî óìíîæåíèþ íà g
âñåãî i-ãî ñòîëáöà A . Òàêèì îáðàçîì, ýòî ñíîâà èçâåñòíîå ñ ïåðâîãî êóðñà
ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Òåïåðü íàäî âñïîìíèòü àëãîðèòì íàõîæäå-
íèÿ îáðàòíîé ê A ∈ GLn(F ) ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé. Â åãî îñíîâå � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé, ïåðåâîäÿùèõ A â åäèíè÷íóþ ìàòðèöó. Ïîñêîëüêó â êàæäîé ñòðîêå è
êàæäîì ñòîëáöå A íà êàæäîì ýòàïå ïðåîáðàçîâàíèé çàâåäîìî åñòü íåíó-
ëåâûå ýëåìåíòû, òî íåîáõîäèìîñòè â ïåðåñòàíîâêå ñòðîê è ñòîëáöîâ íåò:
äîñòàòî÷íî ê ñòðîêå (èëè ñòîëáöó), i-é äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò êîòîðîé
(êîòîðîãî) íóëåâîé, ïðèáàâëÿòü òó ñòðîêó (èëè ñòîëáåö), ãäå ýëåìåíò i-ãî
ñòîëáöà (èëè ñòðîêè) íå ðàâåí íóëþ. Òàê êàê ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå îçíà÷àåò óìíîæåíèå ñëåâà èëè ñïðàâà íà ìàòðèöû âèäà ti,j(λ) èëè
di(γ) , òî â ðåçóëüòàòå äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ ðàâåíñòâî âèäà:

B1B2 . . . BmAC1C2 . . . Ck = En,

ãäå ìàòðèöû Bs , Cr � ýòî íåêîòîðûå ìàòðèöû ti,j(λ) èëè di(γ) . Îòñþäà
ïîëó÷àåì äëÿ A ðàâåíñòâî:

A = B−1
m . . . B−1

1 C−1
k . . . C−1

1 .

Ïîñêîëüêó ìàòðèöû, îáðàòíûå ê ti,j(λ) è di(γ) � ýòî ñíîâà ìàòðèöû
ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé òàêèõ æå òèïîâ, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùå-
ìó âûâîäó: ãðóïïà GLn(F ) ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ìàòðèö âèäà
(3).
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1.19. Äîêàçàòü, ÷òî â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ äëÿ GLn(F )

ìîæíî âçÿòü ýëåìåíòû ti,j(λ) è dn(γ) .

1.20. Äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû ti,j(λ) ïîðîæäàþò ãðóïïó SLn(F ) .

1.21. Äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû di(γ) , 1 ≤ i ≤ n ïîðîæäàþò ãðóïïó
Dn(F ) .

1.22. Äîêàçàòü, ÷òî â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ äëÿ Tn(F ) ìîæ-
íî âçÿòü ýëåìåíòû ti,j(λ) ïðè i, j è diag(γ1, . . . , γn) , γ1, . . . , γn 6= 0 .

1.23. Äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû ti,j(λ) ïðè i < j ïîðîæäàþò ãðóïïó
UTn(F ) .

1.24. Çàôèêñèðóåì m , 1 ≤ m ≤ n − 2 . Äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû ti,j(λ)

ïðè j − i ≥ m ïîðîæäàþò ãðóïïó UTmn (F ) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [x, y] ýëåìåíò xyx−1y−1 . Ýòîò ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ
êîììóòàòîðîì ýëåìåíòîâ x è y . Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî [x, y] = 1 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, åñëè xy = yx . Êðîìå òîãî, [x, y]−1 = [y, x] .

1.25. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè G � ëþáàÿ ãðóïïà, x, y, z ∈ G , òî

[x, yz] = [x, y][x, z][[x, z], y]

1.26. Äîêàæèòå, ÷òî

[xy, z] = [y, z][[z, y], x][x, z]

1.27. Ïðîâåðüòå òîæäåñòâî:

[xy, z] = (x[y, z]x−1)[x, z]

1.28. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ab ýëåìåíò aba−1 . Äîêàæèòå, ÷òî åñëè G
� ëþáàÿ ãðóïïà, x, y, z ∈ G , òî

[[x, y], yz][[y, z], zx][[z, x], xy] = 1.
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2. Ãðóïïû ïîäñòàíîâîê

Ïóñòü X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç SX ìíîæåñòâî
âñåõ áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé èç X â X . ×åðåç 1X îáîçíà÷èì òîæäå-
ñòâåííîå (åäèíè÷íîå) îòîáðàæåíèå èç X â X , òî åñòü òàêîå îòîáðàæåíèå,
÷òî 1X(x) = x äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ X . Åñëè äàíû σ, τ ∈ SX , òî
ñóïåðïîçèöèÿ ôóíêöèé σ è τ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç στ è ÿâëÿåòñÿ îòîáðà-
æåíèåì, äåéñòâóþùèì ïî ïðàâèëó στ(x) = σ(τ(x)) . Ñóïåðïîçèöèÿ áèåê-
òèâíûõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì, ò.å. στ ∈ SX .
Èçâåñòíî, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ ëþáûõ îòîáðàæåíèé àññîöèàòèâíà: åñëè äà-
íû òðè îòîáðàæåíèÿ f : Z −→ W , g : Y −→ Z , h : X −→ Y , òî
(fg)h = f(gh) . Òåì áîëåå àññîöèàòèâíà ñóïåðïîçèöèÿ ýëåìåíòîâ SX .
Ââèäó áèåêòèâíîñòè σ ∈ SX ñóùåñòâóåò îáðàòíîå ê íåìó îòîáðàæåíèå
σ−1 ∈ SX , õàðàêòåðèçóþùååñÿ ñâîéñòâàìè: σσ−1 = 1X , σ−1σ = 1X . Ñó-
ïåðïîçèöèþ ôóíêöèé èç SX ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áèíàðíóþ îïåðà-
öèþ íà SX :

SX × SX −→ SX , (σ, τ) 7→ στ.

Ñóïåðïîçèöèÿ ôóíêöèé â äàííîì ñëó÷àå îáû÷íî íàçûâàåòñÿ óìíîæåíèåì
ýëåìåíòîâ SX . Ïåðå÷èñëåííûå âûøå ñâîéñòâà ýòîãî óìíîæåíèÿ îçíà÷àþò,
÷òî îíî ïðåâðàùàåò SX â ãðóïïó ñ åäèíèöåé 1X .

Ïîëîæèì X = {1, 2, . . . , n} . Âìåñòî SX â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ
îáîçíà÷åíèå Sn . Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ïîäñòàíîâîê n-é ñòåïå-
íè, èëè ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé. Ýëåìåíòû ýòîé ãðóïïû íàçûâàþòñÿ
ïîäñòàíîâêàìè n-é ñòåïåíè, èëè ïðîñòî ïîäñòàíîâêàìè. Êàê èçâåñòíî,
íåêîòîðûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ òàáëèöàìè, â êîòîðûõ êàæäîìó çíà-
÷åíèÿþ àðãóìåíòà ñîïîñòàâëåíî çíà÷åíèå ôóíêöèè îò ýòîãî àðãóìåíòà.
Äëÿ ôóíêöèé èç Sn èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ðàçíîâèäíîñòü òàáëè÷íîãî
çàäàíèÿ: òàáëèöà ïîõîäèò íà ìàòðèöó èç äâóõ ñòðîê, â âåðõíåé ñòðîêå
çàïèñàíû ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà àðãóìåíòîâ ôóíêöèè, à â íèæíåé � èç
ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè, ïðè÷åì çíà÷åíèå ôóíêöèè σ(i) çàïèñû-
âàåòñÿ ïîä çíà÷åíèåì àðãóìåíòà i . Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî σ ∈ Sn ýòî
âûãëÿäèò òàê:

σ =

(
1 2 . . . i . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(i) . . . σ(n)

)
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Íàïðèìåð, åäèíè÷íàÿ (èëè òîæäåñòâåííàÿ) ïîäñòàíîâêà, êîòîðàÿ â äàëü-
íåéøåì áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê 1n èëè ïðîñòî êàê 1 , çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:(

1 2 . . . n

1 2 . . . n

)
.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ àðãóìåíòîâ â âåðõíåé
ñòðîêå íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì. Ñóùåñòâåííûì äëÿ çàäàíèÿ ôóíêöèè
ÿâëÿåòñÿ òîëüêî âåðòèêàëüíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó çíà÷åíèåì àðãóìåíòà
i è çíà÷åíèåì ôóíêöèè σ(i) . Íàïðèìåð, òàáëèöû

(
1 2 3 4 5

4 3 1 5 2

)
è
(

3 5 1 4 2

1 2 4 5 3

)

ÿâëÿþòñÿ ïðîñòî ðàçíûìè ôîðìàìè çàïèñè îäíîé è òîé æå ôóíêöèè, ò.å.
ïîäñòàíîâêè, è ïîëó÷àþòñÿ îäíà èç äðóãîé ïåðåñòàíîâêàìè ñòîëáöîâ. Èç
òîãî, ÷òî çíàê ôóíêöèè çàïèñûâàåòñÿ ñëåâà îò àðãóìåíòà, è èç îïðåäåëå-
íèÿ ñóïåðïîçèöèè στ(i) = σ(τ(i)) ñëåäóåò, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè óìíîæå-
íèÿ (ñóïåðïîçèöèè) äâóõ ïîäñòàíîâîê íàäî íà÷èíàòü ñ àðãóìåíòà, íàõî-
äÿùåãîñÿ â âåðõíåé ñòðîêå ñàìîé ïðàâîé ïîäñòàíîâêè, è äâèãàòüñÿ ñïðàâà
íàëåâî. Ýòî ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:(

. . . τ(i) . . .

. . . σ(τ(i)) . . .

)(
. . . i . . .

. . . τ(i) . . .

)
=

(
. . . i . . .

. . . σ(τ(i)) . . .

)

Íàïðèìåð, (
1 2 3 4 5

3 4 2 5 1

)(
1 2 3 4 5

2 5 1 3 4

)
=

(
1 2 3 4 5

4 1 3 2 5

)

Ïîäñòàíîâêó, îáðàòíóþ ê çàäàííîé ïîäñòàíîâêå σ , ìîæíî âû÷èñëèòü,
ïðîñòî ïîìåíÿâ ìåñòàìè âåðõíþþ è íèæíþþ ñòðîêè â òàáëèöå, çàäàþ-
ùåé ïîäñòàíîâêó. Íàïðèìåð, åñëè

σ =

(
1 2 3 4 5

3 4 2 5 1

)
òî σ−1 =

(
3 4 2 5 1

1 2 3 4 5

)
=

(
1 2 3 4 5

5 3 1 2 4

)
.

2.1. Äîêàçàòü, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Sn ðàâíà n! .

Íàïîìíèì, ÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ ãðóïïû G íàçûâà-
åòñÿ ïîðÿäêîì ãðóïïû è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |G| .

Ïóñòü äàíà ïîäñòàíîâêà σ ∈ Sn . Ìíîæåñòâî { i | i ∈
{1, 2, . . . , n}, σ(i) 6= i } áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì ïåðåìåùàåìûõ
ñèìâîëîâ ïîäñòàíîâêè σ , à ìíîæåñòâî { i | i ∈ {1, 2, . . . , n}, σ(i) = i } �
ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ ñèìâîëîâ ïîäñòàíîâêè σ .
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2.2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè σ, τ ∈ Sn , è ìíîæåñòâà ïåðåìåùàåìûõ ñèìâî-
ëîâ ó σ è τ íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî στ = τσ .

Îïðåäåëèì ïîäñòàíîâêè ñïåöèàëüíîãî âèäà, íàçûâàåìûå öèêëàìè.
Ïóñòü äàíî ïîäìíîæåñòâî {i1, i2, . . . , ik} ⊆ {1, 2, . . . , n} . Ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå σ , òàêîå, ÷òî σ(i1) = i2 , σ(i2) = i3 , . . . , σ(ik−1) = ik ,
σ(ik) = i1 , à äëÿ j 6∈ {i1, i2, . . . , ik} ïîëîæèì σ(j) = j . Ëåãêî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå áèåêòèâíî, òî åñòü σ ∈ Sn . Ïîäñòàíîâêà σ

íàçûâàåòñÿ öèêëîì äëèíû k è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç (i1, i2, . . . , ik) . Ïîðÿäîê
ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ i1, i2, . . . , ik â çàïèñè öèêëà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí-
íûì. Öèêëû äëèíû 2 ïðèíÿòî òàêæå íàçûâàòü òðàíñïîçèöèÿìè. Ëåãêî
óáåäèòüñÿ, ÷òî (i, j) = (j, i) = (i, j)−1 . Ïåðåìåùàåìûå ñèìâîëû öèêëà
(i1, i2, . . . , ik) � ýòî ìíîæåñòâî {i1, . . . , ik} .

2.3. Ïóñòü σ = (i1, i2, . . . , ik) , τ = (j1, j2, . . . , jm) . Äîêàçàòü, ÷òî στ =

τσ òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè {i1, i2, . . . , ik} ∩ {j1, j2, . . . , jm} = ∅ .

Öèêëû ñ îïèñàííûìè â ýòîé çàäà÷å ñâîéñòâàìè íàçûâàþòñÿ íåçà-
âèñèìûìè. Çàïèñü öèêëà â âèäå (i1, i2, . . . , ik) íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷-
íîé. Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ öèêëà êàê îòîáðàæåíèÿ, íåòðóäíî óáåäèòü-
ñÿ, ÷òî (i1, i2, . . . , ik) = (i2, i3, . . . , ik, i1) = (i3, i4, . . . , ik, i1, i2) = . . . =

(ik, i1, i2, . . . , ik−1) .

2.4. Äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî öèêëîâ äëèíû k â ãðóïïå Sn ðàâíî
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k
.

Òåîðåìà 2.1. Êàæäóþ ïîäñòàíîâêó σ ∈ Sn ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-
äå ïðîèçâåäåíèÿ ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ öèêëîâ σ = σ1σ2 . . . σr . Ìíîæå-
ñòâî öèêëîâ {σ1, . . . , σr} îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïîäñòàíîâêå σ îäíîçíà÷íî.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè èìååòñÿ âòîðîé ñïîñîá çàïèñè σ â âèäå ïðîèç-
âåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ σ = σ′1σ

′
2 . . . σ

′
d , òî r = d è {σ1, . . . , σr} =

{σ′1, . . . , σ′r}
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Êðàòêîå äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíî ðàçëîæåíèå ïîäñòàíîâêè σ â
ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ: σ = σ1σ2 . . . σr . Ïóñòü Xj � ìíîæå-
ñòâî ïåðåìåùàåìûõ ñèìâîëîâ öèêëà σj , j = 1, . . . , r . Ïî îïðåäåëåíèþ
íåçàâèñèìûõ öèêëîâ, ïðè j 6= t ìíîæåñòâà Xj è Xt íå ïåðåñåêàþò-
ñÿ. Ìíîæåñòâî ïåðåìåùàåìûõ ñèìâîëîâ σ � ýòî X1 ∪ X2 ∪ . . . ∪ Xr .
Åñëè i ∈ Xj , òî σ(i) = σj(i) . Èíûìè ñëîâàìè, îòîáðàæåíèå σj íà
ïîäìíîæåñòâå Xj ñîâïàäàåò ñ σ , à âíå ýòîãî ìíîæåñòâà äåéñòâóåò òîæ-
äåñòâåííî. Åñëè Xj = {i1, i2, . . . , ik} è σj = (i1, i2, . . . , ik) , òî i2 = σ(i1) ,
i2 = σ(i2) = σ(σ(i1)) = σ2(i1) , i3 = σ(σ(σ(i1))) = σ3(i1) , . . . , ik = σk−1(i1) ,
i1 = σk(i1) . Ïðè ýòîì âûáîð i1 ∈ Xj ïî ñóòè, ïðîèçâîëåí, òàê êàê
(i1, i2, . . . , ik) = (i2, i3, . . . , ik, i1) = (i3, i4, . . . , ik, i1, i2) = . . . . Èç âñåãî
ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ìíîæåñòâà X1 , . . . , Xr , è ñàìè öèêëû
σ1 , . . . , σr îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïîäñòàíîâêå σ îäíîçíà÷íî.

Èñõîäÿ èç ýòîãî íàáëþäåíèÿ, ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâà X1 , . . . ,
Xr è öèêëû σ1, . . . , sr äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäñòàíîâêè ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî ïåðåìåùàåìûõ ñèìâîëîâ σ . Âûáåðåì êàêîé-
íèáóäü àðãóìåíò i ∈ X , è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü i , σ(i) , σ2(i) ,
σ3(i) , . . . . Òàê êàê ìíîæåñòâî àðãóìåíòîâ {1, 2, . . . , n} êîíå÷íî, òî äëÿ
íåêîòîðûõ m < q ïîëó÷èì σm(i) = σq(i) . Òàê êàê îòîáðàæåíèå σ áè-
åêòèâíî, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî σq−m(i) = i . Ïóñòü k > 1 � íàèìåíüøåå
÷èñëî ñî ñâîéñòâîì σk(i) = i . Ïîëîæèì X1 = {i, σ(i), . . . , σk−1(i)} (òàê
êàê âûáðàíî k ñî ñâîéñòâîì ìèíèìàëüíîñòè, òî âñå ýòè ýëåìåíòû ðàçëè÷-
íû), è σ1 = (i, σ(i), . . . , σk−1(i)) . Î÷åâèäíî, ÷òî σ(t) = σ1(t) äëÿ êàæäîãî
t ∈ X1 . Âûáåðåì äàëåå ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì d ∈ X \X1 , è ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü d, σ(d), σ2(d), σ3(d), . . . . Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áû-
ëî ñäåëàíî âûøå, óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíà êîíå÷íà, è ÷òî ìîæíî âûáðàòü p
òàê, ÷òî σp(d) = d è p � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî, îáëàäàþùåå ýòèì ñâîé-
ñòâîì. Ïîëîæèì X2 = {d, σ(d), . . . , σp−1(d)} , σ2 = (d, σ(d), . . . , σp−1(d)) .
Ñíîâà ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî σ(t) = σ2(t) äëÿ t ∈ X2 . Ïðîâåðèì,
÷òî X1 ∩ X2 = ∅ . Â ñàìîì äåëå, åñëè áû, íàïðèìåð, σm(d) = σq(i) ïðè
m ≤ q , òî d = σq−m(i) ∈ X1 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó d . Åñëè æå
m > q , òî i = σm−q(d) . Âñïîìèíàÿ, ÷òî σp(d) = d , âûáåðåì ÷èñëî v

òàê, ÷òî v + m− q = pl , è ïðèìåíèì ê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿì ðàâåíñòâà
i = σm−q(d) ïîäñòàíîâêó σv . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì d = σv(i) � ñíîâà ïðî-
òèâîðå÷èå. Èòàê, σ1 è σ2 � íåçàâèñèìûå öèêëû. Ïóñòü óæå ïîñòðîåíû
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íåçàâèñèìûå öèêëû σ1, . . . , σj−1 ñ ìíîæåñòâàìè ïåðåìåùàåìûõ ñèìâîëîâ
X1 , . . . , Xj−1 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì X1, . . . , Xj−1 ⊆ X , è σ(t) = σl(t)

äëÿ ëþáîãî 1 ≤ l ≤ j − 1 è âñåõ t ∈ Xl . Ïóñòü σ′ = σ1 . . . σj−1 . Òîãäà
σ(t) = σ′(t) ïðè t ∈ X ′ = X1 ∪ . . . ∪ Xj−1 . Åñëè X = X ′ , òî ðàçëîæå-
íèå σ â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ ïîëó÷åíî. Åñëè æå ñóùåñòâóåò
w ∈ X \X ′ , òî ìîæíî ïîâòîðèòü îïèñàííîå âûøå ïîñòðîåíèå, è ïîëó÷èòü
öèêë σj = (w, σ(w), σ2(w), . . .) ñ ìíîæåñòâîì ïåðåìåùàåìûõ ñèìâîëîâ
Xj = {w, σ(w), . . .} . Ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå óæå ïðîâåäåííûì, ïîêà-
çûâàþò, ÷òî σ(t) = σj(t) ïðè t ∈ Xj , è Xj ∩X ′ = ∅ . Òàêèì îáðàçîì, öèêë
σj íåçàâèñèì îò öèêëîâ σ1, . . . , σj−1 . Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ äî ïîëíîãî
èñ÷åðïàíèÿ ìíîæåñòâà X , ïîëó÷èì íåçàâèñèìûå öèêëû σ1, . . . , σr , òàêèå,
÷òî σ è σ1 . . . σr ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà êàæäîì àðãóìåíòå.
�

Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû ñîäåðæèòñÿ è àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ
ïîäñòàíîâîê â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ. Ðàññìîòðèì ïðèìåð.

Ïðèìåð 2.1. Ïóñòü äàíà ïîäñòàíîâêà

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

3 4 5 2 10 8 12 11 9 1 6 7

)
.

Ñëåäóÿ õîäó ðàññóæäåíèé òåîðåìû, âûáåðåì êàêîé-òî ïåðåìåùàåìûé ñèì-
âîë σ , ñêàæåì, 1 . Òîãäà σ(1) = 3 , σ(3) = 5 , σ(5) = 10 , σ(10) = 1 . Íà
ýòîì ïîñòðîåíèå ïåðâîãî öèêëà çàêîí÷åíî. Ýòîò öèêë � (1, 3, 5, 10) . Åãî
ïåðåìåùàåìûå ñèìâîëû � ìíîæåñòâî {1, 3, 5, 10} . Äàëåå âûáèðàåì ëþáîé
ïåðåìåùàåìûé ñèìâîë σ , íå ïðèíàäëåæàùèé ýòîìó ìíîæåñòâó, íàïðèìåð
6 . Ïîëó÷èì σ(6) = 8 , σ(8) = 11 , σ(11) = 6 . Èòàê, âòîðîé öèêë â íàøåì
ðàçëîæåíèè � (6, 8, 11) . Ñëåäóþùèé ïåðåìåùàåìûé ñèìâîë σ íàäî âû-
áèðàòü âíå ìíîæåñòâà {1, 3, 5, 10}∪{6, 8, 11} . Ïóñòü ýòî ýëåìåíò 2 . Òîãäà
σ(2) = 4 , σ(4) = 2 . Ïîëó÷àåì öèêë (2, 4) . Íàêîíåö, âîçüìåì ýëåìåíò 7 ,
íå ÿâëÿþùèéñÿ ïåðåìåùàåìûì ñèìâîëîì íè â îäíîì èç óæå ïîñòðîåííûõ
öèêëîâ. Òîãäà σ(7) = 12 , σ(12) = 7 . Èòàê, ñëåäóþùèé öèêë � (7, 12) . Íî
áîëüøå ïåðåìåùàåìûõ ñèìâîëîâ ó σ íåò (òàê êàê σ(9) = 9 , òî ýòî íå ïåðå-
ìåùàåìûé ñèìâîë), ïîýòîìó íàéäåííûé öèêë (7, 12) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì.
Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

σ = (1, 3, 5, 10)(6, 8, 11)(2, 4)(7, 12).
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Íàïîìíèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � íåêîòîðàÿ ãðóïïà,
X ⊆ G . Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî X ïîðîæäàåò ãðóïïó G (èëè ÷òî
G ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì X , èëè ÷òî X åñòü ìíîæåñòâî îáðàçóþ-
ùèõ ãðóïïû G), åñëè êàæäûé ýëåìåíò èç G ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
xε1

1 x
ε2

2 . . . x
εm
m , ãäå xi ∈ X , εi = ±1 äëÿ âñåõ i , 1 ≤ i ≤ m , è m ≥ 0 .

Ñëó÷àé m = 0 ñîîòâåòñòâóåò åäèíèöå ãðóïïû G . Ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ
ìíîæåñòâîì X , îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 〈X〉 . Çíàíèå ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ
ýëåìåíòîâ ãðóïïû G ÷àñòî äàåò âåñüìà ñóùåñòâåííóþ èíôîðìàöèþ î âñåé
ãðóïïå, ïðè ýòîì ÷åì ìåíüøå ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ, òåì (êàê ïðàâèëî)
îíî óäîáíåå äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ. Ïðèâåäåííàÿ âûøå òåîðåìà óòâåðæäàåò,
÷òî ãðóïïà Sn ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ñîäåðæàùèõñÿ â ýòîé ãðóïïå
öèêëîâ. Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ îïèñûâàþòñÿ íåêîòîðûå ãîðàçäî ìåíüøèå
ìíîæåñòâà, ïîðîæäàþùèå ãðóïïû ïîäñòàíîâîê.

2.5. (i1, i2, . . . , ik) = (i1, ik)(i1, ik−1) . . . (i1, i3)(i1, i2) =

= (ik−1, ik)(ik−2, ik) . . . (i2, ik)(i1, ik)

2.6. Äîêàçàòü, ÷òî Sn ïîðîæäàåòñÿ âñåìè òðàíñïîçèöèÿìè.

2.7. (i, j) = (k, i)(k, j)(k, i)

Çäåñü i, j, k ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Àíàëîãè÷íîå ïðåäïîëîæåíèå äåéñòâóåò è
â äðóãèõ çàäà÷àõ ýòîãî ðàçäåëà: ðàçëè÷íûå áóêâû îáîçíà÷àþò ðàçëè÷íûå
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} .

2.8. (i, j)(i, k) = (i, k, j) , (i, j)(k,m) = (j, k,m)(i,m, j)

2.9. (i, j, k)2 = (i, k, j)

2.10. (i, j, k,m)2 = (i, k)(j,m)

2.11. Ïðîâåðèòü, ÷òî
(i1, i2, . . . , ik)

k = 1;

(i1, i2, . . . , ik)
−1 = (i1, i2, . . . , ik)

k−1 =

= (i1, ik, ik−1 . . . , i2) = (ik, ik−1, . . . , i2, i1) .

Â ñëåäóþùèõ äâóõ çàäà÷àõ ÷åðåç [x, y] îáîçíà÷àåòñÿ ýëåìåíò
xyx−1y−1 .
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2.12. [(i, j), (i, k)] = (i, j, k)

2.13. [(i, j, d), (i, k,m)] = (i, j, k)

Ïóñòü äàíû äâå ïîäñòàíîâêè σ, σ′ ∈ Sn . Ãîâîðÿò, ÷òî îíè èìåþò
îäèíàêîâîå öèêëè÷åñêîå ñòðîåíèå, åñëè è â è ðàçëîæåíèè σ , è â ðàçëî-
æåíèè σ′ â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ ñîäåðæèòñÿ ïî îäíîìó è
òîìó æå êîëè÷åñòâó öèêëîâ îäíîé è òîé æå äëèíû. Òàêîâû, íàïðèìåð,
ïîäñòàíîâêè

σ = (1, 2, 3, 4)(5, 6, 7)(8, 9, 10)(11, 12)(13, 14)(15, 16), è
σ′ = (16, 15, 14, 13)(12, 11, 10)(9, 8, 7)(6, 5)(4, 3)(2, 1).

2.14. Ïóñòü äàíû äâå ïîäñòàíîâêè σ è σ′ , èìåþùèå îäèíàêîâîå öèêëè-
÷åñêîå ñòðîåíèå. Ðàññìîòðèì èõ ðàçëîæåíèÿ â ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ
öèêëîâ

σ = (α1, α2, . . .)(β1, β2, . . .)(. . .), σ′ = (α′1, α
′
2, . . .)(β

′
1, β

′
2, . . .)(. . .),

ãäå ñîìíîæèòåëè óïîðÿäî÷åíû òàê, ÷òî öèêëû îäèíàêîâîé äëèíû ñî-
îòâåòñòâóþò äðóã äðóãó. Íàïðèìåð, îäèíàêîâóþ äëèíó èìåþò öèêëû
(α1, α2, . . .) è (α′1, α

′
2, . . .) , (β1, β2, . . .) è (β′1, β

′
2, . . .) , è ò.ä. Ðàññìîòðèì

ïîäñòàíîâêó
x =

(
α1 α2 . . . β1 β2 . . .

α′1 α2 . . . β1 β2 . . .

)
.

Äîêàçàòü, ÷òî σ′ = xσx−1 .

2.15. Ïóñòü α = (α1, α2, . . . , αk) , x ∈ Sn . Òîãäà α′ = xαx−1 � ñíîâà
öèêë äëèíû k . Ïðè ýòîì, åñëè

x =

(
. . . α1 α2 . . . αk . . .

. . . α′1 α
′
2 . . . α

′
k . . .

)
, òî α′ = (α′1, α

′
2, . . . , α

′
k).

2.16. Äîêàçàòü, ÷òî äâå ïîäñòàíîâêè σ è σ′ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
σ′ = xσx−1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâîå öèêëè÷åñêîå
ñòðîåíèå.
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2.17. Ïóñòü 1 ≤ i < j ≤ n , è σ = (i, i+ 1)(i+ 1, i+ 2) . . . (j − 2, j − 1) .
Ïîêàçàòü, ÷òî (i, j) = σ(j−1, j)σ−1 . Ó÷åñòü ïðè ýòîì, ÷òî â ëþáîé ãðóïïå
(xy)−1 = y−1x−1 , è ÷òî äëÿ ëþáîé òðàíñïîçèöèè (a, b) = (b, a) = (a, b)−1 .

2.18. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà Sn ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè âèäà
(i, i+ 1) .

2.19. Ðàññìîòðèì ãðóïïó S3 , è ïóñòü A = (1, 2) ∈ S3 , B = (1, 2, 3) ∈
S3 . Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïîêàçàòü, ÷òî S3 = {1, A,B,B2, AB,AB2} ,
ïðè÷åì A2 = 1 , B3 = 1 , BA = AB2 . (Â ÷àñòíîñòè, A è B ïîðîæäà-
þò ãðóïïó S3 .)

2.20. Â ãðóïïå S4 ðàññìîòðèì öèêëû R = (3, 4) , S = (1, 2, 3) ,
T = (1, 2, 3, 4) . Äîêàçàòü, ÷òî R, S è T ïîðîæäàþò ãðóïïó S4 . Ïðîâå-
ðèòü ñîîòíîøåíèÿ R2 = S3 = T 4 = 1 , RST = 1 .

2.21. Äîêàçàòü, ÷òî S4 ïîðîæäàåòñÿ öèêëàìè C = (1, 2) , D =

(1, 2, 3, 4) . Ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèÿ C2 = D4 = 1 , (CD)3 = 1 .

2.22. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà Sn ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ öèêëàìè X = (1, 2) ,
Y = (1, 2, . . . , n) .

Îïðåäåëèì äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn ÷èñëî (íàçûâàå-
ìîå çíàêîì ïîäñòàíîâêè σ ):

sgn(σ) =
∏

n≥i>j≥1

σ(i)− σ(j)

i− j .

2.23. Äîêàçàòü, ÷òî sgn(σ) = ±1 , è ÷òî åñëè

σ =

(
1 2 . . . n

i1 i2 . . . in

)
,

òî sgn(σ) = (−1)r , ãäå r åñòü êîëè÷åñòâî òðàíñïîçèöèé â óïîðÿäî÷åííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ïåðåñòàíîâêå) (i1, i2, . . . , in) , òî åñòü êîëè÷åñòâó òåõ
ïàð (is, it) , äëÿ êîòîðûõ s < t , íî is > it . Â ÷àñòíîñòè, sgn(1) = +1 (çíàê
åäèíè÷íîé ïîäñòàíîâêè ðàâåí åäèíèöå).
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2.24. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîäñòàíîâîê στ ∈ Sn èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî sgn(στ) = sgn(σ)sgn(t) .

Óêàçàíèå. Ìîæíî íà÷àòü ñ òîæäåñòâà
∏

n≥i>j≥1

σ(τ(i))− σ(τ(j))

i− j =
∏

n≥i>j≥1

σ(τ(i))− σ(τ(j))

τ(i)− τ(j)

∏
n≥i>j≥1

τ(i)− τ(j)

i− j .

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî
∏

n≥i>j≥1

σ(τ(i))− σ(τ(j))

τ(i)− τ(j)
=

∏
n≥i>j≥1

σ(i)− σ(j)

i− j .

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ: ïóñòü i > j , òîãäà ëèáî
τ(i) > τ(j) , ëèáî τ(i) < τ(j) .

Íàïîìíèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ sgn(στ) = sgn(σ)sgn(t) è sgn(1) = 1

îçíà÷àþò, ÷òî îòîáðàæåíèå sgn : Sn −→ {+1,−1} ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-
ìîì èç ãðóïïû Sn â U2 = {±1} .

2.25. Äîêàçàòü, ÷òî sgn((i, j)) = −1 äëÿ ëþáîé òðàíñïîçèöèè (i, j) .
(Óêàçàíèå: ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì òðàíñïîçèöèé âèäà (i, i + 1) .
Ïî÷åìó?)

2.26. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî öèêëà σ = (i1, i2, . . . , ik) èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî sgn(σ) = (−1)k−1 . Â ÷àñòíîñòè, åñëè k íå÷åòíî, òî sgn(σ) =

+1 .

2.27. Ïóñòü äàíî ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn â
ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ: σ = σ1 . . . σr , è ïóñòü t � êîëè÷å-
ñòâî íåïîäâèæíûõ àðãóìåíòîâ σ , òî åñòü êîëè÷åñòâî òåõ j , äëÿ êîòîðûõ
σ(j) = j . Ïîêàçàòü, ÷òî sgn(σ) = (−1)n−(r+t) .

Ïðèìåð 2.2. Âû÷èñëèì çíàê ïîäñòàíîâêè σ èç ïðèìåðà 1.1. Â ïðè-
ìåðå 1.1 áûëî íàéäåíî ðàçëîæåíèå σ â ïðîèçâåäåíèå ÷åòûðåõ íåçàâèñè-
ìûõ öèêëîâ, òàê ÷òî r = 4 . Êðîìå òîãî, îäèí ñèìâîë áûë íåïîäâèæíûì,
òî åñòü t = 1 . Íàêîíåö, n = 12 . Ñëåäîâàòåëüíî, sgn(σ) = (−1)12−(4+1) =

(−1)7 = −1 .
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2.28. Ïîëîæèì An = {σ ∈ Sn|sgn(σ) = +1} . Äîêàçàòü, ÷òî An �
ïîäãðóïïà ãðóïïû Sn , è ÷òî xσx−1 äëÿ êàæäîãî σ ∈ An è ïðîèçâîëüíîãî
x ∈ Sn . Äîêàçàòü, ÷òî An ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç òåõ ïîäñòàíîâîê, êîòîðûå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ÷åòíîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöèé.

Ïîäñòàíîâêà σ ñî ñâîéñòâîì sgn(σ) = +1 íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, à
åñëè sgn(σ) = −1 , òî íå÷åòíîé. Òàêèì îáðàçîì, öèêëû íå÷åòíîé äëèíû
îêàçûâàþòñÿ ÷åòíûìè ïîäñòàíîâêàìè, à öèêëû ÷åòíîé äëèíû � íå÷åòíû-
ìè. Ãðóïïà An íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê n-é ñòåïåíè, èëè
æå çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïîé n-é ñòåïåíè.

2.29. Çàôèêñèðóåì òðàíñïîçèöèþ (i, j) (íàïîìíèì, ÷òî ýòî íå÷åòíàÿ
ïîäñòàíîâêà). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî íå÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê Sn \ An è
îïðåäåëèì äâà îòîáðàæåíèÿ, f : An −→ Sn \ An è h : Sn \ An −→ An ,
îïðåäåëÿåìûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: f(σ) = (i, j)σ , h(τ) = (i, j)τ . Äîêà-
çàòü, ÷òî ýòè îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëåíû êîððåêòíî, ò.å. åñëè σ ∈ Sn , òî
f(σ) ∈ Sn \An , à åñëè τ ∈ Sn \An , òî h(τ) ∈ An . Äàëåå, ïðîâåðèòü, ÷òî f
è h � âçàèìíî îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ. Âûâåñòè îòñþäà, ÷òî êîëè÷åñòâî
÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê n-é ñòåïåíè ðàâíî 1

2n! , è ðàâíî êîëè÷åñòâó íå÷åòíûõ
ïîäñòàíîâîê n-é ñòåïåíè.

2.30. Íàéòè â ÿâíîì âèäå âñå ýëåìåíòû ãðóïï A3 è A4 .

Â ñëåäóþùåé ñåðèè çàäà÷ îïèñûâàþòñÿ ìíîæåñòâà îáðàçóþùèõ ýëå-
ìåíòîâ ãðóïï ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê.

2.31. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà An ïîðîæäàåòñÿ öèêëàìè äëèíû 3 (�òðîé-
íûìè öèêëàìè").

Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü çàäà÷è 2.8 è 2.28.

2.32. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n ≥ 5 ëþáûå äâà òðîéíûõ öèêëà (j1, j2, j3)

è (i1, i2, i3) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (j1, j2, j3) = x(i1, i2, i3)x
−1 , ãäå x �

÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà.

2.33. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà A4 ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè S = (1, 2, 3)

è R = (1, 2)(3, 4) . Ïðîâåðèòü, ÷òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà S3 = R2 =

(SR)3 = 1 .
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2.34. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà A5 ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè R =

(1, 2)(4, 5) è S = (1, 3, 4) . Ïðîâåðèòü , ÷òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
S3 = R2 = (RS)5 = 1 .

2.35. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè ÷åòíîì n > 3 ãðóïïà An ïîðîæäàåòñÿ ýëå-
ìåíòàìè X = (1, 2)(3, 4, . . . , n) è Y = (1, 2, 3) , à ïðè íå÷åòíîì n > 3 �
ýëåìåíòàìè Z = (3, 4, . . . , n) è Y = (1, 2, 3) .

Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðè÷íîé åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà Ei,j , âñå
ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû íóëþ, êðîìå i j -ãî, ðàâíîãî åäèíèöå. Ëþáàÿ
ìàòðèöà A ñ ýëåìåíòàìè ai j îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå A =
n∑

i,j=1
ai jEi,j . Èíûìè ñëîâàìè, ìàòðè÷íûå åäèíèöû ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì â

ïðîñòðàíñòâå âñåõ n × n-ìàòðèö. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ìàòðè÷íûõ åäèíèö
ñôîðìóëèðîâàíû â ïðèìåðå 1.10.

Ïóñòü σ ∈ Sn . Ñîïîñòàâèì ïîäñòàíîâêå σ ìàòðèöó

M(σ) =
n∑

i=1

Eσ(i),i.

Èíûìè ñëîâàìè, â i-ì ñòîëáöå ìàòðèöû M(σ) åäèíèöà íàõîäèòñÿ â ñòðîêå
ñ íîìåðîì σ(i) , âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ. Íàïðèìåð, åñëè
σ =

(
1 2 3 4

3 1 4 2

)
, òî

M(σ) =




0 1 0 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 0 1 0




M(σ) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïîäñòàíîâêè σ .

2.36. Äîêàçàòü, ÷òî M(1n) = En , M(στ) = M(σ)M(τ) , M(σ−1) =

M(σ)−1 = tM(σ) , à îòîáðàæåíèå σ 7→M(σ) èíúåêòèâíî.

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå, ñîïîñòâëÿþùåå ïîäñòàíîâêå σ ìàòðè-
öó M(σ) , ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì èç ãðóïïû Sn â ãðóïïó GLn(F ) , ãäå
â êà÷åñòâå F ìîæíî âçÿòü ëþáîå ïîëå (èëè äàæå êîëüöî, òàê êàê òðåáó-
åòñÿ òîëüêî íàëè÷èå â F íåñîâïàäàþùèõ íóëÿ è åäèíèöû). Â ñëåäóþùåé
çàäà÷å ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî F = Q � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
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2.37. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè sgn(σ) = det(M(σ)) .

3. Ñìåæíûå êëàññû, êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ, ïîðÿäêè

Òåîðåòè÷åñêîé îñíîâîé äëÿ çàäà÷ ýòîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùàÿ êîíñòðóêöèÿ. Äàíà ãðóïïà G , ìíîæåñòâî X , è îòîáðàæåíèå

G×X −→ X,

êîòîðîå ïåðåâîäèò ïàðó ýëåìåíòîâ (g, x) â ýëåìåíò gx ∈ X . Ïðè ýòîì
äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äâà ñâîéñòâà:

1) (g1g2)x = g1(g2x) äëÿ âñåõ g1, g2 ∈ G , x ∈ X ;

2) 1x = x äëÿ ëþáîãî x ∈ X . Çäåñü 1 ∈ G � åäèíèöà ãðóïïû G .

Åñëè ýòè ñâîéñòâà âûïîëíÿþòñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíî äåéñòâèå ãðóï-
ïû G íà ìíîæåñòâå X , èëè ÷òî ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå X .
Òî÷íåå, òàêèì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ëåâîå äåéñòâèå (ãðóïïà G äåéñòâóåò
ñëåâà íà ìíîæåñòâå X ). Ïðàâîå äåéñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî: çàäà-
åòñÿ îòîáðàæåíèå âèäà X ×G→ X , (x, g) 7→ xg , è äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
äâà ñâîéñòâà: x(g1g2) = (xg1)g2 è x1 = x . Ñâîéñòâà ïðàâîãî äåéñòâèÿ
ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì ëåâîãî äåéñòâèÿ, è íå íóæäàþòñÿ â îò-
äåëüíûõ äîêàçàòåëüñòâàõ. Ýòî âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, è èç ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ:

3.1. Ïóñòü çàäàíî ëåâîå äåéñòâèå G íà X . Ââåäåì îáîçíà÷åíèå xg =

g−1x . Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå X × G → X , çàäàâàåìîå ôîðìóëîé
(x, g) 7→ xg = g−1x , ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì äåéñòâèåì G íà X . Àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì ïî ïðàâîìó äåéñòâèþ ìîæíî ïîñòðîèòü ëåâîå äåéñòâèå: gx =

xg−1 . Ýòèì çàäàåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ëåâûìè è
ïðàâûìè äåéñòâèÿìè G íà X .

Âàæíî ïîìíèòü, ÷òî îïåðàöèÿ �óìíîæåíèÿ"(g, x) 7→ gx ìîæåò â
êîíêðåòíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ çàäàâàòüñÿ ñàìûìè ðàçíûìè ñïîñîáàìè è
ïî-ðàçíîìó îáîçíà÷àòüñÿ. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
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3.2. Ïóñòü Y � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, X = Y n , G = Sn . Äëÿ
g ∈ G è x = (y1, y2, . . . , yn) ïîëîæèì gx = (yg−1(1), yg−1(2), . . . , yg−1(n)) .
Äîêàçàòü, ÷òî ýòî � ëåâîå äåéñòâèå Sn íà X = Y n . Äàëåå, ïîëîæèì
xg = (yg(1), yg(2), . . . , yg(n)) . Ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà îïðåäåëÿåò ïðà-
âîå äåéñòâèå Sn íà Y n .

3.3. Äîïóñòèì, ÷òî X � ãðóïïà, à G � ïîäãðóïïà ãðóïïû X . Ïî-
êàçàòü, ÷òî óìíîæåíèå (â ãðóïïå X ) ýëåìåíòîâ G ñëåâà íà ýëåìåíòû X

îïðåäåëÿåò ëåâîå äåéñòâèå G íà X . (Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ÷òî
G äåéñòâóåò íà X ëåâûìè ñäâèãàìè.) Àíàëîãè÷íî, óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ
G ñïðàâà íà ýëåìåíòû X çàäàåò ïðàâîå äåéñòâèå G íà X � äåéñòâèå
ïðàâûìè ñäâèãàìè.

Ýëåìåíòû x è gxg−1 ïðèíÿòî íàçûâàòü ñîïðÿæåííûìè. Ñîïðÿæåí-
íûìè áóäóò òàêæå ýëåìåíòû x è g−1xg = yxy−1, y = g−1 .

3.4. Ïóñòü îïÿòü G � ïîäãðóïïà ãðóïïû X . Äëÿ g ∈ G , x ∈ X ïî-
ëîæèì gx = gxg−1 . Òåì ñàìûì îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå G × X → X ,
(g, x) 7→ gx . Ïîêàçàòü, ÷òî ýòî � ëåâîå äåéñòâèå G íà X (ãîâîðÿò, ÷òî G
äåéñòâóåò ñîïðÿæåíèÿìè íà X ). Àíàëîãè÷íî, ìîæíî îïðåäåëèòü ïðàâîå
äåéñòâèå (x, g) 7→ xg = g−1xg .

Âåðíåìñÿ íà íåêîòîðîå âðåìÿ âíîâü ê ïðîèçâîëüíîìó ëåâîìó äåé-
ñòâèþ G íà X . Ïóñòü x ∈ X . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gx ìíîæåñòâî âñåõ
ýëåìåíòîâ âèäà gx , ãäå g ïðîáåãàåò âñþ ãðóïïó G . Ýòî ìíîæåñòâî íà-
çûâàåòñÿ îðáèòîé äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå X . Ýëåìåíò x íà-
çûâàåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì îðáèòû Gx . Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îðáè-
òà ïîëíîñòüþ çàäàåòñÿ ñâîèì ïðåäñòàâèòåëåì. Â ñëåäóþùåì óïðàæíåíèè
ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà îðáèò.

3.5. 1) x ∈ Gx ;
2) åñëè y ∈ Gx , òî Gy = Gx (ïðåäñòàâèòåëåì îðáèòû ìîæåò áûòü

ëþáîé åå ýëåìåíò);
3) åñëè Gx è Gy � äâå îðáèòû, òî ëèáî Gx = Gy , ëèáî Gx è Gy

íå ïåðåñåêàþòñÿ;
4) ìíîæåñòâî X ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî

íåïåðåñåêàþùèõñÿ îðáèò.
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3.6. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîäñòàíîâêó σ ∈ Sn , è ïóñòü G = 〈σ〉 �
öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû Sn , ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì σ . Ïîëîæèì
X = {1, 2, . . . , n} , è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå G × X → X , ïîëàãàÿ σki

ðàâíûì sk(i) , ò.å. çíà÷åíèþ ïîäñòàíîâêè (îòîáðàæåíèÿ) σk íà àðãóìåíòå
i . Äîêàæèòå, ÷òî ýòî äåéñòâèå ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå X .

Ïóñòü σ = σ1 . . . σr � ðàçëîæåíèå ïîäñòàíîâêè σ â ïðîèçâåäåíèå
íåçàâèñèìûõ öèêëîâ, è ïóñòü Xj åñòü ìíîæåñòâî ïåðåìåùàåìûõ ñèìâî-
ëîâ öèêëà σj äëÿ âñåõ j = 1, . . . , r . Ïóñòü {xi1, . . . , xit} � ìíîæåñòâî
íåïîäâèæíûõ ñèìâîëîâ σ (âîçìîæíî, ïóñòîå). Ïîëîæèì Xr+1 = {xi1} ,
Xr+2 = {xi2} , . . . , Xr+t = {xit} . Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà X1 , . . . , Xr ,
Xr+1 , . . . , Xr+t ÿâëÿþòñÿ îðáèòàìè ïîñòðîåííîãî òîëüêî ÷òî äåéñòâèÿ.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ñëó÷àé, êîãäà ïîäãðóïïà G äåéñòâóåò ñäâè-
ãàìè íà ãðóïïå X . Îðáèòû ýòîãî äåéñòâèÿ íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè êëàñ-
ñàìè ãðóïïû X ïî ïîäãðóïïå G . Åñëè G äåéñòâóåò ëåâûìè ñäâèãàìè,
òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñìåæíûå êëàññû íàçûâàþòñÿ ïðàâûìè ñìåæíûìè
êëàññàìè X ïî G , à åñëè ïðàâûìè ñäâèãàìè � òî ëåâûìè ñìåæíûìè
êëàññàìè. Èòàê, ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû èìåþò âèä Gx = {gx|g ∈ G} ,
à ëåâûå � xG = {xg|g ∈ G} . Äëÿ ñìåæíûõ êëàññîâ èìåþò ìåñòî âñå
ñâîéñòâà îðáèò, ñôîðìóëèðîâàííûå â ïðåäûäóùåé çàäà÷å.

3.7. Ïóñòü X � ãðóïïà, à G � åå ïîäãðóïïà, x, y ∈ G , z, w ∈ X .

1) Gx = G (xG = G) òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè x ∈ G ;

2) Gx = Gy (xG = yG) òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè xy−1 ∈ G ( ñî-
îòâåòñòâåííî, åñëè x−1y ∈ G).

3) Îòîáðàæåíèÿ z 7→ zx è w 7→ wx−1 ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè
áèåêöèÿìè ìåæäó G è Gx . Â ÷àñòíîñòè, ðàâíû ìîùíîñòè ìíîæåñòâ
G è Gx äëÿ âñåõ x . Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè÷íûå óòâåð-
æäåíèÿ äëÿ ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ.

4) Ïóñòü Gx1, Gx2, . . . � ìíîæåñòâî âñåõ ðàçëè÷íûõ (èìåííî ðàçëè÷-
íûõ) ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ X ïî G . Òîãäà x−1

1 G, x−2
2 G, . . . �

ìíîæåñòâî âñåõ ðàçëè÷íûõ ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ X ïî G . Â
÷àñòíîñòè, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ ðàçëè÷íûõ ïðàâûõ ñìåæíûõ
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êëàññîâ X ïî G ðàâíà ìîùíîñòè ìíîæåñòâà âñåõ ðàçëè÷íûõ ëåâûõ
ñìåæíûõ êëàññîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî ìîùíîñòü |G| ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ãðóï-
ïû, à ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû G ïî åå ïîäãðóïïå H (îíî îäèíàêîâî
è äëÿ ëåâûõ, è äëÿ ïðàâûõ êëàññîâ) íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ãðóïïû G ïî
ïîäãðóïïå H , è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |G : H| . Èç ðåçóëüòàòà ïðåäûäóùåé
çàäà÷è ëåãêî âûâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.1. (Ëàãðàíæ) |G| = |G : H| · |H|, åñëè ãðóïïà G êîíå÷íà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîðÿäîê ãðóïïû äåëèòñÿ íàöåëî íà ïîðÿäîê ëþáîé
åå ïîäãðóïïû.

3.8. Ïóñòü K è H � êîíå÷íûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G , ïðè÷åì
ÍÎÄ(|K|, |H|) = 1 . Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà K ∩H = {1} .

×òîáû âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå ìíîæåñòâî âñåõ ðàçëè÷íûõ ñìåæ-
íûõ êëàññîâ ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H , ÷àñòî áûâàåò äîñòàòî÷íî íàéòè
â êàæäîì êëàññå ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ. Áóäåì ãîâîðèòü îá ýòîì ìíî-
æåñòâå êàê î ïîëíîé ñèñòåìå ïðåäñòàâèòåëåé ñìåæíûõ êëàññîâ (ïðàâûõ
èëè ëåâûõ) G ïî H , èëè (êðàòêî) êàê î ïîëíîé ñèñòåìå ïðåäñòàâèòåëåé
G ïî H .

3.9. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî K = {gi|i ∈ I} ýëåìåíòîâ ãðóïïû G

ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé ïðåäñòàâèòåëåé ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G

ïî H òîäà è òîëüêî òîãäà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ:
1) gig−1

j 6∈ H äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ gi, gj ∈ Z ;
2) äëÿ êàæäîãî g ∈ G ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû h ∈ H è gi ∈ Z òàêèå,

÷òî g = hgi (ýòî åùå ìîæíî âûðàçèòü â ôîðìå G = HK .
Äîêàçàòü, ÷òî åñëè óñëîâèÿ 1) è 2) âûïîëíÿþòñÿ, òî ïðåäñòàâëåíèå

ýëåìåíòà g ∈ G â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ g = hgi , ãäå h ∈ H , gi ∈ K , ÿâëååòñÿ
åäèíñòâåííî âîçìîæíûì.

Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ïîëíîé
ñèñòåìû ïðåäñòàâèòåëåé ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G ïî H .
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Èç ýòèõ ôàêòîâ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä. Åñëè G � ãðóïïà,
H � åå ïîäãðóïïà, è K � ïîëíàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâèòåëåé ïðàâûõ ñìåæ-
íûõ êëàññîâ G ïî H , òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó G è ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ H × K . Îíî óñòàíàâëè-
âàåòñÿ îòîáðàæåíèåì g 7→ (h, gi) , ãäå h ∈ H è gi ∈ K � ýëåìåíòû,
ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ óòâåðæäàåòñÿ â ïóíêòå 2) ïðåäûäóùåé çàäà÷è.
Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå âûãëÿäèò òàê: (h, gj) 7→ hgj . Òàêèì îáðàçîì, âû-
áîð ïîëíîé ñèñòåìû ïðåäñòàâèòåëåé K ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ â ãðóïïå
G ñâîåãî ðîäà �ñèñòåìû êîîðäèíàò": ïîäãðóïïà H èãðàåò ðîëü îäíîé êî-
îðäèíàòíîé îñè, à äðóãàÿ êîîðäèíàòíàÿ îñü � ýòî ìíîæåñòâî K .

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñëó÷àè, êîãäà ìîæíî âûáðàòü òàêóþ
ïîëíóþ ñèñòåìó ïðåäñòàâèòåëåé, êîòîðàÿ ñàìà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóï-
ïû G .
3.10. Ïóñòü äàíà ãðóïïà G è äâå åå ïîäãðóïïû H è K . Äîïóñòèì, ÷òî

âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:
1) H ∩K = {1} ;
2) G = HK .
Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî K ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé ïðåäñòà-

âèòåëåé ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G ïî H , à ìíîæåñòâî H � ïîëíîé
ñèñòåìîé ïðåäñòàâèòåëåé ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G ïî K .

Êàê íàäî èçìåíèòü ôîðìóëèðîâêó, ÷òîáû ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ?

Äîêàæèòå, ÷òî ðàâåíñòâî G = HK ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó G =

KH .
3.11. Ïóñòü äàíà êîíå÷íàÿ ãðóïïà G è äâå åå ïîäãðóïïû H è K .

Äîïóñòèì, ÷òî H ∩ K = {1} . Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà èç |G| = |K| · |H|
ñëåäóåò G = HK = HK .

Â íåêîòîðûõ äàëüíåéøèõ çàäà÷àõ ðàññìàòðèâàåìûå ãðóïïû êîììó-
òàòèâíû (ò.å. äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ab = ba).
Äëÿ êîììóòàòèâíûõ ãðóïï ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû ñîâïàäàþò ñ ëåâûìè,
ò.å. Hx = xH äëÿ âñåõ x ∈ G è ëþáîé ïîäãðóïïû H .

Îïðåäåëèì íåêîòîðûå ãðóïïû è èõ ïîäãðóïïû, êîòîðûå áóäóò âñòðå-
÷àòüñÿ äàëåå â çàäà÷àõ ýòîãî è ñëåäóþùåãî ðàçäåëîâ. Âñå ýòè ãðóïïû
êîììóòàòèâíû.
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Ïóñòü R � ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, C � ìíîæåñòâî
âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ýòî ïîëÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïû ïî ñëîæåíèþ,
íåéòðàëüíûìè ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íóëè. ×åðåç R2 , êàê îáû÷-
íî, îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî ïàð óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (r1, r2) , ãäå r1, r2 �
äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ýòî âåêòîðíîå (ëèíåéíîå) ïðîñòðàíñòâî íàä ïî-
ëåì R , êîòîðîå èçîáðàæàåòñÿ îáû÷íî êàê ïëîñêîñòü. Ëþáîå âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî (à çíà÷èò, è R2 ) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R∗ è C∗ ìíîæåñòâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â R è C .
Ýòî ãðóïïû ïî óìíîæåíèþ, íåéòðàëüíûå ýëåìåíòû â íèõ � åäèíèöû. Â R∗
ñîäåðæèòñÿ ïîäãðóïïà R+ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ïîëîæèì U = {u ∈ C | |u| = 1 } (ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,
ìîäóëü êîòîðûõ ðàâåí åäèíèöå), Un = {u ∈ C | un = 1 } (ìíîæåñòâî
êîðíåé n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû), Kn = {z ∈ C | zn ∈ R+ } . (Çàìåòèì,
÷òî îáîçíà÷åíèå Kn , â îòëè÷èå îò âñåõ îñòàëüíûõ, íå ÿâëÿåòñÿ îáùåóïî-
òðåáèòåëüíûì.)

3.12. Äîêàçàòü, ÷òî U , Un , Kn � ïîäãðóïïû ãðóïïû C∗ . Èçîáðàçèòü
íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâà U , U2 , U3 , U4 .

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ æåëàòåëüíî äàòü è àíàëèòè÷åñêîå, è ãðàôè-
÷åñêîå ðåøåíèå (â âèäå ðèñóíêà).

3.13. Íàéòè ñìåæíûå êëàññû ãðóïïû G = R2 ïî ïîäãðóïïå H =

{(r, 0)| r ∈ R } , è ïî ïîäãðóïïå K = {(0, r)| r ∈ R } . (Íàéòè ïîëíûå
ñèñòåìû ïðåäñòàâèòåëåé ñìåæíûõ êëàññîâ è îïèñàòü êëàññû öåëèêîì êàê
ìíîæåñòâà.)

3.14. Íàéòè ñìåæíûå êëàññû ãðóïïû G = C∗ ïî ïîäãðóïïå H = U , è
ïî ïîäãðóïïå K = R+ . (Íàéòè ïîëíûå ñèñòåìû ïðåäñòàâèòåëåé ñìåæíûõ
êëàññîâ è îïèñàòü êëàññû öåëèêîì êàê ìíîæåñòâà.)

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî Un ⊂ Ukn , U2 = {+1,−1} , U4 = {+1,−1,

+i,−i} , Un ⊂ Kn , R+ ⊂ Kn .

3.15. Íàéòè ÿâíûé âèä ýëåìåíòîâ Kn . Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàòü, ÷òî K2 =

R∗ . Èçîáðàçèòü ãðàôè÷åñêè K2 , K3 , K4 , K6 .
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3.16. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî {z ∈ C∗ |zn ∈ R∗ } . Äîêàçàòü, ÷òî ýòî
ãðóïïà, è ÷òî îíà ñîâïàäàåò ñ K2n .

3.17. Ïîëîæèì G = Kn , H = Un , K = R+ . Íàéòè ñìåæíûå êëàññû
G ïî H è G ïî K .

3.18. Ïóñòü G = U6 , H = U3 , K = U2 . Íàéòè ñìåæíûå êëàññû G ïî
H è G ïî K .

3.19. Ïóñòü G = U15 , H = U3 . Íàéòè ñìåæíûå êëàññû G ïî H . (Êàð-
òèíêó ìîæíî íå ðèñîâàòü.) Â ýòîé çàäà÷å óäîáíî îòâëå÷üñÿ îò êîíêðåò-
íîãî âèäà ýëåìåíòîâ U15 , à âûáðàòü êàêîé-òî x � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü
èç åäèíèöû 15-é ñòåïåíè, è òîãäà âñå ýëåìåíòû U15 � ýòî ìíîæåñòâî
{1, x, x2, x3, . . . , x14} , à ïîäãðóïïà U3 ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ {1, x5, x10}
(äîêàæèòå ýòî!). Òåïåðü áóäåò íåòðóäíî âûïèñàòü âñå ñìåæíûå êëàññû â
ÿâíîì âèäå, è ïîëíóþ ñèñòåìó ïðåäñòàâèòåëåé ñìåæíûõ êëàññîâ. Íåëü-
çÿ ëè âûáðàòü ïîëíîé ñèñòåìîé ïðåäñòàâèòåëåé êàêóþ-íèáóäü ïîäãðóïïó
ãðóïïû U15?

3.20. Ðåøèòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ G = U16 è H = U4 .

3.21. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì çàäà÷àì, ïóñòü x � ïåðâîîáðàçíûé
êîðåíü èç åäèíèöû n-é ñòåïåíè. Òîãäà Un = {1, x, x2, . . . , xn−1} . Ïóñòü
n = mk . Êàêèå ñòåïåíè ýëåìåíòà x ñîñòàâëÿþò ïîäãðóïïó Um ãðóïïû
Un? Íàéòè ñìåæíûå êëàññû Umk ïî Um ÿâíî, è êàêóþ-íèáóäü ïîëíóþ ñè-
ñòåìó ïðåäñòàâèòåëåé äëÿ ýòèõ ñìåæíûõ êëàññîâ. Êîãäà ìîæíî âûáðàòü
â êà÷åñòâå ñèñòåìû ïðåäñòàâèòåëåé ïîäãðóïïó ãðóïïû Umk ?

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà G , âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ìîæíî âûðàçèòü
â âèäå ñòåïåíåé îäíîãî ýëåìåíòà, íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, è ÷òî âñå áåñ-
êîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû èçîìîðôíû ãðóïïå (ïî ñëîæåíèþ) âñåõ
öåëûõ ÷èñåë Z , à ëþáàÿ êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n èçî-
ìîðôíà ãðóïïå Un . Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ ôàêòè÷åñêè
áûë ðàçîáðàí îáùèé ñëó÷àé êîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåñêîëüêî çàäà÷ ñ íåêîììóòàòèâíûìè ãðóïïàìè.

3.22. Ðàññìîòðèì â ãðóïïå S4 ïîäìíîæåñòâî V4 = {1, (1, 2)(3, 4) ,
(1, 3)(2, 4) , (1, 4)(2, 3)} è ïîäìíîæåñòâî K , ñîñòîÿùå èç âñåõ ïîäñòàíî-
âîê âèäà (

1 2 3 4

∗ ∗ ∗ 4

)
.
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Äîêàçàòü, ÷òî V4 è H � ïîäãðóïïû, è ÷òî H ∼= S3 . ×åìó ðàâíî ìíîæåñòâî
V4 ∩H ? Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó, íàéòè ïîëíóþ ñèñòåìó ïðåäñòà-
âèòåëåé ñìåæíûõ êëàññîâ (ïðàâûõ èëè ëåâûõ) S4 ïî V4 . Íàéòè â ÿâíîì
âèäå è ïðàâûå, è ëåâûå ñìåæíûå êëàññû S4 ïî V4 . Çàìåòèì, ÷òî â ñòàðûõ
êíèãàõ ïîäãðóïïó V4 èíîãäà íàçûâàþò �÷åòâåðíîé ãðóïïîé Êëåéíà".

Ðàññìîòðèì ìàòðèöû

a =




cos
2π

n
− sin

2π

n

sin
2π

n
cos

2π

n


 , b =

(
0 1

1 0

)
.

Ãðóïïà Dn , ïîðîæäåííàÿ ýòèìè äâóìÿ ìàòðèöàìè, íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé
äèýäðà n-é ñòåïåíè, è ñîñòîèò èç 2n ýëåìåíòîâ:

1, a, a2, . . . , an−1, b, ab, a2b, . . . , an−1b.

Çäåñü åäèíèöà îçíà÷àåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó. Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ñî-
îòíîøåíèÿ: an = b2 = 1 , ba = an−1b . Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå, ââèäó
ðàâåíñòâà a−1 = an−1 , ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèþ (ab)2 = 1 . Ïîäðîáíîå
îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî ãðóïïà Dn óñòðîåíà èìåííî òàêèì îáðàçîì, ìîæíî
íàéòè â êíèãå [24] íà ñ. 319 � 320.

3.23. Ðàññìîòðèì â Dn ïîäìíîæåñòâî H = {1, b} . Äîêàçàòü, ÷òî ýòî
ïîäãðóïïà, è íàéòè â ÿâíîì âèäå ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû Dn ïî
H . Ñóùåñòâóåò ëè ïîäãðóïïà K ñî ñâîéñòâàìè H∩K = {1} è HK = Dn?

Ëåììà 3.1. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Òîãäà ýêâèâàëåíòíû
ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ:

1) xH = Hx äëÿ êàæäîãî x ∈ G;

2) xHx−1 = H äëÿ ëþáîãî x ∈ G;

3) xHx−1 ⊆ H äëÿ ëþáîãî x ∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà óìíîæåíèÿ ïîäìíî-
æåñòâ ãðóïïû, îïèñàííûå â ïðèìåðå 1.5. Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóåòñÿ àñ-
ñîöèàòèâíîñòü ýòîãî óìíîæåíèÿ. Äîïóñòèì, ÷òî xH = Hx äëÿ êàæ-
äîãî x ∈ G . Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñïðàâà íà x−1 , è
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ïîëó÷èì ðàâåíñòâî xHx−1 = H . Î÷åâèäíî, ÷òî èç óñëîâèÿ 2) ñëåäóåò
óñëîâèå 3). Ïîêàæåì, ÷òî èç 3) ñëåäóåò 2). Çäåñü íåîáõîäèìî óáåäèòü-
ñÿ, ÷òî åñëè xHx−1 ⊆ H äëÿ âñåõ x , òî H ⊆ xHx−1 . Çäåñü êëþ÷åâóþ
ðîëü èãðàåò óñëîâèå �äëÿ âñåõ x". �Äëÿ âñåõ x ∈ G� îçíà÷àåò, ÷òî â
òîì ÷èñëå è äëÿ x−1 . Çàìåíÿÿ x íà x−1 , ïîëó÷àåì, ÷òî èç 3) ñëåäóåò
x−1H(x−1)−1 = x−1Hx ⊆ H . Óìíîæàÿ ñëåâà íà x , à ñïðàâà íà x−1 , ïîëó-
÷èì òðåáóåìîå âêëþ÷åíèå H ⊆ xHx−1 . Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî èç óñëîâèÿ
2) ñëåäóåò óñëîâèå 1). È ñíîâà áåðåì ðàâåíñòâî xHx−1 = H , è óìíîæàåì
åãî ñïðàâà íà x . Ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî xH = Hx . �

Ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ
ëþáîå èç ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé 1), 2), 3) ýòîé ëåììû. Ëþáàÿ ïîäãðóïïà
êîììóòàòèâíîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé.

3.24. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé,
x, y ∈ G , è xy ∈ H , òî è yx ∈ H.

3.25. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïà V4 ãðóïïû S4 ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé, à
ïîäãðóïïà H (èç òîé æå çàäà÷è, ãäå áûëà ââåäåíà V4 ) íîðìàëüíîé íå
ÿâëÿåòñÿ.

3.26. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ ïîäãðóïïà H ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî |G :

H| = 2 , ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ n èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî |Sn : An| = 2 , òàê ÷òî âñå çíàêîïåðåìåííûå ïîäãðóïïû íîð-
ìàëüíû.

3.27. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G , à K
� ïðîèçâîëüíàÿ ïîäãðóïïà, òî HK = KH , è ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé ãðóïïû G .

3.28. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè H è K � íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G ,
è K ∩H = {1} , òî xy = yx äëÿ ëþáûõ x ∈ K è y ∈ H .

3.29. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè H è K � íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ãðóïïû G ,
òî íîðìàëüíûìè ïîäãðóïïàìè áóäóò òàêæå H ∩K è HK . Äîêàçàòü, ÷òî
ïåðåñå÷åíèå ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï òàêæå áóäåò
íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé.
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3.30. Äîêàçàòü, ÷òî óíèòðåóãîëüíàÿ ãðóïïà UTn(F ) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëü-
íîé ïîäãðóïïîé òðåóãîëüíîé ãðóïïû Tn(F ) (îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ãðóïï ñì.
â ðàçäåëå 1).

3.31. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïû UTmn (F ) ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè ïîäãðóï-
ïàìè òðåóãîëüíîé ãðóïïû Tn(F ) (îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ãðóïï ñì. â ðàçäåëå
1).

3.32. Â ïðîèçâîëüíîé ãðóïïå G ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî C(G) = {x ∈
G | xg = gx äëÿ âñåõ g ∈ G } . Äîêàçàòü, ÷òî C(G) � íîðìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà ãðóïïû G .

Ïîäãðóïïà C(G) íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ãðóïïû G . Ãðóïïà G êîì-
ìóòàòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè C(G) = G .

3.33. Äîêàçàòü, ÷òî C(Sn) = {1} .

3.34. Ðàññìîòðèì ãðóïïó GLn(F ) âñåõ êâàäðàòíûõ íåâûðîæäåííûõ
n×n-ìàòðèö íàä ïîëåì F . Äîêàçàòü, ÷òî öåíòð GLn(F ) ñîñòîèò èç âñåõ
ñêàëÿðíûõ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö, ò.å. èç ìàòðèö, âñå äèàãîíàëüíûå êîì-
ïîíåíòû êîòîðûõ ðàâíû îäíîìó è òîìó æå íåíóëåâîìó ýëåìåíòó F , à
íåäèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû ðàâíû íóëþ.

3.35. Ðàññìîòðèì ãðóïïó Q8 (íàçûâàåìóþ ãðóïïîé êâàòåðíèîíîâ), ñî-
ñòîÿùóþ èç ýëåìåíòîâ 1, a, a2, a3, b, ab, a2b, a3b . Ïðè ýòîì äîëæíû áûòü
âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ: a4 = 1 , a2 = b2 , ba = a2b . Ïîêàçàòü, ÷òî öåíòð
Q8 ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ 1 è a2 = b2 .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ãðóïïó G , è åå ïîäìíîæåñòâî X . Ïîëî-
æèì X̄ = {gxg−1|x ∈ X, g ∈ G} , è ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó 〈X̄〉 , ïîðîæ-
äåííóþ ìíîæåñòâîì X̄ .

3.36. Äîêàçàòü, ÷òî 〈X̄〉 � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G .

3.37. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè H � êàêàÿ-íèáóäü ïîäãðóïïà ãðóïïû G , è
X ⊆ H , òî 〈X̄〉 ⊆ H . Âûâåñòè îòñþäà, ÷òî 〈X̄〉 ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì
âñåõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G , ñîäåðæàùèõ ïîäìíîæåñòâî X .
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Áóäåì íàçûâàòü 〈X̄〉 íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, ïîðîæ-
äåííîé ìíîæåñòâîì X . Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå íîðìàëüíóþ ïîäãðóï-
ïó ãðóïïû G , ïîðîæäåííóþ âñåìè êîììóòàòîðàìè, òî åñòü ýëåìåíòàìè
[x, y] = xyx−1y−1 . Ýòà íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [G,G] ,
è íàçûâàåòñÿ êîììóòàíòîì ãðóïïû G . Òàê êàê [x, y] = 1 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, åñëè xy = yx , òî â êîììóòàòèâíûõ ãðóïïàõ êîììóòàíò òðèâèàëåí:
ýòî ïîäãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî åäèíè÷íîãî (íåéòðàëüíîãî) ýëåìåíòà.

3.38. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ âñåìè êîììóòàòîðàìè,
ñîâïàäàåò ñ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé, ïîðîæåííîé âñåìè êîììóòàòîðàìè,
ò.å. ñ êîììóòàíòîì.

Óêàçàíèå. Ïðîâåðèòü òîæäåñòâî g[x, y]g−1 = [gxg−1, gyg−1] , è èñ-
ïîëüçîâàòü åãî.

3.39. Ïðîâåðèòü òîæäåñòâî [x, y]−1 = [y, x] . Äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ åãî,
÷òî ýëåìåíòû êîììóòàíòà � ýòî âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ êîììóòàòî-
ðîâ:

[x1, y1][x2, y2] . . . [xn, yn], n ≥ 0.

3.40. Ïðîâåðèòü, ÷òî [S2, S2] = 1 , [A3, A3] = 1 .

3.41. Äîêàçàòü, ÷òî [Sn, Sn] = An äëÿ âñåõ n .

3.42. Äîêàçàòü, ÷òî [A4, A4] = V4 . Íàïîìíèì, ÷òî

V4 = {1, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)}

3.43. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n ≥ 5 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî [An, An] = An .

3.44. Ïóñòü F åñòü îäíî èç ïîëåé Q,R,C . Äîêàçàòü, ÷òî

[GLn(F ), GLn(F )] = SLn(F )

äëÿ âñåõ n ≥ 1 .

3.45. Ïóñòü F åñòü îäíî èç ïîëåé Q,R,C . Äîêàçàòü, ÷òî

[SLn(F ), SLn(F )] = SLn(F )

äëÿ âñåõ n ≥ 1 .
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3.46. Ïóñòü ñíîâà F åñòü îäíî èç ïîëåé Q,R,C . Äîêàçàòü, ÷òî
[Tn(F ), Tn(F )] = UTn(F ) äëÿ âñåõ n ≥ 1 .

3.47. Ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ïîëÿ F äîêàçàòü, ÷òî
[UT rn(F ), UT sn(F )] = UT r+sn (F ) äëÿ âñåõ n,m, r, s .

3.48. Íàéòè êîììóòàíò ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ Q8 .

Ðàññìîòðèì äàëåå ïîäðîáíî äåéñòâèå ãðóïïû G íà ñàìîé ñåáå ñîïðÿ-
æåíèÿìè. Îðáèòà ýëåìåíòà x â ýòîì ñëó÷àå åñòü ìíîæåñòâî {gxg−1 | g ∈
G . Ýòè îðáèòû íàçûâàþòñÿ êëàññàìè ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû
G . Êàê ñëåäóåò èç îáùèõ ñâîéñòâ îðáèò, ëþáûå äâà êëàññ ñîïðÿæåííûõ
ýëåìåíòîâ ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò. Åñëè G êîíå÷íà, òî
èçâåñòíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â êàæäîì êëàññå ñîïðÿæåííûõ ýëå-
ìåíòîâ äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû (ýòî áóäåò äîêàçàíî â ðàçäåëå 5). Åñëè
ãðóïïà êîììóòàòèâíà, òî êàæäûé êëàññ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ñîñòî-
èò èç îäíîãî ýëåìåíòà. Êàê óæå ôàêòè÷åñêè èçâåñòíî (ñì. ðàçäåë 2), â
ãðóïïàõ Sn êëàññàìè ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ïîä-
ñòàíîâîê, èìåþùèõ îäèíàêîâîå öèêëè÷åñêîå ñòðîåíèå. Íà ïåðâîì êóðñå
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ãðóïïå GLn(C) äâå ìàòðèöû A è B ïðèíàäëåæàò
îäíîìó êëàññó ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ (ò.å. B = XAX−1 ) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, åñëè A è B èìåþò îäíó è òó æå æîðäàíîâó íîðìàëüíóþ ôîðìó
(îäèí è òîò æå íàáîð æîðäàíàîâûõ êëåòîê). Èç ýòèõ ïðèìåðîâ âèäíî, ÷òî
êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû ñîäåðæàò ýëåìåíòû, îáëàäàþùèå
íåêîòîðûìè îáùèìè ñâîéñòâàìè.

3.49. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïà H ãðóïïû G íîðìàëüíà òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, åñëè ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåñêîëüêèõ êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ
ýëåìåíòîâ. Åñëè H ñîñòîèò èç áîëåå ÷åì îäíîãî ýëåìåíòà, òî â ýòîì îáú-
åäèíåíèè íå ìåíåå äâóõ êëàññîâ (ïî÷åìó?).

3.50. Äîêàçàòü, ÷òî öåíòð C(G) ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
âñåõ òåõ êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ñîñòîÿò â òî÷íîñòè èç
îäíîãî ýëåìåíòà.

3.51. Íàéòè â ÿâíîì âèäå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû êâà-
òåðíèîíîâ Q8 .
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3.52. Óñòàíîâèòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè ãðóïïû
äèýäðà Dn :

(akb)ar(akb)−1 = a−r = an−r, bar = an−rb,
(akb)b(akb)−1 = a2kb, (akb)ab(akb)−1 = a2k−1b.

3.53. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n = 2m êëàññàìè ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ Dn

ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà:

{1}, {am}, {ak, a2m−k}, 1 ≤ k ≤ m− 1,

{b, a2b, a4b, . . . , a2m−2b}, {ab, a3b, a5b, . . . , a2m−1b}.
3.54. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n = 2m+ 1 êëàññàìè ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ

Dn ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà:

{1}, {ak, a2m+1−k}, 1 ≤ k ≤ m,

{b, ab, a2b, a3b, a4b, . . . , a2m−1b, a2mb}.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî öåíòð D2m � ýòî ïîäãðóïïà
{1, am} , à öåíòð D2m+1 ñîñòîèò òîëüêî èç åäèíèöû.

3.55. Íàéòè ÿâíî ñìåæíûå êëàññû ãðóïïû D2m ïî åå öåíòðó H =

{1, am} .

3.56. Âû÷èñëèòü êîììóòàíò [Dn, Dn] ãðóïïû äèýäðà.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîðÿäîê ýëåìåíòà g ãðóïïû G � ýòî íàèìåíüøåå öå-
ëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî n , òàêîå, ÷òî xn = 1 . Åñëè òàêîãî n > 0 íàéòè
íåëüçÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîðÿäîê g áåñêîíå÷åí. Ïîðÿäîê íåéòðàëüíîãî ýëå-
ìåíòà ãðóïïû ðàâåí åäèíèöå. Â êîíå÷íîé ãðóïïå ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ
êîíå÷íû. Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ïî-
ðÿäêà. Íàçâàíèå �ïîðÿäîê"ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî ÷èñëî n ðàâíî ïîðÿäêó
ïîäãðóïïû 〈g〉 , ïîðîæäåííîé ýëåìåíòîì g : 〈g〉 = {1, g, g2, . . . , gn−1} .

Ëåììà 3.2. 1) Åñëè n � ïîðÿäîê g , è gm = 1, òî m äåëèòñÿ íà n
áåç îñòàòêà. Åñëè gk = gl , òî k − l äåëèòñÿ íà n.

2) Åñëè ýëåìåíò g èìååò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê, òî èç gk = gl ñëåäóåò
k = l .
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Èç òåîðåìû Ëàãðàíæà ñëåäóåò ïðîñòîå, íî âàæíîå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 3.2. Â êîíå÷íîé ãðóïïå G ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà äåëèò ïî-
ðÿäîê ãðóïïû. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîãî g ∈ G èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
g|G| = 1.

3.57. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîðÿäîê g ∈ G ðàâåí mk , òî ïîðÿäîê gk

ðàâåí m .

3.58. Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ïîðÿäîê g ðàâåí n , òî ïîðÿäîê gk ðàâåí
n

ÍÎÄ(n, k)
.

3.59. Ïóñòü x, y � ýëåìåíòû ãðóïïû G òàêèå, ÷òî xy = yx , è ïóñòü
n � ïîðÿäîê x , à m � ïîðÿäîê y . Äîêàçàòü, ÷òî åñëè n è m âçàèìíî
ïðîñòû (ò.å. ÍÎÄ(n,m) = 1), òî ïîðÿäîê ýëåìåíòà xy ðàâåí nm .

3.60. Ïîêàçàòü, ÷òî ïîðÿäîê ýëåìåíòà g ðàâåí ïîðÿäêó ýëåìåíòà
xgx−1 .

3.61. Ïîêàçàòü, ÷òî ïîðÿäîê xy ðàâåí ïîðÿäêó yx .

3.62. Ïîêàçàòü, ÷òî îäèí è òîò æå ïîðÿäîê èìåþò ýëåìåíòû xyz , zxy
è yzx .

3.63. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîðÿäîê êàæäîãî íååäèíè÷íîãî ýëåìåíòà
ãðóïïû ðàâåí äâóì, òî ãðóïïà êîììóòàòèâíà.

3.64. ×åìó ðàâíû ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ akb â ãðóïïå äèýäðà Dn?

3.65. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïû Q8 è D4 íå èçîìîðôíû. (Íà ïåðâûé
âçãëÿä, ýòà çàäà÷à íèêàê íå ñâÿçàíà ñ òåìîé ïîðÿäêîâ. Îäíàêî íàèáî-
ëåå ïðîñòîå ðåøåíèå îñíîâàíî íà òîì, ÷òî ó èçîìîðôíûõ ãðóïï äîëæíî
áûòü îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ îäíèõ è òåõ æå ïîðÿäêîâ. Îñòà-
åòñÿ ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2 â ãðóïïàõ Q8 è D4 , è
ñäåëàòü âûâîäû.)
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3.66. Åñëè G � íåêîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà èç 6 ýëåìåíòîâ, òî G ∼= S3 .
( Óêàçàíèå: ðàñìîòðåòü â G ýëåìåíòû ïîðÿäêîâ 2 è 3. Ïî÷åìó îáÿçàòåëü-
íî äîëæíû ñóùåñòâîâàòü ýëåìåíòû òàêèõ ïîðÿäêîâ? Êàêèå ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó íèìè îáÿçàòåëüíî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ?)

3.67. Ïóñòü äëÿ σ ∈ Sn èçâåñòíî ðàçëîæåíèå σ â ïðîèçâåäåíèå íåçàâè-
ñèìûõ öèêëîâ σ = σ1σ2 . . . σm , è ïóñòü äëÿ âñåõ i , 1 ≤ m äëèíà öèêëà σi
ðàâíà ki . Äîêàçàòü, ÷òî ïîðÿäîê σ ðàâåí íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó
÷èñåë k1, . . . , km .

Â ñëåäóþùåé ñåðèè çàäàíèé äàíû ãðóïïû èç 16 ýëåìåíòîâ, óêàçà-
íû ïîðîæäàþùèå èõ ýëåìåíòû, è âûïèñàíî ÿâíîå çàäàíèå âñåõ îñòàëüíûõ
ýëåìåíòîâ â âèäå ïðîèçâåäåíèé ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ. Óêàçàíû òàê-
æå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ
ìîæíî âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèÿ è îáðàòíûå ýëåìåíòû äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ
ãðóïïû.

3.68. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, S, S2, S3, S4, S5, S6, S7, T, ST, S2T, S3T, S4T, S5T, S6T, S7T,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

S8 = T 2 = 1, TS = S3T.

1) Íàéòè â ÿâíîì âèäå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G .
2) Íàéòè öåíòð G .
3) Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà X = ST .
4) Íàéòè ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî H = 〈X〉 .
5) Íàéòè êîììóòàíò [G,G] .

3.69. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, S, S2, S3, S4, S5, S6, S7, T, ST, S2T, S3T, S4T, S5T, S6T, S7T,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

S8 = T 2 = 1, TS = S5T.

1) Íàéòè â ÿâíîì âèäå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G .
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2) Íàéòè öåíòð G .
3) Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà X = S2T

4) Íàéòè ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî H = 〈X〉 .
5) Íàéòè êîììóòàíò [G,G] .

3.70. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, S, S2, S3, T, T 2, T 3, TS, TS2, TS3, T 2S, T 2S2, T 2S3, T 3S, T 3S2, T 3S3,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

S4 = T 4 = 1, ST = TS3.

1) Íàéòè â ÿâíîì âèäå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G .
2) Íàéòè öåíòð G .
3) Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà X = TS .
4) Íàéòè ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî H = 〈X〉 .
5) Íàéòè êîììóòàíò [G,G] .

3.71. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, R,R2, R3, S, S2, S3, SR, SR2, SR3, S2R,S2R2, S2R3, S3R,S3R2, S3R3,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

R4 = S4 = 1, RS = S3R3, R3S = S3R.

1) Íàéòè â ÿâíîì âèäå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G .
2) Íàéòè öåíòð G .
3) Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà X = SR2 .
4) Íàéòè ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî H = 〈X〉 .
5) Íàéòè êîììóòàíò [G,G] .

3.72. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, R, S, T,RS,RT, TR, SR, ST, TS,A,A2, A3, B, C,D,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

R2 = S2 = T 2 = 1, RST = TRS = STR, (RST )4 = 1,

TRT = SRS,RTR = STS, TST = RSR,

A = RST,B = TRT,C = RTR,D = TST.

49



1) Íàéòè â ÿâíîì âèäå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G .
2) Íàéòè öåíòð G .
3) Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà X = RS .
4) Íàéòè ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî H = 〈X〉 .
5) Íàéòè êîììóòàíò [G,G] .

Óêàçàíèå: äîêàçàòü ïðåäâàðèòåëüíî, ÷òî AR = RA , AS = SA , AT = TA .

3.73. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, S, S2, S3, S4, S5, S6, S7, T, ST, S2T, S3T, S4T, S5T, S6T, S7T,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

S8 = T 4 = 1, S4 = T 2, TS = S7T, ST = TS7.

1) Íàéòè â ÿâíîì âèäå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G .
2) Íàéòè öåíòð G .
3) Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà X = ST .
4) Íàéòè ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî H = 〈X〉 .
5) Íàéòè êîììóòàíò [G,G] .

3.74. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, S, S2, S3, S4, S5, S6, S7, X, SX, S2X,S3X,S4X,S5X,S6X,S7X,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

S8 = X4 = 1, S4 = X2, XS = S3X.

1) Íàéòè â ÿâíîì âèäå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G .
2) Íàéòè öåíòð G .
3) Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà Y = S2X .
4) Íàéòè ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî H = 〈Y 〉 .
5) Íàéòè êîììóòàíò [G,G] .

3.75. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, S, S2, S3, S4, S5, S6, S7, X, SX, S2X,S3X,S4X,S5X,S6X = X3, S7X,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

S8 = X8 = 1, X2 = S6, X4 = S4, X6 = S2, XS = S5X.
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1) Íàéòè â ÿâíîì âèäå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G .
2) Íàéòè öåíòð G .
3) Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà Y = SX .
4) Íàéòè ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî H = 〈Y 〉 .
5) Íàéòè êîììóòàíò [G,G] .

3.76. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, X, Y, Z,XY,XZ, Y Z, (Y Z)2, (Y Z)3,

Y ZY, ZY Z,XY Z,XZY,XY ZY,XZY Z,X(Y Z)2,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

X2 = Y 2 = Z2 = 1, XY = Y X,XZ = ZX,ZY = (Y Z)3.

1) Íàéòè â ÿâíîì âèäå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G .
2) Íàéòè öåíòð G .
3) Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà S = Y Z .
4) Íàéòè ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî H = 〈S〉 .
5) Íàéòè êîììóòàíò [G,G] .

3.77. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, S, S2, S3, S4, S5, S6, S7, R, SR, S2R,S3R, S4R, S5R, S6R,S7R,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

S8 = R4 = 1, S4 = R2, RS2 = S2R3, RS3 = S5R.

1) Íàéòè â ÿâíîì âèäå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G .
2) Íàéòè öåíòð G .
3) Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà X = RS2 .
4) Íàéòè ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî H = 〈X〉 .
5) Íàéòè êîììóòàíò [G,G] .

3.78. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, R, S, T,R2, R3, S3, S3, RS, SR, TR, TS, TR2, TRS, TR3, TS3, TSR,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

R4 = T 2 = 1, R2 = S2 = (RS)2, RT = TR, TS = ST.
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1) Íàéòè â ÿâíîì âèäå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G .
2) Íàéòè öåíòð G .
3) Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà X = TSR .
4) Íàéòè ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî H = 〈X〉 .
5) Íàéòè êîììóòàíò [G,G] .

3.79. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, A,B,A2, A3, A4, A5, A6, A7, B,AB,A2B,A3B,A4B,A5B,A6B,A7B,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

A8 = B2 = 1, BA7 = A5B.

1) Íàéòè â ÿâíîì âèäå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G .
2) Íàéòè öåíòð G .
3) Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà X = A5B .
4) Íàéòè ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî H = 〈X〉 .
5) Íàéòè êîììóòàíò [G,G] .

3.80. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, P,Q, P 2, P 3, P 4, P 5, P 6, P 7, Q, PQ, P 2Q,P 3Q,P 4Q,P 5Q,P 6Q,P 7Q,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

P 8 = Q2 = 1, QP 7 = P 3Q.

1) Íàéòè â ÿâíîì âèäå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G .
2) Íàéòè öåíòð G .
3) Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà X = P 6Q .
4) Íàéòè ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî H = 〈X〉 .
5) Íàéòè êîììóòàíò [G,G] .

3.81. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, U, U 2, U 3, V, V 2, V 3, V U, V U 2, V U 3, V 2U, V 3U, V 3U2, V 2U2, V 2U3, V 3U3,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

U 4 = V 4 = 1, U 3V 3 = V 3U.
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1) Íàéòè â ÿâíîì âèäå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G .
2) Íàéòè öåíòð G .
3) Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà X = V 3U 3 .
4) Íàéòè ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî H = 〈X〉 .
5) Íàéòè êîììóòàíò [G,G] .

3.82. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, X,X2, X3, Y, Y 2, Y 3, XY,XY 2, XY 3,

X2Y,X2Y 2, X2Y 3, X3Y,X3Y 2, X3Y 3,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

X4 = Y 4 = 1, X−1 = Y XY, Y = XY −1X.

1) Íàéòè â ÿâíîì âèäå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G .
2) Íàéòè öåíòð G .
3) Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà Z = XY 2 .
4) Íàéòè ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî H = 〈Z〉 .
5) Íàéòè êîììóòàíò [G,G] .

3.83. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, X, Y, Z,XY,XZ,ZX, Y X, Y Z, ZY,

XY Z, (XY Z)2, (XY Z)3, XY X,XZX, Y XY,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

X2 = Y 2 = Z2 = 1, XY = Z(XY )Z,ZX = Y (ZX)Y, ZY = X(ZY )X,

XY X = ZY Z,XZX = Y ZY, Y XY = ZXZ.

1) Íàéòè â ÿâíîì âèäå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G .
2) Íàéòè öåíòð G .
3) Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà R = XZ .
4) Íàéòè ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî H = 〈R〉 .
5) Íàéòè êîììóòàíò [G,G] .
Óêàçàíèå. Ïóñòü W = XY Z . Ïîêàçàòü, ÷òî W 4 = 1 , è ÷òî XW =

WX , YW = WY , ZW = WZ .

3.84. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, X, Y,X2, X3, X4, X5, X6, X7, Y,XY,X2Y,X3Y,X4Y,X5Y,X6Y,X7Y,
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êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

X8 = 1, X4 = Y 2, Y XY −1 = X−1, XY X = Y.

1) Íàéòè â ÿâíîì âèäå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G .
2) Íàéòè öåíòð G .
3) Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà Z = XY .
4) Íàéòè ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî H = 〈Z〉 .
5) Íàéòè êîììóòàíò [G,G] .

3.85. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, U, U 2, U 3, U 4, U 5, U 6, U 7, V, V 3, UV, U 2V, UV 3, U 2V 3U3V, U 3V 3,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

U 8 = 1, V 2 = U4, V U 3V −1 = U.

1) Íàéòè â ÿâíîì âèäå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G .
2) Íàéòè öåíòð G .
3) Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà X = U2V .
4) Íàéòè ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî H = 〈X〉 .
5) Íàéòè êîììóòàíò [G,G] .

3.86. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, C, C2, C3, C4, C5, C6, C7, Y, CY,C2Y,C3Y,C4Y,C5Y,C6Y,C7Y,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

C8 = Y 8, Y 2 = C6, Y 4 = C4, Y 6 = C2, Y CY = C3.

1) Íàéòè â ÿâíîì âèäå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G .
2) Íàéòè öåíòð G .
3) Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà X = CY .
4) Íàéòè ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî H = 〈X〉 .
5) Íàéòè êîììóòàíò [G,G] .

3.87. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, A,B,C,AB,AC,BC, (BC)2, (BC)3,

BCB,CBC,ABC,ACB,ABCB,ACBC,A(BC)2,
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êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

A2 = B2 = C2 = (BC)4 = 1, AB = BA,AC = CA.

1) Íàéòè â ÿâíîì âèäå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G .
2) Íàéòè öåíòð G .
3) Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà X = ABC .
4) Íàéòè ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî H = 〈X〉 .
5) Íàéòè êîììóòàíò [G,G] .

3.88. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, X,X2, X3, X4, X5, X6, X7, Y,XY,X2Y,X3Y,X4Y,X5Y,X6Y,X7Y,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

Y 4 = 1, Y 2 = X4, Y X2 = X6Y, Y X = X7Y.

1) Íàéòè â ÿâíîì âèäå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G .
2) Íàéòè öåíòð G .
3) Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà Z = X2Y .
4) Íàéòè ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî H = 〈Z〉 .
5) Íàéòè êîììóòàíò [G,G] .

3.89. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, X,X2, X3, Y, Y 3, Z,XY, Y X,ZX,ZY, ZX2, ZXY, ZX3, ZY 3, ZY X,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

X2 = Y 2 = (XY )2, Z2 = (XY )4 = 1, ZXZ−1 = X,ZY Z−1 = Y.

1) Íàéòè â ÿâíîì âèäå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G .
2) Íàéòè öåíòð G .
3) Íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà W = ZY X .
4) Íàéòè ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî H = 〈W 〉 .
5) Íàéòè êîììóòàíò [G,G] .

4. Ôàêòîðãðóïïû è ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ
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Ïóñòü G è W � ãðóïïû. Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå h : G −→W

íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï, åñëè âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:
à) h(g1g2) = h(g1)h(g2) äëÿ ëþáûõ g1, g2 ∈ G è á) h(1) = 1 (íåéòðàëüíûé
ýëåìåíò ãðóïïû G îòîáðàæàåòñÿ â íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû W ). Èç
ýòèõ óñëîâèé âûòåêàåò, ÷òî h(g−1) = (h(g))−1 .

Åñëè ãðóïïîâûå îïåðàöèè â ãðóïïàõ G è W çàïèñûâàþòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ çíàêà �+", à íåéòðàëüíûå ýëåìåíòû îáîçíà÷àþòñÿ êàê íóëè, òî
ñâîéñòâà ãîìîìîðôèçìà âûãëÿäÿò òàê: h(g1+g2) = h(g1)+h(g2) , h(0) = 0 ,
h(−g) = −h(g) .

Íî âîçìîæíû ñèòóàöèè, êîãäà â îäíîé èç ãðóïï, íàïðèìåð, â G ,
ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ çàïèñûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíî (êàê óìíîæåíèå), à
â äðóãîé, ò.å. â W � àääèòèâíî (â âèäå ñëîæåíèÿ). Òîãäà h ÿâëÿåòñÿ ãî-
ìîìîðôèçìîì, åñëè h(g1 + g2) = h(g1)h(g2) , h(0) = 1 , h(−g) = (h(g))−1 .
Åñëè, íàîáîðîò, àääèòèâíî çàïèñûâàåòñÿ îïåðàöèÿ â W , à ìóëüòèïëè-
êàòèâíî � â G , òî îòîáðàæåíèå h ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï ïðè
óñëîâèèè, ÷òî h(g1g2) = h(g1) + h(g2) , h(1) = 0 , h(g−1) = −h(g) .

Ïðèìåðû ãðóïï è îòîáðàæåíèé âñåõ ýòèõ ðàçíîâèäíîñòåé îáíàðó-
æèâàþòñÿ áåç òðóäà. Âîò íåêîòîðûå èç íèõ.

Ïðèìåð 4.1. G = W = C∗ , h(z) = zn äëÿ ôèêñèðîâàííîãî öåëîãî
íåíóëåâîãî n . Ñâîéñòâî (z1z2)

n = zn1 z
n
2 îçíà÷àåò, ÷òî h(z1z2) = h(z1)h(z2) ,

à 1n = 1 îçíà÷àåò, ÷òî h(1) = 1 . Òîé æå ôîðìóëîé ìîæíî çàäàòü ãîìî-
ìîðôèçìû ìåæäó äðóãèìè ãðóïïàìè. Íàïðèìåð, åñëè G = R∗ , W = R+ ,
à n = 2k , òî ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå h : R∗ −→ R+ òàêîå, ÷òî h(r) = r2k .
Îíî áóäåò ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï.

Ïðèìåð 4.2. Ïóñòü G,W � âåêòîðíûå (ëèíåéíûå) ïðîñòðàíñòâà.
Ýòî � ãðóïïû îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ. Ëþáîå ëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå h : G −→ W ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ýòèõ ãðóïï, òàê êàê ïî
îïðåäåëåíèþ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ h(g1 +g2) = h(g1)+h(g2) , h(0) = 0 ,
h(−g) = −h(g) . Êîãäà ðå÷ü èäåò î ãðóïïàõ, òî óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû
(ýëåìåíòû ïîëÿ) íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Ïðèìåð 4.3. Ïóñòü F � ëþáîå ïîëå (èëè êîììóòàòèâíîå êîëü-
öî), GLn(F ) � ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ n×n-ìàòðèö íàä F , F ∗ � ãðóï-
ïà (ïî óìíîæåíèþ) âñåõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ F . Åñëè F � ïîëå, òî
ýòî ïðîñòî âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû F . Åñëè æå, íàïðèìåð, F = Z , òî
F ∗ = {+1,−1} . Äëÿ ìàòðèöû A ∈ GLn(F ) îáîçíà÷èì ÷åðåç det(A)
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åå îïðåäåëèòåëü. Ýòî � ýëåìåíò ìíîæåñòâà F ∗ (ïî÷åìó?). Îòîáðàæå-
íèå det : GLn(F ) −→ F ∗ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï, òàê êàê,
ñîãëàñíî èçâåñòíûì ñâîéñòâàì îïðåäåëèòåëÿ, det(AB) = det(A)det(B)

è det(En) = 1 (íàïîìíèì, ÷òî En � ýòî åäèíè÷íàÿ n× n-ìàòðèöà).
Ïðèìåð 4.4. Ïóñòü R � ãðóïïà (îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ)

âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, a � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëü-
íîå ÷èñëî. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå h : R −→ R+ ïî ôîðìóëå h(x) = ax .
Èç ñâîéñòâ ôóíêöèè ax ñëåäóåò, ÷òî h(x1 + x2) = h(x1)h(x2) è h(0) = 1 .

Ïðèìåð 4.5. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå h : R+ −→ R , îïðåäåëåííîå
ôîðìóëîé h(x) = loga x , ãäå a � ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Èç ñâîéñòâ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî h(x1x2) = h(x1) +

h(x2) , h(1) = 0 .
Ïðèìåð 4.6. Ðàññìîòðèì çàïèñü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â ôîðìå z =

|z|eiϕ , ãäå |z| � ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, à eiϕ = cosϕ + i sinϕ . Èç
ñâîéñòâ ìîäóëÿ |z1z2| = |z1| · |z2| è |1| = 1 ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà h(z) = |z|
îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì èç ãðóïïû C∗ â ãðóïïó R+ .

Ïðèìåð 4.7. Âåðíåìñÿ ê ôîðìóëå z = |z|eiϕ , ϕ = arg z . Çàìåòèì,
÷òî ìîäóëü eiϕ ðàâåí åäèíèöå. Ôîðìóëà h(z) = eiϕ =

z

|z| îïðåäåëÿåò
ãîìîìîðôèçì èç C∗ â U = {z ∈ C | |z| = 1} . Çäåñü h(z1z2) = h(z1)h(z2)

è h(1) = 1 .
Îòìåòèì åùå âàæíîå äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ ýòîãî ðàçäåëà ñâîé-

ñòâî: åñëè äàíû äâà ãîìîìîðôèçìà ãðóïï h : G1 −→ G2 è f : G2 −→ G3 ,
òî èõ ñóïåðïîçèöèÿ fh ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì èç ãðóïïû G1 â ãðóïïó
G3 . Íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå A 7→ (det(A))m (m ôèêñèðîâàíî) åñòü ñó-
ïåðïîçèöèÿ ãîìîìîðôèçìà det : GLn(F ) −→ F ∗ è ãîìîìîðôèçìà èç F ∗
â F ∗ , ïåðåâîäÿùåãî x â xm .

ßäðî ãîìîìîðôèçìà ãðóïï h : G −→ W îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîä-
ìíîæåñòâî Ker(h) = { g ∈ G | h(g) = 1 } . Åñëè ãðóïïîâàÿ îïåðà-
öèÿ â W îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì �+", à íåéòðàëüíûé ýëåìåíò çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå íóëÿ, îïðåäåëåíèå ÿäðà äîëæíî èìåòü ñëåäóþùèé âèä:
Ker(h) = { g ∈ G | h(g) = 0 } . Â ñëó÷àå èíûõ îáîçíà÷åíèé ñëåäóåò
âíîñèòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîððåêöèè, îòíîñÿùèåñÿ, âïðî÷åì, íå ê ñóòè
äåëà, à òîëüêî ê ñïîñîáó çàïèñè.

Íàïîìíèì, ÷òî íîðìàëüíîé íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïà H ãðóïïû G , îá-
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ëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì: gH = Hg äëÿ êàæäîãî g ∈ G . Ýòî ýêâèâàëåíòíî
òîìó, ÷òî gHg−1 ⊆ H , èëè ÷òî gHg−1 = H äëÿ âñåõ g ∈ G . Â êîììóòà-
òèâíîé ãðóïïå êàæäàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé.

Ëåììà 4.1. ßäðî ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà � ýòî íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì h : G → W . Ïîêàæåì,
÷òî Ker(h) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G . Òàê êàê h(1) = 1 , òî
1 ∈ Ker(h) . Ïóñòü g1, g2 ∈ Ker(h) , òîãäà h(g1g2) = h(g1)h(g2) = 1 ·1 = 1 ,
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî g1g2 ∈ Ker(h) . Åñëè h(g) = 1 , òî h(g−1) = h(g)−1 =

1−1 = 1 . Îòñþäà g−1 ∈ Ker(h) . Òàêèì îáðàçîì, Ker(h) ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ãðóïïîé.

Ñíîâà ïóñòü g ∈ Ker(h) , òî åñòü h(1) = 1 . Åñëè x ∈ G , òî
h(xgx−1) = h(x)h(1)h(x)−1 = h(x)h(x)−1 = 1 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî xgx−1 ∈
Ker(h) , òî åñòü Ker(h) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé. �

ßäðà íåêîòîðûõ ãîìîìîðôèçìîâ èìåþò îñîáîå çíà÷åíèå. Íàïðè-
ìåð, ÿäðî ãîìîìîðôèçìà det : GLn(F ) −→ F ∗ (ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ
n × n-ìàòðèö A òàêèõ, ÷òî det(A) = 1) íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíîé ëè-
íåéíîé ãðóïïîé ñòåïåíè n íàä ïîëåì (èëè íàä êîëüöîì) F , è îáîçíà÷àåò-
ñÿ SLn(F ) (íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà GLn(F ) íàçûâàåòñÿ îáùåé ëèíåéíîé
ãðóïïîé ñòåïåíè n). Çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà An îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÿäðî
ãîìîìîðôèçìà sgn .

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè f : X −→ Y � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå, è
Y ′ ⊆ Y , òî ïîëíûì ïðîîáðàçîì Y ′ îòíîñèòåëüíî f íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî f−1(Y ′) = {x ∈ X|f(x) ∈ Y ′} ⊆ X . Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî f(f−1(Y ′)) ⊆ Y ′ .

Ëåììà 4.2. Ïóñòü h : G −→ W � ãîìîìîðôèçì ãðóïï, è H =

Ker(h). Òîãäà äëÿ êàæäîãî w ∈ W ïîëíûé ïðîîáðàç h−1({w}) åñòü ëè-
áî ïóñòîå ìíîæåñòâî, ëèáî ìíîæåñòâî âèäà gH = Hg , ãäå h(g) = w .
Ýëåìåíò g ∈ h−1({w}) ìîæíî çäåñü âûáèðàòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âìåñòî h−1({w}) áóäåì ïèñàòü h−1(w) . Ýòî ìíîæå-
ñòâî âñåõ òàêèõ g ∈ G , ÷òî h(g) = w . Èíà÷å ãîâîðÿ, h−1(w) åñòü ìíîæå-
ñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ h(x) = w . Çàìåòèì, ÷òî ïî ñàìîìó îïðåäåëåíèþ
Ker(h) = h−1(1) .
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî h−1(w) íåïóñòî. Âûáåðåì êàêîé-íèáóäü g ∈
h−1(w) , è ïóñòü x ∈ H = Ker(h) . Òîãäà h(gx) = h(g)h(x) = w · 1 = w , è
àíàëîãè÷íî h(xg) = w . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî gH ⊆ h−1(w) è Hg ⊆ h−1(w) .
Ïóñòü y ∈ h−1(w) , ò.å. h(y) = w . Ðàññìîòðèì x = g−1y . Òàê êàê
h(x) = h(g)−1h(y) = w−1w = 1 , òî x ∈ H . Îòñþäà y = gx ∈ gH .
Ñëåäîâàòåëüíî, h−1(w) ⊆ gH , à çíà÷èò, h−1(w) = gH . Åñëè æå âçÿòü
x = yg−1 , òî h(x) = 1 , x ∈ H , y = xg ∈ Hg , à çíà÷èò h−1(w) = Hg . Â
÷àñòíîñòè, Hg = gH . �

Ñëåäñòâèå 4.1. Ãîìîìîðôèçì h èíúåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñ-
ëè åãî ÿäðî Ker(h) ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîãî ýëåìåíòà (ò.å. ýòî ìíî-
æåñòâî, ñîäåðæàùåå ëèøü íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå h èíúåêòèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
åñëè âñå íåïóñòûå h−1(w) , ãäå w ∈ W , ñîñòîÿò ëèøü èç îäíîãî ýëåìåíòà.
Ýòî ïðîñòî äðóãàÿ ôîðìóëèðîâêà îïðåäåëåíèÿ èíúåêòèâíîñòè: â êàæäûé
ýëåìåíò w ∈ W îòîáðàæàåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà èç G . Åñëè h �
èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, òî âñå h−1(w) ñîñòîÿò èç îäíîãî ýëåìåíòà, â
òîì ÷èñëå è h−1(1) = Ker(h) . Îáðàòíî, ïóñòü |H| = |Ker(h)| = 1 . Òîãäà,
åñëè h−1(w) íå ïóñòî, áóäåì èìåòü |h−1(w)| = |gH| = |H| = 1 . �

Çàäà÷è î íàõîæäåíèè ÿäðà çàäàííîãî ãîìîìîðôèçìà î÷åíü ïîõîæè
íà çàäà÷è î íàõîæäåíèè êîðíåé óðàâíåíèÿ (èëè ñèñòåìû óðàâíåíèé).

Ïðèìåð 4.8. Ïóñòü G = R4 , W = R3 , è ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
h : R4 → R3 çàäàåòñÿ ìàòðèöåé:

A =




1 −1 0 2

2 0 1 −1

1 −2 −1 0




Èíûìè ñëîâàìè, h(x) = Ax , ãäå x = (x1, x2, x3, x4) . ßäðî Ker(h) � ýòî
ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû Ax = 0 :





x1 − x2 + 2x4 = 0

2x1 + x3 − x4 = 0

x1 − 2x2 − x3 = 0

Ïðèìåð 4.9. Çàôèêñèðóåì äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a 6= 0 , è ïóñòü
x ∈ R . Òîãäà ìîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà eiax = cos ax + i sin ax ðàâåí
åäèíèöå. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå fa : R → U , fa(x) = eiax . Ëåãêî
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ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî h(x + y) = h(x)h(y) è h(0) = 1 . Òàêèì îáðàçîì, h
� ãîìîìîðôèçì. Ýòîò ãîìîìîðôèçì ñþðúåêòèâåí. Â ñàìîì äåëå, êàæ-
äîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ïî ìîäóëþ ðàâíîå åäèíèöå, èìååò âèä eiy , ãäå
y � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, 0 ≤ y < 2π . Ïðîëàãàÿ x =

y

a
, ïîëó÷èì

eiy = eiax = h(x) . Âû÷èñëèì Ker(fa) . Ýòî ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç âñåõ òåõ
x ∈ R , äëÿ êîòîðûõ h(x) = 1 . Èíûìè ñëîâàìè, ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ eiax = 1 . Èçâåñòíî (ôàêòè÷åñêè ýòî øêîëüíàÿ òðèãîíîìåò-
ðèÿ), ÷òî eiy = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè y = 2πk, k = 0,±1,±2, . . . .
Ñëåäîâàòåëüíî, Ker(fa) = { 2π

a
k | k = 0,±1± 2, . . . } =

2π

a
Z . Â ÷àñòíî-

ñòè, ïðè a = 2π ÿäðî áóäåò ðàâíî Z � ãðóïïå (ïî ñëîæåíèþ) âñåõ öåëûõ
÷èñåë.

4.1. Áóäåò ëè ãîìîìîðôèçì det : GLn(F ) −→ F ∗ ñþðúåêòèâíûì?

4.2. Âû÷èñëèòü ÿäðî ãîìîìîðôèçìà h : C∗ −→ C∗ , h(z) = zn äëÿ
íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî n > 0 . Âûÿñíèòü, áóäåò ëè ýòîò ãîìîìîð-
ôèçì ñþðúåêòèâíûì.

4.3. Âû÷èñëèòü ÿäðî ãîìîìîðôèçìà h : C∗ −→ R+ , h(z) = |z| . Âûÿñ-
íèòü, áóäåò ëè ýòîò ãîìîìîðôèçì ñþðúåêòèâíûì.

4.4. Âû÷èñëèòü ÿäðî ãîìîìîðôèçìà h : C∗ −→ U , h(z) =
z

|z| . Âû-
ÿñíèòü, áóäåò ëè ýòîò ãîìîìîðôèçì ñþðúåêòèâíûì. Ðàññìîòðåòü ãîìî-
ìîðôèçì f : U −→ U , îïðåäåëåííûé ïî òîé æå ôîðìóëå f(u) = un .
Âû÷èñëèòü åãî ÿäðî, è âûÿñíèòü, áóäåò ëè îí ñþðúåêòèâíûì.

4.5. Âû÷èñëèòü ÿäðî ãîìîìîðôèçìà h : C∗ −→ U , h(z) =

(
z

|z|

)n

äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî n > 0 . Íàéòè ýòó ïîäãðóïïó ãðóïïû C∗

ñðåäè ãðóïï, èçó÷àâøèõñÿ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Âûÿñíèòü, áóäåò ëè
ýòîò ãîìîìîðôèçì ñþðúåêòèâíûì.

4.6. Âû÷èñëèòü ÿäðî ãîìîìîðôèçìà h : GLn(F ) −→ F ∗ , h(A) =

(det(A))m äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî m > 0 . Ðàññìîòðåòü îòäåëüíî
ñëó÷àè F = R è F = C . Âûÿñíèòü, áóäåò ëè ýòîò ãîìîìîðôèçì ñþðúåê-
òèâíûì.
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4.7. Ïóñòü F = R èëè F = C . Âû÷èñëèòü ÿäðî ãîìîìîðôèçìà h :

GLn(F ) −→ R+ , h(A) = |det(A)| . Ðàññìîòðåòü îòäåëüíî ñëó÷àè F = R è
F = C . Âûÿñíèòü, áóäåò ëè ýòîò ãîìîìîðôèçì ñþðúåêòèâíûì.

4.8. Âû÷èñëèòü ÿäðî ãîìîìîðôèçìà h : GLn(F ) −→ F ∗ , îïðåäåëÿåìîãî
ïî ôîðìóëå h(A) =

det(A)

|det(A)| . Ðàññìîòðåòü îòäåëüíî ñëó÷àè F = R è
F = C . Âûÿñíèòü, áóäåò ëè ýòîò ãîìîìîðôèçì ñþðúåêòèâíûì.

4.9. Ïóñòü F � ïîëå. Ðàññìîòðèì â GLn+m(F ) ïîäìíîæåñòâî G , ñî-
ñòîÿùåå èç áëî÷íûõ ìàòðèö âèäà:

(
A B

0 C

)
,

òàêèõ, ÷òî A åñòü íåâûðîæäåííàÿ n × n-ìàòðèöà, C � íåâûðîæäåí-
íàÿ m ×m-ìàòðèöà, à îñòàëüíûå áëîêè èìåþò ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçìå-
ðû. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû GLn+m(F ) .
Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ

(
A B

0 C

)
7→ A,

(
A B

0 C

)
7→ C

áóäóò ãîìîìîðôèçìàìè èç G â GLn(F ) è GLm(F ) ñîîòâåòñòâåííî. Âû-
÷èñëèòü ÿäðà ýòèõ ãîìîìîðôèçìîâ è âûÿñíèòü, áóäóò ëè îíè ñþðúåêòèâ-
íûìè.

Ïóñòü H åñòü íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
G/H ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G ïî H . Òàê êàê äëÿ íîð-
ìàëüíîé ïîäãðóïïû Hx = xH äëÿ êàæäîãî x ∈ G , òî íåò íåîáõîäèìîñòè
ðàçëè÷àòü ëåâûå è ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû. Íàïîìíèì (ñì. ïðèìåð 1.5),
÷òî åñëè A,B ⊆ G , òî AB = {ab|a ∈ A, b ∈ B} , è ýòî ïðîèçâåäåíèå
àññîöèàòèâíî: (AB)C = A(BC) äëÿ ëþáûõ íåïóñòûõ A,B,C ⊆ G .

Ëåììà 4.3. Ñìåæíûå êëàññû ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå H îáëàäàþò
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) HH = H .
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2) Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñìåæíûõ êëàññîâ ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ñìåæíûì
êëàññîì. Òî÷íåå, åñëè A = xH , B = yH , òî AB = xyH . Òà-
êèì îáðàçîì, G/H ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
óìíîæåíèÿ ñìåæíûõ êëàññîâ.

3) Êëàññ H ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì (åäèíèöåé) ïîëóãðóï-
ïû G/H .

4) Ïóñòü A � íåêîòîðûé ñìåæíûé êëàññ. Îïðåäåëèì A−1 êàê ìíî-
æåñòâî {a−1|a ∈ A},. Òîãäà A−1 ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ñìåæíûì êëàñ-
ñîì. Â ÷àñíîñòè, åñëè A = xH , òî A−1 = x−1H . Ïðè ýòîì
AA−1 = A−1A = H .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì 1). Íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü âêëþ÷åíèÿ:
HH ⊆ H è H ⊆ HH . Ïî îïðåäåëåíèþ, HH = {x1x2|x1, x2 ∈ H} . Íî
òàê êàê H � ïîäãðóïïà, òî èç x1, x2 ∈ H ñëåäóåò x1x2 ∈ H . Îòñþäà
HH ⊆ H . Òàê êàê 1 ∈ H , òî ëþáîé x ∈ H ïðåäñòàâèì â âèäå x = x1x2 ,
ãäå x1, x2 ∈ H : x1 = x, x2 = 1 .

Òåïåðü ëåãêî äîêàçàòü 2). Ïðåäñòàâèì êëàññ A â âèäå A = xH ,
êëàññ B â âèäå B = yH , è òîãäà

AB = (xH)(yH) = (x(Hy))H = (x(yH))H = (xy)(HH) = xyH.

Çäåñü èñïîëüçîâàíà àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ìïîäìíîæåñòâ ãðóïïû,
ñâîéñòâî íîðìàëüíîñòè H (Hy = yH ) è ñâîéñòâî 1): HH = H . Èòàê
êëàññû óìíîæàþòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

(xH)(yH) = xyH (1)

Èç äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàò ïðîèçâåäåíèÿ íå çàâèñèò îò ñïî-
ñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ êëàññîâ â âèäå xH , yH .

Ïðèìåðíî òàê æå äîêàçûâàåòñÿ ñâîéñòâî 3):

(xH)H = x(HH) = xH, H(xH) = (Hx)H = (xH)H = x(HH) = xH.

Ñâîéñòâî 4) ìîæíî âûâåñòè èç äâóõ îáùèõ ñâîéñòâ ïðîèçâåäåíèé ïîä-
ìíîæåñòâ ïîäãðóïïû: H−1 = H äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû H , è (AB)−1 =

B−1A−1 äëÿ ëþáûõ A,B ⊆ G . Â ñàìîì äåëå, åñëè x ∈ H , òî x−1 ∈ H .
Ýòî çíà÷èò, ÷òî H−1 ⊆ H . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäûé x ∈ H ïðåäñòàâ-
ìè â âèäå x = (x−1)−1 , ãäå x−1 ∈ H . Ýòî çíà÷èò, ÷òî H ⊆ H−1 . Äàëåå,
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(AB)−1 = {(ab)−1 = b−1a−1|a ∈ A, b ∈ B} , B−1A−1 = {b−1a−1|b ∈ B, a ∈
A} . Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî îäíî è òî æå ìíîæåñòâî.

Ïóñòü òåïåðü A = xH = {x}H . Òîãäà

A−1 = H−1{x}−1 = H−1x−1 = Hx−1 = x−1H.

Èòàê,
(xH)−1 = x−1H (2)

Êàê è â (1), ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâè-
òåëÿ x â êëàññå xH .

Íàêîíåö, åñëè A = xH , A−1 = x−1H , òî

AA−1 = (xH)(x−1H) = (xx−1)H = H,

A−1A = (x−1H)(xH) = (x−1x)H = H.

�
Âñå ýòè ñâîéñòâà ñìåæíûõ êëàññîâ îçíà÷àþò, ÷òî óìíîæåíèå êëàñ-

ñîâ ïðåâðàùàåò ìíîæåñòâî G/H â ãðóïïó ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì H .
Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ôàêòîðãðóïïîé ãðóïïû G ïî íîðìàëüíîé ïîä-
ãðóïïå H . Ôîðìóëû (1) è (2) çàäàþò ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ
ýëåìåíòîâ ôàêòîðãðóïïû è îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ.

Ñîïîñòàâëÿÿ ýëåìåíòó x ∈ G ñìåæíûé êëàññ xH , ïîëó÷èì ñþðú-
åêòèâíîå îòîáðàæåíèå π : G −→ G/H , π(x) = xH . ßñíî, ÷òî π(x) =

H òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè x ∈ H . Ôîðìóëà (1) çàïèñûâàåòñÿ êàê
π(xy) = π(x)π(y) . Òàêèì îáðàçîì, π îêàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ãîìî-
ìîðôèçìîì ãðóïï, ÿäðî êîòîðîãî åñòü H . Ýòîò ãîìîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ
(åñòåñòâåííîé) ïðîåêöèåé ãðóïïû G íà ôàêòîðãðóïïó G/H .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé î ãîìîìîðôèçìå.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü äàíà ãðóïïà G, åå íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà H , è ãî-
ìîìîðôèçì ãðóïï h : G −→ W òàêîé, ÷òî H ⊆ Ker(h). Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò, ïðèòîì òîëüêî îäèí, ãîìîìîðôèçì ψ : G/H −→ W , òàêîé,
÷òî ψπ = h (èíûìè ñëîâàìè, ψ(xH) = h(x)).

Ãîìîìîðôèçì ψ èíúåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè H =

Ker(h). Ãîìîìîðôèçì ψ ñþðúåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè ñþðú-
åêòèâåí ãîìîìîðôèçì h.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ãîìîìîðôèçì ψ ñî ñâîéñòâîì ψπ = h

ñóùåñòâóåò. Ïîêàæåì, ÷òî îí îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî. Äîïóñòèì, ÷òî åñòü
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äâà îòîáðàæåíèÿ, ψ1 è ψ2 , òàêèå, ÷òî ψ1π = ψ2π = h . Îòîáðàæåíèå π
ñþðúåêòèâíî: êàæäûé ýëåìåíò G/H èìååò âèä xH = π(x) äëÿ íåêîòîðî-
ãî x ∈ G . Òîãäà ψ1(xH) = ψ1(π(x)) = h(x) , è ψ2(xH) = ψ2(π(x)) = h(x) .
Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèé ψ1 è ψ2 ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ çíà-
÷åíèé àðãóìåíòà. Çíà÷èò, ψ1 = ψ2 . Èç ýòèõ æå ðàññóæäåíèé äîëæíî áûòü
ÿñíî, ÷òî åñëè ψ ñóùåñòâóåò, òî åãî çíà÷åíèå íà àðãóìåíòå xH ∈ G/H

äîëæíî áûòü ðàâíî h(x) .
Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå H ⊆ Ker(h) ïîçâîëÿåò êîððåêòíî îïðåäå-

ëèòü òàêîå îòîáðàæåíèå. Ïðîáëåìà çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îäèí è
òîò æå êëàññ ìîæíî çàäàòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè: x1H = x2H = . . . ,
è íå î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà çíà÷åíèå ψ íà ýòîì àðãóìåíòå îïðåäåëåíî îä-
íîçíà÷íî, òàê êàê îïðåäåëåíèå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ êëàññà.
Îäíîçíà÷íîñòü ïîëó÷èòñÿ, åñëè èç x1H = x2H áóäåò ñëåäîâàòü h(x1) =

h(x2) . Èòàê, ïóñòü x1H = x2H . Òîãäà x−1
1 x2 ∈ H ⊆ Ker(h) . Ýòî çíà÷èò,

÷òî h(x−1
1 x2) = 1 . Ïðèìåíÿÿ îïðåäåëåíèå ãîìîìîðôèçìà, ïîëó÷àåì, ÷òî

h(x−1
1 x2) = h(x1)

−1h(x2) = 1 , îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî h(x1) = h(x2) .
Èòàê, îòîáðàæåíèå ψ : G/H −→ W ñî ñâîéñòâîì ψ(xH) = h(x)

ñóùåñòâóåò è îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî. Ïîêàæåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ãîìî-
ìîðôèçìîì ãðóïï. Åäèíèöåé ãðóïïû G/H ÿâëÿåòñÿ êëàññ H = 1H ñ
ïðåäñòàâèòåëåì 1 ∈ G . Ïî îïðåäåëåíèþ ψ áóäåì èìåòü ψ(H) = h(1) = 1 .
Äàëåå,

ψ((xH)(yH)) = ψ(xyH) = h(xy) = h(x)h(y) = ψ(xH)ψ(yH).

Ýòèì äîêàçàíî, ÷òî ψ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.
Èç ñàìîãî îïðåäåëåíèÿ ψ ñëåäóåò, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ñþðúåê-

òèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñþðúåêòèâåí ãîìîìîðôèçì h . Âû÷èñ-
ëèì ÿäðî ψ . Êëàññ xH ïðèíàäëåæèò ÿäðó òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè
ψ(xH) = h(x) = 1 , òî åñòü â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè x ∈ Ker(h) .
Åñëè ãîìîìîðôèçì ψ èíúåêòèâåí, òî åãî ÿäðî ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî
êëàññà H , à ýòî çíà÷èò, ÷òî èç x ∈ Ker(h) ñëåäóåò xH = H . Íî îòñþäà
ñëåäóåò x ∈ H , ÷òî îçíà÷àåò Ker(h) ⊆ H . Òàê êàê îáðàòíîå âêëþ÷åíèå
èìååòñÿ ïî óñëîâèþ, òî H = Ker(h) . Îáðàòíî, åñëè H = Ker(h) , òî ÿä-
ðî ψ ñîñòîèò èç òåõ êëàññîâ xH , äëÿ êîòîðûõ x ∈ Ker(h) = H , òî åñòü
xH = H , è ÿäðî ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà. Êàê óæå áûëî ïîêàçàíî
âûøå, ýòî îçíà÷àåò èíúåêòèâíîñòü h . �
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Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåòñÿ òåîðåìà, íàçûâàåìàÿ òåîðåìîé îá èçî-
ìîðôèçìå.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü äàíà ãðóïïà G, åå íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà H , è
ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ãðóïï h : G −→ W òàêîé, ÷òî H =

Ker(h). Òîãäà èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì G/H ∼= W .

4.10. Â çàäà÷àõ 4.1 � 4.9, òàì, ãäå ãîìîìîðôèçìû ñþðúåêòèâíû, ôàê-
òè÷åñêè (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) âû÷èñëåíû ôàêòîðãðóïïû. Ñôîð-
ìóëèðîâàòü ýòè óòâåðæäåíèÿ â ÿâíîì âèäå è îáîñíîâàòü èõ.

4.11. Äîêàçàòü, ÷òî Z/nZ ∼= Un . Óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü ãîìîìîðôèçì
h : Z→ Un , h(m) = e

2πm
n .

4.12. Äîêàçàòü, ÷òî Unm/Um
∼= Un . Óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü ãîìîìîð-

ôèçì h : C∗ → C∗ , h(z) = zm , è åãî îãðàíè÷åíèå íà ïîäãðóïïó Unm .
Íàéòè îáðàç è ÿäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà.

4.13. Âû÷èñëèòü ôàêòîðãðóïïó C∗/Kn . Íàïîìíèì, ÷òî Kn = {z ∈
C∗|zn ∈ R+} .

Óêàçàíèå: èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå Kn , íàéòè ãîìîìîðôèçì èç C∗ ,
ÿäðîì êîòîðîãî áóäåò ïîäãðóïïà Kn . Çàòåì îïðåäåëèòü îáðàç ýòîãî ãî-
ìîìîðôèçìà.

4.14. Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîðãðóïïà D2n/C(D2n) ãðóïïû äèýäðà D2n ïî
åå öåíòðó C(D2n) èçîìîðôíà ãðóïïå Dn .

4.15. Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîðãðóïïà G/[G,G] ãðóïïû G ïî åå êîììóòàí-
òó êîììóòàòèâíà.

4.16. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè h : G −→ W � ãîìîìîðôèçì ïðîèçâîëüíîé
ãðóïïû G â êîììóòàòèâíóþ ãðóïïó W , òî [G,G] ⊆ Ker(h) . ×òî ìîæíî
âûâåñòè èç ýòîãî ôàêòà ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î ãîìîìîðôèçìå?

Óêàçàíèå. Ïðîâåðèòü, ÷òî â ÿäðå h ñîäåðæàòñÿ êîììóòàòîðû âñåõ
ýëåìåíòîâ ãðóïïû G . Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå êîììóòàíòà, âûâåñòè îòñþ-
äà òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
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Ñìûñë î÷åðåäíîé ñåðèè çàäàíèé ïðîÿñíÿåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü äàíà ãðóïïà G è äâå åå ïîäãðóïïû H è K òàêèå,
÷òî H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, G = KH , è K ∩ H = {1}. Òîãäà
G/H ∼= K .

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ π :

G −→ G/H , è îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì h : K −→ G/H êàê îãðàíè÷åíèå
π íà ïîäãðóïïó K . Ââèäó òîãî, ÷òî π îòîáðàæàåò â åäèíèöó òîëüêî ýëå-
ìåíòû H , à åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì K , ñîäåðæàùèìñÿ â H , ÿâëÿåòñÿ
åäèíèöà ãðóïïû G , ÿäðî ãîìîìîðôèçìà h ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà �
åäèíèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, ãîìîìîðôèçì h èíúåêòèâåí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò gH ãðóïïû G/H . Òàê êàê G = KH ,
òî g = xy äëÿ íåêîòîðûõ x ∈ K , y ∈ H . Òîãäà gH = xyH = xH , òàê
êàê yH = H ïðè y ∈ H . Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî xH = h(x) ïðè x ∈ K
ïî îïðåäåëåíèþ ãîìîìîðôèçìà h . Èòàê, h åñòü èçîìîðôèçì ìåæäó K è
G/H . �

4.17. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè H è K � ïîäãðóïïû ãðóïïû G , è KH = G ,
òî K ∩H ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â K , è
G/H ∼= K/(K ∩H) .

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèâåäåííûì âûøå äîêàçàòåëüñòâîì
òåîðåìû 4.3.

4.18. Äîêàçàòü, ÷òî Tn(F )/UTn(F ) ∼= Dn(F ) . (Îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ãðóïï
� â ðàçäåëå 1.)

Â ñëåäóþùåé ãðóïïå óïðàæíåíèé çàäàíî ìíîæåñòâî G , èìåþùåå
âèä

G =

(
G1 G2

0 G2

)
=

{(
g1 g2

0 g2

)
|g1 ∈ G1, g2 ∈ G2, g3 ∈ G3

}
,

è ïîäìíîæåñòâî H , óñòðîåííîå ïî òîìó æå ïðèíöèïó (ò.å. íåêîòîðîå ìíî-
æåñòâî ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà).
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Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî
à) G � ãðóïïà;
á) H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà;
Äàëåå òðåáóåòñÿ íàéòè ïîäãðóïïó K ãðóïïû G , îáëàäàþùóþ ñëå-

äóþùèìè ñâîéñòâàìè: G = KH , ïåðåñå÷åíèå K è H ñîñòîèò òîëüêî èç
åäèíè÷íîé ìàòðèöû.

4.19.
G =

(
R∗ R
0 R∗

)
, H =

{(
a 0

0 a

)
| a ∈ R∗

}

4.20.
G =

(
R∗ R
0 R∗

)
, H =

{(
1 b

0 1

)
| b ∈ R

}

4.21.

G =

(
R∗ R
0 R∗

)
, H =

{(
a b

0 a−1

)
| a ∈ R∗, b ∈ R

}

4.22.
G =

(
C∗ C
0 C∗

)
, H =

(
R+ C
0 R+

)

4.23.
G =

(
C∗ 0

C C∗

)
, H =

(
U 0

C U

)

4.24.
G =

(
C∗ C
0 C∗

)
, H =

(
R+ C
0 U

)

4.25.
G =

(
C∗ 0

C C∗

)
, H =

(
U 0

C R+

)

4.26.
G =

(
R∗ 0

C C∗

)
, H =

(
R+ 0

C R+

)
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4.27.
G =

(
R∗ 0

C C∗

)
, H =

(
R+ 0

C U

)

4.28.
G =

(
R∗ 0

C C∗

)
, H =

(
U2 0

C R+

)

4.29.
G =

(
R∗ 0

C C∗

)
, H =

(
U2 0

C U

)

4.30.
G =

(
C∗ C
0 R∗

)
, H =

(
R+ C
0 R+

)

4.31.
G =

(
C∗ C
0 R∗

)
, H =

(
U C
0 R+

)

4.32.
G =

(
C∗ C
0 R∗

)
, H =

(
R+ C
0 U2

)

4.33.
G =

(
C∗ C
0 R∗

)
, H =

(
U C
0 U2

)

4.34.
G =

(
R∗ R
0 R∗

)
, H =

(
R+ R
0 R+

)

4.35.
G =

(
R∗ 0

R R∗

)
, H =

(
U2 0

R R+

)

4.36.
G =

(
R∗ R
0 R∗

)
, H =

(
R+ R
0 U2

)

4.37.
G =

(
K4 C
0 K4

)
, H =

(
R+ C
0 R+

)
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4.38.
G =

(
K4 C
0 K4

)
, H =

(
U4 C
0 U4

)

4.39.
G =

(
K4 0

C K4

)
, H =

(
R+ 0

C U4

)

4.40.
G =

(
K4 0

C K4

)
, H =

(
U4 0

C R+

)

4.41.
G =

(
K4 C
0 C∗

)
, H =

(
R+ C
0 R+

)

4.42.
G =

(
C∗ 0

C K4

)
, H =

(
U 0

C U4

)

4.43.
G =

(
C∗ 0

C K4

)
, H =

(
U 0

C R+

)

4.44.
G =

(
C∗ C
0 R∗

)
, H =

(
R+ C
0 U2

)

4.45.
G =

(
C∗ C
0 R∗

)
, H =

(
U C
0 U2

)

4.46.
G =

(
R∗ C
0 R∗

)
, H =

(
U2 C
0 U2

)

Ïóñòü äàíû ãðóïïû G1 è G2 . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî G = G1×G2 ,
ñîñòîÿùåå èç âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð âèäà (g1, g2) , ãäå g1 ∈ G1 , g2 ∈ G2 .
Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ íà ýòîì ìíîæåñòâå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(g′1, g
′
2)(g

′′
1 , g

′′
2) = (g′1g

′′
1 , g

′
2g
′′
2).
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ àññîöèàòèâíà. Îíà áóäåò òàêæå êîììó-
òàòèâíîé, åñëè êîììóòàòèâíû îáå ãðóïïû G1 è G2 . Åñëè 1G1

� åäèíèöà
ãðóïïû G1 , à 1G2

� åäèíèöà ãðóïïû G2 , òî ýëåìåíò (1G1
, 1G2

) ÿâëÿ-
åòñÿ åäèíèöåé G1 × G2 . Îáðàòíûå ýëåìåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå
(g1, g2)

−1 = (g−1
1 , g−1

2 ) . Â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïîëó÷àåòñÿ ãðóïïà, êîòîðàÿ íà-
çûâàåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï G1 è G2 .

4.47. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ π1 : G1×G2 −→ G1 , π2 : G1×G2 −→
G2 , òàêèå, ÷òî π1(g1, g2) = g1 , π(g1, g2) = g2 , ÿâëÿþòñÿ ñþðúåêòèâíûìè
ãîìîìîðôèçìàìè ãðóïï.

Ãîìîìîðôèçìû π1 è π2 íàçûâàþòñÿ åñòåñòâåííûìè ïðîåêöèÿìè
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï íà ïåðâûé è âòîðîé ìíîæèòåëè ñîîñòâåò-
ñòâåííî.

4.48. Ïðîâåðèòü, ÷òî ÿäðî π1 ñîñòîèò èç âñåõ ïàð âèäà (1G1
, g2) , g2 ∈

G2 . Äîêàçàòü, ÷òî ýòà ïîäãðóïïà ãðóïïû G1 × G2 èçîìîðôíà ãðóïïå
G2 . Èçîìîðôèçì óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì g2 ←→ (1, g2) . Àíàëî-
ãè÷íûì îáðàçîì ÿäðî π2 , ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïàð âèäà (g1, 1) , g1 ∈ G1 ,
èçîìîðôíî ãðóïïå G1 .

Åñëè îòîæäåñòâèòü G2 ñ èçîìîðôíîé åé ïîäãðóïïîé Ker(π1) , òî ïî
òåîðåìå îá èçîìîðôèçìå ïîëó÷èì ñëåäóþùèé èçîìîðôèçì:

(G1 ×G2)/G2
∼= G1.

Àíàëîãè÷íî ýòîìó èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

(G1 ×G2)/G1
∼= G2.

Ýòè èçîìîðôèçìû äàþò íåêîòîðîå îáîñíîâàíèå òåðìèíó �ôàêòîðãðóïïà"è
îáîçíà÷åíèþ G/H .

Çàìåòèì åùå, ÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

(g1, g2) = (g1, 1)(1, g2) = (1, g2)(g1, 1).

Îáðàòíî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü â ãðóïïå G èìåþòñÿ äâå ïîäãðóïïû K , H , îáëà-
äàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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1) G = KH ;

2) K ∩H = {1};
3) äëÿ ëþáûõ x ∈ K è y ∈ H èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî xy = yx.

(Ýòî ñâîéñòâî àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíî â ñëó÷àå êîììóòàòèâ-
íîé ãðóïïû G.)

Òîãäà ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì G ∼= K ×H .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå h : K × H −→ G , ïî ïðà-
âèëó: (x, y) 7→ h(x, y) = xy . Çäåñü x ∈ K , y ∈ H . Ââèäó óñëîâèÿ 1), ýòî
ñþðúåêöèÿ. Ïðîâåðèì, ÷òî h ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. ßñíî, ÷òî åäèíè-
öà ãðóïïû K×H , ò.å. ýëåìåíò (1, 1) , îòîáðàæàåòñÿ â åäèíèöó ãðóïïû G .
Ïóñòü x′, x′′ ∈ K , y′, y′′ ∈ H . Òîãäà

h((x′, y′)(x′′, y′′)) = h(x′x′′, y′y′′) = (x′x′′)(y′y′′) =

= x′(x′′y′)y′′ = x′(y′x′′)y′′ = (x′y′)(x′′y′′) = h(x′y′)h(x′′y′′).

Çäåñü x′′y′ = y′x′′ ñîãëàñíî óñëîâèþ 3). Íàêîíåö, âû÷èñëèì ÿäðî ãîìî-
ìîðôèçìà h . Ïóñòü h(x, y) = xy = 1 . Òîãäà y = x−1 . Èòàê, ýëåìåíò x ,
ïî âûáîðó, ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå K . È îí æå ðàâåí ýëåìåíòó y−1 èç
ãðóïïû H . Çíà÷èò, x ∈ K ∩H . Íî ïî óñëîâèþ 2) ýòî ïåðåñå÷åíèå ñîñòîèò
òîëüêî èç åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà. Îòñþäà x = y = 1 . Çàêëþ÷àåì, ÷òî ÿäðî
h òðèâèàëüíî, è ñëåäîâàòåëüíî, ãîìîìîðôèçì h èíúåêòèâåí. �

Íà ýòîé òåîðåìå îñíîâàíû ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ äàëåå çàäà÷. Íà÷íåì
ñ ïðèìåðà.

Ïðèìåð 4.10. Ïóñòü

G =

(
U 0

0 U4

)

Îïðåäåëèì ïîäãðóïïû

K =

(
U 0

0 1

)
, H =

(
1 0

0 U4

)
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè ïîäãðóïïû óäîâëåòâîðÿþò âñåì òðåì ñâîéñòâàì
èç òåîðåìû 4.4. Áîëåå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî K ∼= U , H ∼= U4 . Òàêèì
îáðàçîì, G ∼= U×U4 .
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4.49. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ìíîæåñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèé y = ax è y = bx

(îáîçíà÷èì èõ ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç K è H ) ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè ãðóï-
ïû G = R2 . Äîêàçàòü, ÷òî ïðè a 6= b ýòè ïîäãðóïïû óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèÿì òåîðåìû 4.4. Êàêèì èçâåñòíûì ãðóïïàì èçîìîðôíû ïîäãðóïïû H

è K ?

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Zn îáîçíà÷àåòñÿ êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà
ïîðÿäêà n : Zn = {1, x, . . . , xn−1} , xn = 1 .

4.50. Ðàññìîòðèì ÷åòâåðíóþ ãðóïïó Êëåéíà

V4 = {1, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)}.

Äîêàçàòü, ÷òî ýòà ãðóïïà èçîìîðôíà ïðîèçâåäåíèþ äâóõ öèêëè÷åñêèõ
ïîäãðóïï ïîðÿäêà 2, ò.å.

V4
∼= Z2 × Z2.

4.51. Äîêàçàòü, ÷òî C∗ ∼= R+ ×U .

4.52. Äîêàçàòü, ÷òî Kn
∼= R+×Un . Â ÷àñòíîñòè, R∗ ∼= R+×{+1,−1} .

4.53. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè n íå÷åòíî, òî D2n
∼= Dn × Z2 .

4.54. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè n è m âçàèìíî ïðîñòû, òî Znm ∼= Zn × Zm .

4.55. Ïóñòü Z ′1 , Z ′2 , . . . , Z ′n � êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû
G1 , Z ′′1 , Z ′′2 , . . . , Z ′′m � êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G2 . Äî-
êàçàòü, ÷òî êëàññàìè ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G1 ×G2 ÿâëÿþòñÿ
ìíîæåñòâà Z ′i × Z ′′j = {(g1, g2)|g1 ∈ Z ′i, g2 ∈ Z ′′j } , 1 ≤ i ≤ n , 1 ≤ j ≤ m .

4.56. Äîêàçàòü, ÷òî öåíòð ãðóïïû G1×G2 ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ öåíòðîâ
ñîìíîæèòåëåé: C(G1 ×G2) = C(G1)× C(G2) .

Òî÷íî òàê æå, êàê áûëî îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãðóïï, ìîæíî
îïðåäåëèòü ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà ãðóïï. Ïóñòü G1 , . . . ,
Gn � ãðóïïû. ×åðåç G = G1 × · · · × Gn (äðóãîå îáîçíà÷åíèå:

n∏
i=1

Gi )
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

(g1, g2, . . . , gn), ãäå g1 ∈ G1, g2 ∈ G2, . . . , gn ∈ Gn.
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Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ýëåìåíòîâ G îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

(g′1, g
′
2, . . . , g

′
n)(g

′′
1 , g

′′
2 , . . . , g

′′
n) = (g′1g

′′
1 , g

′
2g
′′
2 , . . . , g

′
ng
′′
n).

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ àññîöèàòèâíîñòü, è òî, ÷òî ýëåìåíò (1, 1, . . . , 1) ÿâëÿ-
åòñÿ åäèíèöåé G . Îáðàòíûé ýëåìåíò îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

(g1, g2, . . . , gn)
−1 = (g−1

1 , g−1
2 , . . . , g−1

n ).

Â ñëó÷àå, åñëè ãðóïïîâûå îïåðàöèè âî âñåõ Gi îáîçíà÷àþòñÿ ïëþñàìè,
âñå ýòè îïðåäåëåíèÿ âûãëÿäÿò òàê:

(g′1, g
′
2, . . . , g

′
n) + (g′′1 , g

′′
2 , . . . , g

′′
n) = (g′1 + g′′1 , g

′
2 + g′′2 , . . . , g

′
n + g′′n)

−(g1, g2, . . . , gn) = (−g1,−g2, . . . ,−gn)
à íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì áóäåò (0, 0, . . . , 0) . Ëåãêî çàìåòèòü ñõîäñòâî
ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñ îïðåäåëåíèåì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ñòðîê.

4.57. Äîêàçàòü, ÷òî

Dn(F ) ∼=
n︷ ︸︸ ︷

F ∗ × · · · × F ∗ .
(Íàïîìíèì, ÷òî Dn(F ) � ãðóïïà äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö íàä ïîëåì F ,
îïðåäåëåííàÿ â ðàçäåëå 1.)

4.58. Äîêàçàòü, ÷òî

UTmn (F )/UTm+1)
n

∼=
n−m︷ ︸︸ ︷

F × · · · × F .
Çäåñü F åñòü àääèòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ F .

Óêàçàíèå. Ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâèå, ñîïîñòàâëÿþùåå ìàòðèöå

A =




1 0 . . . 0 a1,m+1 a2,m+1 . . . a1,n

0 1 0 . . . 0 a2,m+2 . . . a2,n

0 0 1 0 . . . 0 . . . ...
. . . . . . . . . an−m,n

. . . . . . 0
. . .

. . . ...

. . . 0

0 1




.
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ýëåìåíò
h(A) = (a1,m+1, a2,m+2, . . . , an−m,n),

è ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Â äàííîì ñëó÷àå íàäî ïðîâåðèòü,
÷òî h(AB) = h(A) + h(B) è h(E) = 0 (ñòðîêà èç íóëåé). Çàòåì íàäî
äîêàçàòü ñþðúåêòèâíîñòü h è âû÷èñëèòü åãî ÿäðî.

4.59. Ïóñòü äàíà ãðóïïà

G =

(
G1 F

0 G2

)
,

ñîñòîÿùàÿ èç ìàòðèö âèäà (
x z

0 y

)
,

ãäå x ∈ G1 , y ∈ F , z ∈ G2 , ìíîæåñòâî F ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì (èëè ïîëåì),
G1 è G2 � ïîäãðóïïû ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ
F . Äîïóñòèì, ÷òî èìåþòñÿ äâà ãîìîìîðôèçìà ãðóïï h1 : G1 −→ W1 ,
h2 : G2 −→ W2 è H1 = Ker(h1) , H2 = Ker(h2) . Ðàññìîòðèì ãðóïïó
W = W1 ×W2 , è îòîáðàæåíèå h : G −→ W , ñîñïîñòàâëÿþùåå ìàòðèöå

(
x z

0 y

)
∈ G

ýëåìåíò (h1(x), h2(y)) . Äîêàçàòü, ÷òî
1) îòîáðàæåíèå h ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï;
2) ãîìîìîðôèçì h ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, åñëè ñþðúåêòèâíû h1

è h2 ;
3) ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà h ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

H =

(
H1 F

0 H2

)
.

Îòñþäà ïî òåîðåìå îá èçîìîðôèçìå áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî G/H ∼= W1×W2 .

Â ñëåäóþùåé ãðóïïå óïðàæíåíèé äëÿ èñõîäíûõ äàííûõ òîãî æå
òèïà, ÷òî è âûøå, òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî

à) G � ãðóïïà;
á) H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà;
â) âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå ôàêòîðãðóïïó G/H .
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Ïðåäóïðåæäåíèå: ïîäãðóïïû K , êîòîðûå ìîæíî áûëî íàéòè â íåêî-
òîðûõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ, çäåñü èñêàòü íå ñòîèò.

4.60.
G =

(
R∗ 0

C C∗

)
, H =

(
U2 0

C R∗

)

4.61.
G =

(
R∗ 0

C C∗

)
, H =

(
R+ 0

C Un

)

4.62.
G =

(
R∗ 0

C U

)
, H =

(
U2 0

C Un

)

4.63.
G =

(
U C
0 R∗

)
, H =

(
Un C
0 R+

)

4.64.
G =

(
C∗ 0

C K4

)
, H =

(
U 0

C U4

)

4.65.
G =

(
C∗ C
0 C∗

)
, H =

(
R∗ C
0 R+

)

4.66.
G =

(
K4 C
0 C∗

)
, H =

(
U4 C
0 R∗

)

4.67.
G =

(
K4 C
0 C∗

)
, H =

(
R∗ C
0 Un

)

4.68.
G =

(
K4 C
0 C∗

)
, H =

(
R∗ C
0 R∗

)

4.69.
G =

(
K4 C
0 K4

)
, H =

(
U4 C
0 R∗

)
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4.70.
G =

(
K4 C
0 K4

)
, H =

(
R∗ C
0 R+

)

4.71.
G =

(
C∗ 0

C C∗

)
, H =

(
R∗ 0

C U

)

4.72.
G =

(
R∗ C
0 U

)
, H =

(
U2 C
0 Un

)

4.73.
G =

(
C∗ C
0 C∗

)
, H =

(
R∗ C
0 R+

)

4.74.
G =

(
C∗ C
0 C∗

)
, H =

(
R∗ C
0 R∗

)

4.75.
G =

(
K4 0

C K4

)
, H =

(
R∗ 0

C R∗

)

4.76.
G =

(
C∗ 0

C C∗

)
, H =

(
Un 0

C R+

)

4.77.
G =

(
C∗ C
0 C∗

)
, H =

(
R+ C
0 Un

)

4.78.
G =

(
C∗ C
0 C∗

)
, H =

(
Un C
0 U

)

4.79.
G =

(
C∗ C
0 C∗

)
, H =

(
Un C
0 Un

)

4.80.
G =

(
K4 C
0 C∗

)
, H =

(
R∗ C
0 R+

)
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4.81.
G =

(
C∗ 0

C C∗

)
, H =

(
K4 0

C Un

)

4.82.
G =

(
C∗ C
0 K4

)
, H =

(
Un C
0 R+

)

4.83.
G =

(
U 0

C K4

)
, H =

(
Un C
C U2

)

4.84.
G =

(
R∗ C
0 C∗

)
, H =

(
U2 C
0 K4

)
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