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Ââåäåíèå
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îïòèìèçàöèè ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü èìåþò ðåàëèçóåìûå àë-

ãîðèòìû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò íàéòè óäîâëåòâîðÿþùåå çàäàííîé çàðàíåå òî÷íîñòè ðå-
øåíèå çàäà÷è çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ñóùåñòâåííûì ñâîéñòâîì òàêèõ àëãîðèòìîâ äîëæåí
ÿâëÿòüñÿ ëåãêî ïðîâåðÿåìûé êðèòåðèé îñòàíîâêè âû÷èñëåíèé, ãàðàíòèðóþùèé ïîëó-
÷åíèå òðåáóåìîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ.

Îäèí èç ïîäõîäîâ äëÿ ðàçðàáîòêè òàêèõ àëãîðèòìîâ îñíîâûâàåòñÿ íà èñïîëüçî-
âàíèè àïïðîêñèìàöèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è óñëîâíîé îïòèìèçà-
öèè. Îí áûë ïðèìåíåí íåçàâèñèìî â ñåìåéñòâå àëãîðèòìîâ, îñíîâàííîì íà ìåòîäàõ
âíóòðåííåé è âíåøíåé òî÷êè - â ìåòîäå øòðàôíûõ ôóíêöèé ([1]), â ìåòîäå öåíòðîâ
([2], [3]) è â ìåòîäå ïàðàìåòðèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè ([4]), â êîòîðûõ î÷åðåäíàÿ èòå-
ðàöèîííàÿ òî÷êà âûáèðàåòñÿ êàê òî÷êà àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà ñïåöèàëüíûì îáðà-
çîì ïîñòðîåííîé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè. Äëÿ âñåõ àëãîðèòìîâ ýòîãî ñåìåéñòâà
êðèòåðèåì îñòàíîâêè âû÷èñëåíèé ÿâëÿëîñü ïîëó÷åíèå èòåðàöèîííîé òî÷êè, ïðèíàä-
ëåæàùåé ðàçíîñòè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà çàäà÷è è åãî àïïðîêñèìàöèè. Îñíîâíûå
ðàçëè÷èÿ ïîñòðîåííûõ àëãîðèòìîâ çàêëþ÷àëèñü â ñïîñîáàõ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà-
àïïðîêñèìàöèè, êîòîðûå ãàðàíòèðîâàëè áû âûïîëíåíèå çàäàííîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ.
Ýòè ñïîñîáû ñóùåñòâåííî çàâèñåëè îò âèäà âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ èñ-
ïîëüçîâàëàñü òåì èëè èíûì àëãîðèòìîì.

Â äàííîì ñîîáùåíèè íà îñíîâå îáîáùåííîãî îïèñàíèÿ ïîíÿòèÿ ïîäõîäÿùåé àï-
ïðîêñèìàöèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ïðåäëàãàåòñÿ îäèí èç ïðàêòè÷åñêèõ ñïîñîáîâ
çàäàíèÿ òàêèõ ìíîæåñòâ, êîòîðûé ïðèìåíèì â ëþáîì èç àëãîðèòìîâ ìåòîäîâ âíóò-
ðåííåé è âíåøíåé òî÷êè. Äàííûé ñïîñîá îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèè øòðàôà
äëÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà. Ýòîò ïðèåì ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñïîñîáà, ïðèìåíåííîãî
â [1], äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà â ìåòîäå
øòðàôíûõ ôóíêöèé. Îäíî èç ïðåèìóùåñòâ äàííîãî ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìà-
öèè çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè óëó÷øèòü ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà âñïîìîãàòåëüíîé
ôóíêöèè ïðèìåíÿåìîãî ìåòîäà âíóòðåííåé èëè âíåøíåé òî÷êè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïóñòü ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè:

min{f(x), x ∈ D}, (1)

ãäå D = {x : x ∈ Rn, fi(x) 6 0, i = 1 . . . m} , öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f(x) è ôóíêöèè-
îãðàíè÷åíèÿ fi(x) i = 1 . . .m îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû â n−ìåðíîì åâêëèäîâîì
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ïðîñòðàíñòâå Rn è ïðèíàäëåæàò êëàññó ôóíêöèé, êàæäûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì êî-
òîðûõ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì, ìíîæåñòâî D ðåãóëÿðíî ïî Ñëåéòåðó, ò.å. ñóùåñòâóåò
òî÷êà y ∈ D , äëÿ êîòîðîé fi(y) < 0 äëÿ âñåõ i = 1 . . .m .

Ïóñòü çàäàíî ε > 0 - òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1). Ââåäåì ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ:

f∗ = min{f(x), x ∈ D}

X∗
ε = {x : x ∈ D, f(x) 6 f∗ + ε}.

X∗
ε = {x : x ∈ Rn, |f(x)− f∗| 6 ε}.

Ìíîæåñòâî X∗
ε ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ε -ðåøåíèé çàäà÷è (1), ìíîæåñòâî X∗

ε ïðèíÿ-
òî íàçûâàòü ìíîæåñòâîì ε -ïñåâäîðåøåíèé çàäà÷è (1). Áóäåì ñ÷èòàòü äàëåå, ÷òî
f∗ > −∞ , ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ è ìíîæåñòâî X∗

ε ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Ïîëà-
ãàåì òàêæå, ÷òî àáñîëþòíûé ìèíèìóì öåëåâîé ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ çà ïðåäåëàìè
ìíîæåñòâà D , îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà îïòèìóìà ëåæèò íà ãðàíèöå
ìíîæåñòâà D . Ñëó÷àé ïðèíàäëåæíîñòè îïòèìóìà âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà D ñóùå-
ñòâåííîãî èíòåðåñà íå ïðåäñòàâëÿåò, ïîñêîëüêó äëÿ íåãî åñòü óïðîùåííûå ïðîöåäóðû
ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ëþáóþ òî÷êó z ∈ X∗
ε èëè z ∈ X∗

ε .

2. Îáùàÿ ñõåìà àëãîðèòìîâ ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæå-
ñòâà

Ïðèâåäåì äâå îáùèå ñõåìû àëãîðèòìîâ ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà,
îñíîâàííûå íà ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ âíóòðåííåé è âíåøíåé òî÷êè ñîîòâåòñòâåííî. Â
íèõ ïðè ôîðìèðîâàíèè âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè ïðèìåíÿåìîãî ìåòîäà âìåñòî äî-
ïóñòèìîãî ìíîæåñòâà èñõîäíîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ åãî ïîäõîäÿùàÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ
ïîëó÷åíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Âñå àëãîðèòìû, ðàçðàáîòàí-
íûå â [1]-[4], ñîîòâåòñòâóþò ýòèì ñõåìàì.

Ñõåìà àëãîðèòìà â ìåòîäå âíåøíåé òî÷êè. Ïóñòü âûáðàíî ìíîæåñòâî-
àïïðîêñèìàöèÿ D1 òàêîå, ÷òî D1 ⊂ D , à òàêæå âûáðàí ìåòîä âíåøíåé òî÷êè A

ñî âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèåé F (x, f, g(D1), η) , ãäå g(D1) � ñïîñîá ó÷åòà âî âñïî-
ìîãàòåëüíîé ôóíêöèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà, η � íàáîð óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ
ìåòîäà âíåøíåé òî÷êè. Çàäàåòñÿ ñïîñîá âûáîðà óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ B . Ïîëà-
ãàåì k = 0 .

Åñëè ïîëó÷åíà òî÷êà xk (k > 0), âûáèðàåòñÿ òî÷êà xk+1 ïî ñëåäóþùåé ñõåìå.
1. Ïî ñïîñîáó B îïðåäåëÿåòñÿ î÷åðåäíîé íàáîð óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ηk .
2. Ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ F (x, f, g(D1), ηk) , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåòîäó A .
3. Âûáèðàåòñÿ xk+1 ∈ Argmin{F (x, f, g(D1), ηk), x ∈ Rn} .
4. Åñëè xk+1 ∈ D , òî xk+1 ∈ X∗

ε . Çàäà÷à (1) ðåøåíà.
5. Ïîëàãàåòñÿ k = k + 1 . Ïåðåõîä ê ïóíêòó 1.
Ñõåìà àëãîðèòìà â ìåòîäå âíóòðåííåé òî÷êè. Ïóñòü âûáðàíî ìíîæåñòâî-

àïïðîêñèìàöèÿ D2 òàêîå, ÷òî D ⊂ D2 , à òàêæå âûáðàí ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè
A ñî âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèåé F (x, f, g(D2), η) , ãäå g(D2) � ñïîñîá ó÷åòà âî âñïî-
ìîãàòåëüíîé ôóíêöèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà, η � íàáîð óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ
ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷êè. Çàäàåòñÿ ñïîñîá âûáîðà óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ B . Ïî-
ëàãàåì k = 0 .
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Åñëè ïîëó÷åíà òî÷êà xk (k > 0), âûáîð òî÷êè xk+1 ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

1. Ïî ñïîñîáó B îïðåäåëÿåòñÿ î÷åðåäíîé íàáîð óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ηk .
2. Ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ F (x, f, g(D2), ηk) , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåòîäó A .
3. Âûáèðàåòñÿ xk+1 ∈ Argmin{F (x, f, g(D2), ηk), x ∈ Rn} .
4. Åñëè xk+1 /∈ D , òî xk+1 ∈ X∗

ε . Çàäà÷à (1) ðåøåíà.
5. Ïîëàãàåòñÿ k = k + 1 . Ïåðåõîä ê ïóíêòó 1.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè îáåèõ ñõåì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) óñëîâèÿ ïóíê-

òîâ 4 áóäóò âûïîëíåíû ïðè êîíå÷íîì íîìåðå K > 0 . Ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ìåòîäîâ
âíóòðåííåé è âíåøíåé òî÷êè è òîãî ôàêòà, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (1) ëåæèò íà ãðàíèöå
äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà D . Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ òîëüêî ðåøèòü âîïðîñ âûáîðà
ìíîæåñòâà-àïïðîêñèìàöèè, ãàðàíòèðóþùåãî âûïîëíåíèå çàäàííîé òî÷íîñòè ε > 0 .

3. Ïîíÿòèå ïîäõîäÿùåé àïïðîêñèìàöèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà
Ñîãëàñíî îáùèì ñõåìàì àëãîðèòìîâ ìíîæåñòâà-àïïðîêñèìàöèè (D1 è D2 ), êîòî-

ðûå ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ìåòîäà âíåøíèõ è âíóòðåííèõ òî÷åê ñîîòâåòñòâåííî, îòëè÷à-
þòñÿ äðóã îò äðóãà: äëÿ ìåòîäà âíåøíèõ òî÷åê òðåáóåòñÿ, ÷òîáû D1 ⊂ D , äëÿ ìåòîäà
âíóòðåííèõ òî÷åê - D ⊂ D2 . Ïîýòîìó îïðåäåëåíèå ïîäõîäÿùåé àïïðîêñèìàöèè òðå-
áóåòñÿ äàòü äëÿ êàæäîãî ìåòîäà â îòäåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî D1 ⊂ D íàçîâåì ïîäõîäÿùåé àïïðîêñèìàöèåé
ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé äëÿ ìåòîäà âíåøíåé òî÷êè, åñëè D1 ∩X∗

ε 6= ∅.

Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì ìåòîäà âíåøíåé òî÷êè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} , ïîñòðî-
åííîé ïî ñõåìå ìåòîäà âíåøíåé òî÷êè ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà,
ñïðàâåäëèâî f(xk) 6 min{f(x), x ∈ D1} äëÿ âñåõ k > 0 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ïîäõîäÿùåé àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé,
óñëîâèå xk+1 ∈ D îçíà÷àåò, ÷òî f(xk+1) 6 min{f(x), x ∈ D1} 6 f∗ + ε , ò.å. xk+1 ∈ X∗

ε

è ÿâëÿåòñÿ ε -ðåøåíèåì çàäà÷è (1).

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî D2 òàêîå, ÷òî D ⊂ D2 , íàçîâåì ïîäõîäÿùåé
àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé äëÿ ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷-
êè, åñëè Q(D2) ⊂ Xε , ãäå Q(D2) = {x : x ∈ D2, f(x) 6 f(x∗(D2)) + ε} , x∗(D2) =
argmin{f(x), x ∈ D2} .

Ïóñòü D2 � ïîäõîäÿùàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà D äëÿ ìåòîäà âíóòðåííåé
òî÷êè. Òîãäà x∗ ∈ Q(D2) , ãäå x∗ = argmin{f(x), x ∈ D} . Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì ìåòîäà
âíóòðåííåé òî÷êè äëÿ xk+1 /∈ D (ïóíêò 4 ñõåìû), áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
f(xk+1) 6 f∗ è âêëþ÷åíèå xk+1 ∈ D2 . Òàê êàê x∗ ∈ Q(D2) , ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî
ìîæíî ïðîäîëæèòü f(xk+1) 6 f∗ 6 f(x∗(D2)) + ε . Ñëåäîâàòåëüíî, xk+1 ∈ Q(D2) .
Îòñþäà, à òàêæå â ñèëó òîãî, ÷òî D2 � ïîäõîäÿùàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà D äëÿ
ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷êè, ñëåäóåò âêëþ÷åíèå xk+1 ∈ X∗

ε , ò.å. òî÷êà xk+1 ÿâëÿåòñÿ
ε-ïñåâäîðåøåíèåì çàäà÷è (1).

4. Ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìàöèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà íà îñíîâå
ôóíêöèè øòðàôà
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Â [1] áûë ïðåäëîæåí ñïîñîá, ñîãëàñíî êîòîðîìó â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè äîïó-
ñòèìîãî ìíîæåñòâà èñïîëüçîâàëîñü ëåáåãîâî ìíîæåñòâî ôóíêöèè øòðàôà A(α) = {x :
x ∈ Rn, V (x) 6 α, α > 0} , ãäå V (x) � ôóíêöèÿ øòðàôà.

Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òàêîé âèä àïïðîêñèìàöèè ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü â êà÷åñòâå ïîäõîäÿùåé â ìåòîäàõ âíåøíåé è âíóòðåííåé òî÷êè.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäèí èç èçâåñòíûõ âèäîâ ôóíêöèè øòðàôà V (x) =
max{g(x) + p, 0} , ãäå p > 0 , g(x) = max{fi(x), i = 1 . . .m} . Î÷åâèäíî, ÷òî p =
max{α : α > 0, A(α) ⊂ D} . Çàôèêñèðóåì γ ∈ (0; 1) . Ïðèìåì â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà-
àïïðîêñèìàöèè D1 = A(γp) .

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîæåñòâî D1 = A(γp) (γ ∈ (0; 1)) ÿâëÿëîñü ïîä-
õîäÿùåé àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà D äëÿ ìåòîäà âíåøíåé òî÷êè,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû 0 < p 6 − 1

1− γ
min{g(x), x ∈ X∗

ε } .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ìíîæåñòâî D1 = A(γp) ÿâëÿåòñÿ ïîä-
õîäÿùåé àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà äëÿ ìåòîäà âíåøíåé òî÷êè. Òîãäà
D1 ∩ X∗

ε 6= ∅ . Îáîçíà÷èì òî÷êó èç ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ x . Â ñèëó ñïîñîáà çàäàíèÿ
ìíîæåñòâà D1 äëÿ ýòîé òî÷êè áóäåò ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:

min{g(x), x ∈ X∗
ε }+ p 6 g(x) + p 6 max{g(x) + p, 0} = V (x) 6 γp

Òàêèì îáðàçîì, p 6 − 1
1− γ

min{g(x), x ∈ X∗
ε } . Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü p 6 − 1
1− γ

min{g(x), x ∈ X∗
ε } . Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ìíî-

æåñòâà X∗
ε íàéäåòñÿ òî÷êà y ∈ X∗

ε òàêàÿ, ÷òî g(y) = min{g(x), x ∈ X∗
ε } . Äëÿ ýòîé

òî÷êè èìååò ìåñòî

g(y) + p 6 g(y)− 1
1− γ

min{g(x), x ∈ X∗
ε } = − γ

1− γ
g(y)

Äîáàâèì è îòíèìåì èç ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà âåëè÷èíó γp

1− γ
. Òàêèì îáðàçîì,

ïîëó÷èì:
(g(y) + p)(1 +

γ

1− γ
) 6 γp

1− γ

èëè g(y) + p 6 γp . Ñëåäîâàòåëüíî, V (y) = max{g(x) + p, 0} 6 γp} , ò.å. y ∈ D1 . Òàêèì
îáðàçîì, y ∈ D1∩X∗

ε , ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ 1 îçíà÷àåò, ÷òî D1 ïîäõîäÿùàÿ äëÿ ìåòîäà
âíåøíåé òî÷êè àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà D . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèâåäåì àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ïîäõîäÿùåé àïïðîêñèìàöèè â ìåòîäå
âíóòðåííåé òî÷êè. Î÷åâèäíî, ÷òî p = min{α : α > 0, D ⊂ A(α)} . Ïóñòü γ > 1 .
Òîãäà â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà äëÿ ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷-
êè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî D2 = A(γp) .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäà÷à (1) òàêîâà, ÷òî f∗− ε > inf{f(x), x ∈ Rn} , äîñòèãà-
åòñÿ min{g(x), x ∈ X∗−ε} , ãäå X∗−ε = {x : x ∈ Rn, f(x) 6 f∗− ε} 6= ∅ . Äëÿ òîãî ÷òîáû
ìíîæåñòâî D1 = A(γp) (γ > 1) ÿâëÿëîñü ïîäõîäÿùåé àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìî-
ãî ìíîæåñòâà D äëÿ ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷êè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
0 < p 6 1

γ − 1
min{g(x), x ∈ X∗

−ε} .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü D2 � ïîäõîäÿùàÿ äëÿ ìåòîäà âíóò-
ðåííåé òî÷êè àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà D . Òàê êàê min{g(x), x ∈ X∗−ε} äîñòèæèì,
ñóùåñòâóåò òî÷êà y ∈ X∗−ε òàêàÿ, ÷òî g(y) = min{g(x), x ∈ X∗−ε} . Îòìåòèì, ÷òî,
òàê êàê D ∩ X∗−ε = ∅ , min{g(x), x ∈ X∗−ε} > 0 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû
íåâåðíû, ò.å. p >

1
γ − 1

min{g(x), x ∈ X∗
−ε} =

1
γ − 1

g(y) . Òàêèì îáðàçîì, g(y)+p < γp .
Ñëåäîâàòåëüíî, V (y) < γp , ò.å. y ∈ D2 , ïðè÷åì f(y) 6 f∗− ε . Îòñþäà è â ñèëó íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèé f(x) , fi(x) i = 1 . . . m ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî âûäåëèòü îêðåñòíîñòü
ω(y) ⊂ D2 . Òàê êàê D2 � ïîäõîäÿùàÿ äëÿ ìåòîäà âíóòðåííåé òî÷êè àïïðîêñèìà-
öèÿ, ïî îïðåäåëåíèþ 2 Q(D2) ⊂ X∗

ε . Òàê êàê x∗(D2) ∈ Q(D2) , òî x∗(D2) ∈ X∗
ε .

Ñëåäîâàòåëüíî, f(x∗(D2)) > f∗ − ε . Òàê êàê y ∈ D2 è f(y) 6 f∗ − ε , ïîëó÷àåì
f(y) = f(x∗(D2)) = f∗ − ε . Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà y ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî
ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x) äëÿ îêðåñòíîñòè ω(y) . Äàííîå óòâåðæäåíèå ïðîòèâîðå÷èò
íåðàâåíñòâó f∗−ε > inf{f(x), x ∈ Rn} è òîìó, ÷òî f(x) ïðèíàäëåæèò êëàññó ôóíêöèé,
êàæäûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíûì. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå-
÷èå äîêàçûâàåò íåîáõîäèìîñòü.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü p 6 1
γ − 1

min{g(x), x ∈ X∗
−ε} =

1
γ − 1

g(y) . Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî g(y) + p > γp , ò.å. V (y) > γp . Òàêèì îáðàçîì, èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x) ,
fi(x) i = 1 . . . m è V (x) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî f(x∗(D2)) > f∗ − ε . Äëÿ ëþáîé òî÷êè
x ∈ Q(D2) òîãäà òàêæå áóäåò ñïðàâåäëèâî f(x) > f∗ − ε .

Äîïóñòèì, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû íåâåðíû. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà x1 ∈ Q(D2)
òàêàÿ, ÷òî x1 /∈ X∗

ε . Äëÿ íåå áóäåò ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f(x1)− f∗| > ε . Îòñþäà,
òàê êàê f(x1) > f∗ − ε , ïîëó÷èì f(x1) > f∗ + ε . Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî x1 ∈
Q(D2) , èìååì f∗ + ε < f(x1) 6 f(x∗(D2)) + ε , èëè f∗ < f(x∗(D2)) , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
òîìó, ÷òî D ⊂ D2 . Äàííîå ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ïðàâèëà ôèêñàöèè ïàðàìåòðà p , íåîáõîäèìûå äëÿ çàäàíèÿ ïîäõîäÿùåé àïïðîê-
ñèìàöèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà íà îñíîâå ôóíêöèè øòðàôà, êîòîðûå ïîëó÷åíû â
òåîðåìàõ 1 è 2, îáðåòàþò ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü, êîãäà èìåþòñÿ îöåíêè âåëè÷èí
min{g(x), x ∈ X∗

ε } è min{g(x), x ∈ X∗−ε} . Ýòè îöåíêè ñóùåñòâóþò äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà
íà ôóíêöèè f(x) , fi(x) i = 1 . . . m íàëàãàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, íàïðèìåð,
ïîäîáíûå îöåíêè ìîæíî íàéòè â [3] äëÿ ÿâíî êâàçèâûïóêëûõ ôóíêöèé.
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