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Â äàííîé ñòàòüå àâòîð îáîáùÿåò ïîíÿòèå ïîêàçàòåëåé Ìàðöèí-
êåâè÷à, ââåäåííûõ èì ðàíåå â ðàáîòå [1]. Ýòè ïîêàçàòåëè ïî ñóòè
ÿâëÿþòñÿ íîâûìè ìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè äëÿ íåñïðÿì-
ëÿåìûõ ïëîñêèõ êðèâûõ. Ââîäèìîå çäåñü îáîáùåíèå íàõîäèò ïðè-
ìåíåíèå ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé
â îáëàñòÿõ, ãðàíèöû êîòîðûõ íåñïðÿìëÿåìû.

1 Ââåäåíèå

Ââåäåì îñíîâíûå èñïîëüçóåìûå ïîíÿòèÿ.
Çàäà÷à Ðèìàíà - êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à êîìïëåêñíîãî àíàëèçà; å¼ ðå-

øåíèå íà êóñî÷íî-ãëàäêèõ (è, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðÿìëÿåìûõ) êîíòóðàõ
øèðîêî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [2, 3]) è ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàííûì âî âñåì
ìèðå äîñòèæåíèåì ðîññèéñêîé è ñîâåòñêîé ìàòåìàòèêè. Äëÿ íåñïðÿìëÿ-
åìîãî êîíòóðà ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è áûëî ïîëó÷åíî â 1982-1983 ãîäàõ â
ðàáîòàõ [4, 5].

Äëÿ äåìîíñòðàöèè îäíîãî èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ â äàííîé îáëàñòè
íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè ñíà÷àëà íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ.

Óñëîâèå Ãåëüäåðà. Ïóñòü Γ - êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè, 0 < ν ≤ 1. Çàäàííàÿ íà Γ ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì ν, åñëè

sup

{
|f(t′)− f(t′′)|

|t′ − t′′|ν
: t′, t′′ ∈ Γ, t′ ̸= t′′

}
:= hν(f,Γ) < ∞.

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óñëîâèþ, ïðè-
íÿòî îáîçíà÷àòü Hν(Γ). Íà íåì ìîæíî ââåñòè íîðìó ∥f∥ν := hν(f,Γ) +
sup{|f(t)| : t ∈ Γ}, ïðåâðàùàþùóþ åãî â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.
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Âåðõíÿÿ ìåòðè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü. Ïóñòü Γ - êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî
íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. ×åðåç N(ε,Γ) îáîçíà÷èì íàèìåíüøåå ÷èñëî
êðóãîâ äèàìåòðà ε, ïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâî Γ. Òîãäà âåðõíÿÿ ìåòðè÷å-
ñêàÿ ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà Γ, èçâåñòíàÿ òàêæå êàê ðàçìåðíîñòü Êîëìî-
ãîðîâà, ðàçìåðíîñòü Ìèíêîâñêîãî è box counting dimension, îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ïðåäåë (ñì. [6, 7, 8, 9])

dmΓ := lim sup
ε→0

lnN(ε,Γ)

− ln ε
.

Ýòà âåëè÷èíà ìåíÿåòñÿ îò 1 äî 2; äëÿ ñïðÿìëÿåìîé êðèâîé îíà ðàâíà
åäèíèöå, à äëÿ íåñïðÿìëÿåìîé ìîæåò áûòü áîëüøå. Ýòà ðàçìåðíîñòü ìî-
æåò áûòü îïðåäåëåíà ïî-äðóãîìó: ðàçãðàôèì ïëîñêîñòü íà êâàäðàòû ñî
ñòîðîíîé 2−n è îáîçíà÷èì ÷åðåç M(Γ, n) ÷èñëî òàêèõ êâàäðàòîâ, ïåðåñå-
êàþùèõñÿ ñ Γ. Òîãäà (ñì., íàïð., [8, 9])

dmΓ := lim sup
n→∞

lnM(Γ, n)

n
.

Çàäà÷à î ñêà÷êå. Âîçüìåì òåïåðü â êà÷åñòâå Γ ïðîñòóþ çàìêíóòóþ (íå
îáÿçàòåëüíî ñïðÿìëÿåìóþ) êðèâóþ, ðàçáèâàþùóþ êîìïëåêñíóþ ïëîñ-
êîñòü íà êîíå÷íóþ îáëàñòü D+ è ñîäåðæàùóþ áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ
òî÷êó îáëàñòü D−. Ïóñòü íà ýòîé êðèâîé çàäàíà ôóíêöèÿ f(t). Çàäà÷åé
î ñêà÷êå íàçûâàþò êðàåâóþ çàäà÷ó îá îòûñêàíèè ãîëîìîðôíîé â C \ Γ
ôóíêöèè Φ(z), êîòîðàÿ íåïðåðûâíà â D+ è â D−, è ïðåäåëüíûå çíà÷å-
íèÿ êîòîðîé â òî÷êàõ t ∈ Γ ïðè ñòðåìëåíèè ê íèì èç îáëàñòåé D+ è D−

ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

Φ+(t)− Φ−(t) = f(t), t ∈ Γ. (1)

Ýòî - ïðîñòåéøèé ñëó÷àé óïîìÿíóòîé âûøå çàäà÷è Ðèìàíà. Ïîäîáíàÿ
çàäà÷à ìîæåò ñòàâèòñÿ è íà íåçàìêíóòîé äóãå.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü óïîìÿíóòûé âûøå ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1 (ñì. [4, 5]). Ïóñòü Γ åñòü ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ (âîîáùå ãî-
âîðÿ, íåñïðÿìëÿåìàÿ) êðèâàÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è f ∈ Hν(Γ).
Åñëè

ν >
1

2
dmΓ, (2)

òî çàäà÷à î ñêà÷êå èìååò ðåøåíèå.
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Äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè íåñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ òèïà ðàçìåðíîñòè.
Íà äàííóþ òåìó ñóùåñòâóþò ïðèìåðû äâîÿêîãî ðîäà. Òàê, ïîñòðîåí ïðè-
ìåð K2, êîãäà óñëîâèå (2) íàðóøåíî è çàäà÷à î ñêà÷êå íåðàçðåøèìà, íî ñ
äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíû ñëó÷àè [10], êîãäà çàäà÷à èìååò ðåøåíèÿ äàæå
íåñìîòðÿ íà íàðóøåíèå äàííîãî óñëîâèÿ. Èìåííî èç ýòîãî ñëåäóåò íåîá-
õîäèìîñòü âî ââåäåíèè äðóãèõ ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íåñïðÿìëÿå-
ìûõ êðèâûõ òèïà ðàçìåðíîñòåé, îòëè÷àþùèõñÿ îò âåðõíåé ìåòðè÷åñêîé
ðàçìåðíîñòè è ïîçâîëÿþùèõ ñäåëàòü óñëîâèå (2) áîëåå òî÷íûì. Ê ïðè-
ìåðó, â ïóáëèêàöèÿõ [10, 11, 12] (ñì. òàêæå íåäàâíèå ïóáëèêàöèè [13, 14])
ââîäÿòòñÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ è óòî÷íåííàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü.

Îïèøåì èõ âêðàòöå. Ïóñòü îáëàñòü D+ ðàçáèòà íà ìåíüøèå íåíàëå-
ãàþùèå îáëàñòè δj ñî ñïðÿìëÿåìûìè ãðàíèöàìè äëèí λj, à rj � íàèáîëü-
øèé ðàäèóñ êðóãà, ïîìåùàþùåãîñÿ âíóòðè δj. ×èñëî Md =

∑
λjr

d−1
j , ãäå

ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì îáëàñòÿì δj, íàçûâàåòñÿ d−ìàññîé ýòîãî ðàçáèå-
íèÿ. Òîãäà âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ðàçìåðíîñòü Γ åñòü òî÷íàÿ
âåðõíÿÿ ãðàíü çíà÷åíèé d, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå ñ êîíå÷-
íîé d−ìàññîé. Âíåøíÿÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ðàçìåðíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ
àíàëîãè÷íî. Îïðåäåëåíèå óòî÷íåííîé ìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ñëîæ-
íåå: çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáëàñòåé δj, èç êîòîðûõ îá-
ëàñòü D+ (èëè D−) ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåèÿ îïåðàöèé

∪
è \.

Äîêàçàíî, ÷òî
(i) êàê àïïðîêñèìàöèîííûå, òàê è óòî÷íåííûå ìåòðè÷åñêèå ðàçìåð-

íîñòè íå ïðåâîñõîäÿò dmΓ, è èìåþòñÿ ïðèìåðû êðèâûõ, äëÿ êîòîðûõ
êàæäàÿ èç íèõ ñòðîãî ìåíüøå dmΓ;

(ii) òåîðåìà 1 ñîõðàíÿåò ñèëó ïðè çàìåíå â óñëîâèè (2) âåðõíåé ìåò-
ðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè íà ëþáóþ èç îïèñàííûõ âûøå ðàçìåðíîñòåé, òî
åñòü òàêàÿ çàìåíà óñèëèâàåò òåîðåìó 1.

Ïðîáëåìà, îäíàêî, â òîì, ÷òî äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íåèçâåñòíû òî÷-
íûå çíà÷åíèÿ àïïðîêñèìàöèîííûõ è óòî÷íåííûõ ìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðíî-
ñòåé ñêîëüêî-íèáóäü òðèâèàëüíûõ êðèâûõ. Ýòî ñâÿçàíî ñ èñïîëüçîâàíè-
åì â èõ îïðåäåëåíèÿõ ìíîæåñòâà âñåâîçìîæíûõ ðàçáèåíèé îáëàñòè íà
ìåíüøèå îáëàñòè ñî ñïðÿìëÿåìûìè ãðàíèöàìè, êîòîðîå òðóäíî îáîçðè-
ìî â íåòðèâèàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé â êðàåâûõ çàäà÷àõ
âñå âûøåïåðå÷èñëåííûå ðàçìåðíîñòè îáëàäàþò íåäîñòàòêàìè: âåðõíÿÿ
ìåòðè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü íå âïîëíå òî÷íî ó÷èòûâàåò ñâîéñòâà íåñïðÿì-
ëÿåìîé êðèâîé, îáåñïå÷èâàþùèå ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è, à àï-
ïðîêñèìàöèîííàÿ ðàçìåðíîñòü è óòî÷íåííàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü
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î÷åíü ñëîæíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü â
ðàçðàáîòêå íîâûõ ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íåñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ,
â òîì ÷èñëå è íå ÿâëÿþùèõñÿ ðàçìåðíîñòÿìè.

2 Ïîêàçàòåëè Ìàðöèíêåâè÷à è èõ ëîêàëèçà-

öèÿ.

Â ðàáîòå àâòîðà [1] ââåäåíà ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðèñòèêà.
Ïîêàçàòåëè Ìàðöèíêåâè÷à. Ïóñòü, êàê è âûøå, Γ åñòü çàìêíóòàÿ

æîðäàíîâà êðèâàÿ, ðàçáèâàþùàÿ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü íà êîíå÷íóþ
îáëàñòü D+ è áåñêîíå÷íóþ îáëàñòü D−. Â äàëüíåéøåì ìû ïðåäïîëàãà-
åì, ÷òî ýòà êðèâàÿ íåñïðÿìëÿåìà, íî èìååò íóëåâóþ ïëîùàäü, òàê ÷òî
îáëàñòè D+ è D− èçìåðèìû. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

Ip(D
+) =

∫∫
D+

dxdy

distp(z,Γ)
, z = x+ iy.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè p = 0 ýòîò èíòåãðàë êîíå÷åí - îí ðàâåí ïëîùàäè D+,
à ïðè p > 0 îí ìîæåò îêàçàòüñÿ áåñêîíå÷íûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì ââåäåì
âåëè÷èíó

m+ Γ = sup{p : Ip(D
+) < ∞}.

Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðèì îáëàñòü D∗, ðàâíóþ D− ∩
{z : |z| < r}, ãäå r

íàñòîëüêî âåëèêî, ÷òî Γ ïîëíîñòüþ ñîäåðæèòñÿ â êðóãå {z : |z| < r}.
Äëÿ îáëàñòè D∗ òàêæå ââåäåì õàðàêòåðèñòèêó

m− Γ = sup{p : Ip(D
∗) < ∞}.

Íàêîíåö, ïîëîæèì
m(Γ) := max{m+ Γ,m− Γ}

Õàðàêòåðèçàöèÿ ñâîéñòâ ìíîæåñòâà ÷åðåç ïîâåäåíèå íåêîòîðûõ èíòåãðà-
ëîâ ïî äîïîëíåíèþ ýòîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèõ dist(z,Γ), âîñõîäèò ê
ðàáîòàì ïîëüñêîãî ìàòåìàòèêà Éîçåôà Ìàðöèíêåâè÷à (ñì. [15]). Â ñâÿçè
ñ ýòèì àâòîð íàçâàë âåëè÷èíû m+ Γ è m− Γ ïîêàçàòåëÿìè Ìàðöèíêåâè÷à
êðèâîé Γ (âíóòðåííèì è âíåøíèì). Â [1] äîêàçàíû íåðàâåíñòâà

1 ≥ m+ Γ ≥ 2− dmΓ, 1 ≥ m− Γ ≥ 2− dmΓ.

Êðîìå òîãî, êàê óñòàíîâëåíî â [1], ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 2 Ïóñòü Γ - ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ (âîîáùå ãîâîðÿ, íåñïðÿìëÿ-
åìàÿ) êðèâàÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è f ∈ Hν(Γ). Åñëè

ν > 1− 1

2
m(Γ), (3)

òî çàäà÷à î ñêà÷êå èìååò ðåøåíèå.

Óñëîâèÿ ýòîé òåîðåìû âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìåíåå îãðàíè÷èòåëüíû, ÷åì
óñëîâèÿ òåîðåìû 1.

Ëîêàëüíûå ïîêàçàòåëè Ìàðöèíêåâè÷à. Ïóñòü Γ � çàìêíóòàÿ íåñïðÿì-
ëÿåìàÿ êðèâàÿ, r � äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, t ∈ Γ. Îáî-
çíà÷èì D+

r (t) := D+ ∩ {z : |z − t| ≤ r}, à ÷åðåç M+
r (t) � ìíîæåñòâî

çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ p, äëÿ êîòîðûõ èíòåãðàë∫∫
D+

r (t)

dxdy

distp(z,Γ)

ñõîäèòñÿ. Ïðè r < r′ èìååì M+
r′ (t) ⊂ M+

r (t), à îòñþäà supM+
r′ (t) ≤

supM+
r (t), òî åñòü supM+

r (t) ìîíîòîíåí êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé r, è
ïðåäåë

m+(Γ; t) = lim
r→0

{supM+
r (t)}

ñóùåñòâóåò. Íàçîâåì åãî âíóòðåííèì ëîêàëüíûì ïîêàçàòåëåì Ìàðöèíêå-
âè÷à â òî÷êå t. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âíåøíèé ëîêàëüíûé ïîêàçàòåëü
m−(Γ; t).

Îòìåòèì ðÿä ñâîéñòâ ëîêàëüíûõ ïîêàçàòåëåé Ìàðöèíêåâè÷à. Ïðåæäå
âñåãî, îíè ñîõðàíÿþò ñâîè çíà÷åíèÿ ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå è ïîâî-
ðîòå êðèâîé Γ, à òàêæå ïðè ïðèìåíåíèè ê íåé ïðåîáðàçîâàíèé ïîäîáèÿ è
ñèììåòðèè, ÷òî ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàìåí
ïåðåìåííûõ â ðàññìàòðèâàåìûõ èíòåãðàëàõ. Äàëåå, äëÿ ëþáîãî t ∈ Γ
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

1 ≥ m+(Γ, t) ≥ 2− dmΓ, 1 ≥ m−(Γ, t) ≥ 2− dmΓ;

èõ ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà
äëÿ íåëîêàëüíûõ ïîêàçàòåëåé â [1]. Îòìåòèì òàêæå ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.

Òåîðåìà 3 Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

inf{m+(Γ; t) : t ∈ Γ} = m+ Γ, inf{m−(Γ; t) : t ∈ Γ} = m− Γ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé; âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî. Çàôèêñèðóåì ëþáîå p < m+ Γ. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîêàçàòåëÿ
Ìàðöèíêåâè÷à Ip(D

+) < ∞. Íî òîãäà äëÿ ëþáûõ t ∈ Γ è r > 0 ìû èìååì
Ip(D

+
r (t)) < Ip(D

+) < ∞, è îòñþäà p ∈ M+
r (t). Çíà÷èò, ïðè ëþáîì t ∈ Γ

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî m+(Γ; t) ≥ p, à ïîñêîëüêó p ìîæíî âûáðàòü
ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê m+ Γ, òî m+(Γ; t) ≥ m+ Γ, è inf{m+(Γ; t) : t ∈
Γ} ≥ m+ Γ. Äîïóñòèì, ÷òî inf{m+(Γ; t) : t ∈ Γ} > m+ Γ; òîãäà íàéäåòñÿ
÷èñëî p òàêîå, ÷òî inf{m+(Γ; t) : t ∈ Γ} > p > m+ Γ. Èç ëåâîé ÷àñòè ïî-
ñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé òî÷êè t ∈ Γ ñóùåñòâóåò ðàäèóñ
r(t) > 0 òàêîé, ÷òî èíòåãðàë Ip(D

+
r(t)(t)) ñõîäèòñÿ. Êðóãè |z− t| < r(t) îá-

ðàçóþò ïîêðûòèå êîìïàêòà Γ. Âûáåðåì èç íåãî êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå,
ñîñòîÿùåå èç êðóãîâ Kj = {z : |z − tj| < r(tj)}, j = 1, 2, . . . , n, è îáîçíà-

÷èì ∆ = D+
∩
(

n∪
j=1

Kj). Î÷åâèäíî, èíòåãðàë Ip(∆) ñõîäèòñÿ. Íî ñõîäèòñÿ

è èíòåãðàë Ip(D
+\∆), ïîòîìó ÷òî ðàññòîÿíèå îòD+\∆ äî Γ ïîëîæèòåëü-

íî. Çíà÷èò, ñõîäèòñÿ è èíòåãðàë Ip(D
+), ÷òî äåëàåò íåðàâåíñòâî p > m+ Γ

íåâîçìîæíûì. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà âû÷èñëåíèÿ ëîêàëüíûõ ïîêàçàòåëåé Ìàðöèí-

êåâè÷à.

Ïðèìåð 1 Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì êðèâóþ, ïîñòðîåííóþ â [1]. Âîçüìåì
êâàäðàò Q = {x, y : 0 ≤ x ≤ 1,−1 ≤ y ≤ 0}. Ðàçîáüåì åãî ñòîðîíó
{0 ≤ x ≤ 1, y = 0} íà ó÷àñòêè In îò 2−n äî 2−n+1, ãäå n ìåíÿåòñÿ îò 1
äî +∞, çàôèêñèðóåì ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà α è β ≥ 1, è ðàçîáúåì êàæ-
äûé èç ýòèõ ó÷àñòêîâ íà 2[nβ] ðàâíûõ ÷àñòåé, ãäå [nβ] îçíà÷àåò öåëóþ
÷àñòü ÷èñëà nβ. Îáîçíà÷èì òî÷êè äåëåíèÿ ó÷àñòêà In ÷åðåç xnj, j -
íîìåð â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ. Ïðèñîåäèíèì ê êâàäðàòó Q ïðÿìîóãîëüíèêè
pnj = {x, y : xnj − Cn ≤ x ≤ xnj, 0 ≤ y ≤ 2−n}. Âåëè÷èíó Cn îïðåäåëèì
ðàâåíñòâîì Cn = 1

2
aαn, ãäå an - ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè äåëåíèÿ íà

îòðåçêå In, òî åñòü 2−n−[nβ]. Ãðàíèöó ïîëó÷åííîé îáëàñòè D+ îáîçíà-
÷èì Γ.

Â ðàáîòàõ [4], [5] äîêàçàíî, ÷òî dmΓ =
2β

β + 1
ïðè α = 1. Òî÷íî òàê

æå âû÷èñëÿåòñÿ dmΓ ïðè α > 1, ïðè÷åì è â ýòîì ñëó÷àå îíà ðàâ-

íà
2β

β + 1
. Èíòåãðàë

∫∫
D+

dxdy

distp(z,Γ)
ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=1

2[nβ] · 2−n · (Cn)
1−p ≍ 2nβ−n−n(1+β)α(1−p), òî åñòü ïðè
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óñëîâèè β − 1− (1 + β)α(1− p) < 0, îòêóäà 1− p >
β − 1

(β + 1)α
, òî åñòü

p < 1− β − 1

(β + 1)α
. Îòñþäà

m+ Γ = 1− β − 1

(β + 1)α
.

Àíàëîãè÷íî, m− Γ =
2

β + 1
ïðè ëþáîì α.

Íî â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè t ∈ Γ, êðîìå íóëÿ, êðèâàÿ Γ ñïðÿì-
ëÿåìà. Ïîýòîìó ëîêàëüíûå ïîêàçàòåëè Ìàðöèíêåâè÷à m±(Γ; t) ðàâíû 1

ïðè t ̸= 0, à â òî÷êå t = 0 èìååì m+(Γ; 0) = 1− β − 1

(β + 1)α
> 2− dmΓ,

m−(Γ; 0) =
2

β + 1
= 2− dmΓ.

Ïðèìåð 2 Ïóñòü çàäàíû k ïàð ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë αj ≥ 1, βj ≥ 1,
j = 1, 2, . . . , k. Äëÿ êàæäîé èç íèõ ïîñòðîèì îáëàñòü D+

j , êàê â ïðåäû-

äóùåì ïðèìåðå, è ïîëîæèì D = ∪k
j=1{D+

j + j − 1} (èìåþòñÿ ââèäó
ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû íà j − 1 åäèíèö âäîëü âåùåñòâåííîé îñè). Òî-
ãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè t ãðàíèöû Γ îáëàñòè D, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê
0, 1, . . . , k−1 âåùåñòâåííîé îñè, èìååì m+(Γ, t) = m−(Γ, t) = 1, à â ýòèõ
èñêëþ÷èòåëüíûõ òî÷êàõ

m+(Γ, j − 1) = 1− βj − 1

(βj + 1)αj

, quadm−(Γ, j − 1) =
2

βj + 1
, j = 1, 2, . . . , k.

Ïðè ýòîì

dmΓ = max{ 2βj

βj + 1
: j = 1, 2, . . . , k}, m+ Γ = min{1− βj − 1

(βj + 1)αj

: j = 1, 2, . . . , k},

m− Γ = min{ 2

βj + 1
: j = 1, 2, . . . , k} = 2− dmΓ.

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ñóùåñòâóþò êðè-
âûå, äëÿ êîòîðûõ m+(Γ, t) ñòðîãî áîëüøå 2−dmΓ. Àíàëîãè÷íûå ïðèìåðû
ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ âíåøíåãî ïîêàçàòåëÿ Ìàðöèíêåâè÷à.
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3 Ëîêàëüíûé êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè çàäà-

÷è î ñêà÷êå

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïðèëîæåíèþ ââåäåííûõ õàðàêòåðèñòèê â òåîðèè êðà-
åâûõ çàäà÷. Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ f ∈ Hν(Γ) íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñ-
êîñòü C ïî Óèòíè (ñì. [15]). Ïîëó÷èòñÿ ôóíêöèÿ u(z) òàêàÿ, ÷òî u|Γ = f .
Â C\Γ ýòà ôóíêöèÿ èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà. Åñëè

f ∈ Hν(Γ), òî |∂u
∂x

| ≤ C

dist1−ν(z,Γ)
, |∂u

∂y
| ≤ C

dist1−ν(z,Γ)
(ñì. [15]). Äàëåå,

ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Φ(z) = χ(z)u(z)− 1

2πi

∫∫
D+

∂u

∂ζ

dζdζ

ζ − z
, (4)

ãäå χ(z) - õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îáëàñòè D+.

Òåîðåìà 4 Åñëè ν > 1−m+(Γ, t) â ëþáîé òî÷êå êðèâîé, òî ôóíêöèÿ Φ
êîððåêòíî îïðåäåëåíà è èíòåãðèðóåìà â íåêîòîðîé ñòåïåíè, áîëüøåé
äâóõ, â îêðåñòíîñòè Γ. Îíà óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìó óñëîâèþ çàäà÷è î

ñêà÷êå â òåõ òî÷êàõ t ∈ Γ, ãäå ν > 1− 1

2
m+(Γ, t).

Äîêàçàòåëüñòâî Ñîãëàñíî òåîðåìå 3 èç ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà ν >
1−m+(Γ, t) â ëþáîé òî÷êå êðèâîé ñëåäóåò, ÷òî ν > 1−m+ Γ. Çíà÷èò, ïðî-

èçâîäíàÿ
∂u

∂ζ
èíòåãðèðóåìà â D+ â íåêîòîðîé ñòåïåíè, áîëüøåé åäèíèöû.

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ Φ êîððåêòíî îïðåäåëåíà è èíòåãðèðóåìà â íåêîòîðîé
ñòåïåíè, áîëüøåé äâóõ (ñì. [16]). Äàëåå, îáîçíà÷èì ÷åðåç E ìíîæåñòâî

òåõ òî÷åê t ∈ Γ, ãäå ν ≤ 1− 1

2
m+(Γ, t). Òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè t ∈ Γ\E

íàéäåòñÿ ðàäèóñ r = r(t) òàêîé, ÷òî â D+
r (t) ïðîèçâîäíàÿ

∂u
∂ζ

èíòåãðèðó-
åìà â ñòåïåíè, áîëüøåé äâóõ. Çàïèñûâàÿ èíòåãðàëüíûé ÷ëåí ôîðìóëû
(4) êàê ñóììó èíòåãðàëîâ ïî D+

r (t) è ïî D+ \ D+
r (t), óáåæäàåìñÿ, ÷òî

(ñì. [16]) èíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå (4) íåïðåðûâíî â òî÷êå t. Ïîëó÷åííîå
óòâåðæäåíèå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðèâåäåì îäíî ïðîñòîå ñëåäñòâèå èç ýòîé òåîðåìû. Gðåäïîëîæèì,
÷òî íà êðèâîé Γ çàôèêñèðîâàíî íåñêîëüêî (êîíå÷íîå ÷èñëî) òî÷åê, ñî-
ñòàâëÿþùèõ ìíîæåñòâî E. Hàññìîòðèì çàäà÷ó îá îòûñêàíèè ãîëîìîðô-
íîé â C \ Γ ôóíêöèè Φ ïî êðàåâîìó óñëîâèþ

Φ+(t)− Φ−(t) = f(t), t ∈ Γ \ E, (5)
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óñëîâèþ Φ(∞) = 0, è îãðàíè÷åíèþ Φ ∈ Lp(N), p > 2, â ëþáîé îêðêåñòíî-
ñòè N èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà E (çäåñü èìåþòñÿ â âèäó îêðåñòíîñòè
â òîïîëîãèè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè). Òàêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è î ñêà÷êå
íàçûâàþò ïîëóíåïðåðûâíîé.

Ñëåäñòâèå 1 Åñëè ν > 1−m+(t) â ëþáîé òî÷êå êðèâîé Γ è ν > 1− m+(t)

2
ïðè t ∈ Γ \ E, òî çàäà÷à î ñêà÷êå â ïîëóíåïðåðûâíîé ïîñòàíîâêå ðàçðå-
øèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òîì, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ cëåäñòâèÿ èñêîìûì
ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ (4).

Òåì ñàìûì ìû ïåðåíåñëè îñíîâíîé ðåçóëüòàò [1] íà ñëó÷àé ïîëóíå-
ïðåðûâíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü ñ èñïîëüçîâàíèåì âíåøíèõ
ëîêàëüíûõ ïîêàçàòåëåé Ìàðöèíêåâè÷à.

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé ìîæíî èññëåäîâàòü â òåðìèíàõ ðàçìåðíîñòè
Õàóñäîðôà (ñì. [1]).
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