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Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ôóíêöèÿ z = f(x1, . . . , xn) îò n ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn îïðåäåëÿåòñÿ
íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå D åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn è ïðèíèìàåò
÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ, òî åñòü z ∈ R. Òàêèì îáðàçîì, f : Rn → R. Ìû áóäåì
÷àñòî îáîçíà÷àòü òî÷êó (x1, . . . , xn) ∈ Rn ëàòèíñêîé áóêâîé p è ïèñàòü
f(p), p ∈ Rn.

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè p′ è
p′′ èçìåðÿåòñÿ �ïî ïðÿìîé�, òî åñòü åâêëèäîâà ìåòðèêà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ρ(p′, p′′) =

√√√√ n∑
k=1

(x′i − x′′i )2 .

Íà ýòîì çàíÿòèè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü, â îñíîâíîì, òîëüêî ôóíê-
öèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y). Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ z ôóíêöèè
f(x, y), êîãäà òî÷êà p = (x, y) �ïðîáåãàåò� ìíîæåñòâî D (îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè), ìîæíî èçîáðàçèòü â âèäå ïîâåðõíîñòè â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå. Òàêèå ïîâåðõíîñòè ãåîãðàôû îáû÷íî èçîáðàæàþò íà êàðòå
â âèäå ëèíèé ðàâíûõ âûñîò � �ëèíèé óðîâíÿ� C. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó
óðîâíþ C ∈ R ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè R2. Íàïðè-
ìåð, ëèíèè óðîâíÿ ïàðàáîëîèäà z = x2 + y2 èìåþò âèä êîíöåíòðè÷åñêèõ
îêðóæíîñòåé {x2 + y2 = C, C ∈ R} ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.
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Èçó÷åíèÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ íà÷íåì ñ ïîíÿòèé ïðåäåëå
ôóíêöèè è åå íåïðåðûâíîñòè.

Ïðåäåë ôóíêöèè. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ äâîéíûì ïðåäåëîì ôóíê-

öèè f â òî÷êå p0 = (x0, y0), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå

δ = δ(ε, p0) > 0, çàâèñÿùåå îò ε è òî÷êè p0, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè

p = (x, y), ïðèíàäëåæàùåé δ-îêðåñòíîñòè {p : ρ(p, p0) < δ} òî÷êè p0
ìîäóëüíàÿ ðàçíîñòü |f(p)− A| < ε.

Äâîéíîé ïðåäåë áóäåì îáîçíà÷àòü êàê

A = lim
p→p0

f(p) èëè A = lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y).

Âìåñòå ñ äâîéíûì ïðåäåëîì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òàêæå ïîâòîðíûå
ïðåäåëû

A = lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y) èëè A = lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y).

Òî, ÷òî äâîéíîé ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò îïðåäåëèì íå ñ ïîìîùüþ (ε, δ), à
â âèäå ïðàêòè÷åñêîé ðåêîìåíäàöèè ïî äîêàçàòåëüñòâó îòñóòñòâèÿ ïðåäåëà.

Ïðåäåë ïðè p → p0 äëÿ ôóíêöèè f(p), p ∈ D, íå ñóùåñòâóåò, åñëè

ìîæíî âûáðàòü äâà ïóòè ê òî÷êå p0, ïðèâîäÿùèå ê ðàçëè÷íûì çíà÷åíè-

ÿì f.

Ïðèìåð 1. Èññëåäîâàòü íàëè÷èå ïðåäåëà ó ôóíêöèè

f(x, y) =
sinx

x+ y
, (1)

êîãäà (x, y)→ (0, 0).

Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ ïîâòîðíûõ ïðåäå-
ëîâ, ïðèâîäÿùèõ ê ðàçëè÷íûì ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì ýòîé ôóíêöèè. Åñëè
ñíà÷àëà ôèêñèðîâàòü íåêîòîðîå çíà÷åíèå y 6= 0, à ïîòîì x óñòðåìëÿòü ê
íóëþ, òî íåçàâèñèìî îò ïîñëåäóþùåãî âçÿòèÿ ïðåäåëà y → 0 ïîëó÷èì â
ïðåäåëå 0, òî åñòü ïîâòîðíûé ïðåäåë

lim
y→0

lim
x→0

sinx

x+ y
= lim

x→0

sinx

x+ y
= 0.
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Åñëè æå ñíà÷àëà ôèêñèðîâàòü íåêîòîðîå çíà÷åíèå x 6= 0 è óñòðåìëÿòü ê
íóëþ, à ïîòîì áðàòü ïðîñòîé ïðåäåë ïðè x→ 0, òî ïî ýòîìó ïóòè â ïðåäåëå
ïîëó÷èì 1:

lim
x→0

lim
y→0

sinx

x+ y
= lim

x→0

sinx

x
= 1.

Îòâåò: Ïðåäåëà �â íóëå� ó ôóíêöèè (1) íå ñóùåñòâóåò.

Åñëè âñïîìíèòü îá àíàëîãè÷íîé ñèòóàöèè äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðå-
ìåííîé, òî íåñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ãîâîðèò îá îòñóòñòâèè â ýòîé òî÷-
êå ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè � òàì ìîæåò áûòü ðàçðûâ ôóíêöèè,
èëè ýòà òî÷êà íå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè. Ñëåäóÿ ýòî-
ìó çàìå÷àíèþ ââåäåì ñëåäóþùåå åñòåñòâåííîå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè â òî÷êå.

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ f(p) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâ-

íîé â òî÷êå p0, åñëè ñóùåñòâóåò äâîéíîé ïðåäåë limp→p0 f(p) = f(p0).

Â ðÿäå ñëó÷àåâ äîêàçàòåëüñòâó îòñóòñòâèÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â
íåêîòîðîé òî÷êå ïîìîãàåò ñëåäóþùåå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèå
äâîéíîãî ïðåäåëà.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè ñóùåñòâóåò äâîéíîé ïðåäåë

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y).

â òî÷êå p0 = (x0, y0) è ïðè ëþáîì çíà÷åíèè y ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ïðåäåë

lim
x→x0

f(x, y),

òî ñóùåñòâóþò ïîâòîðíûå ïðåäåëû

lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y) = lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y), (2)

êîòîðûå ðàâíû äâîéíîìó.

Ïî ñóùåñòâó, ìû èñïîëüçîâàëè ýòî ïðåäëîæåíèå â Ïðèìåðå 1, îïðîâåð-
ãàÿ ðàâåíñòâî (2).

Ê ñîæàëåíèþ, äîêàçàòåëüñòâî íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â íåêîòîðîé
òî÷êå p0 ïî÷òè âñåãäà òðåáóåò ïðîâåðêè óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ äâîéíîãî
ïðåäåëà â ñîîòâåòñòâèè ñ åãî îïðåäåëåíèåì (ñì. âûøå îïðåäåëåíèåÏðåäåë
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ôóíêöèè. Äåëî â òîì, ÷òî ìû íå çíàåì äðóãîãî ñïîñîáà äîêàçàòåëüñòâà
íåçàâèñèìîñòè çíà÷åíèÿ ïðåäåëà îò âûáîðà ïóòè ñòðåìëåíèÿ ê òî÷êå p0.
Ïîÿñíèì ýòî, ðàññìîòðåâ ðåøåíèå ñëåäóþùåãî ïðèìåðà.

Ïðèìåð 2. Äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

f(x, y) =
sinxy

x
,

â òî÷êå p0 = (0, a) ïðè ëþáîì a 6= 0.

Ðåøåíèå. Âðîäå, ÷åãî òóò äîêàçûâàòü?

lim
(x,y)→(0,a)

sinxy

x
= lim

(t,y)→(0,a)

sin t

t
· y, (3)

è â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà îäèí ñîìíîæèòåëü ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå,
à äðóãîé ïðîñòî ðàâåí a, è ïîýòîìó ïðåäåë ðàâåí a. Íî, òåì ñàìûì, ìû
âû÷èñëèëè ïîâòîðíûé, à íå äâîéíîé ïðåäåë. Ïðèäåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî â
ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, a) ìîäóëüíàÿ ðàçíîñòü∣∣∣∣ sinxyx

− a
∣∣∣∣ < ε.

Äîêàçûâàåòñÿ ýòî äîñòàòî÷íî ïðîñòî, ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî íàì ïðè-
åìà äîáàâëåíèÿ â ìîäóëüíóþ ðàçíîñòü ïðåäåëüíîé òî÷êè 1 äëÿ (sin t)/t è
òî÷êè a äëÿ y (ñì. (3)). Èìååì:∣∣∣∣ sin tt ·y−a

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ (sin t

t
− 1

)
·y+(y−a)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ (sin t

t
− 1

) ∣∣∣∣ ·y+ | y−a |. (4)
Â ëþáîé ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, a) îáà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (4) ìîæ-
íî ñäåëàòü ìåíüøå ε/2, è ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî äâîéíîé ïðåäåë äåéñòâèòåëü-
íî ñóùåñòâóåò è ðàâåí a.
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3137. Îïðåäåëèòü è èçîáðàçèòü ãðàôè÷åñêè îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ

ôóíêöèè

z =
√
1− x2 +

√
y2 − 1.

3158. Íàðèñîâàòü íà ïëîñêîñòè X0Y ëèíèè óðîâíÿ ïîâåðõíîñòè

z = |x|+ y.

3183.1. Ñóùåñòâóåò ëè äâîéíîé ïðåäåë

lim
(x,y)→(0,0)

2xy

x2 + y2
?

3202. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x, y) =

{ 2xy
x2+y2

, åñëè x2 + y2 6= 0,

0, åñëè x2 + y2 = 0 .

íåïðåðûâíà â íóëå ïî êàæäîé ïåðåìåííîé x è y â îòäåëüíîñòè, íî íå ÿâëÿ-
åòñÿ íåïðåðûâíîé ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ. (Âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåøå-
íèåì ïðåäûäóùåé çàäà÷è.)

3183.1∗. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè

f(x, y) = (x+ y) sin
1

x
sin

1

y

îáà ïîâòîðíûõ ïðåäåëà íå ñóùåñòâóþò, íî, òå íå ìåíåå, ñóùåñòâóåò äâîéíîé

ïðåäåë

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.

3184(ä)∗. Íàéòè

lim
x→1

lim
y→0

logx(x+ y) è lim
y→0

lim
x→1

logx(x+ y).
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