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Краткое сообщение

А.М.БИКЧЕНТАЕВ

ОБ ОПЕРАТОРНО МОНОТОННЫХ
И ОПЕРАТОРНО ВЫПУКЛЫХ ФУНКЦИЯХ

Аннотация. Для непрерывной функции f : R
+ → R установлены критерии монотонности

и выпуклости относительно произвольной C∗-алгебры. Получена оценка меры некомпактно-
сти разности произведений элементов W ∗-алгебры. Установлен критерий перестановочности
τ -измеримого положительного оператора с положительным оператором из алгебры фон Ней-
мана.
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Введение. Пусть A — C∗-алгебра, A ∈ Asa, B ∈ A+ и −B ≤ A ≤ B. Тогда существуют
такие X ∈ Asa и Y ∈ A+, что A = XY + Y X, B = X2 + Y 2. Для непрерывной функции
f : R

+ → R установлены критерии монотонности и выпуклости относительно C∗-алгебры A.
Получена оценка меры некомпактности разности произведений элементов W ∗-алгебры.

Известно [1], что C∗-алгебра A абелева, если из условия 0 ≤ A ≤ B, A,B ∈ A, следует
A2 ≤ B2. Другими словами, A абелева, если 0 ≤ AB + BA для всех A,B ∈ A+. Пусть τ —
точный нормальный полуконечный след на алгебре фон Неймана M, A — положительный
τ -измеримый оператор и B ∈ M+. Имеем AB = BA тогда и только тогда, когда 0 ≤
ABn + BnA для всех n ∈ N. Если A2 ≤ (A + tBn)2 для всех t > 0 и n ∈ N, то AB = BA.

Определения и обозначения. C∗-алгеброй называется комплексная банахова ∗-алгеб-
ра A такая, что ‖A∗A‖ = ‖A‖2 для всех A ∈ A. Для C∗-алгебры A через Apr, Asa и A+

обозначим ее подмножества проекторов, эрмитовых элементов и положительных элементов
соответственно. Пусть A1 = {X ∈ A : ‖X‖ ≤ 1}. Конус A+ задает на Asa отношение поряд-
ка. Функциональное исчисление для элементов Asa позволяет с вещественной непрерывной
функцией ассоциировать отображение из некоторого подмножества Asa в Asa.

Пусть H — гильбертово пространство над полем C, B(H) — C∗-алгебра всех линейных
ограниченных операторов в H, I – тождественный оператор в H. Коммутантом множества
X ⊂ B(H) называется множество X ′ = {Y ∈ B(H) : XY = Y X (X ∈ X )}. ∗-Подалгебра A
алгебры B(H) называется алгеброй фон Неймана, действующей в гильбертовом простран-
стве H, если A = A′′. W ∗-алгеброй называется C∗-алгебра A, имеющая преддвойственное
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