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А.М.БИКЧЕНТАЕВ

О ЗАДАЧЕ ХААГЕРУПА О СУБАДДИТИВНЫХ ВЕСАХ

НА W ∗-АЛГЕБРАХ

Аннотация. У.Хаагеруп в 1975 г. поставил следующую задачу: будет ли каждый нормаль-

ный субаддитивный вес на W ∗-алгебре сигма-слабо полунепрерывным снизу? В этой работе

дано положительное решение задачи для случая абелевых W ∗-алгебр и найден общий вид

нормальных субаддитивных весов на этих алгебрах.
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Abstract. In year 1975 U. Haagerup posed the following question: Whether every normal subad-

ditive weight on a W ∗-algebra is sigma-weakly lower semicontinuous? Here we positively answer
this question in a particular case of abelian W ∗-algebras and present a general form of normal
subadditive weights on these algebras.
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Введение

Как отмечено в аннотации, в данной работе представлено решение задачи У.Хаагерупа [1]
для случая абелевых W ∗-алгебр. Также получено приложение к разложениям сублинейных
ожиданий [2] на измеримых функциях. Основные результаты (без доказательств) были
анонсированы в [3].

1. Субаддитивные веса на C∗-алгебре

Пусть A — C∗-алгебрa, A+ — конус неотрицательных элементов A. В [1] (см. также [4],
замечание 1.6) дано

Определение 1.1. Субаддитивным весом на C∗-алгебре A называется отображение
ϕ : A+ → [0,+∞], удовлетворяющее условиям

(i) x ≤ y =⇒ ϕ(x) ≤ ϕ(y) для всех x, y ∈ A+,
(ii) ϕ(x + y) ≤ ϕ(x) + ϕ(y) для всех x, y ∈ A+,
(iii) ϕ(λx) = λϕ(x) для всех x ∈ A+, λ ≥ 0 (при этом 0 · (+∞) ≡ 0).
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Множество A положительных мер, определенных на (Ω,B), называется разложением

СО ϕ ([2], с. 96; ср. с (1)), если

ϕ(x) = sup

{
∫

Ω

x dµ : µ ∈ A

}

∀x ∈ L
0
(Ω,B)+.

Напомним, что свойство нормальности субаддитивного веса ϕ совпадает с 5), если
W ∗-алгебра M σ-конечна. Оно было применено лишь в лемме 2.1 для сведе́ния общего
случая к случаю пространства с σ-конечной мерой. В доказательстве теоремы 3.1 исполь-
зовалось свойство 5) субаддитивного веса ϕ. Теперь с учетом вышесказанной возможности
перехода к L∞(Ω,B, ν)+ и того, что сужение каждого функционала ω ∈ Fϕ на B является
положительной мерой, из следствия 3.1 вытекает

Следствие 4.1 ([2], теорема 1). Для любого сублинейного ожидания существует разложе-
ние.
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