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СУЩЕСТВЕННО ОБРАТИМЫЕ ИЗМЕРИМЫЕ

ОПЕРАТОРЫ, ПРИСОЕДИНЕННЫЕ

К ПОЛУКОНЕЧНОЙ АЛГЕБРЕ

ФОН НЕЙМАНА, И КОММУТАТОРЫ

А. М. Бикчентаев

Аннотация. Пусть алгебра фон Неймана M операторов действует в гильберто-

вом пространстве H , τ – точный нормальный полуконечный след на M . Если

эрмитовы операторы X,Y ∈ S(M , τ) такие, что −X ≤ Y ≤ X и Y τ -существенно
обратим, то X τ -существенно обратим. Пусть 0 < p ≤ 1. Если p-гипонормальный

оператор A ∈ S(M , τ) τ -существенно обратим справа, то A τ -существенно обра-
тим. Если p-гипонормальный оператор A ∈ B (H ) обратим справа, то A обратим

в B (H ). Если гипонормальный оператор A ∈ S(M , τ) имеет правый обратный

в S(M , τ), то A обратим в S(M , τ). Если A, T ∈ M и µt(An)
1

n → 0 при n → ∞

для каждого t > 0, то оператор AT (TA) не имеет τ -существенного правого (соот-

ветственно левого) обратного в S(M , τ). Пусть H сепарабельно и dim H = ∞.

Существенно обратимый справа (слева) оператор A ∈ B (H ) является коммута-
тором тогда и только тогда, когда существенно правый обратный (соответственно

левый обратный) является коммутатором.
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Введение

Пусть алгебра фон Неймана M операторов действует в гильбертовом про-
странстве H , τ — точный нормальный полуконечный след на M с τ(I) = +∞.
Эта работа продолжает исследования свойств обратимости и τ -существенно об-
ратимости τ -измеримых операторов, начатые в [1, 2]; коммутаторов τ -измери-
мых операторов, проведенные в [3, 4], и оператора блочного проектирования
Pm, выполненные в [5]. Перечислим полученные результаты. Если эрмито-
вы операторы X, Y ∈ S(M , τ) такие, что −X ≤ Y ≤ X и Y τ -существенно
обратим, то X τ -существенно обратим (теорема 1). Пусть 0 < p ≤ 1. Ес-
ли p-гипонормальный оператор A ∈ S(M , τ) τ -существенно обратим справа,
то A τ -существенно обратим (следствие 5). Если p-гипонормальный оператор
A ∈ B(H ) обратим справа, то A обратим в B(H ) (теорема 2). Если гипо-
нормальный оператор A ∈ S(M , τ) имеет правый обратный в S(M , τ), то A
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обратим в S(M , τ) (теорема 3). Если A, T ∈ M и µt(A
n)

1

n → 0 при n → ∞
для каждого t > 0, то оператор AT (TA) не имеет τ -существенного правого
(соответственно левого) обратного в S(M , τ) (теорема 4). В частности, если
A, T ∈ B(H ) и оператор A квазинильпотентен, то AT (TA) не имеет суще-
ственно правого (соответственно левого) обратного оператора (следствие 12).
Пусть H сепарабельно и dim H = ∞. Существенно обратимый справа (сле-
ва) оператор A ∈ B(H ) является коммутатором тогда и только тогда, когда
существенно правый обратный (соответственно левый обратный) является ком-
мутатором (следствие 14).

1. Обозначения и определения

Пусть M — алгебра фон Неймана операторов в гильбертовом пространстве
H , M pr — решетка проекторов (P = P 2 = P ∗) в M , I — единица M , P⊥ = I−P
для P ∈M pr, M + — конус положительных элементов из M .

Отображение ϕ : M + → [0,+∞] называется следом, если ϕ(X+Y ) = ϕ(X)+
ϕ(Y ), ϕ(λX) = λϕ(X) для всех X, Y ∈ M +, λ ≥ 0 (при этом 0 · (+∞) ≡ 0), и
ϕ(Z∗Z) = ϕ(ZZ∗) для всех Z ∈M . След ϕ называется точным, если ϕ(X) > 0
для всех X ∈ M +, X 6= 0; полуконечным, если ϕ(X) = sup{ϕ(Y ) : Y ∈ M +,
Y ≤ X , ϕ(Y ) < +∞} для каждого X ∈ M +; нормальным, если Xi ր X
(Xi, X ∈M +)⇒ ϕ(X) = supϕ(Xi) (см. [6, гл. V, § 2]).

Оператор в H (не обязательно ограниченный или плотно определенный)
называется присоединенным к алгебре фон Неймана M , если он перестаново-
чен с любым унитарным оператором из коммутанта M ′ алгебры M . Далее
всюду τ — точный нормальный полуконечный след на M . Замкнутый опе-
ратор X , присоединенный к M , имеющий всюду плотную в H область опре-
деления D(X), называется τ -измеримым, если для любого ε > 0 существует
такой P ∈ M pr, что PH ⊂ D(X) и τ(P⊥) < ε. Множество S(M , τ) всех
τ -измеримых операторов является *-алгеброй относительно перехода к сопря-
женному оператору, умножению на скаляр и операций сильного сложения и
умножения, получаемых замыканием обычных операций [7, гл. IX]. Для се-
мейства L ⊂ S(M , τ) обозначим через L + и L h его положительную и эр-
митову части соответственно. Частичный порядок в S(M , τ)h, порожденный
собственным конусом S(M , τ)+, будем обозначать через ≤. Если X ∈ S(M , τ)

и X = U |X | — полярное разложение X , то U ∈M и |X | =
√
X∗X ∈ S(M , τ)+.

Через µt(X) обозначим перестановку оператора X ∈ S(M , τ), т. е. невоз-
растающую непрерывную справа функцию µ(X): (0,∞) → [0,∞), заданную
формулой

µt(X) = inf{‖XP‖ : P ∈M
pr, τ(P⊥) ≤ t}, t > 0.

Множество τ -компактных операторов S0(M , τ) = {X ∈ S(M , τ) : lim
t→∞

µt(X) =

0} является идеалом в S(M , τ). Множество элементарных операторов F (M , τ)
= {X ∈M : ∃s > 0 (µt(X) = 0 ∀t > s)} является идеалом в M .

Лемма 1 [8]. Пусть X, Y ∈ S(M , τ). Тогда
(i) µt(X) = µt(|X |) = µt(X

∗) для всех t > 0;
(ii) µt(λX) = |λ|µt(X) для всех λ ∈ C и t > 0;
(iii) если |X | ≤ |Y |, то µt(X) ≤ µt(Y ) для всех t > 0;
(iv) если X ∈M , то lim

t→+0
µt(X) = sup

t>0
µt(X) = ‖X‖;

(v) µt+s(X + Y ) ≤ µt(X) + µs(Y ) для всех t, s > 0;
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(vi) µt(|X |α) = µt(X)α для всех α > 0 и t > 0.

Пусть τ — точный нормальный полуконечный след на алгебре фон Неймана
M с τ(I) = +∞. Оператор A ∈ S(M , τ) называется τ -существенно обратимым

справа (слева), если I − AB ∈ S0(M , τ) (соответственно I − BA ∈ S0(M , τ))
для некоторого оператора B ∈ S(M , τ). Оператор A ∈ S(M , τ) называется
τ -существенно обратимым, если существует такой оператор B ∈ S(M , τ), что
I − AB, I − BA ∈ S0(M , τ) [2]. Для оператора A ∈ S(M , τ)h следующие усло-
вия эквивалентны: (i) A τ -существенно обратим справа; (ii) A τ -существенно
обратим слева; (iii) A τ -существенно обратим [2, следствие 3.10]. Оператор
A ∈ S(M , τ) τ -существенно обратим тогда и только тогда, когда A одновре-
менно τ -существенно обратим справа и слева [2, теорема 3.9]. Справедливы [9]
разложения

S(M , τ) = S0(M , τ) + M , S(M , τ)+ = S0(M , τ)+ + M
+ (1)

(т. е. всякий оператор A ∈ S(M , τ) имеет вид A = A1 + A2 с A1 ∈ S0(M , τ),
A2 ∈ M ). Поэтому τ -существенная обратимость (слева, справа) оператора A
равносильна τ -существенной обратимости (соответственно слева, справа) опе-
ратора A2.

Оператор A ∈ S(M , τ) называется p-гипонормальным для некоторого чис-
ла 0 < p ≤ 1, если (A∗A)p ≥ (AA∗)p; p-когипонормальным, если A∗ p-гипо-
нормален. Каждый p-гипонормальный оператор A ∈ S(M , τ) паранормален
[10, теорема 4.4], т. е. 2|A|2 ≤ λ−1|A2|2 + λI для всех λ > 0. Если паранор-
мальный оператор A ∈ S(M , τ) обладает обратным A−1 ∈ M , то A−1 также
паранормален [11, п. (iii) теоремы 2]. Если оператор A ∈ S(M , τ) гипонорма-
лен и (λI + A)−1 ∈ M для некоторого λ ∈ C, то (λI + A)−1 гипонормален [11,
предложение 2].

Оператор A ∈ S(M , τ) называется коммутатором, если A = XY −Y X для
некоторых X, Y ∈ S(M , τ). Операторы A,B ∈ S(M , τ) подобны, если существу-
ет обратимый оператор T ∈ S(M , τ) с T−1 ∈ S(M , τ) такой, что A = TBT−1.

Для Pk = P 2
k ∈ M , k = 1, . . . , m, с P1 + · · · + Pm = I определим (ср. с [5])

обобщенный оператор блочного проектирования Pm : S(M , τ) → S(M , τ) по
формуле

Pm(A) =

m
∑

k=1

PkAPk, A ∈ S(M , τ).

Если M = B(H ) — *-алгебра всех ограниченных линейных операторов
в H и τ = tr — канонический след, то S(M , τ), S0(M , τ) и F (M , τ) совпа-
дают с B(H ), с идеалом S∞(H ) компактных (т. е. вполне непрерывных)
операторов и с идеалом F (H ) конечномерных операторов в H соответствен-
но; τ -существенная обратимость справа (слева) совпадает с классической суще-
ственной обратимостью справа (слева), исследованной, например, в [12, § 14].

Имеем µt(X) =
∞
∑

n=1
sn(X)χ[n−1,n)(t), t > 0, где {sn(X)}∞n=1 — последователь-

ность s-чисел вполне непрерывного оператора X ; χA — индикатор множества
A ⊂ R.

2. Основные результаты

Пусть τ — точный нормальный полуконечный след на алгебре фон Неймана
M с τ(I) = +∞.



4 А. М. Бикчентаев

Лемма 2. Если n ∈ N, n ≥ 2, и операторы A1, . . . , An ∈ S(M , τ) τ -
существенно обратимы справа с τ -существенными правыми обратными B1, . . . ,
Bn соответственно, то произведение A1 . . .An τ -существенно обратимо справа с
τ -существенным правым обратным Bn . . .B1. Обратно, если A1, A2 ∈ S(M , τ)
и оператор A1A2 τ -существенно обратим справа, то A1 τ -существенно обратим
справа.

Доказательство. Воспользуемся математической индукцией. Пусть
n = 2, тогда

I − A1A2 ·B2B1 = I −A1B1 + A1(I − A2B2)B1 ∈ S0(M , τ).

Предположим, что утверждение верно для n = m. Тогда для n = m + 1 имеем

I − A1 . . .An ·Bn . . .B1 = I −A1B1 + A1(I − A2 . . .An ·Bn . . .B2)B1 ∈ S0(M , τ)

в силу предположения индукции для набора операторов A2, . . . , An.

Если A1, A2 ∈ S(M , τ) и оператор B является τ -существенным правым
обратным для A1A2, то I − A1 · A2B = I − A1A2 · B ∈ S0(M , τ), т. е. оператор
A2B является τ -существенным правым обратным для A1. �

В частности, если A ∈ S(M , τ) τ -существенно обратим справа и A = U |A| —
полярное разложение, то частичная изометрия U также τ -существенно обрати-
ма справа. Из леммы 2 вытекает

Лемма 3. Если оператор A ∈ S(M , τ) τ -существенно обратим справа, то
An τ -существенно обратим справа для всех n ∈ N, n ≥ 2. Обратно, если опера-
тор An τ -существенно обратим справа для некоторого n ≥ 2, то A τ -существенно
обратим справа.

Заметим, что из леммы 3 легко получается новое доказательство предло-
жения 3.15 из [2].

Лемма 4. Пусть A ∈ S(M , τ)+ и 0 < p < +∞. Тогда следующие условия
эквивалентны:

(i) оператор A τ -существенно обратим;

(ii) оператор Ap τ -существенно обратим.

Доказательство. (i)⇒(ii). Пусть оператор B ∈ S(M , τ) такой, что I −
AB ∈ S0(M , τ).

Шаг 1. Пусть 0 < p < 1. Из соотношения

I −Ap ·A1−pB = I − AB ∈ S0(M , τ)

следует, что оператор Ap τ -существенно обратим справа. Поэтому Ap τ -сущест-
венно обратим в силу [2, следствие 3.10].

Шаг 2. Пусть 1 < p < +∞. Если p ∈ N, то работает лемма 3. Пусть p /∈ N
и n ∈ N такое, что n − 1 < p < n. Оператор X = An является τ -существенно
обратимым справа в силу леммы 3. Поэтому оператор Ap = Xp/n является
τ -существенно обратимым в силу шага 1, поскольку 0 < p

n < 1.

(ii)⇒(i). Для оператора Y = Ap имеем A = Y 1/p и применяем импликацию
(i)⇒(ii) для пары операторов X , X1/p. �
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Теорема 1. Пусть операторы X ∈ S(M , τ)+, Y ∈ S(M , τ)h такие, что

−X ≤ Y ≤ X. (2)

Если Y τ -существенно обратим, то и X τ -существенно обратим.

Доказательство. Пусть оператор Z ∈ S(M , τ) такой, что I − Y Z ∈
S0(M , τ). Из (2) и п. (i) следствия 3.15 в [13] получаем, что

Y = X1/2TX1/2 (3)

для некоторого оператора T ∈M h с ‖T‖ ≤ 1. Тогда

I −X1/2 · TX1/2Z = I − Y Z ∈ S0(M , τ)

и оператор X1/2 является τ -существенно обратимым справа. В силу леммы 3
оператор X = (X1/2)2 также τ -существенно обратим справа. Поэтому оператор
X τ -существенно обратим в силу [2, следствие 3.10]. �

Замечание 1. Если операторы X ∈ B(H )+ и Y ∈ B(H )h удовлетворяют
условию (2) и Y обратим, то и X обратим [14, следствие 2]. Из представления
(3) и п. (ii) леммы 3.5 в [15] получаем новое доказательство этого факта.

Следствие 1. Множество {X ∈ S(M , τ)+ : X τ -существенно обратим}
является подконусом в конусе S(M , τ)+.

Следствие 2. Для оператора X ∈ S(M , τ)h следующие условия эквива-
лентны:

(i) X τ -существенно обратим;
(ii) |X | τ -существенно обратим.

Доказательство. (i)⇒(ii). Следует из неравенства −|X | ≤ X ≤ |X | и
теоремы 1.

(ii)⇒(i). Пусть оператор Z ∈ S(M , τ) такой, что I−|X |Z ∈ S0(M , τ). Пусть
X = X+ − X− — разложение Жордана на положительную и отрицательную
части с X+X− = 0 и |X | = X+ + X−. Пусть проектор P ∈ M pr — носитель
оператора X+. Для U = P − P⊥ имеем U2 = I, U |X | = X и

U(I − |X |Z)U = I −X · ZU ∈ S0(M , τ),

т. е. оператор X τ -существенно обратим. �

Следствие 3. Пусть A,B ∈ S(M , τ) и X1 = A∗A+B∗B, Y1 = A∗B +B∗A;
для A ≥ 0 пусть X2 = A + BAB∗, Y2 = AB∗ + BA; для A,B ∈ S(M , τ)h и
0 ≤ t ≤ 1 пусть X3 = A2 + B2, Y3 = t1/2A + (1 − t)1/2B; для A,B ≥ 0 пусть
X4 = A+B, Y4 = A−B. Если Yk τ -существенно обратим, то и Xk τ -существенно
обратим, k = 1, 2, 3, 4.

Доказательство. Для k = 1 утверждение вытекает из неравенств

(A±B)∗(A±B) ≥ 0

и теоремы 1. Для k = 2 утверждение следует из неравенств

(A1/2 ±BA1/2)∗(A1/2 ±BA1/2) ≥ 0

и теоремы 1. Для k = 3 утверждение получаем из неравенства

|t1/2A + (1− t)1/2B| ≤ (A2 + B2)1/2

(см. доказательство предложения 3.5 в [13]), следствия 2 и теоремы 1. �
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Следствие 4. Пусть операторы A ∈ S(M , τ) и X ∈ M с ‖X‖ ≤ 1. Если
оператор XApX∗ τ -существенно обратим для некоторого 0 < p ≤ 1, то оператор
XAX∗ τ -существенно обратим.

Доказательство. Поскольку функция f(t) = tp (0 < p ≤ 1) оператор-
но монотонна на полуоси [0,+∞), имеем XApX∗ ≤ (XAX∗)p в силу неравен-
ства Хансена, доказанного в [16] для ограниченных операторов, но без тру-
да обобщающегося на τ -измеримые операторы. Поэтому оператор (XAX∗)p

τ -существенно обратим в силу теоремы 1. Следовательно, оператор XAX∗ τ -
существенно обратим в силу леммы 4. �

Следствие 5. Если p-гипонормальный для некоторого числа 0 < p ≤ 1
оператор A ∈ S(M , τ) τ -существенно обратим справа, то A τ -существенно об-
ратим.

Доказательство. Оператор X ∈ S(M , τ) τ -существенно обратим справа
тогда и только тогда, когда оператор XX∗ τ -существенно обратим [2, след-
ствие 3.3]. Поэтому оператор AA∗ τ -существенно обратим. В силу леммы 4
оператор (AA∗)p τ -существенно обратим. Поскольку (A∗A)p ≥ (AA∗)p, опера-
тор (A∗A)p τ -существенно обратим в силу теоремы 1. Теперь в силу леммы 4
оператор A∗A τ -существенно обратим. Поэтому оператор A τ -существенно об-
ратим слева в силу [2, теорема 3.2]. Следовательно, оператор A τ -существенно
обратим в силу [2, теорема 3.9]. �

Переходя к сопряженным операторам, получаем

Следствие 6. Если p-когипонормальный для некоторого числа 0 < p ≤ 1
оператор A ∈ S(M , τ) τ -существенно обратим слева, то A τ -существенно обра-
тим.

Следствие 7. Для нормального оператора A ∈ S(M , τ) следующие усло-
вия эквивалентны:

(i) A τ -существенно обратим слева;
(ii) A τ -существенно обратим справа;
(iii) A τ -существенно обратим.

Предложение 1. Пусть A = U |A| — полярное разложение оператора A ∈
S(M , τ). Тогда (I − UU∗)(I − AB) = I − UU∗ для всех B ∈ S(M , τ).

Доказательство. Напомним, что UU∗U = U . �

Следствие 8. Пусть A = U |A| — полярное разложение оператора A ∈
S(M , τ). Если A τ -существенно обратим справа, то I − UU∗ ∈ F (M , τ).

Следствие 9. Пусть проектор P ∈ M pr — носитель τ -существенно обра-
тимого оператора A ∈ S(M , τ)h. Тогда P⊥ ∈ F (M , τ).

Теорема 2. Если p-гипонормальный для некоторого числа 0 < p ≤ 1 опе-
ратор A ∈ B(H ) имеет правый обратный в B(H ), то A обратим в B(H ).

Доказательство. Для каждого ненулевого оператора X ∈ B(H ) поло-
жим X1 = X/‖X‖. Тогда в силу неравенства Хансена [16] имеем

X∗(AA∗)pX ≤ X∗(A∗A)pX = ‖X‖2X∗1 (A∗A)pX1 ≤ ‖X‖2(X∗1A∗AX1)
p.

Поэтому если AX = 0 (⇔ AX1 = 0), то (A∗A)p/2X = 0 и

AA∗X = (AA∗)1−p/2(AA∗)p/2X = 0.
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Следовательно, X∗ ·AA∗X = |A∗X |2 = 0 и A∗X = 0.
Предположим, что AB = I для некоторого оператора B ∈ B(H ). Тогда

A(BA− I) = (AB− I)A = 0, тем самым A∗(BA− I) = 0 (полагаем X = BA− I)
и в силу равенства B∗A∗ = I получаем

BA− I = B∗A∗(BA− I) = 0. (4)

Теорема доказана. �

Следствие 10. Если p-когипонормальный для некоторого числа 0 < p ≤ 1
оператор A ∈ B(H ) имеет левый обратный в B(H ), то A обратим в B(H ).

Теорема 3. Если гипонормальный оператор A ∈ S(M , τ) имеет правый
обратный в S(M , τ), то A обратим в S(M , τ).

Доказательство. Для каждого оператора X ∈ S(M , τ) имеем

|A∗X |2 = X∗AA∗X ≤ X∗A∗AX ≤ X∗A∗AX = |AX |2.
Поэтому если AX = 0, то A∗X = 0.

Предположим, что AB = I для некоторого оператора B ∈ S(M , τ). Тогда
A(BA−I) = (AB−I)A = 0 и A∗(BA−I) = 0 (полагаем X = BA−I) и выполнено
равенство (4). �

Следствие 11. Если когипонормальный оператор A ∈ S(M , τ) имеет ле-
вый обратный в S(M , τ), то A обратим в S(M , τ).

Замечание 2. (i) Если A,B ∈ S(M , τ) и AB = I + X для некоторого
оператора X ∈ S0(M , τ), то BA = (BA)2 + Y для некоторого оператора Y ∈
S0(M , τ). Действительно, имеем B(AB − I) = (BA − I)B ∈ S0(M , τ) и (BA −
I)BA ∈ S0(M , τ). Если τ(I) = +∞, то BA /∈ S0(M , τ): если предположить, что
BA ∈ S0(M , τ), то A ·BA ·B = (AB)2 = I +2X +X2 ∈ S0(M , τ); противоречие.

(ii) Если A,B ∈ S(M , τ) и AB = I, то BA = (BA)2, т. е. оператор BA
является идемпотентом. Если τ(I) = +∞, то BA /∈ S0(M , τ).

Лемма 5. Пусть X ∈ S(M , τ) и число x > 0 такие, что µt(X) ≥ x для всех
t > 0. Тогда для каждого Y ∈ S0(M , τ) имеем µt(X + Y ) ≥ x для всех t > 0.

Доказательство. Предположим, что для некоторых чисел s > 0, ε > 0
выполнены следующие неравенства: µs(X + Y ) ≤ x − 2ε, µs(Y ) < ε. Тогда в
силу пп. (v) и (ii) леммы 1 имеем

x ≤ µ2s(X) = µ2s((X + Y )− Y ) ≤ µs(X + Y ) + µs(Y ) < x− ε;

противоречие. �

Теорема 4. Пусть τ — точный нормальный полуконечный след на алгебре

фон Неймана M , A, T ∈M и µt(A
n)

1

n → 0 при n→∞ для каждого t > 0. Тогда
оператор AT (TA) не имеет τ -существенного правого (соответственно, левого)
обратного в S(M , τ).

Доказательство. Достаточно показать, что оператор AT (TA) не имеет
τ -существенного правого (соответственно левого) обратного в M , см. разложе-
ние (1).

Шаг 1. Предположим, что оператор AT имеет τ -существенно правый об-
ратный в M , т. е. существует оператор X ∈ M такой, что AT · X = I + K с
K ∈ S0(M , τ). Тогда

ATX ·X∗T ∗A∗ = I + K1 ≥ 0, (5)
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где K1 = KK∗ + K + K∗ ∈ S0(M , τ)h. Ясно, что

TXX∗T ∗ = |X∗T ∗|2 ≤ ‖X∗T ∗‖2 · I = ‖TX‖2 · I. (6)

Из (5), (6) имеем
‖TX‖2 ·AA∗ ≥ I + K1 ≥ 0. (7)

Умножив обе части неравенства (7) слева на оператор A и справа на оператор
A∗, с учетом (7) получаем

‖TX‖2 ·A2A∗2 ≥ AA∗ + AK1A
∗ ≥ ‖TX‖−2 · I + ‖TX‖−2K1 + AK1A

∗,

т. е. ‖TX‖4·A2A∗2 ≥ I+K2 с K2 = K1+‖TX‖2 ·AK1A
∗ ∈ S0(M , τ)h. Продолжая

такой процесс, по индукции получаем

‖TX‖2n ·AnA∗n ≥ I + Kn, (8)

где Kn = Kn−1 + ‖TX‖2 · AKn−1A
∗ ∈ S0(M , τ)h для n = 2, 3, . . . . Поскольку

Kn ≥ −|Kn| для всех n ∈ N, из (7) и (8) имеем ‖TX‖2n · AnA∗n + |Kn| ≥ I для
всех n ∈ N. Из п. (iii) леммы 1 следует, что

µt(‖TX‖2n ·AnA∗n + |Kn|) ≥ µt(I) = 1 для всех n ∈ N, t > 0.

Применив лемму 5 с X = ‖TX‖2n ·AnA∗n + |Kn|, Y = −|Kn| и x = 1, получаем
неравенства

µt(‖TX‖2n ·AnA∗n) ≥ 1 для всех n ∈ N, t > 0.

В силу пп. (i), (ii) и (vi) леммы 1 имеем ‖TX‖2nµt(A
n)2 ≥ 1 для всех n ∈ N

и t > 0. Следовательно, µt(A
n)2 ≥ ‖TX‖−2n для всех n ∈ N и t > 0. Ввиду

монотонности вещественной функции λ 7→ λ
1

2n , λ ∈ R+, получаем µt(A
n)

1

2n ≥
‖TX‖−1 для всех n ∈ N и t > 0; противоречие.

Шаг 2. Предположим, что оператор AT имеет τ -существенно левый об-
ратный в M , т. е. существует оператор X ∈ M такой, что X · TA = I + K с
K ∈ S0(M , τ). Переходя к сопряженным операторам, получаем, что A∗T ∗ ·X∗ =

I + K∗ с K ∈ S0(M , τ). Заметим, что в силу п. (i) леммы 1 µt(A
∗n)

1

n =

µt(A
n∗)

1

n = µt(A
n)

1

n → 0 при n → ∞ для каждого t > 0. Ввиду шага 1 снова
получаем противоречие. Теорема доказана. �

Следствие 12. Пусть A, T ∈ B(H ) и оператор A квазинильпотентен.
Тогда оператор AT (TA) не имеет существенно правого (соответственно левого)
обратного оператора.

Доказательство. Известно, что оператор A ∈ B(H ) квазинильпотентен

тогда и только тогда, когда ‖An‖ 1

n → 0 при n → ∞ (см., например, [17]). Для
каждого оператора B ∈ B(H ) имеем (напомним, что τ = tr)

‖B‖ = s1(B) = µt(B) при t ∈ (0, 1),

поэтому для t ∈ (0, 1) выполнено µt(A
n)

1

n = ‖An‖ 1

n → 0 при n→∞. �

Замечание 3. Напомним [17, с. 208], что в гильбертовом пространстве
L2(0, 1) оператор интегрирования

(Jf)(s) =

s
∫

0

f(t) dt

не нильпотентен, но квазинильпотентен.

Замечание 4. Пусть τ — точный нормальный полуконечный след на ал-
гебре фон Неймана M . Если оператор A ∈ M квазинильпотентен, то в силу

п. (iv) леммы 1 для каждого t > 0 имеем µt(A
n)

1

n → 0 при n→∞.
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Предложение 2. Если операторы A,B ∈ S(M , τ) подобны, то A τ -су-
щественно обратим слева (τ -существенно обратим справа; τ -существенно обра-
тим) тогда и только тогда, когда B τ -существенно обратим слева (соответствен-
но τ -существенно обратим справа, τ -существенно обратим).

Доказательство. Пусть A τ -существенно обратим слева, т. е. I −XA ∈
S0(M , τ) для некоторого X ∈ S(M , τ). Имеем

I − T−1XT ·B = T−1(I −X · TBT−1)T ∈ S0(M , τ).

Остальное очевидно. �

Теорема 5. Пусть τ — точный нормальный полуконечный след на алгебре
фон Неймана M с τ(I) = +∞. Пусть оператор A ∈ S(M , τ) имеет правый
(левый) τ -существенно обратный оператор B ∈ S(M , τ), т. е. I−AB ∈ S0(M , τ)
(соответственно I−BA ∈ S0(M , τ)). Если A = λI +X с некоторыми λ ∈ C\{0}
и X ∈ S0(M , τ), то B = λ−1I + Y с некоторым Y ∈ S0(M , τ).

Доказательство. Пусть B ∈ S(M , τ) — правый τ -существенно обратный
оператор для A ∈ S(M , τ). Имеем

Z = I − AB = I − λB −XB ∈ S0(M , τ),

откуда получаем λB = I −XB − Z, т. е. B = λ−1I − λ−1(XB + Z) = λ−1I + Y .
Очевидно, Y = −λ−1(XB + Z) ∈ S0(M , τ), поскольку X,Z ∈ S0(M , τ). �

Следствие 13. Пусть dim H = ∞, оператор A ∈ B(H ) имеет правый
(левый) существенно обратный оператор B ∈ B(H ) и является суммой вполне
непрерывного и ненулевого скалярного операторов. Тогда оператор B не может
быть коммутатором.

Доказательство. Сумма вполне непрерывного и ненулевого скалярно-
го операторов в бесконечномерном гильбертовом пространстве не может быть
коммутатором [18, гл. 19, следствие к задаче 182]. �

Следствие 14. Пусть H сепарабельно и dim H = ∞. Существенно об-
ратимый справа (слева) оператор A ∈ B(H ) является коммутатором тогда и
только тогда, когда существенно правый обратный A−1

r (соответственно левый
обратный A−1

l ) является коммутатором.

Доказательство. Если H сепарабельно и бесконечномерно, то оператор
A ∈ B(H ) является коммутатором тогда и только тогда, когда он не предста-
вим в виде суммы ненулевого скалярного и вполне непрерывного операторов
(см. [18, гл. 19, задача 182]). Пусть A,A−1

r ∈ B(H ) и Z = I −AA−1
r ∈ S∞(H ).

Пусть A = λI + X с некоторыми λ ∈ C \ {0} и оператором X ∈ S∞(H ).
Тогда I − (λI + X)A−1

r = Z и A−1
r = λ−1I + Y с оператором Y = −λ−1(Z +

XA−1
r ) ∈ S∞(H ).
Пусть A−1

r = λI + X с некоторыми λ ∈ C \ {0} и оператором X ∈ S∞(H ).
Тогда I − A(λI + X) = Z и A = λ−1I + Y с оператором Y = −λ−1(Z + AX) ∈
S∞(H ). Остальное очевидно. �

Предложение 3. Пусть H сепарабельно и dimH =∞, A ∈ B(H ). Если
Pm(A) является коммутатором, то A является коммутатором.

Доказательство. Пусть оператор B ∈ B(H ) не является коммутатором,
т. е. B = λI+X с некоторыми λ ∈ C\{0} и X ∈ S∞(H ). Тогда Pm(B) = λI+Y

с Y =
m
∑

k=1

PkXPk ∈ S∞(H ), т. е. Pm(B) не является коммутатором. �
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Предложение 4. Пусть τ — точный нормальный полуконечный след на
алгебре фон Неймана M с τ(I) = +∞. Оператор вида λI + X с λ ∈ C \ {0}
и X ∈ S0(M , τ) не может быть коммутатором операторов A,B ∈ S(M , τ) с
B = C + Y , где C2 = C ∈ S(M , τ) и Y ∈ S0(M , τ).

Доказательство. Пусть, напротив, найдутся такие λ ∈ C \ {0}, X ∈
S0(M , τ) и A,B ∈ S(M , τ) с B = C + Y , где C2 = C и Y ∈ S0(M , τ), что

λI + X = AB −BA.

Умножив обе части этого равенства слева и справа на идемпотент C ∈ S(M , τ),
получаем λC + CXC = CAY C − CY AC. Поскольку X, Y ∈ S0(M , τ) и λ 6= 0,
имеем C ∈ S0(M , τ). Следовательно, B ∈ S0(M , τ) и λI + X ∈ S0(M , τ);
противоречие. �

Для матрицы X ∈Mn(C) следующие условия эквивалентны:
(i) X унитарно эквивалентна матрице с нулевой диагональю;
(ii) tr(X) = 0;
(iii) X есть коммутатор;
(iv) tr(|I + zX |) ≥ n для всех z ∈ C;
(v) Pm(X) является коммутатором.

Доказательство эквивалентности (i)⇔(ii) см. в [19, гл. II, задача 209],
эквивалентности (ii)⇔(iii) — в [18, гл. 19, задача 182], (ii)⇔(iv) — в [20, тео-
рема 4.8]. Эквивалентность (ii)⇔(v) следует из равенства tr(X) =tr(Pm(X))
для всех X ∈ Mn(C) и m ≤ n (см. лемму 1 в [21]). Известна формула Якоби
det(eX) = etr(X) для всех матриц X ∈ Mn(C) [22, теорема 2.12]. Поэтому если
tr(X) = 0, то det(eX) = 1.

Теорема 6. Для обратимого коммутатора A ∈Mn(C) со спектром σ(A) =
{λ1, . . . , λn} обратная матрица A−1 является коммутатором тогда и только то-
гда, когда

λ1 + · · ·+ λn = λ−1
1 + · · ·+ λ−1

n = 0. (9)

Доказательство. Утверждение следует из эквивалентности (i)⇔(iii) и
совпадения спектрального следа с матричным следом [19, гл. II, теорема 201].
В частности, обратимая матрица A ∈ M2(C) является коммутатором тогда и
только тогда, когда A−1 является коммутатором. �

Следствие 15. Для обратимого коммутатора A ∈M3(C) обратная матри-
ца A−1 является коммутатором тогда и только тогда, когда ее спектр σ(A) =
{λ1, λ2, λ3} состоит из кубических корней числа det(A).

Доказательство. Необходимость. Имеем (9) для n = 3. Умножив
обе части равенства λ−1

1 + λ−1
2 + λ−1

3 = 0 на число det(A) = λ1λ2λ3, получаем
λ2λ3 + λ1λ3 + λ1λ2 = 0. Отсюда с учетом равенства (λ1 + λ2 + λ3)

2 = 0

λ2
1 + λ2

2 + λ2
3 = 0. (10)

Из системы
{

λ1 = −λ2 − λ3,

λ2
1 = −λ2

2 − λ2
3

имеем λ2
2 + λ2

3 + 2λ2λ3 = −λ2
2 − λ2

3, т. е. λ2
2 + λ2

3 + λ2λ3 = 0. Из (10) следует, что
λ2

1 = λ2λ3. В силу симметрии λ2
2 = λ1λ3, λ

2
3 = λ1λ2. Из равенств

λ2
1

λ2
2

=
λ2

λ1
,

λ2
2

λ2
3

=
λ3

λ2
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получаем λ3
1 = λ3

2 = λ3
3.

Достаточность. Пусть матрица A ∈M3(C) имеет спектр σ(A) = {λ1, λ2,
λ3}, состоящий из кубических корней числа det(A) 6= 0. Тогда λ1 + λ2 + λ3 =
0 и A является коммутатором. Спектр σ(A−1) =

{

λ−1
1 , λ−1

2 , λ−1
3

}

состоит из

кубических корней числа det(A−1) = det(A)−1. Поэтому λ−1
1 + λ−1

2 + λ−1
3 = 0 и

A−1 является коммутатором. �
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