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В последнее время возрос интерес к изучению свойств конформ-
ных модулей четырехсторонников, двусвязных областей и емкостей
конденсаторов в случае областей с полигональными границами. Осо-
бый интерес представляет изучение вопросов зависимости модулей и
емкостей от параметров области, исследование их поведения при раз-
личных изменениях области, их численный подсчет, асимптотическое
поведение при вырождении. В этой связи отметим обзор Р. Кюнау [1]
и статьи [1–4].

В данной работе мы изучаем асимптотические свойства модулей
двусвязных областей, которые являются разностью двух гомотетич-
ных прямоугольников.

Пусть вещественные числа γ > 1, A, B > 0. Рассмотрим на плос-
кости двусвязную область

Dγ = Dγ(A, B) = ([−γA, γA]× [−γB, γB]) \ ([−A,A]× [−B, B]).

М. Вуоринен оставил вопрос: как ведет себя модуль m(Dγ) обла-
сти Dγ , когда один из параметров, скажем, B фиксирован, а другой
— A → +∞? В силу конформной инвариантности модуля можно счи-
тать, что B = 1, A = M . Для краткости будем писать Dγ(M) вместо
Dγ(M, 1)

В [1] найдена явная зависимость модуля m(Dγ) от отношения M
в случае, когда γ = 2. Для этого, с использованием принципа сим-
метрии для аналитических функций, часть области Dγ , лежащую в
первой четверти, можно конформно отобразить на верхнюю полуплос-
кость. Далее m(Dγ) выражается через элллиптические и элементар-
ные функции.

В [5] была доказана

Теорема 1. Модуль области D2 равен

m(D2) =
K(l′)

16K(l)
,
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где

l =

√
1− cos (α + β)−√2 sinα sin β√
1− cos (α + β) +

√
2 sinα sin β

, l′ =
√

1− l2,

α =
1
3
(π − 2κ), β =

1
3
(3π − 2κ), κ = arcsin

1− k

1 + k
,

а параметр k находится из условия

2K(k)
K(k′)

= M.

Здесь

K(k) =
∫ 1

0

dζ√
(1− ζ2)(1− k2ζ2)

эллиптический интеграл первого рода, 0 < k < 1, k′ =
√

1− k2.
Как следствие теоремы 1, получаем, что

m(D2(M)) ∼ 1
4M

при M → +∞.

В данной работе получена асимптотика модуля m(Dγ(M)). Дока-
зана

Теорема 2. Для любых фиксированных γ > 1, B > 0 имеет место
эквивалентность

m(Dγ(M)) ∼ γ − 1
4M

,

M → +∞.

Установлены также некоторые следствия и обобщения теоремы 2.
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 09-

01-97008-р_поволжье, 11-01-00762).
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1. Kühnau R. The conformal module of quadrilaterals and of rings //
In: Handbook of Complex Analysis: Geometric Function Theory, (ed. by
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