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Одним из крайне востребованных в механике и физике ([2]) обобщений
уравнений Коши–Римана (см., напр., [1]) является уравнение Бельтрами

∂ φ = µ∂ φ, |µ(z)| < 1,
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В случае
µ(z) = β

z

z
, 0 ≤ β < 1.

правый обратный оператор для дифференциального оператора Бельтрами
∂−µ∂ (аналог известного оператора T из [1]) был в явном виде найден
казахским математиком А. Тунгатаровым (см. [3]). Решения соответствую-
щего уравнения Бельтрами получили название
β−аналитических функций.

В наши дни исследования аналогов краевой задачи Римана и связанных
с ними вопросов для таких функций получили дальнейшее развитие в ви-
де работ Рикардо Абреу-Блайя, Хуан Бори-Рейес, Диксан Пенья-Пенья и
Жан-Мария Вилье (см. [4], [5]).

Для аналитических (т.е. 0-аналитических) функций краевая задача Ри-
мана хорошо изучена в следующей постановке: Пусть Γ есть ориентирован-
ная кривая на комплексной плоскости, на которой заданы функции G(t)
и g(t). Требуется найти все голоморфные в C \ Γ функции φ(z), имеющие
на Γ непрерывные предельные значения φ+(t) и φ−(t) слева и справа соот-
ветственно, исчезающие в бесконечно удаленной точке и удовлетворяющие
краевому условию

φ+(t) = G(t)φ−(t) + g(t), t ∈ Γ.

Классические результаты в этой области (напр., [6]) получены для слу-
чая хотя бы кусочно-гладкого контура. На неспрямляемых контурах задача
Римана для аналитических функций была решена Б.А. Кацем ([8]). Рикардо
Абреу-Блайя, Хуан Бори-Рейес, Диксан Пенья-Пенья и Жан-Мария Вилье
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использовали предложенные в этих работах методы для решения задачи Ри-
мана и задачи о скачке для β-аналитических функций на неспрямляемых
кривых. Ими получены следующие условия разрешимости таких задач.

Пусть Γ – множество на комплексной плоскости, 0 < ν ≤ 1. Класс Hν(Γ)
состоит из заданных на Γ функций f(t), удовлетворяющих условию Гёль-
дера

hν(f ; Γ) := sup

{
|f(t)− f(t′)|
|t− t′|ν

: t, t′ ∈ Γ, t 6= t′
}
<∞.

Если множество Γ компактно, то его размерность Минковского ([9]), опре-
деляется равенством

dm Γ := lim sup
ε→0+

logN(Γ; ε)

− log ε
,

где N(Γ; ε) означает наименьшее число кругов радиуса ε, образующих по-
крытие Γ. Такая размерность плоского континуума всегда лежит в проме-
жутке [1; 2]; если Γ – спрямляемая кривая, то dm Γ = 1, а для неспрямляе-
мой кривой размерность Минковского может превосходить единицу.

В работе [?] доказано, что задача о скачке (частный случай задачи Ри-
мана с G ≡ 1) для β−аналитических функций на неспрямляемом контуре
Γ разрешима, если g ∈ Hν(Γ), причём

ν >
1

2
dm Γ. (1)

Далее, в работе [5] разрешимость задачи Римана для β−аналитических
функций на неспрямляемом контуре Γ установлена в предположении, что
контур является d-суммируемым, а коэффициенты задачи G и g удовлетво-
ряют условию Гельдера с показателем

ν > d/2. (2)

Понятие d-суммируемости введено Дж. Харрисон и А. Нортоном [10]; кон-
тур Γ называется d-суммируемым, если сходится интеграл∫

0

N(Γ;x)xd−1dx.

Как показано в [10], d-суммируемость Γ влечет неравенство dm Γ ≤ d, а при
dm Γ < d множество Γ является d-суммируемым.

Недавно автор (напр., [11], [12]) ввел новую метрическую характерис-
тику неспрямляемых кривых – показатель Марцинкевича. Цель данного
доклада - показать, что эта характеристика позволяет ослабить условия (1)
и (2).
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