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1. Ïîâåðõíîñòè ðîäà íóëü. Â [1] íàìè áûë ïðåäëîæåí ïðèáëè-
æåííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ïîëèíîìà, óíèôîðìèçèðóþùåãî çàäàí-
íóþ ðèìàíîâó ïîâåðõíîñòü S1 íàä ñôåðîé Ðèìàíà. Ñóòü åãî ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ãëàäêîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
S(t), 1 ≤ t ≤ 1, n-ëèñòíûõ êîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé
ðîäà íóëü, êîòîðûå èìåþò íàä áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé òî÷êó
âåòâëåíèÿ ïîðÿäêà (n− 1) òàêîå, ÷òî: 1) äëÿ ïîâåðõíîñòè S(0) èçâå-
ñòåí óíèôîðìèçèðóþùèé åå ïîëèíîì P0; 2) S(1) = S1; 3) êðàòíîñòè
òî÷åê âåòâëåíèÿ, ðàñïîëîæåííûõ íàä êîíå÷íîé ÷àñòüþ ïëîñêîñòè,
ðàâíû çàäàííûì íàòóðàëüíûì ÷èñëàì mj , 1 ≤ j ≤ N , ãäå N è mj

íå çàâèñÿò îò t (ñëåäîâàòåëüíî îíè îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî ïî ïî-
âåðõíîñòè S1). Òàêîå ñåìåéñòâî ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ÷èñòî òîïî-
ëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

Èç óñëîâèÿ 3) ñëåäóåò, ÷òî ïîëèíîìû Pt(z) = P (z, t), óíèôîðìè-
çèðóþùèå S(t), èìåþò âèä

Pt(z) = n

∫ z

0

N−1∏
l=1

(ξ − al(t))
mldξ + P (0, t), (1)

ãäå al(t) � èõ êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Â ñèëó 1), ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
êðèòè÷åñêèå òî÷êè ïîëèíîìà P0; òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
çíà÷åíèÿ

al(0) = a0l (2)

íàì èçâåñòíû.
Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ al(t), 0 < t ≤ 1, íåèçâåñòíû, â ñèëó òîãî, ÷òî

ïîâåðõíîñòè S(t) çàäàíû, ìû çíàåì ïðîåêöèè èõ òî÷åê âåòâëåíèÿ íà
ïëîñêîñòü, ò. å. çàâèñèìîñòè Al(t) = Pt(aj(t)). Â [1] âûâåäåíà ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ al(t) ïî çàäàííûì
Al(t). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îäíà ïðîåê-
öèÿ îäíîé èç òî÷åê âåòâëåíèÿ íåïîäâèæíà, ñêàæåì, AN−1(t) = 0 è
aN−1(t) = 0; ýòîãî ëåãêî äîáèòüñÿ ñäâèãàìè. Òàêèì îáðàçîì, â (5)
èìååì P (0, t) = 0.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 14-01-00351).
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Òåîðåìà 1 [1]. Ôóíêöèè al(t), 0 ≤ t ≤ 1, óäîâëåòâîðÿþò ñèñòå-

ìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

nȧl
al

=
H

(ml)
l (al)

ml!
Ȧl +

N−2∑
k=1,k ̸=l

G
(mk−1)
kl (ak)

(mk − 1)!
Ȧk, 1 ≤ l ≤ N − 2, (3)

ãäå

Hl(x) =
1

x
∏N−1

j=1,j ̸=l(x− aj)mj

, Gkl(x) =
Hk(x)

x− al
.

Êàê îáû÷íî, òî÷êà ñâåðõó îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïàðà-
ìåòðó t.

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòåé al(t) äî-
ñòàòî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû (3) ñ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè (2). Çíà÷åíèÿ al(1) äàäóò êðèòè÷åñêèå òî÷êè ïîëèíîìà âèäà
(1), óíèôîðìèçèðóþùåãî S1.

2. Ïîâåðõíîñòè ðîäà îäèí. Ñëó÷àé ïðîñòûõ òî÷åê âåòâ-
ëåíèÿ. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà äëÿ ðèìàíî-
âûõ ïîâåðõíîñòåé ðîäà îäèí (êîìïëåêñíûõ òîðîâ). Êàê è â ñëó÷àå
ïîâåðõíîñòåé ðîäà íóëü, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñåìåéñòâî n-ëèñòíûõ
ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòåé S(t) íàä ñôåðîé, èìåþùèõ òî÷êó âåòâëå-
íèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà (n − 1) íàä áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷-
êîé. Ýòî ñåìåéñòâî óíèôîðìèçèðóåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè
f(z, t). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîîáðàç òî÷êè âåòâëåíèÿ ìàêñèìàëüíî-
ãî ïîðÿäêà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò è îäíà èç òî÷åê âåòâëåíèÿ
ðàñïîëàãàåòñÿ íàä íà÷àëîì êîîðäèíàò; åå ïðîîáðàç íèæå îáîçíà÷åí
÷åðåç a0.

Ñíà÷àëà îïèøåì ñëó÷àé, êîãäà îñòàëüíûå òî÷êè âåòâëåíèÿ, çà
èñêëþ÷åíèåì îïèñàííîé âûøå, � ïðîñòûå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
àíîíñèðîâàíû â [2]. Ôóíêöèè f(z, t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(z, t) = c(t)

∫ z

a0(t)

n∏
l=0

σ(ξ − al(t))

σn+1(ξ)
dξ, (4)

ãäå òî÷êè a0(t) ïîïàðíî ðàçëè÷íû è
∑n

k=0 ak(t) = 0. Çäåñü σ(z) �
σ-ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà ñ ïåðèîäàìè ω1 è ω2, êîòîðûå çàâèñÿò îò
ïàðàìåòðà t. Ïðèìåíÿÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå â ïëîñêîñòè z, ìû
ìîæåì äîáèòüñÿ, ÷òîáû îäèí èç ïåðèîäîâ, ñêàæåì, ω1 íå çàâèñåë îò
ïàðàìåòðà t. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ω1 ≡ 1.
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Ïðè âûâîäå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ ïàðàìåòðîâ â (4) íàì ïîòðåáóåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ÷àñòíîé ïðî-
èçâîäíîé ôóíêöèè lnσ(z) = lnσ(z;ω1, ω2) ïî ïåðèîäó ω2. Äëÿ ïîë-
íîòû êàðòèíû ïðèâåäåì òàêæå âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî ω1,
ïðè÷åì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïåðèîäîâ ω1 è ω2. Ïðè ýòîì, äëÿ ïðîñòîòû
îáîçíà÷åíèé, êàê ýòî ïðèíÿòî â òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ìû
íå áóäåì óêàçûâàòü ÿâíî èõ çàâèñèìîñòü îò ïåðèîäîâ ω1 è ω2.

Òåîðåìà 2. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

∂ lnσ(z)

∂ω1
= − 1

2πi

[
1

2
ω2[P(z)− (ζ(z))2] + η2(zζ(z)− 1) + ω2

g2
24

z2
]
,

∂ lnσ(z)

∂ω2
=

1

2πi

[
1

2
ω1[P(z)− (ζ(z))2] + η1(zζ(z)− 1)− ω1

g2
24

z2
]
.

ÇäåñüP(z) è ζ(z)�P- è ζ-ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà, ηk = 2ζ(ωk)/2,
k = 1, 2, g2 = 60

∑′ 1
(mω1+nω2)4

� èíâàðèàíò Âåéåðøòðàññà.

Òåîðåìà 3 [2]. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè al(t), ñîìíîæèòåëü c(t) â
(4) è ïåðèîä ω2(t) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé:

ȧl =
∑
k ̸=l

Ȧk

Dk

[
ζ(ak − al)− ζ(ak) + η1al

]
−

− Ȧl

Dl

∑
s̸=l

ζ(al − as)− η1al − nζ(al)

 , 0 ≤ l ≤ n,

ċ/c = −
n∑

j=0

[
ζ(aj)ȧj + ω̇2

∂ lnσ(aj)

∂ω2

]
+ n

n∑
k=1

Ȧk

Dk
[P(ak) + η1], (5)

ω̇2(t) = 2πi
n∑

j=1

Ȧj

Dj
, ãäå Dk = c

n∏
j=0,j ̸=k

σ(ak − aj)

σn+1(ak)
.

Ðàññìîòðåíû ÷èñëåííûå ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ïóòåì ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (5), îïèñàííîé â òåîðåìå 3, ìîæíî
áûñòðî è ñ î÷åíü õîðîøåé òî÷íîñòüþ îïðåäåëÿòü ïàðàìåòðû ôóíê-
öèé, óíèôîðìèçèðóþùèõ çàäàííûå êîìïëåêñíûå òîðû íàä ñôåðîé
Ðèìàíà ñ ïðîñòûìè òî÷êàìè âåòâëåíèÿ.
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3. Ïîâåðõíîñòè ðîäà îäèí. Ñëó÷àé êðàòíûõ òî÷åê âåòâ-
ëåíèÿ. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé òî÷åê âåòâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîé
êðàòíîñòè. Âìåñòî (4) èìååì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ óíèôîð-
ìèçèðóþùèõ ôóíêöèé:

f(z, t) = c(t)

∫ z

α0(t)

N∏
j=0

σ(ξ − αj(t))
mj

σn+1(ξ)
dξ, (6)

ãäå
∑N

j=0 mj = n+ 1.
Êàê è â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé ðîäà íóëü [1], ìîæíî âûâåñòè ñè-

ñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ, îñóùåñòâ-
ëÿÿ ïðåäåëüíûé â ñèñòåìå (5) äëÿ ïàðàìåòðîâ ñ ïðîñòûìè òî÷êàìè
âåòâëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âìåñòî (6) ïðåäñòàâëåíèå (4) è îñó-
ùåñòâèì â íåì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè

a0, . . . , am1−1 → α0; am1 , . . . , am1+m2−1 → α1; . . .

. . . ; an−mN+1, . . . , an → αN .

Òî÷íî òàêîé æå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä äåëàåì â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñèñòå-
ìû (5), ñ÷èòàÿ, ÷òî A0 = . . . = Am1−1, Am1 = . . . = Am1+m2−1, . . .
. . . , An−mN+1 = . . . = An. Â ñèëó òåîðåìû 3 ïàðàìåòðû â ïðåäñòàâ-
ëåíèè (4) óäîâëåòâîðÿþò (5). Çàìåòèì, ÷òî ñïåöèôèêà ñèñòåìû (5)
òàêîâà, ÷òî â åå ïðàâûå ÷àñòè âõîäÿò âûðàæåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî
âûðàçèòü ÷åðåç îáîáùåííûå ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè âèäà

∆k(φ;σ;x1, . . . , xk+1) :=

k∑
j=1

φ(xj)∏
s̸=j σ(xj − xs)

è èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå; çäåñü x1, . . . , xk+1 ñîâïàäàþò ñ íàáîðàìè
òåõ òî÷åê ak, êîòîðûå íåîãðàíè÷åííî ñáëèæàþòñÿ ïðè îïèñàííîì âû-
øå ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå, â êà÷åñòâå φ âûñòóïàþò âïîëíå îïðåäåëåí-
íûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ñèñòåìîé (5). Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïðåäñòàâ-
ëÿåò èíòåðåñ èçó÷èòü âîïðîñ î ïðåäåëàõ îáîáùåííûõ ðàçäåëåííûõ
ðàçíîñòåé

∆k(φ; g;x1, . . . , xk+1) :=
k∑

j=1

φ(xj)∏
s̸=j g(xj − xs)

,

4



ïðè x1, x2, . . . , xk+1 → x, ãäå ôóíêöèÿ g äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíà.
Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå g(x) = x îáîáùåííûå ðàçäåëåííûå ðàçíî-
ñòè ∆k(φ; g;x1, . . . , xk+1) ñîâïàäàþò ñ îáû÷íûìè è äëÿ Ck-ãëàäêèõ
ôóíêöèé φ ïðåäåë èõ ïðè x1, x2, . . . , xk+1 → x ðàâåí φk(x)/k!.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü φ(τ) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ è k
ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x. Ïóñòü
g(τ) � íå÷åòíàÿ k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â îêðåñòíî-

ñòè íóëÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì g(τ) ∼ τ , τ → 0. Òîãäà îáîáùåííûå ðàç-
äåëåííûå ðàçíîñòè ∆k(φ; g;x1, . . . , xk+1) ïðè x1, . . . , xk+1 → x, ñòðå-
ìÿòñÿ ê

1

k!
φ(k,g)(x), ãäå φ(k,g)(x) :=

dk

dτk

(
τk+1φ(x+ τ)

g(τ)k+1

)∣∣∣∣
τ=0

.

Åñëè ôóíêöèè φ è g, ê òîìó æå, (k + 1) ðàç íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìû â îêðåñòíîñòÿõ òî÷êè x è òî÷êè 0 ñîîòâåòñòâåí-

íî, òî ïðåäåë ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂∆k(φ; g;x1, . . . , xk+1)/∂x1 ïðè

x1, . . . , xk+1 → x ðàâåí

1

(k + 1)!
φ(k+1,g)(x) +

1

(k − 1)!

dk−1

dτk−1

(
τk(g′(τ)− 1)φ(x+ τ)

g(τ)k+2

)∣∣∣∣
τ=0

.

Çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïðè τ = 0 ïîíèìàþòñÿ êàê ïðåäåëû ýòèõ
ïðîèçâîäíûõ ïðè τ → 0.

Òåîðåìà 4 ïîçâîëÿåò â äîñòàòî÷íî êîìïàêòíîì âèäå çàïèñàòü ïðà-
âûå ÷àñòè èñêîìîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ â (6).
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