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Математика
УДК 517.956

Интегральное представление решения
одного многомерного вырождающегося
эллиптического уравнения второго рода

А.М. Нигмедзянова

Аннотация. Строится фундаментальное решение для
многомерного вырождающегося эллиптического уравнения второго
рода. Дается интегральное представление решения уравнения.

Ключевые слова: многомерное вырождающееся эллиптическое
уравнение, фундаментальное решение.

1. Фундаментальное решение

Пусть E+
p — полупространство xp > 0 p-мерного евклидова пространства

точек x = (x
′
, xp), x

′
= (x1, x2, ..., xp−1), D-конечная область в E+

p ,
ограниченная открытой частью Γ0 гиперплоскости xp = 0 и гиперповерх-
ностью Γ.

В E+
p рассмотрим вырождающееся эллиптическое уравнение

Lm[U ] =
p−1∑

j=1

∂2U

∂x2
j

+ xm
p

∂2U

∂x2
p

= 0, (1)

где m > 4, p > 3.
Уравнение (1) при помощи введения новых переменных x̃i, i = 1, p и

новой функции V по формулам

x̃j = xj , j = 1, p− 1, x̃p = x−1
p , U = x̃−1

p V

приводится к вырождающемуся эллиптическому уравнению первого рода

x̃m−4
p

p−1∑

j=1

∂2U

∂x̃2
j

+
∂2U

∂x̃2
p

= 0. (2)
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Известно [2], что одно из фундаментальных решений этого уравнения с
особенностью в точке x̃0 имеет вид

Ẽ(x̃, x̃0) = a
(
ρ̃2
1

)−( p−2
2

+β)
[

Γ(2β)Γ
(− p−2

2

)

Γ(β)Γ
(
β − p−2

2

)F

(
β,

p− 2
2

+ β,
p

2
; σ̃

)
+

+σ̃−
p−2
2

Γ(2− 2β)Γ
( p−2

2

)

Γ(β)Γ
( p−2

2 + β
) F

(
β, β − p− 2

2
, 2− p

2
; σ̃

)]
=

= a
(
ρ̃2
1

)−( p−2
2

+β)
[

Γ(2β)Γ
(− p−2

2

)

Γ(β)Γ
(
β − p−2

2

)F

(
β,

p− 2
2

+ β,
p

2
; σ̃

)
+

Γ(2β)Γ
( p−2

2

)

Γ(β)Γ
( p−2

2 + β
)×

×
(

β
(
β − p−2

2

)

2− p
2

σ̃2− p
2 +

1
2!

β(1 + β)
(
β − p−2

2

) (
β − p−2

2 + 1
)

(
2− p

2

) (
1− p

2

) σ̃3− p
2 + ...

)]
+

+ aρ̃2−pρ̃−2β
1

Γ(2β)Γ
( p−2

2

)

Γ(β)Γ
( p−2

2 + β
) ,

(3)

где

σ̃ =
ρ̃2

ρ̃2
1

, β =
m− 4

2(m− 2)
,

ρ̃2

ρ̃2
1

}
=

p−1∑

j=1

(x̃j − x̃j0)
2 +

4
(m− 2)2

(
x̃

m−2
2

p ∓ x̃
m−2

2
p0

)2

.

(4)
Так как 0 6 σ̃ 6 1, то гипергеометрические функции определены для всех

x̃ ∈ E+
p и, следовательно, фундаментальное решение (3) с особенностью в

точке x̃0 имеет степенную особенность вида ρ̃2−p.
Если в уравнении (2) и в формулах (3), (4) перейти к переменной x, то

имеем

E(x, x0) = a

(
m− 2

2

) 4
m−2

(xpxp0)
(
ρ2
1

)−( p−2
2

+β)×

×
[

Γ(2β)Γ
(− p−2

2

)

Γ(β)Γ
(
β − p−2

2

)F

(
β,

p− 2
2

+ β,
p

2
; σ

)
+

+σ−
p−2
2

Γ(2β)Γ
( p−2

2

)

Γ(β)Γ
( p−2

2 + β
)F

(
β, β − p− 2

2
, 2− p

2
; σ

)]
,

(5)

где

σ =
ρ2

ρ2
1

, β =
m− 4

2(m− 2)
,

ρ2

ρ2
1

}
=

p−1∑

j=1

(xj − xj0)
2 +

4
(2−m)2

(
x

2−m
2

p ∓ x
2−m

2
p0

)2

.
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С помощью ряда Гаусса, разложения функций
(

1 + (2−m)2ρ2

16 (xpxp0 )
2−m

2

)−β

при

малых значениях ρ в степенной ряд фундаментальное решение (5) запишем
в виде

E(x, x0) = Ẽ(x, x0) + E∗(x, x0), (6)

где

Ẽ(x, x0) = a
Γ(2β)Γ

( p−2
2

)

Γ(β)Γ
( p−2

2 + β
) (2−m)

m
m−2

4
(xpxp0)

m
4

(
ρ2

)− p−2
2 ,

E∗(x, x0) — регулярная часть фундаментального решения E(x, x0).
Нетрудно проверить, что

E(ξ, x) = O

(
x

(m−2) p−1
2

p

)
при xp → 0,

∂E(ξ, x)
∂xp

= O

(
x

(m−2) p−1
2
−1

p

)
при xp → 0,

∂E(ξ, x)
∂xp

= O

(
ξ
(m−2) p−1

2
p

)
при ξp → 0,

Am[E(ξ, x)] = O

(
x

(m−2) p−1
2
−2

p

)
при xp → 0,

E(x, x0) = O
((

ρ2
0

)−( p−2
2

+β)) при r =
√

x2
1 + . . . + x2

p →∞,

Am[E(x, x0)] = O
((

ρ2
0

)−( p
2
+β)) при r =

√
x2

1 + . . . + x2
p →∞,

где ρ2
0 =

p−1∑
j=1

x2
j + 4

(2−m)2
x2−m

p ,

Am[E(x, x0)] = x−m
p

p−1∑

j=1

cos(n, xj)
∂E(x, x0)

∂xj
+ cos(n, xp)

∂E(x, x0)
∂xp

— конормальная производная.

2. Формулы Грина

Обозначим через Cm(D) множество функций f(x), непрерывных в D

и удовлетворяющих условию
∂f(x)
∂xp

= O

(
x

(m−2) p−1
2
−1

p

)
при xp → 0. Через

Cm(Γ) обозначим множество функций ϕ(ξ) класса C(Γ), удовлетворяющих

условию
∂ϕ(ξ)
∂ξp

= O

(
ξ
(m−2) p−1

2
−1

p

)
при ξp → 0.

Пусть функции U, V ∈ C2(D) ∩ C1(D) ∩ Cm(D) .
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Непосредственным вычислением можно убедиться, что имеет место тож-
дество

V Lm[U ] +

(
p−1∑

j=1

∂U

∂xj

∂V

∂xj
+ xm

p

∂V

∂xp

∂U

∂xp

)
=

=
p−1∑

j=1

∂

∂xj

(
V

∂U

∂xj

)
+ xm

p

∂

∂xp

(
V

∂U

∂xp

)
. (7)

Умножая обе части тождества (7) на x−m
p , интегрируя по области D и

пользуясь формулой Остроградского, получаем

∫

D

V Lm[U ]x−m
p dx+

∫

D

(
p−1∑

j=1

∂U

∂xj

∂V

∂xj
+ xm

p

∂V

∂xp

∂U

∂xp

)
x−m

p dx =
∫

Γ

V Am[U ]dΓ,

(8)

где Am[U ] = x−m
p

p−1∑
j=1

cos(n, xj) ∂U
∂xj

+ cos(n, xp) ∂U
∂xp

— конормальная

производная, n - внешняя нормаль к Γ.
Формула (8) называется первой формулой Грина для оператора Lm.
Меняя местами U и V в формуле (8), имеем

∫

D

ULm[V ]x−m
p dx +

∫

D

(
p−1∑

j=1

∂V

∂xj

∂U

∂xj
+ xm

p

∂U

∂xp

∂V

∂xp

)
x−m

p dx =
∫

Γ

UAm[V ]dΓ.

Вычитая это равенство из (8), получаем
∫

D

[V Lm[U ]− ULm[V ]]x−m
p dx =

∫

Γ

[V Am[U ]− UAm[V ]] dΓ. (9)

Формула (9) называется второй формулой Грина для оператора Lm.

3. Интегральное представление

Найдем теперь интегральное представление решения уравнения (1) в об-
ласти D .

Пусть U(x) ∈ Cm(D) ∩ C1(D) решение уравнения (1) в области D .
Зададим в области D произвольную точку x0. Вырежем эту точку шаром

Qx0ε . Радиус ε возьмем столь малым, чтобы шар Qx0ε целиком находил-
ся внутри области D. В области Dε = D \ Qx0ε фундаментальное решение
E(x, x0) уравнения (1) (т.е. (6)) принадлежит классу Cm(Dε)

⋂
C1(Dε).
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Применяя к функциям U(x) и E(x, x0) в области Dε вторую формулу Грина
для оператора Lm, получаем

∫

Dε

[E(x, x0)Lm[U(x)]− U(x)Lm[E(x, x0)]]x−m
p dx =

=
∫

Γ

[E(x, x0)Am[U(x)]− U(x)Am[E(x, x0)]]dΓ+

+
∫

Sx0ε

[−E(x, x0)Am[U(x)] + U(x)Am[E(x, x0)]]dSx0ε.

Учитывая, что Lm[E(x, x0)] = 0 и Lm[U(x)] = 0 в Dε, имеем
∫

Γ

[E(x, x0)Am[U(x)]− U(x)Am[E(x, x0)]]dΓ =

=
∫

Sx0ε

[E(x, x0)Am[U(x)]− U(x)Am[E(x, x0)]]dSx0ε = Jε + I ′ε + I ′′ε,
(10)

где Am — внешняя конормаль к сфере Sx0ε,

Jε =
∫

Sx0ε

[E∗(x, x0)Am[U(x)]− U(x)Am[E∗(x, x0)]]dSx0ε,

I ′ε =
∫

Sx0ε

Ẽ(x, x0)Am[U(x)]dSx0ε, I ′′ε = −
∫

Sx0ε

U(x)Am[Ẽ(x, x0)]dSx0ε.

Вычислим пределы при ε→ 0 этих трех интегралов. Нетрудно проверить,
что

lim
ε→0

Jε = 0, lim
ε→0

I ′ε = 0. (11)

Вычислим предел третьего интеграла

I ′′ε = −
∫

Sx0ε

U(x)Am[Ẽ(x, x0)]dSx0ε =

= −a
Γ(2β)Γ

( p−2
2

)

Γ(β)Γ
( p−2

2 + β
) (2−m)

m
m−2 x

m
4

p0

4

∫

Sx0ε

U(x)Am[x
m
4

p ρ−(p−2)]dSx0ε =

= J ′
ε + J ′′

ε ,



Интегральное представление решения одного эллиптического уравнения 77

где

J ′
ε = −a

Γ(2β)Γ
( p−2

2

)

Γ(β)Γ
( p−2

2 + β
) (2−m)

m
m−2 x

m
4

p0

4

∫

Sx0ε

U(x)ρ−(p−2)Am[x
m
4

p ]dSx0ε,

J ′′
ε = −a

Γ(2β)Γ
( p−2

2

)

Γ(β)Γ
( p−2

2 + β
) (2−m)

m
m−2 x

m
4

p0

4

∫

Sx0ε

U(x)x
m
4

p Am[ρ−(p−2)]dSx0ε.

Ясно, что
lim
ε→0

J ′
1ε = 0. (12)

Вычислим предел интеграла

J ′′
ε = −a

Γ(2β)Γ
( p−2

2

)

Γ(β)Γ
( p−2

2 + β
) (2−m)

m
m−2 x

m
4

p0

4

∫

Sx0ε

U(x)x
m
4

p Am[ρ−(p−2)]dSx0ε =

= a(p− 2)
Γ(2− 2β)Γ

( p−2
2

)

Γ(1− β)Γ
( p

2 − β
) (2−m)

m
m−2 x

m
4

p0

4

∫

Sx0ε

U(x)x
m
4

p ρ−(p−1)Am[ρ]dSx0ε =

= a(p− 2)
Γ(2β)Γ

( p−2
2

)

Γ(β)Γ
( p−2

2 + β
) (2−m)

m
m−2 x

m
4

p0

4
×

×
∫

Sx0ε

U(x)x
m
4

p ρ−(p−1)

[
x−m

p

p−1∑

j=1

cos(n, xj)
∂ρ

∂xj
+ cos(n, xp)

∂ρ

∂xp

]
dSx0ε.

Так как поверхность Sx0ε определяется уравнением

r =

√√√√
p∑

i=1

(xi − xi0)2 = ε,

то

cos(n, xi) =
∂r

∂xi
=

xi − xi0

r
, i = 1, p,

∂ρ

∂xj
=

(xj − xj0)
ρ

, j = 1, p− 1,
∂ρ

∂xp
=

2
2−m

(
x

1−m
2

p − x
1−m

2
p0

)

ρ
x
−m

2
p .
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Отсюда следует, что

J ′′
ε = a(p− 2)

Γ(2β)Γ
( p−2

2

)

Γ(β)Γ
( p−2

2 + β
)
ε

(2−m)
m

m−2 x
m
4

p0

4

∫

Sx0ε

U(x)×

× x
− 3m

4
p

ρp

[
p−1∑

j=1

(xj − xj0)
2 +

2 x
m
2

p

2−m

(
x

2−m
2

p − x
2−m

2
p0

)
(xp − xp0)

]
dSx0ε.

В последнем равенстве, пользуясь формулой Лагранжа f(x)− f(x0) =
= f ′(x0 + θ(x− x0))(x− x0), где 0 < θ < 1, получаем

J ′′
ε = a(p− 2)

Γ(2β)Γ
( p−2

2

)

Γ(β)Γ
( p−2

2 + β
)
ε

(2−m)
m

m−2 x
m
4

p0

4

∫

Sx0ε

U(x)×

× x
− 3m

4
p

[
p−1∑
j=1

(xj − xj0)
2 + (xp)

m
2 (xp0 + θ(xp − xp0))

−m
2 (xp − xp0)

2

]

[
p−1∑
j=1

(xj − xj0)2 + (xp0 + θ(xp − xp0))
−m (xp − xp0)

2

] p
2

dSx0ε.

Переходя в этом интеграле к обобщенной сферической системе координат
[5] и учитывая то, что элемент поверхности сферы представляется в виде
dSx0ε = εp−1 sinϕ2. . . sinp−2 ϕp−1 dϕ1. . . dϕp−1, получаем

J ′′
ε = a(p− 2)

Γ(2β)Γ
( p−2

2

)

Γ(β)Γ
( p−2

2 + β
)
ε

(2−m)
m

m−2 x
m
4

p0

4
×

×
2π∫

0

dϕ1

π∫

0

sinϕ2dϕ2. . .

π∫

0

sinp−3 ϕp−2 dϕp−2×

×
π∫

0

U(x10 + ε sinϕ1. . . sinϕp−1, . . . , xp0 + ε cosϕp−1) (xp0 + ε cosϕp−1)−
3m
4 ×

× ε2 sin2 ϕp−1 + (xp0 + ε cosϕp−1)
m
2 (xp0 + θε cosϕp−1)−

m
2 ε2 cos2 ϕp−1(

ε2 sin2 ϕp−1 + (xp0 + θε cosϕp−1)−mε2 cos2 ϕp−1

) p
2

×

× εp−1 sinp−2 ϕp−1dϕp−1.
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Сократив на εp+1 и переходя к пределу при ε → 0, имеем

J ′′ = a(p− 2)
Γ(2β)Γ

( p−2
2

)

Γ(β)Γ
( p−2

2 + β
) (2−m)

m
m−2 x

m
4

p0

4
U(x0) x

− 3m
4

p0 ×

×
2π∫

0

dϕ1. . .

π∫

0

sinp−3 ϕp−2 dϕp−2

π∫

0

sinp−2 ϕp−1dϕp−1(
sin2 ϕp−1 + x−m

p0 cos2 ϕp−1

) p
2

,

где J ′′ = lim
ε→0

J ′′
ε.

Учитывая, что
2π∫
0

dϕ1

π∫
0

sinϕ2dϕ2. . .
π∫
0

sinp−3 ϕp−2 dϕp−2 = 2π
p−1
2

Γ( p−1
2 ) ,

получаем

J ′′ = a(p− 2)
Γ(2β)Γ

( p−2
2

)

Γ(β)Γ
( p−2

2 + β
) (2−m)

m
m−2 x

−m
2

p0

4
U(x0)×

× 2π
p−1
2

Γ
( p−1

2

)
π∫

0

sinp−2 ϕp−1dϕp−1(
sin2 ϕp−1 + x−m

p0 cos2 ϕp−1

)p/2
.

(13)

Преобразуем последний интеграл в (13):

I =

π∫

0

sinp−2 ϕp−1dϕp−1(
sin2 ϕp−1 + x−m

p0 cos2 ϕp−1

) p
2

=

= 2

π/2∫

0

sinp−2 ϕp−1dϕp−1(
sin2 ϕp−1 + x−m

p0 cos2 ϕp−1

) p
2

= 2

π/2∫

0

sinp−2 ϕp−1dϕp−1

sinp ϕp−1

(
1 + x−m

p0 ctg2 ϕp−1

) p
2

=

= −2

π/2∫

0

d(ctg ϕp−1)(
1 +

(
x
−m

2
p0 ctg ϕp−1

)2
) p

2

= −2 x
m
2

p0

π/2∫

0

d(x
−m

2
p0 ctg ϕp−1)(

1 +
(
x
−m

2
p0 ctg ϕp−1

)2
) p

2

,

отсюда после замены

x
−m

2
p0 ctg ϕp−1 = t,

ϕp−1 = 0, t = ∞,

ϕp−1 =
π

2
, t = 0

получаем

I = −2x
m
2

p0

0∫

∞

dt

(1 + t2)
p
2

= 2x
m
2

p0

∞∫

0

dt

(1 + t2)
p
2

.
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С помощью известной формулы
∞∫

0

xµ−1dx

(p + qxν)n+1
=

1
νpn+1

(
p

q

) µ
ν Γ

( µ
ν

)
Γ

(
n + 1− µ

ν

)

Γ(n + 1)
, 0 <

µ

ν
< n + 1,

имеем

I = x
m
2

p0

Γ
( p−1

2

)
Γ

(
1
2

)

Γ
( p

2

) .

Подставляя полученное выражение в (13), получаем

J ′′ = a(p− 2)
Γ(2β)Γ

( p−2
2

)

Γ(β)Γ
( p−2

2 + β
) (2−m)

m
m−2 x

−m
2

p0

4
U(x0)

2π
p−1
2

Γ
( p−1

2

)x
m
2

p0

Γ
( p−1

2

)
Γ

(
1
2

)

Γ
( p

2

) =

= a(p− 2)
(2−m)

m
m−2

4
Γ(2β)Γ

( p
2 − 1

)

Γ(β)Γ
( p−2

2 + β
) U(x0)

2π
p
2

Γ
( p

2

) .

Если положить

a =
Γ(β)Γ

( p−2
2 + β

)

π
p
2 Γ(2β) (2−m)

m
m−2

, (14)

то получим
J ′′ = U(x0). (15)

Значит, переходя к пределу при ε → 0 в (10), с учетом (11), (12), (14),
(15), получим

∫

Γ

[E(x, x0)Am[U(x)]− U(x)Am[E(x, x0)]]dΓ = U(x0).

Таким образом, для всякой функции U(x), удовлетворяющей условиям:

a). U(x) ∈ C2(D) ∩ C1(D) ∩ Cm(D),
b). Lm(U(x)) = 0, x ∈ D

и для любой точки x0 ∈ D справедливо интегральное представление

U(x0) =
∫

Γ

[E(x, x0)Am[U(x)]− U(x)Am[E(x, x0)]]dΓ. (16)

При этом фундаментальное решение уравнения (1) представляется в виде

E(x, x0) =
Γ

( p
2 − 1

)

4π
p
2

(xpxp0)
m
4 (ρ2)−

p−2
2 + E∗(x, x0).

4. Свойства решений уравнения

Из интегрального представления (16) вытекают следующие свойства ре-
шения уравнения (1):
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10. Существует решение U(x) уравнения (1) в области D,
удовлетворяющее условию

∂U(x)
∂xp

= O

(
x

(m−2) p−1
2
−1

p

)
при xp → 0.

20. Существует решение U(x) уравнения (1) в области De = E+
p \D,

удовлетворяющее условию

U(x) = O

((
ρ2
0

)−(
p−2
2

+ m−4
2(m−2)

))
при r =

√
x2

1 + . . . + x2
p →∞,

где ρ2
0 =

p−1∑
j=1

x2
j + 4

(2−m)2
x2−m

p .

30. Принцип максимума, вытекающий из интегрального представления
(16), сформулируем в виде теоремы:

Теорема. Если U(x) ∈ C2(D) ∩ Cm(D) — решение уравнения (1), то
функция U(x) достигает своего положительного наибольшего и отрица-
тельного наименьшего значения на границе Γ, если она тождественно не
равна нулю.

Доказательство. Пусть функция U(x) ∈ C2(D)∩Cm(D) удовлетворяет
уравнению (1) и достигает своего наибольшего положительного значения
U0 в некоторой внутренней точке M0(x0) области D , т.е. существует δ —
окрестность Qx0 δ точки x0 (шар), где U(x) < U(x0) = U0, при x 6=
= x0 и U(x) > 0.

Полагая в формуле (16) Γ = ∂Qx0 δ = Sx0 δ, получаем

U(x0) =
∫

Sx0δ

E(x, x0)Am[U(x)]dSx0δ −
∫

Sx0δ

U(x)Am[E(x, x0)]dSx0δ = I1δ + I2δ.

(17)

На Sx0δ E(x, x0) > 0 , U(x) > 0 , Am[U(x)] < 0 и Am[E(x, x0)] < 0. Поэтому
I1δ < 0 и I2δ > 0.

В силу вышесказанного при δ → 0 I1δ, возрастая, стремится к нулю, а I2δ,
возрастая, стремится к U0. Отсюда следует, что

I1δ < 0 и I2δ < U0. (18)

Заменяя в правой части формулы (17) во втором интеграле U(x) на U0 и
учитывая оценки (18), имеем U0 < I2δ < U0, т.е. U0 6= U0.

Полученное противоречие доказывает справедливость первого утвержде-
ния теоремы. Второе утверждение доказывается переходом от U к −U . При
этом наименьшее отрицательное значение переходит в наибольшее положи-
тельное значение.
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Следствие. Если функция U(x) ∈ C2(D)∩Cm(D) — решение уравнения
(1), то |U(x)| 6 max

x0∈Γ
|U(x0)|, x ∈ D. В частности, если U(x)|Γ = 0, то

U(x) ≡ 0 в D.

Список литературы
1. Корн Г., Корн Т. Справочник по математике для научных работников и

инженеров. Изд. 6-ое. СПб., М., Краснодар: Лань, 2003. 832 с.
2. Нигмедзянова А.М. О фундаментальном решении одного вырождающегося

эллиптического уравнения // Математическое моделирование и краевые задачи:
тр. Второй Всероссийской науч. конф. Ч.3. Самара: СамГТУ, 2005. С.180–182.

3. Смирнов М.М. Вырождающиеся эллиптические и гиперболические уравнения.
М.: Наука, 1966. 292 с.

4. Смирнов М.М. Курс высшей математики. Т.3, Ч.2. М., 1957.
5. Тиман А.Ф., Трофимов В.Н. Введение в теорию гармонических функций. М.:

Наука, 1966. 207 с.

Нигмедзянова Айгуль Махмутовна (aigmani@rambler.ru), к.ф.-м.н.,
доцент, кафедра высшей математики и математического моделирования,
Институт математики и механики им. Н.И. Лобачевского, Казанский
(Приволжский) федеральный университет.

Integrated representation of the solution of one
multidimensional degenerating elliptic equation of the second

king

A.M. Nigmedzianova

Abstract. The fundamental solution for the multidimensional degenerating el-
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