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Ñðàâíåíèå ìåòðèê è óðàâíåíèé ãåîäåçè÷åñêèõ äâóõ ïðîñòðàíñòâ

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû ñôîðìóëèðîâàëè ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ è ðàññìîòðåëè
íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Òåïåðü ìû íå áóäåì
íàëàãàòü óñëîâèå ìàëîñòè ñêîðîñòåé ÷àñòèö, à ëèøü óñëîâèå ìàëîñòè
ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé.
I Ïóñòü íàì çàäàíû äâà ïðîñòðàíñòâà â îáùåé êîîðäèíàöèè {xi} �

ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E∗4 è ëîêàëüíî ïñåâäîåâêëèäîâî ðèìàíîâî

ïðîñòðàíñòâî V4 ñ ñèãíàòóðîé ìåòðèê ds2 è ds̄2 (−,−,−,+) (V4 â
äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ïñåâäîðèìàíîâûì):

ds2 = gikdx
idxk; ds̄2 = ḡikdx

idxk.⇒ hik ≡ ḡik − gik; (1)

γik = ḡik − gik; hijg
ik = −gijγik − hijγik. (2)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ñâÿçûâàåò àëãåáðàè÷åñêè êîíòðâàðèàíòíûå
âîçìóùåíèÿ ìåòðèêè ñ êîâàðèàíòíûìè.

I Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðàçíîñòè ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ

Ωijk ≡ Γ̄ijk − Γijk (3)
ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðîâ.

I Ïåðåïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ â V4
δūi

δs̄
≡ ūk∇̄kūi = 0 (4)

â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâà E∗4 , ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèå ìèðîâîé
ëèíèè, âïåðâûå ïîëó÷åííîìó â 1968 ã. À.Ç. Ïåòðîâûì â çàäà÷å
ìîäåëèðîâàíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ (ñì. òàêæå Þ.Ã. Èãíàòüåâ, 1976):

δui

δs
≡ uk∇kui = Ωijku

juk − uiΩjk,lujukul ≡ (δil − u
iul)Ω

l
jku

juk. (5)

Ïðàâóþ ÷àñòü (5) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñèëó, îðòîãîíàëüíóþ
âåêòîðó ñêîðîñòè ui (äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî).
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Ñðàâíåíèå ìåòðèê è óðàâíåíèé ãåîäåçè÷åñêèõ äâóõ ïðîñòðàíñòâ

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû ñôîðìóëèðîâàëè ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ è ðàññìîòðåëè
íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Òåïåðü ìû íå áóäåì
íàëàãàòü óñëîâèå ìàëîñòè ñêîðîñòåé ÷àñòèö, à ëèøü óñëîâèå ìàëîñòè
ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé.
I Ïóñòü íàì çàäàíû äâà ïðîñòðàíñòâà â îáùåé êîîðäèíàöèè {xi} �

ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E∗4 è ëîêàëüíî ïñåâäîåâêëèäîâî ðèìàíîâî

ïðîñòðàíñòâî V4 ñ ñèãíàòóðîé ìåòðèê ds2 è ds̄2 (−,−,−,+) (V4 â
äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ïñåâäîðèìàíîâûì):

ds2 = gikdx
idxk; ds̄2 = ḡikdx

idxk.⇒ hik ≡ ḡik − gik; (1)

γik = ḡik − gik; hijg
ik = −gijγik − hijγik. (2)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ñâÿçûâàåò àëãåáðàè÷åñêè êîíòðâàðèàíòíûå
âîçìóùåíèÿ ìåòðèêè ñ êîâàðèàíòíûìè.

I Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðàçíîñòè ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ

Ωijk ≡ Γ̄ijk − Γijk (3)
ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðîâ.

I Ïåðåïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ â V4
δūi

δs̄
≡ ūk∇̄kūi = 0 (4)

â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâà E∗4 , ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèå ìèðîâîé
ëèíèè, âïåðâûå ïîëó÷åííîìó â 1968 ã. À.Ç. Ïåòðîâûì â çàäà÷å
ìîäåëèðîâàíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ (ñì. òàêæå Þ.Ã. Èãíàòüåâ, 1976):

δui

δs
≡ uk∇kui = Ωijku

juk − uiΩjk,lujukul ≡ (δil − u
iul)Ω

l
jku

juk. (5)

Ïðàâóþ ÷àñòü (5) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñèëó, îðòîãîíàëüíóþ
âåêòîðó ñêîðîñòè ui (äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî).
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Ñðàâíåíèå ìåòðèê è óðàâíåíèé ãåîäåçè÷åñêèõ äâóõ ïðîñòðàíñòâ

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû ñôîðìóëèðîâàëè ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ è ðàññìîòðåëè
íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Òåïåðü ìû íå áóäåì
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ik = −gijγik − hijγik. (2)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ñâÿçûâàåò àëãåáðàè÷åñêè êîíòðâàðèàíòíûå
âîçìóùåíèÿ ìåòðèêè ñ êîâàðèàíòíûìè.

I Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðàçíîñòè ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ

Ωijk ≡ Γ̄ijk − Γijk (3)
ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðîâ.

I Ïåðåïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ â V4
δūi

δs̄
≡ ūk∇̄kūi = 0 (4)

â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâà E∗4 , ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèå ìèðîâîé
ëèíèè, âïåðâûå ïîëó÷åííîìó â 1968 ã. À.Ç. Ïåòðîâûì â çàäà÷å
ìîäåëèðîâàíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ (ñì. òàêæå Þ.Ã. Èãíàòüåâ, 1976):

δui

δs
≡ uk∇kui = Ωijku

juk − uiΩjk,lujukul ≡ (δil − u
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juk. (5)

Ïðàâóþ ÷àñòü (5) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñèëó, îðòîãîíàëüíóþ
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Ñðàâíåíèå ìåòðèê è óðàâíåíèé ãåîäåçè÷åñêèõ äâóõ ïðîñòðàíñòâ

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû ñôîðìóëèðîâàëè ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ è ðàññìîòðåëè
íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Òåïåðü ìû íå áóäåì
íàëàãàòü óñëîâèå ìàëîñòè ñêîðîñòåé ÷àñòèö, à ëèøü óñëîâèå ìàëîñòè
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äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ïñåâäîðèìàíîâûì):

ds2 = gikdx
idxk; ds̄2 = ḡikdx

idxk.⇒ hik ≡ ḡik − gik; (1)

γik = ḡik − gik; hijg
ik = −gijγik − hijγik. (2)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ñâÿçûâàåò àëãåáðàè÷åñêè êîíòðâàðèàíòíûå
âîçìóùåíèÿ ìåòðèêè ñ êîâàðèàíòíûìè.

I Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðàçíîñòè ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ

Ωijk ≡ Γ̄ijk − Γijk (3)
ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðîâ.

I Ïåðåïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ â V4
δūi

δs̄
≡ ūk∇̄kūi = 0 (4)

â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâà E∗4 , ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèå ìèðîâîé
ëèíèè, âïåðâûå ïîëó÷åííîìó â 1968 ã. À.Ç. Ïåòðîâûì â çàäà÷å
ìîäåëèðîâàíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ (ñì. òàêæå Þ.Ã. Èãíàòüåâ, 1976):

δui

δs
≡ uk∇kui = Ωijku

juk − uiΩjk,lujukul ≡ (δil − u
iul)Ω

l
jku

juk. (5)

Ïðàâóþ ÷àñòü (5) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñèëó, îðòîãîíàëüíóþ
âåêòîðó ñêîðîñòè ui (äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî).
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Ñðàâíåíèå ìåòðèê è óðàâíåíèé ãåîäåçè÷åñêèõ äâóõ ïðîñòðàíñòâ

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû ñôîðìóëèðîâàëè ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ è ðàññìîòðåëè
íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Òåïåðü ìû íå áóäåì
íàëàãàòü óñëîâèå ìàëîñòè ñêîðîñòåé ÷àñòèö, à ëèøü óñëîâèå ìàëîñòè
ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé.
I Ïóñòü íàì çàäàíû äâà ïðîñòðàíñòâà â îáùåé êîîðäèíàöèè {xi} �

ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E∗4 è ëîêàëüíî ïñåâäîåâêëèäîâî ðèìàíîâî

ïðîñòðàíñòâî V4 ñ ñèãíàòóðîé ìåòðèê ds2 è ds̄2 (−,−,−,+) (V4 â
äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ïñåâäîðèìàíîâûì):

ds2 = gikdx
idxk; ds̄2 = ḡikdx

idxk.⇒ hik ≡ ḡik − gik; (1)

γik = ḡik − gik; hijg
ik = −gijγik − hijγik. (2)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ñâÿçûâàåò àëãåáðàè÷åñêè êîíòðâàðèàíòíûå
âîçìóùåíèÿ ìåòðèêè ñ êîâàðèàíòíûìè.

I Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðàçíîñòè ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ

Ωijk ≡ Γ̄ijk − Γijk (3)
ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðîâ.

I Ïåðåïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ â V4
δūi

δs̄
≡ ūk∇̄kūi = 0 (4)

â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâà E∗4 , ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèå ìèðîâîé
ëèíèè, âïåðâûå ïîëó÷åííîìó â 1968 ã. À.Ç. Ïåòðîâûì â çàäà÷å
ìîäåëèðîâàíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ (ñì. òàêæå Þ.Ã. Èãíàòüåâ, 1976):

δui

δs
≡ uk∇kui = Ωijku

juk − uiΩjk,lujukul ≡ (δil − u
iul)Ω

l
jku

juk. (5)

Ïðàâóþ ÷àñòü (5) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñèëó, îðòîãîíàëüíóþ
âåêòîðó ñêîðîñòè ui (äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî).
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Ðàçëîæåíèå òåíçîðà Ðèìàíà ïî âîçìóùåíèÿì ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

I Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëàáûå ãðàâèòàöèîííûå ïîëÿ. Âûáåðåì ñèñòåìó
îòñ÷åòà, â êîòîðîé ìåòðèêà ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E∗4 ñîâïàäàåò ñ
ìåòðèêîé Ìèíêîâñêîãî, à âîçìóùåíèÿ ìåòðèêè hik ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè:

gik
∗
= ηik ≡ Diag(−1,−1,−1,+1); hik � 1. (6)

I Òîãäà â ïðîèçâîëüíûõ êîîðäèíàòàõ ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ:

γik ≈ −hik; Ωijk ≈
1

2
gil(hkl,j + hjl,k − hjk,l), (7)

ãäå èíäåêñû ïîäíèìàþòñÿ è îïóñêàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòðèêè gik,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îïðåäåëåíû è êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå
hik,j ≡ ∇jhik.

I Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàçíîñòü òåíçîðîâ Ðèìàíà è Ðè÷÷è äâóõ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ òàêæå ïîëíîñòüþ âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
Ωijk è èõ ïåðâûõ êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ (ñì. Þ.Ã. Èãíàòüåâ, 1976).

Òàê, íàïðèìåð,

R̄ik −Rik ≡ Ωlik,l −
1

2
(Ωlil,k + Ωlkl,i)− ΩlmkΩmil + ΩlikΩmlm. (8)

I Â ñëó÷àå, êîãäà îäíî èç ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ìèíêîâñêîãî,

Rik = 0. Â ÷àñòíîñòè, â ïñåâäîäåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ωijk
∗
= Γijk:

R̄ik ≡ Rik = ∂lΓ
l
ik −

1

2
(∂kΓlil + ∂iΓ

l
kl)− ΓlmkΓmil + ΓlikΓmlm; (9)

Γlik ≈
1

2
ηlj(∂ihkj + ∂khij − ∂jhik). (10)
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l
kl)− ΓlmkΓmil + ΓlikΓmlm; (9)

Γlik ≈
1

2
ηlj(∂ihkj + ∂khij − ∂jhik). (10)
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Ðàçëîæåíèå òåíçîðà Ðèìàíà ïî âîçìóùåíèÿì ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

I Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëàáûå ãðàâèòàöèîííûå ïîëÿ. Âûáåðåì ñèñòåìó
îòñ÷åòà, â êîòîðîé ìåòðèêà ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E∗4 ñîâïàäàåò ñ
ìåòðèêîé Ìèíêîâñêîãî, à âîçìóùåíèÿ ìåòðèêè hik ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè:

gik
∗
= ηik ≡ Diag(−1,−1,−1,+1); hik � 1. (6)

I Òîãäà â ïðîèçâîëüíûõ êîîðäèíàòàõ ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ:
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2
gil(hkl,j + hjl,k − hjk,l), (7)

ãäå èíäåêñû ïîäíèìàþòñÿ è îïóñêàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòðèêè gik,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îïðåäåëåíû è êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå
hik,j ≡ ∇jhik.

I Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàçíîñòü òåíçîðîâ Ðèìàíà è Ðè÷÷è äâóõ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ òàêæå ïîëíîñòüþ âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
Ωijk è èõ ïåðâûõ êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ (ñì. Þ.Ã. Èãíàòüåâ, 1976).

Òàê, íàïðèìåð,

R̄ik −Rik ≡ Ωlik,l −
1

2
(Ωlil,k + Ωlkl,i)− ΩlmkΩmil + ΩlikΩmlm. (8)

I Â ñëó÷àå, êîãäà îäíî èç ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ìèíêîâñêîãî,
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Ðàçëîæåíèå òåíçîðà Ðèìàíà ïî âîçìóùåíèÿì ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

I Âû÷èñëÿÿ, íàéäåì:

∇lΩlik =
1

2
(∇ilhlk +∇klhli − �hik); � ≡ glm∇lm; (11)

Ωlil =
1

2
∇ih⇒

1

2
(Ωlil,k + Ωlkl,i) =

1

2
∇ikh, h ≡ gjlhjl. (12)

I Òàêèì îáðàçîì, â ëèíåéíîì ïî hik ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì äëÿ òåíçîðà
Ðè÷÷è (9) âûðàæåíèå (âû÷èñëèòü ñàìîñòîÿòåëüíî):

Rik ≈
1

2
(∇ilhlk +∇klhli −∇ikh− �hik)

≡
1

2
(∇ilψlk +∇klψli − �(ψik −

1

2
ψgik)), (13)

ãäå ââåäåíû íîâûå òåíçîðíûå ïåðåìåííûå

ψik ≡ hik −
1

2
hgik ⇔ hik ≡ ψik −

1

2
ψgik. (14)

I Òàêèì îáðàçîì, íàéäåì, ñâîðà÷èâàÿ:

R ≈ ∇jlψjl +
1

2
�ψ; (15)

Gik ≈
1

2
(∇ilψlk +∇klψli − gik∇jlψjl − �ψik) (16)
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Âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà Ýéíøòåéíà è ÒÝÈ èäåàëüíîé æèäêîñòè

I Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà âñëåäñòâèå äèôôåðåíöèàëüíûõ òîæäåñòâ Áèàíêè
ïîçâîëÿþò íàëîæèòü 4 äîïîëíèòåëüíûå äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûå
êàëèáðîâî÷íûå óñëîâèÿ. Âûáåðåì èõ â ñëåäóþùåì óäîáíîì âèäå,
àíàëîãè÷íîì êàëèáðîâêå Ëîðåíöà äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ:

ψki,k = 0⇔ hki,k −
1

2
h,i = 0. (17)

I Òàêèì îáðàçîì, â êàëèáðîâêå (17) âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà Ýéíøòåéíà (16)
ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ:

Gik ≈ −
1

2
�ψik = κTik. (18)

I Ðàññìîòðèì òåïåðü âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà, â
êà÷åñòâå êîòîðîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà (ÒÝÈ)
èäåàëüíîé æèäêîñòè:

Tik = (ε+ P )uiuk − Pgik, (u, u) = 1, (19)

ãäå ñêàëÿðû ε(x) è P (x) � ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëåíèå èçîòðîïíîé
èäåàëüíîé æèäêîñòè. Ñâåðòêà ýòîãî òåíçîðà äàåò T = ε− 3P . Òàêèì
îáðàçîì, óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ïðèíèìàþò âèä:

−
1

2
�ψik = κ[(ε+ P )uiuk − Pgik]. (20)
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Âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà Ýéíøòåéíà è ÒÝÈ èäåàëüíîé æèäêîñòè
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h,i = 0. (17)

I Òàêèì îáðàçîì, â êàëèáðîâêå (17) âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà Ýéíøòåéíà (16)
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�ψik = κTik. (18)

I Ðàññìîòðèì òåïåðü âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà, â
êà÷åñòâå êîòîðîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà (ÒÝÈ)
èäåàëüíîé æèäêîñòè:

Tik = (ε+ P )uiuk − Pgik, (u, u) = 1, (19)

ãäå ñêàëÿðû ε(x) è P (x) � ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëåíèå èçîòðîïíîé
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îáðàçîì, óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ïðèíèìàþò âèä:
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2
�ψik = κ[(ε+ P )uiuk − Pgik]. (20)
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I Ðàññìîòðèì òåïåðü âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà, â
êà÷åñòâå êîòîðîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà (ÒÝÈ)
èäåàëüíîé æèäêîñòè:

Tik = (ε+ P )uiuk − Pgik, (u, u) = 1, (19)

ãäå ñêàëÿðû ε(x) è P (x) � ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëåíèå èçîòðîïíîé
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ψki,k = 0⇔ hki,k −
1

2
h,i = 0. (17)
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�ψik = κTik. (18)
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èäåàëüíîé æèäêîñòè:
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àíàëîãè÷íîì êàëèáðîâêå Ëîðåíöà äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ:
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h,i = 0. (17)
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êà÷åñòâå êîòîðîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà (ÒÝÈ)
èäåàëüíîé æèäêîñòè:

Tik = (ε+ P )uiuk − Pgik, (u, u) = 1, (19)

ãäå ñêàëÿðû ε(x) è P (x) � ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëåíèå èçîòðîïíîé
èäåàëüíîé æèäêîñòè. Ñâåðòêà ýòîãî òåíçîðà äàåò T = ε− 3P . Òàêèì
îáðàçîì, óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ïðèíèìàþò âèä:
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Âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà Ýéíøòåéíà è ÒÝÈ èäåàëüíîé æèäêîñòè

I Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà âñëåäñòâèå äèôôåðåíöèàëüíûõ òîæäåñòâ Áèàíêè
ïîçâîëÿþò íàëîæèòü 4 äîïîëíèòåëüíûå äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûå
êàëèáðîâî÷íûå óñëîâèÿ. Âûáåðåì èõ â ñëåäóþùåì óäîáíîì âèäå,
àíàëîãè÷íîì êàëèáðîâêå Ëîðåíöà äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ:

ψki,k = 0⇔ hki,k −
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2
h,i = 0. (17)

I Òàêèì îáðàçîì, â êàëèáðîâêå (17) âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà Ýéíøòåéíà (16)
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�ψik = κTik. (18)

I Ðàññìîòðèì òåïåðü âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà, â
êà÷åñòâå êîòîðîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà (ÒÝÈ)
èäåàëüíîé æèäêîñòè:

Tik = (ε+ P )uiuk − Pgik, (u, u) = 1, (19)

ãäå ñêàëÿðû ε(x) è P (x) � ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëåíèå èçîòðîïíîé
èäåàëüíîé æèäêîñòè. Ñâåðòêà ýòîãî òåíçîðà äàåò T = ε− 3P . Òàêèì
îáðàçîì, óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ïðèíèìàþò âèä:

−
1

2
�ψik = κ[(ε+ P )uiuk − Pgik]. (20)
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Âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà Ýéíøòåéíà è ÒÝÈ èäåàëüíîé æèäêîñòè

I Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà âñëåäñòâèå äèôôåðåíöèàëüíûõ òîæäåñòâ Áèàíêè
ïîçâîëÿþò íàëîæèòü 4 äîïîëíèòåëüíûå äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûå
êàëèáðîâî÷íûå óñëîâèÿ. Âûáåðåì èõ â ñëåäóþùåì óäîáíîì âèäå,
àíàëîãè÷íîì êàëèáðîâêå Ëîðåíöà äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ:

ψki,k = 0⇔ hki,k −
1

2
h,i = 0. (17)

I Òàêèì îáðàçîì, â êàëèáðîâêå (17) âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà Ýéíøòåéíà (16)
ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ:

Gik ≈ −
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�ψik = κTik. (18)

I Ðàññìîòðèì òåïåðü âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà, â
êà÷åñòâå êîòîðîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà (ÒÝÈ)
èäåàëüíîé æèäêîñòè:

Tik = (ε+ P )uiuk − Pgik, (u, u) = 1, (19)

ãäå ñêàëÿðû ε(x) è P (x) � ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëåíèå èçîòðîïíîé
èäåàëüíîé æèäêîñòè. Ñâåðòêà ýòîãî òåíçîðà äàåò T = ε− 3P . Òàêèì
îáðàçîì, óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ïðèíèìàþò âèä:
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�ψik = κ[(ε+ P )uiuk − Pgik]. (20)
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Âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà Ýéíøòåéíà è ÒÝÈ èäåàëüíîé æèäêîñòè

I Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà âñëåäñòâèå äèôôåðåíöèàëüíûõ òîæäåñòâ Áèàíêè
ïîçâîëÿþò íàëîæèòü 4 äîïîëíèòåëüíûå äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûå
êàëèáðîâî÷íûå óñëîâèÿ. Âûáåðåì èõ â ñëåäóþùåì óäîáíîì âèäå,
àíàëîãè÷íîì êàëèáðîâêå Ëîðåíöà äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ:

ψki,k = 0⇔ hki,k −
1

2
h,i = 0. (17)

I Òàêèì îáðàçîì, â êàëèáðîâêå (17) âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà Ýéíøòåéíà (16)
ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ:

Gik ≈ −
1

2
�ψik = κTik. (18)

I Ðàññìîòðèì òåïåðü âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà, â
êà÷åñòâå êîòîðîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü òåíçîð ýíåðãèè - èìïóëüñà (ÒÝÈ)
èäåàëüíîé æèäêîñòè:

Tik = (ε+ P )uiuk − Pgik, (u, u) = 1, (19)

ãäå ñêàëÿðû ε(x) è P (x) � ïëîòíîñòü ýíåðãèè è äàâëåíèå èçîòðîïíîé
èäåàëüíîé æèäêîñòè. Ñâåðòêà ýòîãî òåíçîðà äàåò T = ε− 3P . Òàêèì
îáðàçîì, óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ïðèíèìàþò âèä:
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1

2
�ψik = κ[(ε+ P )uiuk − Pgik]. (20)
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Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

I Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, ñëåäñòâèåì óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà ÿâëÿþòñÿ çàêîíû
ñîõðàíåíèÿ ÒÝÈ:

∇kTki = 0. (21)

Ýòè æå ñîîòíîøåíèÿ ñ ó÷åòîì (17) ëåãêî ïîëó÷èòü è èç ïðèáëèæåííûõ
óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà (33).

I Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì èç (21) ñ ó÷åòîì (19):

(ε+ P ),ku
kui + (ε+ P )(ui,ku

k + uiu
k
,k)− P,i = 0. (22)

I Èç óñëîâèÿ åäèíè÷èíîñòè âåêòîðà ñêîðîñòè ìàòåðèè, ui, � (u, u) = 1
ïîëó÷èì:

∇i(u, u) = 0⇒ uk,iu
k = 0. (23)

Òàêèì îáðàçîì, ñâîðà÷èâàÿ (22) ñ ui, ïîëó÷èì ¾çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè¿:

ε,ku
k + (ε+ P )uk,k = 0⇔ uk∂kε+

1
√
−g

∂k(
√
−guk)(ε+ P ) = 0. (24)

I Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå (24) â (22) è ïîäíèìàÿ èíäåêñ i,
ïðèâåäåì ïîñëåäíåå ê âèäó Ëàãðàíæåâà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
ñèëû, îðòîãîíàëüíîé ñêîðîñòè:

(ε+P )ui,ku
k −P,k(gik −uiuk) = 0⇔ (ε+P )

Dui

δs
= P,k(gik −uiuk).(25)
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Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

I Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, ñëåäñòâèåì óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà ÿâëÿþòñÿ çàêîíû
ñîõðàíåíèÿ ÒÝÈ:

∇kTki = 0. (21)
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Ïîòåíöèàëû Ëèåíàðà - Âèõåðòà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

I Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ñèñòåìó ÷àñòèö ñ
ìàññîé ma, äâèæóùèõñÿ ïî âðåìåíèïîäîáíûì ìèðîâûì ëèíèÿì
xi = xia(s). Íà Ëåêöèè XIV ìû ââîäèëè ÒÝÈ ñèñòåìû ÷àñòèöû:

T (p) ik =
∑
a

mac
2

+∞∫
−∞

uia(sa)uka(sa)δ4(x, xa(s))dsa. (26)

I Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçèðîâàííûå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà (18) ñ ýòèì ÒÝÈ:

−
1

2
�ψik = κ

∑
a

mac
2

+∞∫
−∞

uia(sa)uka(sa)δ4(x, xa(s))dsa. (27)

I Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ëåêöèè XIII (ôîðìóëà (26)), êîâàðèàíòíàÿ
äèâåðãåíöèÿ ýòîãî òåíçîðà ðàâíà

∇kT (p) ik =
∑
a

mac
2

+∞∫
−∞

δ4(x, xa(s))
Duia
δsa

dsa (28)

è ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ, åñëè âñå ÷àñòèöû äâèæóòñÿ ïî ãåîäåçè÷åñêèì,
ò.å., åñëè íà íèõ íå äåéñòâóþ äðóãèå ïîëÿ, êðîìå ãðàâèòàöèîííîãî, ïîýòîìó
äèôôåðåíöèàëüíûå ñëåäñòâèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà òîæäåñòâåííî
âûïîëíÿþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå. Àíàëîãè÷íî ìîæíî óáåäèòüñÿ è â òîì, ÷òî äëÿ
ñèñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè - èìïóëüñà
òîæäåñòâåííî âûïîëíÿþòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è
ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.
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Ïîòåíöèàëû Ëèåíàðà - Âèõåðòà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

I Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ñèñòåìó ÷àñòèö ñ
ìàññîé ma, äâèæóùèõñÿ ïî âðåìåíèïîäîáíûì ìèðîâûì ëèíèÿì
xi = xia(s). Íà Ëåêöèè XIV ìû ââîäèëè ÒÝÈ ñèñòåìû ÷àñòèöû:

T (p) ik =
∑
a

mac
2

+∞∫
−∞

uia(sa)uka(sa)δ4(x, xa(s))dsa. (26)

I Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçèðîâàííûå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà (18) ñ ýòèì ÒÝÈ:

−
1

2
�ψik = κ

∑
a

mac
2

+∞∫
−∞

uia(sa)uka(sa)δ4(x, xa(s))dsa. (27)

I Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ëåêöèè XIII (ôîðìóëà (26)), êîâàðèàíòíàÿ
äèâåðãåíöèÿ ýòîãî òåíçîðà ðàâíà

∇kT (p) ik =
∑
a

mac
2

+∞∫
−∞

δ4(x, xa(s))
Duia
δsa

dsa (28)

è ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ, åñëè âñå ÷àñòèöû äâèæóòñÿ ïî ãåîäåçè÷åñêèì,
ò.å., åñëè íà íèõ íå äåéñòâóþ äðóãèå ïîëÿ, êðîìå ãðàâèòàöèîííîãî, ïîýòîìó
äèôôåðåíöèàëüíûå ñëåäñòâèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà òîæäåñòâåííî
âûïîëíÿþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå. Àíàëîãè÷íî ìîæíî óáåäèòüñÿ è â òîì, ÷òî äëÿ
ñèñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè - èìïóëüñà
òîæäåñòâåííî âûïîëíÿþòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è
ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.
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Ïîòåíöèàëû Ëèåíàðà - Âèõåðòà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

I Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ñèñòåìó ÷àñòèö ñ
ìàññîé ma, äâèæóùèõñÿ ïî âðåìåíèïîäîáíûì ìèðîâûì ëèíèÿì
xi = xia(s). Íà Ëåêöèè XIV ìû ââîäèëè ÒÝÈ ñèñòåìû ÷àñòèöû:

T (p) ik =
∑
a

mac
2

+∞∫
−∞

uia(sa)uka(sa)δ4(x, xa(s))dsa. (26)

I Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçèðîâàííûå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà (18) ñ ýòèì ÒÝÈ:

−
1

2
�ψik = κ

∑
a

mac
2

+∞∫
−∞

uia(sa)uka(sa)δ4(x, xa(s))dsa. (27)

I Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ëåêöèè XIII (ôîðìóëà (26)), êîâàðèàíòíàÿ
äèâåðãåíöèÿ ýòîãî òåíçîðà ðàâíà

∇kT (p) ik =
∑
a

mac
2

+∞∫
−∞

δ4(x, xa(s))
Duia
δsa

dsa (28)

è ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ, åñëè âñå ÷àñòèöû äâèæóòñÿ ïî ãåîäåçè÷åñêèì,
ò.å., åñëè íà íèõ íå äåéñòâóþ äðóãèå ïîëÿ, êðîìå ãðàâèòàöèîííîãî, ïîýòîìó
äèôôåðåíöèàëüíûå ñëåäñòâèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà òîæäåñòâåííî
âûïîëíÿþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå. Àíàëîãè÷íî ìîæíî óáåäèòüñÿ è â òîì, ÷òî äëÿ
ñèñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè - èìïóëüñà
òîæäåñòâåííî âûïîëíÿþòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è
ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.
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Ïîòåíöèàëû Ëèåíàðà - Âèõåðòà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

I Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ñèñòåìó ÷àñòèö ñ
ìàññîé ma, äâèæóùèõñÿ ïî âðåìåíèïîäîáíûì ìèðîâûì ëèíèÿì
xi = xia(s). Íà Ëåêöèè XIV ìû ââîäèëè ÒÝÈ ñèñòåìû ÷àñòèöû:

T (p) ik =
∑
a

mac
2

+∞∫
−∞

uia(sa)uka(sa)δ4(x, xa(s))dsa. (26)

I Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçèðîâàííûå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà (18) ñ ýòèì ÒÝÈ:

−
1

2
�ψik = κ

∑
a

mac
2

+∞∫
−∞

uia(sa)uka(sa)δ4(x, xa(s))dsa. (27)

I Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ëåêöèè XIII (ôîðìóëà (26)), êîâàðèàíòíàÿ
äèâåðãåíöèÿ ýòîãî òåíçîðà ðàâíà

∇kT (p) ik =
∑
a

mac
2

+∞∫
−∞

δ4(x, xa(s))
Duia
δsa

dsa (28)

è ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ, åñëè âñå ÷àñòèöû äâèæóòñÿ ïî ãåîäåçè÷åñêèì,
ò.å., åñëè íà íèõ íå äåéñòâóþ äðóãèå ïîëÿ, êðîìå ãðàâèòàöèîííîãî, ïîýòîìó
äèôôåðåíöèàëüíûå ñëåäñòâèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà òîæäåñòâåííî
âûïîëíÿþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå. Àíàëîãè÷íî ìîæíî óáåäèòüñÿ è â òîì, ÷òî äëÿ
ñèñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè - èìïóëüñà
òîæäåñòâåííî âûïîëíÿþòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è
ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.
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Ïîòåíöèàëû Ëèåíàðà - Âèõåðòà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

I Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ñèñòåìó ÷àñòèö ñ
ìàññîé ma, äâèæóùèõñÿ ïî âðåìåíèïîäîáíûì ìèðîâûì ëèíèÿì
xi = xia(s). Íà Ëåêöèè XIV ìû ââîäèëè ÒÝÈ ñèñòåìû ÷àñòèöû:

T (p) ik =
∑
a

mac
2

+∞∫
−∞

uia(sa)uka(sa)δ4(x, xa(s))dsa. (26)

I Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçèðîâàííûå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà (18) ñ ýòèì ÒÝÈ:

−
1

2
�ψik = κ

∑
a

mac
2

+∞∫
−∞

uia(sa)uka(sa)δ4(x, xa(s))dsa. (27)

I Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ëåêöèè XIII (ôîðìóëà (26)), êîâàðèàíòíàÿ
äèâåðãåíöèÿ ýòîãî òåíçîðà ðàâíà

∇kT (p) ik =
∑
a

mac
2

+∞∫
−∞

δ4(x, xa(s))
Duia
δsa

dsa (28)

è ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ, åñëè âñå ÷àñòèöû äâèæóòñÿ ïî ãåîäåçè÷åñêèì,
ò.å., åñëè íà íèõ íå äåéñòâóþ äðóãèå ïîëÿ, êðîìå ãðàâèòàöèîííîãî, ïîýòîìó
äèôôåðåíöèàëüíûå ñëåäñòâèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà òîæäåñòâåííî
âûïîëíÿþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå. Àíàëîãè÷íî ìîæíî óáåäèòüñÿ è â òîì, ÷òî äëÿ
ñèñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè - èìïóëüñà
òîæäåñòâåííî âûïîëíÿþòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è
ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.
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Ïîòåíöèàëû Ëèåíàðà - Âèõåðòà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

I Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ñèñòåìó ÷àñòèö ñ
ìàññîé ma, äâèæóùèõñÿ ïî âðåìåíèïîäîáíûì ìèðîâûì ëèíèÿì
xi = xia(s). Íà Ëåêöèè XIV ìû ââîäèëè ÒÝÈ ñèñòåìû ÷àñòèöû:

T (p) ik =
∑
a

mac
2

+∞∫
−∞

uia(sa)uka(sa)δ4(x, xa(s))dsa. (26)

I Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçèðîâàííûå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà (18) ñ ýòèì ÒÝÈ:

−
1

2
�ψik = κ

∑
a

mac
2

+∞∫
−∞

uia(sa)uka(sa)δ4(x, xa(s))dsa. (27)

I Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ëåêöèè XIII (ôîðìóëà (26)), êîâàðèàíòíàÿ
äèâåðãåíöèÿ ýòîãî òåíçîðà ðàâíà

∇kT (p) ik =
∑
a

mac
2

+∞∫
−∞

δ4(x, xa(s))
Duia
δsa

dsa (28)

è ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ, åñëè âñå ÷àñòèöû äâèæóòñÿ ïî ãåîäåçè÷åñêèì,
ò.å., åñëè íà íèõ íå äåéñòâóþ äðóãèå ïîëÿ, êðîìå ãðàâèòàöèîííîãî, ïîýòîìó
äèôôåðåíöèàëüíûå ñëåäñòâèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà òîæäåñòâåííî
âûïîëíÿþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå. Àíàëîãè÷íî ìîæíî óáåäèòüñÿ è â òîì, ÷òî äëÿ
ñèñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè - èìïóëüñà
òîæäåñòâåííî âûïîëíÿþòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è
ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.
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Ïîòåíöèàëû Ëèåíàðà - Âèõåðòà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

I Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ñèñòåìó ÷àñòèö ñ
ìàññîé ma, äâèæóùèõñÿ ïî âðåìåíèïîäîáíûì ìèðîâûì ëèíèÿì
xi = xia(s). Íà Ëåêöèè XIV ìû ââîäèëè ÒÝÈ ñèñòåìû ÷àñòèöû:

T (p) ik =
∑
a

mac
2

+∞∫
−∞

uia(sa)uka(sa)δ4(x, xa(s))dsa. (26)

I Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçèðîâàííûå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà (18) ñ ýòèì ÒÝÈ:

−
1

2
�ψik = κ

∑
a

mac
2

+∞∫
−∞

uia(sa)uka(sa)δ4(x, xa(s))dsa. (27)

I Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ëåêöèè XIII (ôîðìóëà (26)), êîâàðèàíòíàÿ
äèâåðãåíöèÿ ýòîãî òåíçîðà ðàâíà

∇kT (p) ik =
∑
a

mac
2

+∞∫
−∞

δ4(x, xa(s))
Duia
δsa

dsa (28)

è ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ, åñëè âñå ÷àñòèöû äâèæóòñÿ ïî ãåîäåçè÷åñêèì,
ò.å., åñëè íà íèõ íå äåéñòâóþ äðóãèå ïîëÿ, êðîìå ãðàâèòàöèîííîãî, ïîýòîìó
äèôôåðåíöèàëüíûå ñëåäñòâèÿ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà òîæäåñòâåííî
âûïîëíÿþòñÿ â ýòîì ñëó÷àå. Àíàëîãè÷íî ìîæíî óáåäèòüñÿ è â òîì, ÷òî äëÿ
ñèñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè - èìïóëüñà
òîæäåñòâåííî âûïîëíÿþòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è
ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.
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Ïîòåíöèàëû Ëèåíàðà - Âèõåðòà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

I Ïðîèçâîäÿ ÷åòûðåõìåðíîå Ôóðüå - ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèé (27) äëÿ
îäèíî÷íîé ìàññû è îáðàòíîå ê íåìó, íàéäåì àíàëîãè÷íî Ëåêöèè XIII
ïîòåíöèàëû ¾Ëèåíàðà - Âèõåðòà¿ äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ (ìû ó÷ëè
ñîîòíîøåíèå κ = 8πG/c4):

ψik = −
2κc2

4π

muiuk

(u,R)

∣∣∣∣
Z=0

≡ −
4mG

c2
uiuk

(u,R)

∣∣∣∣
Z=0

, (29)

ãäå ôóíêöèÿ Z îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:

dZ

ds
= 2(u,R); Ri = x′ i(s)− xi; (30)

òî÷êè M(xi) è M ′(x′ i) � òî÷êè íàáëþäàòåëÿ è ÷àñòèöû, ñîîòâåòñòâåííî.

I Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îäèíî÷íîé ïîêîÿùåéñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò ÷àñòèö
(ui = δi4, s = x4; Z = r) íàéäåì èç (29):

ψik = −δ4i δ4k
4mG

c2r
⇒ ψ = ψ44. (31)

I Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì h44 = −2mG/c2r; hαβ = −δαβ2mG/c2r:

gik ≈ c2dt2
(

1−
2mG

c2r

)
− (dx2 + dy2 + dz2)

(
1 +

2mG

c2r

)
. (32)
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Ïîòåíöèàëû Ëèåíàðà - Âèõåðòà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

I Ïðîèçâîäÿ ÷åòûðåõìåðíîå Ôóðüå - ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèé (27) äëÿ
îäèíî÷íîé ìàññû è îáðàòíîå ê íåìó, íàéäåì àíàëîãè÷íî Ëåêöèè XIII
ïîòåíöèàëû ¾Ëèåíàðà - Âèõåðòà¿ äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ (ìû ó÷ëè
ñîîòíîøåíèå κ = 8πG/c4):

ψik = −
2κc2

4π

muiuk

(u,R)

∣∣∣∣
Z=0

≡ −
4mG

c2
uiuk

(u,R)

∣∣∣∣
Z=0

, (29)

ãäå ôóíêöèÿ Z îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:

dZ

ds
= 2(u,R); Ri = x′ i(s)− xi; (30)

òî÷êè M(xi) è M ′(x′ i) � òî÷êè íàáëþäàòåëÿ è ÷àñòèöû, ñîîòâåòñòâåííî.

I Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îäèíî÷íîé ïîêîÿùåéñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò ÷àñòèö
(ui = δi4, s = x4; Z = r) íàéäåì èç (29):

ψik = −δ4i δ4k
4mG

c2r
⇒ ψ = ψ44. (31)

I Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì h44 = −2mG/c2r; hαβ = −δαβ2mG/c2r:

gik ≈ c2dt2
(

1−
2mG

c2r

)
− (dx2 + dy2 + dz2)

(
1 +

2mG

c2r

)
. (32)
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Ïîòåíöèàëû Ëèåíàðà - Âèõåðòà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

I Ïðîèçâîäÿ ÷åòûðåõìåðíîå Ôóðüå - ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèé (27) äëÿ
îäèíî÷íîé ìàññû è îáðàòíîå ê íåìó, íàéäåì àíàëîãè÷íî Ëåêöèè XIII
ïîòåíöèàëû ¾Ëèåíàðà - Âèõåðòà¿ äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ (ìû ó÷ëè
ñîîòíîøåíèå κ = 8πG/c4):

ψik = −
2κc2

4π

muiuk

(u,R)

∣∣∣∣
Z=0

≡ −
4mG

c2
uiuk

(u,R)

∣∣∣∣
Z=0

, (29)

ãäå ôóíêöèÿ Z îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:

dZ

ds
= 2(u,R); Ri = x′ i(s)− xi; (30)

òî÷êè M(xi) è M ′(x′ i) � òî÷êè íàáëþäàòåëÿ è ÷àñòèöû, ñîîòâåòñòâåííî.

I Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îäèíî÷íîé ïîêîÿùåéñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò ÷àñòèö
(ui = δi4, s = x4; Z = r) íàéäåì èç (29):

ψik = −δ4i δ4k
4mG

c2r
⇒ ψ = ψ44. (31)

I Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì h44 = −2mG/c2r; hαβ = −δαβ2mG/c2r:

gik ≈ c2dt2
(

1−
2mG

c2r

)
− (dx2 + dy2 + dz2)

(
1 +

2mG

c2r

)
. (32)
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Ïîòåíöèàëû Ëèåíàðà - Âèõåðòà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

I Ïðîèçâîäÿ ÷åòûðåõìåðíîå Ôóðüå - ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèé (27) äëÿ
îäèíî÷íîé ìàññû è îáðàòíîå ê íåìó, íàéäåì àíàëîãè÷íî Ëåêöèè XIII
ïîòåíöèàëû ¾Ëèåíàðà - Âèõåðòà¿ äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ (ìû ó÷ëè
ñîîòíîøåíèå κ = 8πG/c4):

ψik = −
2κc2

4π

muiuk

(u,R)

∣∣∣∣
Z=0

≡ −
4mG

c2
uiuk

(u,R)

∣∣∣∣
Z=0

, (29)

ãäå ôóíêöèÿ Z îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:

dZ

ds
= 2(u,R); Ri = x′ i(s)− xi; (30)

òî÷êè M(xi) è M ′(x′ i) � òî÷êè íàáëþäàòåëÿ è ÷àñòèöû, ñîîòâåòñòâåííî.

I Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îäèíî÷íîé ïîêîÿùåéñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò ÷àñòèö
(ui = δi4, s = x4; Z = r) íàéäåì èç (29):

ψik = −δ4i δ4k
4mG

c2r
⇒ ψ = ψ44. (31)

I Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì h44 = −2mG/c2r; hαβ = −δαβ2mG/c2r:

gik ≈ c2dt2
(

1−
2mG

c2r

)
− (dx2 + dy2 + dz2)

(
1 +

2mG

c2r

)
. (32)
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Ïîòåíöèàëû Ëèåíàðà - Âèõåðòà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

I Ïðîèçâîäÿ ÷åòûðåõìåðíîå Ôóðüå - ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèé (27) äëÿ
îäèíî÷íîé ìàññû è îáðàòíîå ê íåìó, íàéäåì àíàëîãè÷íî Ëåêöèè XIII
ïîòåíöèàëû ¾Ëèåíàðà - Âèõåðòà¿ äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ (ìû ó÷ëè
ñîîòíîøåíèå κ = 8πG/c4):

ψik = −
2κc2

4π

muiuk

(u,R)

∣∣∣∣
Z=0

≡ −
4mG

c2
uiuk

(u,R)

∣∣∣∣
Z=0

, (29)

ãäå ôóíêöèÿ Z îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:

dZ

ds
= 2(u,R); Ri = x′ i(s)− xi; (30)

òî÷êè M(xi) è M ′(x′ i) � òî÷êè íàáëþäàòåëÿ è ÷àñòèöû, ñîîòâåòñòâåííî.

I Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îäèíî÷íîé ïîêîÿùåéñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò ÷àñòèö
(ui = δi4, s = x4; Z = r) íàéäåì èç (29):

ψik = −δ4i δ4k
4mG

c2r
⇒ ψ = ψ44. (31)

I Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì h44 = −2mG/c2r; hαβ = −δαβ2mG/c2r:

gik ≈ c2dt2
(

1−
2mG

c2r

)
− (dx2 + dy2 + dz2)

(
1 +

2mG

c2r

)
. (32)
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Ïîòåíöèàëû Ëèåíàðà - Âèõåðòà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

I Ïðîèçâîäÿ ÷åòûðåõìåðíîå Ôóðüå - ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèé (27) äëÿ
îäèíî÷íîé ìàññû è îáðàòíîå ê íåìó, íàéäåì àíàëîãè÷íî Ëåêöèè XIII
ïîòåíöèàëû ¾Ëèåíàðà - Âèõåðòà¿ äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ (ìû ó÷ëè
ñîîòíîøåíèå κ = 8πG/c4):

ψik = −
2κc2

4π

muiuk

(u,R)

∣∣∣∣
Z=0

≡ −
4mG

c2
uiuk

(u,R)

∣∣∣∣
Z=0

, (29)

ãäå ôóíêöèÿ Z îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:

dZ

ds
= 2(u,R); Ri = x′ i(s)− xi; (30)

òî÷êè M(xi) è M ′(x′ i) � òî÷êè íàáëþäàòåëÿ è ÷àñòèöû, ñîîòâåòñòâåííî.

I Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îäèíî÷íîé ïîêîÿùåéñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò ÷àñòèö
(ui = δi4, s = x4; Z = r) íàéäåì èç (29):

ψik = −δ4i δ4k
4mG

c2r
⇒ ψ = ψ44. (31)

I Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì h44 = −2mG/c2r; hαβ = −δαβ2mG/c2r:

gik ≈ c2dt2
(

1−
2mG

c2r

)
− (dx2 + dy2 + dz2)

(
1 +

2mG

c2r

)
. (32)
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Ïîòåíöèàëû Ëèåíàðà - Âèõåðòà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

I Ïðîèçâîäÿ ÷åòûðåõìåðíîå Ôóðüå - ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèé (27) äëÿ
îäèíî÷íîé ìàññû è îáðàòíîå ê íåìó, íàéäåì àíàëîãè÷íî Ëåêöèè XIII
ïîòåíöèàëû ¾Ëèåíàðà - Âèõåðòà¿ äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ (ìû ó÷ëè
ñîîòíîøåíèå κ = 8πG/c4):

ψik = −
2κc2

4π

muiuk

(u,R)

∣∣∣∣
Z=0

≡ −
4mG

c2
uiuk

(u,R)

∣∣∣∣
Z=0

, (29)

ãäå ôóíêöèÿ Z îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:

dZ

ds
= 2(u,R); Ri = x′ i(s)− xi; (30)

òî÷êè M(xi) è M ′(x′ i) � òî÷êè íàáëþäàòåëÿ è ÷àñòèöû, ñîîòâåòñòâåííî.

I Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îäèíî÷íîé ïîêîÿùåéñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò ÷àñòèö
(ui = δi4, s = x4; Z = r) íàéäåì èç (29):

ψik = −δ4i δ4k
4mG

c2r
⇒ ψ = ψ44. (31)

I Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì h44 = −2mG/c2r; hαβ = −δαβ2mG/c2r:

gik ≈ c2dt2
(

1−
2mG

c2r

)
− (dx2 + dy2 + dz2)

(
1 +

2mG

c2r

)
. (32)
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Ïîòåíöèàëû Ëèåíàðà - Âèõåðòà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

I Ïðîèçâîäÿ ÷åòûðåõìåðíîå Ôóðüå - ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèé (27) äëÿ
îäèíî÷íîé ìàññû è îáðàòíîå ê íåìó, íàéäåì àíàëîãè÷íî Ëåêöèè XIII
ïîòåíöèàëû ¾Ëèåíàðà - Âèõåðòà¿ äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ (ìû ó÷ëè
ñîîòíîøåíèå κ = 8πG/c4):

ψik = −
2κc2

4π

muiuk

(u,R)

∣∣∣∣
Z=0

≡ −
4mG

c2
uiuk

(u,R)

∣∣∣∣
Z=0

, (29)

ãäå ôóíêöèÿ Z îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:

dZ

ds
= 2(u,R); Ri = x′ i(s)− xi; (30)

òî÷êè M(xi) è M ′(x′ i) � òî÷êè íàáëþäàòåëÿ è ÷àñòèöû, ñîîòâåòñòâåííî.

I Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îäèíî÷íîé ïîêîÿùåéñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò ÷àñòèö
(ui = δi4, s = x4; Z = r) íàéäåì èç (29):

ψik = −δ4i δ4k
4mG

c2r
⇒ ψ = ψ44. (31)

I Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì h44 = −2mG/c2r; hαβ = −δαβ2mG/c2r:

gik ≈ c2dt2
(

1−
2mG

c2r

)
− (dx2 + dy2 + dz2)

(
1 +

2mG

c2r

)
. (32)
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Ãðàâèòàöèîííûå âîëíû

I Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ëèíåàðèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà (18) â
ïóñòîòå:

�ψik = 0. (33)

I Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ýòè óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèåì
Ä'Àëàìáåðà îòíîñèòåëüíî òåíçîðíûõ êîìïîíåíò ψik:(

1

c2
∂2

∂t2
−

∂2

∂x2
−

∂2

∂y2
−

∂2

∂z2

)
ψik = 0. (34)

I ×àñòíûå ðåøåíèÿ ýòîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè áóäåì èñêàòü â âèäå ψik = ψ0

ikeiωt+ikr.
Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðåøåíèÿ â óðàâíåíèÿ (34), ïîëó÷èì óñëîâèå èõ
íåòðèâèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè:(

ω2

c2
− k2

)
ψ0
ik = 0⇒ ω = ±kc. (35)

I Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå ëèíåàðèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà
â ïóñòîòå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ψik =
1

(2π)3

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

(
ψ+
ik(k)ei(kct+kr) + ψ−ik(k)ei(−kct+kr)

)
d3k, (36)

ãäå ψ±ik(k) � àìïëèòóäû îïåðåæàþùèõ è çàïàçäûâàþùèõ ¾ïîòåíöèàëîâ¿
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.
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Ãðàâèòàöèîííûå âîëíû

I Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ëèíåàðèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà (18) â
ïóñòîòå:

�ψik = 0. (33)

I Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ýòè óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèåì
Ä'Àëàìáåðà îòíîñèòåëüíî òåíçîðíûõ êîìïîíåíò ψik:(

1

c2
∂2

∂t2
−

∂2

∂x2
−

∂2

∂y2
−

∂2

∂z2

)
ψik = 0. (34)

I ×àñòíûå ðåøåíèÿ ýòîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè áóäåì èñêàòü â âèäå ψik = ψ0

ikeiωt+ikr.
Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðåøåíèÿ â óðàâíåíèÿ (34), ïîëó÷èì óñëîâèå èõ
íåòðèâèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè:(

ω2

c2
− k2

)
ψ0
ik = 0⇒ ω = ±kc. (35)

I Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå ëèíåàðèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà
â ïóñòîòå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ψik =
1

(2π)3

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

(
ψ+
ik(k)ei(kct+kr) + ψ−ik(k)ei(−kct+kr)

)
d3k, (36)

ãäå ψ±ik(k) � àìïëèòóäû îïåðåæàþùèõ è çàïàçäûâàþùèõ ¾ïîòåíöèàëîâ¿
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.
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Ãðàâèòàöèîííûå âîëíû

I Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ëèíåàðèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà (18) â
ïóñòîòå:

�ψik = 0. (33)

I Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ýòè óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèåì
Ä'Àëàìáåðà îòíîñèòåëüíî òåíçîðíûõ êîìïîíåíò ψik:(

1

c2
∂2

∂t2
−

∂2

∂x2
−

∂2

∂y2
−

∂2

∂z2

)
ψik = 0. (34)

I ×àñòíûå ðåøåíèÿ ýòîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè áóäåì èñêàòü â âèäå ψik = ψ0

ikeiωt+ikr.
Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðåøåíèÿ â óðàâíåíèÿ (34), ïîëó÷èì óñëîâèå èõ
íåòðèâèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè:(

ω2

c2
− k2

)
ψ0
ik = 0⇒ ω = ±kc. (35)

I Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå ëèíåàðèçèðîâàííûõ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà
â ïóñòîòå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ψik =
1

(2π)3

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

(
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I Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïîñòîÿííûõ òåíçîðîâ ψ±ik(k),
ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñëåäñòâèå êàëèáðîâî÷íûõ óñëîâèé (17) ýòè òåíçîðû
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü àëãåáðàè÷åñêèì óñëîâèÿì:

ψ±ik(k)kk = 0. (37)

I Ïóñòü vi � âðåìåíèïîäîáíûé åäèíè÷íûé âåêòîð ñêîðîñòè íàáëþäàòåëÿ
((v, v) = 1). Òàêèì îáðàçîì, â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíû
ñëåäóþùèå òåíçîðíûå îáúåêòû: âðåìåíèïîäîáíûé âåêòîð vi, èçîòðîïíûé
âîëíîâîé âåêòîð ki, òåíçîð Ìèíêîâñêîãî ηik. Òàê êàê òåíçîðû ψ±ik(k)
ñèììåòðè÷íû, îíè ìîãóò èìåòü ëèøü ñëåäóþùóþ àëãåáðàè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó:

ψik(k) = αvivk + βkikk + γ(vikk + kivk) + δηik, (38)

ãäå α, β, γ, δ � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
I Ñâîðà÷èâàÿ (38) ñ âåêòîðîì kk ñ ó÷åòîì êàëèáðîâî÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ (37)

è èçîòðîïíîñòè âîëíîâîãî âåêòîðà, ïîëó÷èì âåêòîðíîå ðàâåíñòâî:

αvi(k, v) + [γ(k, v) + δ]ki = 0,
I Âñëåäñòâèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ vi è ki èõ ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
êîýôôèöèåíòû ýòîé êîìáèíàöèè ðàâíû íóëþ. Òàêèì îáðàçîì:

α = 0; δ = −γ(k, u). (39)

ãäå ψ±ik(k) � àìïëèòóäû îïåðåæàþùèõ è çàïàçäûâàþùèõ ¾ïîòåíöèàëîâ¿
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.

I Â èòîãå àìïëèòóäû ψ±ik(k) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç äâå ñêàëÿðíûå
ôóíêöèè, β è γ:

ψ±ik(k) = β±kikk + γ±(vikk + kivk − ηik(k, u)). (40)
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êîýôôèöèåíòû ýòîé êîìáèíàöèè ðàâíû íóëþ. Òàêèì îáðàçîì:

α = 0; δ = −γ(k, u). (39)

ãäå ψ±ik(k) � àìïëèòóäû îïåðåæàþùèõ è çàïàçäûâàþùèõ ¾ïîòåíöèàëîâ¿
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.
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è èçîòðîïíîñòè âîëíîâîãî âåêòîðà, ïîëó÷èì âåêòîðíîå ðàâåíñòâî:
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ãäå ψ±ik(k) � àìïëèòóäû îïåðåæàþùèõ è çàïàçäûâàþùèõ ¾ïîòåíöèàëîâ¿
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.

I Â èòîãå àìïëèòóäû ψ±ik(k) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç äâå ñêàëÿðíûå
ôóíêöèè, β è γ:
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I Ñîîòíîøåíèÿ (40) èìåþò ìåñòî áûòü â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.
Åñëè æå âûáðàòü ïàäàþùóþ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå, ò.å., ñèíõðîííóþ
ñèñòåìó îòñ÷åòà, â êîòîðîé:

ds2 = c2dt2 + gαβdx
αdxβ ⇒ h4k = 0⇔ ψ4k = 0, (41)

òî ïðîñòðàíñòâåííûé òåíçîð ψαβ ìîæíî ðàçëîæèòü óæå ïî
ïðîñòðàíñòâåííîìó âîëíîâîìó âåêòîðó k è ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó
òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, δαβ , à òàêæå íåêîòîðîìó
òðåõìåðíîìó âåêòîðó S, îðòîãîíàëüíîìó k ((k,S) = 0):

I ψαβ(k) = βkαkβ + γSαSβ + δ(kαSβ + Sαkβ) + σδαβ , (42)
ïðè÷åì âñëåäñòâèå êàëèáðîâî÷íîãî óñëîâèÿ (37)

ψαβ(k)kβ = 0⇒ σ = −βk2 − δS2 ⇒

ψ±αβ(k) = β±(k)(kαkβ − k2δαβ) +

γ±SαSβ + δ±(kαSβ + Sαkβ − S2δαβ). (43)

I Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó ðàçëîæåíèþ ãðàâèòàöèîííûå ïîëÿ óñëîâíî äåëÿòñÿ
íà 3 òèïà: ïðîäîëüíûå (ñêàëÿðíûå), âåêòîðíûå è ïîïåðå÷íûå, îïèñûâàåìûå
âåêòîðîì ïîëÿðèçàöèè S. Ïîñëåäíèé òèï ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé
íàçûâàåòñÿ ãðàâèòàöèîííûìè âîëíàìè. Ýòè âîëíû âïîëíå àíàëîãè÷íû
ýëåêòðîìàãíèòíûì âîëíàì. Ïðîäîëüíûå æå ãðàâèòàöèîííûå ïîëÿ
àíàëîãè÷íû ýëåêòðè÷åñêèì (êóëîíîâñêèì) ïîëÿì.
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I ψαβ(k) = βkαkβ + γSαSβ + δ(kαSβ + Sαkβ) + σδαβ , (42)
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ψ±αβ(k) = β±(k)(kαkβ − k2δαβ) +

γ±SαSβ + δ±(kαSβ + Sαkβ − S2δαβ). (43)

I Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó ðàçëîæåíèþ ãðàâèòàöèîííûå ïîëÿ óñëîâíî äåëÿòñÿ
íà 3 òèïà: ïðîäîëüíûå (ñêàëÿðíûå), âåêòîðíûå è ïîïåðå÷íûå, îïèñûâàåìûå
âåêòîðîì ïîëÿðèçàöèè S. Ïîñëåäíèé òèï ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé
íàçûâàåòñÿ ãðàâèòàöèîííûìè âîëíàìè. Ýòè âîëíû âïîëíå àíàëîãè÷íû
ýëåêòðîìàãíèòíûì âîëíàì. Ïðîäîëüíûå æå ãðàâèòàöèîííûå ïîëÿ
àíàëîãè÷íû ýëåêòðè÷åñêèì (êóëîíîâñêèì) ïîëÿì.
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