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Ëåêöèÿ 8

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ èäåíòèôèêàöèÿ ãàóññîâñêèõ ìîäåëåé:

òî÷å÷íàÿ è èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

Ñåãîäíÿøíÿÿ ëåêöèÿ ïîñâÿùåíà çàäà÷àì îöåíêè ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Ýòà òåìà õîðîøî èçâåñòíà âàì, è ÿ ðåøèë ðàññêàçàòü âàì êîå-êàêèå èçâåñòíûå
ôàêòû, êîòîðûå áóäóò íóæíû âàì ïðè ñäà÷è ýêçàìåíîâ.

Èòàê, ðàññìîòðèì íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N (µ, σ2). Ýòî ðàñïðåäåëåíèå îáëàäàåò
äâóìåðíûì ïàðàìåòðîì θ = (µ, σ) ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé (ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì) Θ = R×R+. Ôóíêöèè ïëîòíîñòè íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ è ñëó÷àé-
íîé âûáîðêè X(n) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êàê

f(x | θ) =
1√
2πσ

exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
è

fn(x(n) | θ) =
1

(2π)n/2σn
exp

{
− 1

2σ2

n∑
1

(xk − µ)2

}
=

=
1

(2π)n/2σn
exp

{
− 1

2σ2

(
n∑
1

x2k − 2µ
n∑
1

xk + nµ2

)}
.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè X(n) ïîêàçûâàåò, ÷òî äâóìåðíàÿ ñòàòèñòèêà T =
(T1, T2) ñ

T1 =
∑n

1
Xk T2 =

∑n

1
X2
k

äîñòàòî÷íà äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Êðîìå òîãî,

ïîñêîëüêó T1 = nX è T2 = n(S2 +X
2
), òî ôàêòîðèçàöèîííîå ðàâåíñòâî Íåéìàíà óêàçû-

âàåò íà äîñòàòî÷íîñòü ñòàòèñòèê X è S2, êîòîðûå èìåþò êîíêðåòíóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ
èíòåðïðåòàöèþ è ïîýòîìó áîëåå óäîáíû äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ. Ïîíÿòíî,
÷òî ýòî çàìå÷àíèå íîñèò îáùèé õàðàêòåð: ëþáûå âçàèìíî îäíîçíà÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè íàñëåäóþò ñâîéñòâî äîñòàòî÷íîñòè.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå èçâåñòíîãî (ôèêñèðîâàííîãî) σ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñòðóê-
òóðà èìååò ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ñîâïàäàþùåå ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðà µ, è äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé áóäåò âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäå-
íèå èìååò ìåñòî äëÿ ñòàòèñòèêè S2 ïðè ôèêñèðîâàííîì µ.
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Ó íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N (µ, σ2) ïàðàìåòð µ îçíà÷àåò ñðåäíåå çíà÷åíèå, à
σ2 � äèñïåðñèþ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X è âûáî-
ðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ S2 åñòü ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò µ è σ2

ïàðàìåòðè÷åñêîãî âåêòîðà θ = (µ, σ2). Èñïðàâëÿÿ ñìåùåíèå îöåíêè S2 êîìïîíåíòû σ2,
ïîëó÷àåì íåñìåùåííóþ îöåíêó θ. Çàìå÷àòåëüíî òî, ÷òî âñå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷-
íûìè ñòàòèñòèêàìè, è ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðåäîïðåäåëÿåò èõ îïòèìàëüíûå ñâîéñòâà.
Ðàñïðåäåëåíèå îöåíêè X ëåãêî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ òåîðåìû ñëîæåíèÿ äëÿ ðàñïðåäå-
ëåíèé B, P, E è N ,

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå òî÷íûé ìåòîä îöåíêè íåèçâåñòíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà.
Îí ïðåâîñõîäèò ìåòîä ìîìåíòîâ è ïðè íàëè÷èè äîñòàòî÷íûõ ñòàòèñòèê äàåò îïòèìàëü-
íûå îöåíêè ñ òî÷êè çðåíèÿ êâàäðàòè÷íîãî ðèñêà. Áîëåå òîãî, ïðè âûïîëíåíèè îïðå-
äåëåííûõ óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè ýòîò ìåòîä ïðèâîäèò ê àñèìïòîòè÷åñêè (n → ∞) îï-
òèìàëüíûì îöåíêàì äëÿ øèðîêîãî êëàññà âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé è ïðàêòè÷åñêè ïðè
ëþáûõ ôóíêöèÿõ ïîòåðü.

Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ∼ N (µ, σ2) ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âûáîðêè

fn(x(n) | θ) =
1

(2π)n/2σn
exp

{
− 1

2σ2

∑n

1
(xk − µ)2

}
,

ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè äâóìåðíîãî ïàðàìåòðà θ = (µ, σ) ñëóæèò ôóíê-
öèåé ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ âûáîðî÷íûõ äàííûõ x(n) = (x1, . . . , xn). Òî÷êè äîñòèæåíèÿ
ìàêñèìóìà ôóíêöèè fn(X(n) |µ, σ) ïî ïåðåìåííûì µ ∈ R è σ ∈ R+ äîñòàâëÿþò îöåíêè
ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Åñòåñòâåííî, ëîãàðèôì ýòîé ôóíêöèè èìååò òå æå òî÷êè ýêñòðåìóìà,
÷òî è ñàìà ôóíêöèÿ, íî ëîãàðèôìèðîâàíèå óïðîùàåò âûêëàäêè, ïîýòîìó èùåì ìàêñè-
ìóì ôóíêöèè

L(θ |X(n)) = ln fn(X(n) | θ) = −n
2

ln 2π − n lnσ − 1

2σ2

∑n

1
(Xk − µ)2.

Ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå òî÷êè ýêñòðåìóìà:

∂L
∂µ

=
1

σ2

∑n

1
(Xk − µ) = 0,

∂L
∂σ

= −n
σ

+
1

σ3

∑n

1
(Xk − µ)2 = 0.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñðàçó íàõîäèì îöåíêó ïàðàìåòðà µ : µ̂n = X. Ïîäñòàâëÿÿ X
âìåñòî µ âî âòîðîå óðàâíåíèå, íàõîäèì îöåíêó σ : σ̂n = S (âûáîðî÷íîå ñòàíäàðòíîå
îòêëîíåíèå). Î÷åâèäíî, (X, S) � òî÷êà ìàêñèìóìà. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïðèâîäèò ê òåì æå îöåíêàì X è S2 ïàðàìåòðîâ µ è σ2, ÷òî è ìåòîä
ìîìåíòîâ.

Ðàññìîòðè åùå îäèí ïðàêòè÷åñêè âàæíûé ïðèìåð ïî èñïîëüçîâàíèþ ìåòîäà ìàê-
ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â ðàìêàõ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû. Ýòî, òàê íàçûâàåìàÿ, îöåíêà ïàðàìåòðîâ ñòðóêòóðèðîâàííîãî ñðåäíåãî
ïðè íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè îòêëèêà. Äàííàÿ çàäà÷à âåñüìà ÷àñòî âîçíèêàåò ïðè
êàëèáðîâêå øêàëû ïðèáîðà. Äâå ïåðåìåííûå x è y ñâÿçàíû ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì
y = a+bx, è äëÿ ãðàäóèðîâêè çíà÷åíèé y íà øêàëå ïðèáîðà íåîáõîäèìî çíàòü çíà÷åíèÿ
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ïàðàìåòðîâ a è b ýòîé çàâèñèìîñòè. Îäíàêî äëÿ êàæäîãî ñòàíäàðòíîãî ôèêñèðîâàí-
íîãî çíà÷åíèÿ x ïðèáîð çàìåðÿåò çíà÷åíèå y ñ îøèáêîé, òàê ÷òî çàìåðû ïðîèñõîäÿò â
ðàìêàõ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè Y = a + bx + ξ, ãäå îøèáêà èçìåðåíèÿ (ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà) ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è íåêîòîðîé äèñïåðñèåé
σ2, çíà÷åíèå êîòîðîé, êàê ïðàâèëî, òàêæå íåèçâåñòíî. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y îáû÷íî
íàçûâàåòñÿ îòêëèêîì íà çíà÷åíèå ðåãðåññîðà x; åå ðàñïðåäåëåíèå ïðè ôèêñèðîâàííîì
x î÷åâèäíî íîðìàëüíî (a+ bx, σ2).

Äëÿ îöåíêè a è b ïðîèçâîäèòñÿ n èçìåðåíèé îòêëèêà y1, . . . , yn ïðè íåêîòîðûõ ôèê-
ñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ x1, . . . , xn ðåãðåññîðà x, îïòèìàëüíûé âûáîð êîòîðûõ, îáåñïå÷è-
âàþùèé íàèáîëüøóþ òî÷íîñòü è íàäåæíîñòü êàëèáðîâêè, ñîñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíóþ
çàäà÷ó îñîáîé îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè � ïëàíèðîâàíèå ðåãðåññèîííûõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ x1, . . . , xn àïðèîðè ôèêñèðîâàíû. Â
òàêîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ y1, . . . , yn ïðåäñòàâëÿþò ðåàëèçàöèè n íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí Y1, . . . , Yn, è Yk ∼ N (a+ bxk, σ

2), k = 1, . . . , n. Ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè
Y1, . . . , Yn ðàâíà

fn(y(n)) | a, b, σ) =
1

(2π)n/2σn
exp

{
− 1

2σ2

∑n

1
(yk − a− bxk)2)

}
,

òàê ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ îöåíêè ïàðàìåò-
ðîâ a, b è σ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ èìååò âèä

L(a, b, σ |Y (n)) = −n
2

ln 2π − n lnσ − 1

2σ2

n∑
1

(Yk − a− bxk)2.

Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíûå ýòîé ôóíêöèè ïî ïåðåìåííûì a, b è σ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ
ïðàâäîïîäîáèÿ

n∑
1

(Yk − a− bxk) = 0,

n∑
1

xk(Yk − a− bxk) = 0,

nσ2 −
n∑
1

(Yk − a− bxk)2 = 0.

Êîíå÷íî, ýòî î÷åíü ïðîñòàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðîé íå ìîæåò âûçûâàòü
êàêèõ-ëèáî çàòðóäíåíèé, è ìû ñðàçó ïèøåì îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

ân = Y − mxY

s2x
x, b̂n =

mxY

s2x
, σ̂2 =

1

n

n∑
1

(
Yk − ân − b̂nxk

)2
,

ãäå

x =
1

n

n∑
1

xk, Y =
1

n

n∑
1

Yk, sx =
1

n

n∑
1

(xk − x)2, SY =
1

n

n∑
1

(Yk − Y )2,

mxY =
1

n

n∑
1

(xk − x)(Yk − Y ).
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îöåíêè ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ a è
b ñîâïàäàþò ñ èõ îöåíêàìè ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Â ýòîì ìåòîäå �âûðàâ-
íèâàíèÿ� ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ îöåíêè èùóòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè ñóììû

êâàäðàòîâ íåâÿçîê:
∑n

1
(Yk−a−bxk)2, ïðè÷åì ïîä íåâÿçêîé ïîíèìàåòñÿ ðàçíîñòü ìåæäó

îòêëèêîì Y è åãî �òåîðåòè÷åñêèì� ñðåäíèì çíà÷åíèåì a+ bx.

Ìû ðàññìîòðåëè íåñêîëüêî ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ òî÷å÷íûõ îöåíîê äëÿ ïàðàìåòðîâ,
çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿþò ðàñïðåäåëåíèå íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Áûë
ïîëó÷åí ðÿä óòâåðæäåíèé î ðàñïðåäåëåíèè òàêèõ îöåíîê, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóäèòü î íà-
äåæíîñòè îöåíêè ïðè çàäàííîé òî÷íîñòè, òî åñòü âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé âè-
äà | θ̂n(X(n)) − θ | 6 ∆ ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà θ. Ïîñêîëüêó
èìåííî çíà÷åíèå θ íàì íåèçâåñòíî, òî òàêîãî ðîäà âû÷èñëåíèÿ çà÷àñòóþ ëèøåíû ïðàê-
òè÷åñêîãî ñìûñëà � ñëèøêîì âåëèê ðàçìàõ â íàäåæíîñòè îöåíêè θ̂n ïðè ðàçëè÷íûõ θ,
äàæå â ñëó÷àå êîãäà ìû ðàñïîëàãàåì íåêîòîðîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé î âîçìîæíîé
îáëàñòè çíà÷åíèé ýòîãî ïàðàìåòðà. Ïîýòîìó â ðÿäå ïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèé ïûòàþòñÿ
ðåøàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó: äëÿ ôèêñèðîâàííîé íàäåæíîñòè, ñêàæåì, 1 − α, ãäå α ìàëî,
óêàçàòü íåêîòîðóþ îáëàñòü çíà÷åíèé θ, çàâèñÿùóþ, åñòåñòâåííî, îò âûáîðêè X(n), êîòî-
ðàÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé 1− α, íàêðûâàåò èñòèííîå, íåèçâåñòíîå íàì çíà÷åíèå
θ, ïðè÷åì òàêîå íàäåæíîñòíîå óòâåðæäåíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáûõ θ ∈ Θ. Â
òàêîì ñëó÷àå ïî ðàçìåðàì îáëàñòè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ âûáîðî÷íûìè çíà÷åíèÿìè
x(n), ìîæíî ñóäèòü î òî÷íîñòè òàêîé èíòåðâàëüíîé îöåíêè.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ïîäìíîæåñòâî ∆n = ∆n(X(n)) ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
Θ íàçûâàåòñÿ (1− α)-äîâåðèòåëüíîé îáëàñòüþ, åñëè

P θ

(
∆n(X(n)) 3 θ

)
> 1− α, (1)

êàêîâî áû íè áûëî çíà÷åíèå θ ∈ Θ. Çàäàííîå (ôèêñèðîâàííîå) çíà÷åíèå 1−α íàçûâàåò-
ñÿ äîâåðèòåëüíûì óðîâíåì, à íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (1) ïî âñåì
θ ∈ Θ � äîâåðèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì. Â ñëó÷àå Θ ⊆ R äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü âèäà
∆n =

(
θ n(X(n)); θ n(X(n))

)
íàçûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì, â êîòîðîì ðàçëè-

÷àþòñÿ íèæíèé θ n è âåðõíèé θ n äîâåðèòåëüíûå ïðåäåëû. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû
âèäà (θ n; ∞) è (−∞; θn) íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íèæíåé è âåðõíåé äîâåðèòåëü-
íûìè ãðàíèöàìè.

Åñòåñòâåííî, êîíôèãóðàöèÿ äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè âûáèðàåòñÿ ñòàòèñòèêîì, ñîîá-
ðàçóÿñü ñ åå ãåîìåòðè÷åñêîé íàãëÿäíîñòüþ è, ãëàâíîå, âîçìîæíîñòüþ ãàðàíòèðîâàòü
äîâåðèòåëüíóþ âåðîÿòíîñòü. Â ñëó÷àå ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü
îáû÷íî âûáèðàåòñÿ â âèäå èíòåðâàëà, ïðè÷åì â ðÿäå ñëó÷àåâ, íàïðèìåð, ïðè îöåíêå
íàäåæíîñòè èëè âåðîÿòíîñòè íåæåëàòåëüíîãî ñîáûòèÿ, â âèäå îäíîñòîðîííåãî èíòåðâà-
ëà. Â ñëó÷àå ìíîãîìåðíîãî ïàðàìåòðà îáû÷íî ñòðîÿòñÿ äîâåðèòåëüíûå ýëëèïñîèäû èëè
ïàðàëëåëåïèïåäû.

Ñëåäóåò îáðàòèòü îñîáîå âíèìàíèå íà ïðàâèëüíóþ ôîðìóëèðîâêó äîâåðèòåëüíîãî
óòâåðæäåíèÿ, êîòîðàÿ ïîä÷åðêèâàåòñÿ â íåðàâåíñòâå (1) çàïèñüþ ∆n(X(n)) 3 θ âìåñòî
îáû÷íîãî θ ∈ ∆n(X(n)). Ãîâîðèòü, ÷òî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíü-
øåé 1− α, ïðèíàäëåæèò îáëàñòè ∆n, çíà÷èò ñîçíàòåëüíî ââîäèòü òðóäÿùèõñÿ íà íèâå
ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêè â çàáëóæäåíèå. Äåëî â òîì, ÷òî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ â äàííîé
âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ýòî ïîñòîÿííàÿ, ñâîéñòâåííàÿ
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èññëåäóåìîìó îáúåêòó, à ïîñòîÿííàÿ ïðèíàäëåæèò êàêîé-ëèáî îáëàñòè òîëüêî ñ âåðîÿò-
íîñòüþ åäèíèöà èëè íîëü. Âñÿ ñëó÷àéíîñòü çàêëþ÷åíà â ñàìîé äîâåðèòåëüíîé îáëàñòè
∆n(X(n)), è ïîýòîìó ïðàâèëüíîå äîâåðèòåëüíîå óòâåðæäåíèå ãëàñèò: îáëàñòü ∆n(X(n))
ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé 1− α, íàêðûâàåò èñòèííîå (íåèçâåñòíîå) çíà÷åíèå
θ.

Ðàññìîòðèì ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿ îöåíêè ñðåäíåãî çíà-
÷åíèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Íà÷íåì ñ áîëåå ïðîñòîãî ïðèìåðà.

10. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ïðè èçâåñòíîé äèñïåðñèè. Ïóñòü X(n) � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà èç íîð-
ìàëüíîãî (µ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðè÷åì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà σ èçâåñòíî, òàê ÷òî â êà÷å-
ñòâå íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ âûñòóïàåò µ. Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè òàêîãî

èíòåðâàëà
(
µ
n
(X(n)), µn(X(n))

)
, ÷òî Pµ

(
µ
n
6 µ 6 µn

)
> 1− α, ïðè ëþáîì çíà÷åíèè

µ ∈ R.
Â ýòîì ïðèìåðå îöåíêîé µ ñëóæèò âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X � íåñìåùåííàÿ îöåíêà

µ ñ ìèíèìàëüíûì êâàäðàòè÷íûì ðèñêîì. Ýòà ëèíåéíàÿ îöåíêà îáëàäàåò çàìå÷àòåëü-
íûì ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè: ðàñïðåäåëåíèå ðàçíîñòè X − µ íå çàâèñèò îò µ, è ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî ïîäñêàçûâàåò íàì ïóòü ê ïîñòðîåíèþ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà. Äåé-
ñòâèòåëüíî,

P

(
|X − µ |

σ

√
n 6 λ

)
= 2Φ(λ)− 1,

è åñëè ïîëîæèòü λ ðàâíûì êîðíþ óðàâíåíèÿ 2Φ(λ) − 1 = 1 − α, òî åñòü âûáðàòü λ =
λα = Φ−1(1−α/2), òî èíòåðâàë (X−λασ/

√
n, X+λασ/

√
n) áóäåò (1−α)-äîâåðèòåëüíûì

èíòåðâàëîì äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ µ íîðìàëüíîãî (µ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè èçâåñòíîé
äèñïåðñèè σ2.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ µ, êîãäà çíà-
÷åíèå äèñïåðñèè σ2 íå èçâåñòíî. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàì ïîòðåáóåòñÿ çíàòü ñîâ-
ìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî è âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè.

Òåîðåìà 1. Â ñëó÷àå âûáîðà èç íîðìàëüíîãî (µ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè X
è S2 íåçàâèñèìû, X ∼ N (µ, σ2/n), à nS2/σ2 ∼ χ2

n−1 (èìååò õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèå ñ
n− 1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû).

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ ïðè íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè. Â ýòîé çàäà÷å ìû èìååì äåëî ñ äâóñòî-
ðîííèìè äîâåðèòåëüíûìè ãðàíèöàìè (äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì) è â ñîîòâåòñòâèè ñ
âûáîðîì îïîðíîé ôóíêöèè |X − µ |/S íàì ïîòðåáóåòñÿ çíàíèå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ
âèäà |X − µ |/S 6 λ.

Â íà÷àëå XIX âåêà àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê Â.Ãîññåò, ïèñàâøèé ïîä ïñåâäîíèìîì
�Ñòüþäåíò� (Student), íàøåë ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Tν = ξ

√
ν/
√
χ2
ν , ãäå

ξ ∼ N (0, 1), à χ2
ν � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò ξ è ðàñïðåäåëåííàÿ ïî çàêî-

íó õè-êâàäðàò ñ ν ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Åñòåñòâåííî, åãî èññëåäîâàíèÿ áûëè ñâÿçàíû ñ
ïðîáëåìàìè ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà î ñðåäíåì çíà÷åíèè µ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðè íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè, è Ñòüþäåíò èñêàë ðàñïðåäåëåíèå îïîðíîé ôóíêöèè â ñâÿçè
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ñ ïåðåõîäîì â çàïèñè îïîðíîé ôóíêöèè â òåðìèíàõ Xk ê Yk)

H =
X − µ
S

√
n− 1 =

1√
n

∑n

1
Yk√∑n

1
(Yk − Y )2

√
n− 1,

Yk =
Xk − µ
σ

∼ N (0, 1), k = 1, . . . , n,

êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò âûáðàííîé íàìè îïîðíîé ôóíêöèè òîëüêî ìíîæèòåëåì
√
n− 1,

è ïîýòîìó òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â ïîñòðîåíèè äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ
µ ïðè íåèçâåñòíîì σ. Òî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ Tn−1 è H ñîâïàäàþò, ñëåäóåò èç Òåîðåìû
1: ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà â ÷èñëèòåëå

ξ =
∑n

1
Yk/
√
n ∼ N (0, 1)

íå çàâèñèò îò ∑n

1
(Yk − Y )2 ∼ χ2

n−1,

ðàçäåëèâ êîòîðóþ íà çíà÷åíèå ñòåïåíè ñâîáîäû n− 1, ïîëó÷àåì

1

ν
χ2
ν

ñ ν = n− 1.
Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Tν íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ñòüþäåíòà ñ ν

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èëè t-ðàñïðåäåëåíèåì.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïðîáëåìå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìíîãîìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.

Ïðè âûáîðå èçm-ìåðíîãî,m > 1, ðàñïðåäåëåíèÿ ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå òàêæå
ïðèïèñûâàåò ìàññó n−1 êàæäîìó âûáîðî÷íîìó (âåêòîðíîìó) çíà÷åíèþXi = (X1i, . . . , Xmi), i =
1, . . . , n. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ìû ìîæåì îïðåäåëèòü âåêòîð âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ
X = (X1, . . . , Xm) ñ êîìïîíåíòàìè

Xk =
1

n

n∑
i=1

Xki, k = 1, . . . ,m,

âûáîðî÷íóþ êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó S = ‖Skj ‖ ñ ýëåìåíòàìè

Skj =
1

n

n∑
i=1

(Xki −Xk)(Xji −Xj) =
1

n

n∑
i=1

XkiXji −XkXj, k, j = 1, . . . ,m,

è ìàòðèöó âûáîðî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè R = ‖ rkj ‖ ñ ýëåìåíòàìè

rkj = Skj/
√
SkkSjj, k, j = 1, . . . ,m.

Ñìåøàííûå ìîìåíòû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå îáû÷íî íå âû÷èñ-
ëÿþòñÿ.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó îöåíêè ïàðàìåòðîâ äâóìåðíîãî íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ.

Îöåíêà ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïÿòè ïàðàìåòðîâ µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2, ρ

äâóìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè

f(x, y | θ) =
1

2πσ1σ2
√

1− ρ2
·

exp

{
− 1

2(1− ρ2)

(
(x− µ1)

2

σ2
1

− 2ρ
(x− µ1)(y − µ2)

σ1σ2
+

(y − µ2)
2

σ2
2

)}
íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáîé òåõíè÷åñêîé ñëîæíîñòè. Ýòè îöåíêè ñîâïàäàþò ñ îöåíêàìè ïî
ìåòîäó ìîìåíòîâ è, òàêèì îáðàçîì, ðàâíû âûáîðî÷íûì àíàëîãàì òåõ õàðàêòåðèñòèê
äâóìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò óêàçàííûì ïÿòè ïà-
ðàìåòðàì:

µ̂1,n = X, µ̂2,n = Y , σ̂2
1,n = S2

X , σ̂
2
2,n = S2

Y , ρ̂n = r.

Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ X è Y , âûáîðî÷íûõ äèñïåðñèé S2
1 è S

2
2 ,

à òàêæå âûáîðî÷íîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè r ïðèâåäåíû âûøå.
Ïîëó÷åííûå îöåíêè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîãî ïðîãíîçà

Y = a + bX çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé X. Â ñëó÷àå
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ëèíåéíûé ïðîãíîç îáëàäàåò ñâîéñòâîì îïòèìàëüíîñòè ñ
òî÷êè çðåíèÿ ìàëîñòè ñðåäíåé êâàäðàòè÷íîé îøèáêè è ñîâïàäàåò ñ êðèâîé ñðåäíåé
êâàäðàòè÷íîé ðåãðåññèè

y = µ2 + ρ
σ2
σ1

(x− µ1).

Îäíàêî ôîðìàëüíàÿ ïîäãîíêà ïðîãíîñòè÷åñêîé êðèâîé ñ ïîìîùüþ ïðÿìîé ëèíèè
èñïîëüçóåòñÿ è âíå ðàìîê íîðìàëüíîé ìîäåëè, è â ýòîì ñëó÷àå îöåíêè

ân = Y − rS2

S1

X, b̂n = r
S2

S1

ñîâïàäàþò ñ îöåíêàìè ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ: ìèíèìèçèðóåòñÿ ñóììà êâàä-
ðàòîâ íåâÿçîê

n∑
1

(Yk − a− bXk)
2.

Õîòÿ îöåíêè â ýòîì ïðèìåðå è ïðèìåðå ñ îöåíêîé ñòðóêòóðèðîâàííîãî ñðåäíåãî
èìåþò îäèíàêîâûé âèä, íî ðåøàåìûå â íèõ ñòàòèñòè÷åñêèå ïðîáëåìû âåñüìà ðàçëè÷íû:
â ïåðâîì ïðèìåðå îöåíèâàëèñü ïàðàìåòðû íåêîòîðîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ñ
îøèáêàìè â íàáëþäåíèÿõ îòêëèêà, â òî âðåìÿ êàê â ïîñëåäíåì ïðèìåðå ðåøàåòñÿ çàäà÷à
âûÿâëåíèÿ êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè è èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé ñâÿçè äëÿ ïðîãíîçà.

Êîíòðîëüíûå âîïðîñû.

1.Îöåíèòü ïàðàìåòð θ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ó êîòîðîãî ñðåäíåå ñîâïàäàåò ñî
ñòàíäàðòíûì ðàñïðåäåëåíèåì, òî åñòü ξ ∼ N (θ, θ2)

2. Èñïîëüçóÿ îïîðíóþ ôóíêöèþ σ/| ξ | ïîñòðîéòå âåðõíþþ 1 − α-äîâåðèòåëüíóþ
ãðàíèöó äëÿ σ ïî îäíîìó íàáëþäåíèþ ξ ∼ N (µ, σ2) ïðè íåèçâåñòíîì çíà÷åíèè µ.
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