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Ââåäåíèå

Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ-ìàòåìàòèêîâ,
èçó÷àþùèõ êóðñ àëãåáðû. Â ýòîò êóðñ âõîäÿò â êà÷åñòâå ñîñòàâíîé ÷àñòè
íåêîòîðûå íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ãðóïï. Îñíîâàì òåîðèè ãðóïï è
ïîñâÿùÿåòñÿ äàííîå ïîñîáèå.

Îïèøåì âêðàòöå ñîäåðæàíèå âòîðîé ÷àñòè. Îòìåòèì, ÷òî íóìåðà-
öèÿ ðàçäåëîâ ÿâëÿåòñÿ îáùåé äëÿ îáåèõ ÷àñòåé, òàê ÷òî âòîðàÿ ÷àñòü
íà÷èíàåòñÿ ñ ïÿòîãî ðàçäåëà.

Çàäà÷è è òåîðåìû ïÿòîãî ðàçäåëà ñâÿçàíû ñ äåéñòâèåì ãðóïï íà
ìíîæåñòâàõ. Ýòî ôóíäàìåíòàëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ, ðàáîòàþùàÿ âî ìíîãèõ
îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, à íå â îäíîé òîëüêî àëãåáðå. Òåõíèêà äåéñòâèé èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìíîãèõ âàæíûõ òåîðåì. Â äàííûé ïàðà-
ãðàô âêëþ÷åíû çàäà÷è, îñíîâàííûå íà òåîðåìàõ Ñèëîâà, ïðîÿñíÿþùèìè
ññòðîåíèå êîíå÷íûõ ãðóïï.

Â øåñòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå äåéñòâèÿ è ñàìûå ïðî-
ñòåéøèå ïîíÿòèÿ òåîðèè ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï. Òî îáñòîÿòåëü-
ñòâî, ÷òî ìû ñîçíàòåëüíî îãðàíè÷èëèñü èìåííî ïðîñòåéøèìè ïîíÿòèÿìè,
ñóùåñòâåííî ïîâëèÿëî íà òåìàòèêó çàäà÷ ýòîãî ðàçäåëà.

Ñåäüìîé ðàçäåë ñîäåðæèò íåêîòîðûå òåîðåìû è çàäà÷è î ãðóïïàõ
âðàùåíèé â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâàõ, è ñîâñåì
íåìíîãî � î êîíå÷íûõ ïîäãðóïïàõ ãðóïï âðàùåíèé. Â êîíå÷íîì ñ÷åòå
ðå÷ü èäåò îá ìàòåìàòè÷åñêèõ îñíîâàõ ïîíÿòèÿ ñèììåòðèè.
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Âîñüìîé ðàçäåë ïîñâÿùåí êâàòåðíèîíàì � ÷åòûðåõìåðíîìó îáîá-
ùåíèþ ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Íà ïåðâûé âçãëÿä, ýòà òåìà íå îòíî-
ñèòñÿ ïðÿìî ê òåîðèè ãðóïï. Íî, âî-ïåðâûõ, îíà èíòåðñíà ñàìà ïî ñåáå,
è ñòóäåíòó-ìàòåìàòèêó áóäåò ïîëåçåí òîò ìèíèìóì ñâåäåíèé, êîòîðûé
ïðèâåäåí â äàííîì ðàçäåëå. Âî-âòîðûõ, êâàòåðíèîíû ñóùåñòâåííåéøèì
îáðàçîì èñïîëüçóþòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ òåîðåì ñëåäóþùåãî,
äåâÿòîãî ðàçäåëà, ãäå âûÿñíÿåòñÿ ñòðîåíèå ñïåöèàëüíîé óíèòàðíîé ãðóï-
ïû SU(2) è ñïåöèàëüíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû SO(3) � ãðóïïû âðà-
ùåíèé â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â îòëè÷èå îò íåêîòîðûõ
äðóãèõ ó÷åáíèêîâ (íàïðèìåð, [3]), ãäå ýòè æå ðåçóëüòàòû äîêàçûâàþòñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ññûëîê íà îáùèå òåîðåìû ëèíåéíîé àëãåáðû, ìû ïðèâî-
äèì ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî, ãäå ññûëêè íà ëèíåéíóþ àëãåáðó ñâåäåíû ê
ìèíèìóìó, à èçâåñòíûé ôàêò î ïðåäñòàâëåíèè êàæäîãî ïîâîðîòà â âèäå
ñóïåðïîçèöèè òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ âðàùåíèé âîêðóã îñåé OX , OZ è
OX (�óãëû Ýéëåðà") âûâîäèòñÿ êàê ñëåäñòâèå.

Äàííîå ïîñîáèå îõâàòûâàåò âåñü ìàòåðèàë òåîðèè ãðóïï, âêëþ÷åí-
íûé â íûíå äåéñòâóþùóþ óíèâåðñèòåòñêóþ ïðîãðàììó. Îíî, ðàçóìååòñÿ,
íå ìîæåò çàìåíèòü ïîäðîáíûõ ó÷åáíèêîâ, è íå ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâîé
çàäà÷íèêó [4], íå ãîâîðÿ óæå î ñïåöèàëèçèðîâàííîì çàäà÷íèêå [5]. Àâòîð
íàäååòñÿ òîëüêî, ÷òî åãî êíèãà õîòÿ áû â íåêîòîðûõ îòíîøåíèÿõ ìîæåò
ñëóæèòü èì äîïîëíåíèåì.
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5. Äåéñòâèÿ

Íàïîìíèì (ñì. ðàçäåë 3), ÷òî ëåâûì äåéñòâèåì ãðóïïû G íà ìíî-
æåñòâå X íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

G×X −→ X, (g, x) 7→ gx,

òàêîå, ÷òî 1) (g1g2)x = g1(g2x) äëÿ âñåõ g1, g2 ∈ G , x ∈ X ; 2) 1x = x

äëÿ ëþáîãî x ∈ X . Çäåñü 1 ∈ G � åäèíèöà ãðóïïû G . Ïðàâîå äåéñòâèå
îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

5.1. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, è SX � ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ
èç âñåõ áèåêöèé σ : X → X . Ýòà ãðóïïà áûëà îïðåäåëåíà â ðàçäåëå 2.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

SX ×X −→ X,

ïîëàãàÿ (σ, x) 7→ σx = σ(x) . Äîêàçàòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ
äåéñòâèåì.

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ îáîáùàþòñÿ äâà ïðèìåðà äåéñòâèé, èçó÷àâ-
øèõñÿ â ðàçäåëå 3 � äåéñòâèÿ ñäâèãàìè è äåéñòâèÿ ñîïðÿæåíèÿìè.

5.2. Ïóñòü G � ãðóïïà, X � ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ
G . Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

G×X −→ X,

êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò ïàðå èç ýëåìåíòà g ∈ G è ïîäìíîæåñòâà A ⊆ G

ïîäìíîæåñòâî gA ⊆ G , ñîñòîÿùåå èç âñåõ ga ∈ G , ãäå a ∈ A . Äîêàçàòü,
÷òî ýòî � ëåâîå äåéñòâèå G íà X .

Â ýòîé ñèòóàöèè ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ÷òî G äåéñòâóåò ëåâûìè ñäâèãàìè íà
ìíîæåñòâå ñâîèõ ïîäìíîæåñòâ.

5.3. Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü äåéñòâèå G íà ìíîæå-
ñòâàõ Xn , ñîñòîÿùèõ èç ïîäìíîæåñòâ X , â êîòîðûõ ðîâíî n ýëåìåíòîâ
(n = 1, 2, . . . , |G|). Äàéòå òî÷íîå îïðåäåëåíèå, îáîñíóéòå åãî êîððåêò-
íîñòü, è äîêàæèòå, ÷òî ýòî è â ñàìîì äåëå äåéñòâèå ãðóïïû G .
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5.4. Ïóñòü, êàê è âûøå, G � ãðóïïà, X � ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ
ïîäìíîæåñòâ G . Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

G×X −→ X,

êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò ïàðå èç ýëåìåíòà g ∈ G è ïîäìíîæåñòâà A ⊆ G

ïîäìíîæåñòâî gA ⊆ G , ñîñòîÿùåå èç âñåõ ga = gag−1 ∈ G , ãäå a ∈ A .
Äîêàçàòü, ÷òî ýòî � ëåâîå äåéñòâèå G íà X .

Äëÿ ýòîãî äåéñòâèÿ ïðèíÿòî òàêîå íàçâàíèå: ãðóïïà G äåéñòâóåò ñëåâà
ñîïðÿæåíèÿìè íà ìíîæåñòâå ñâîèõ ïîäìíîæåñòâ.

5.5. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü äåéñòâèå G íà ìíîæå-
ñòâàõ Xn , ñîñòîÿùèõ èç ïîäìíîæåñòâ X , â êîòîðûõ ðîâíî n ýëåìåíòîâ
(n = 1, 2, . . . , |G|). Ñôîðìóëèðóéòå òî÷íîå îïðåäåëåíèå, îáîñíóéòå åãî
êîððåêòíîñòü, è äîêàæèòå, ÷òî ýòî è â ñàìîì äåëå äåéñòâèå ãðóïïû G .

5.6. Ïóñòü G � ïîäãðóïïà ãðóïïû X , Sub(X) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîä-
ãðóïï X . Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

G× Sub(X) −→ Sub(X),

êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò ïàðå èç ýëåìåíòà g ∈ G è ïîäãðóïïû A ⊆ X ïîä-
ìíîæåñòâî gA = gAg−1 ⊆ G , ñîñòîÿùåå èç âñåõ ga = gag−1 ∈ G , ãäå
a ∈ A . Äîêàçàòü, ÷òî gAg−1 � ïîäãðóïïà ãðóïïû X , òàê ÷òî îòîáðàæå-
íèå G × Sub(X) −→ Sub(X) îïðåäåëåíî êîððåêòíî. Äîêàçàòü, ÷òî ýòî
îòîáðàæåíèå � ëåâîå äåéñòâèå G íà Sub(X) .

Äëÿ ýòîãî äåéñòâèÿ ïðèíÿòî òàêîå íàçâàíèå: ãðóïïà G äåéñòâóåò ñëåâà
ñîïðÿæåíèÿìè íà ìíîæåñòâå ïîäãðóïï ãðóïïû X .

5.7. Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü äåéñòâèå G íà ìíîæå-
ñòâàõ Sub(X)n , ñîñòîÿùèõ èç ïîäãðóïï X , ÷åé ïîðÿäîê ðàâåí n (n =

1, 2, . . . , |X|). Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó, äàéòå òî÷íîå îïðåäåëåíèå,
îáîñíóéòå åãî êîððåêòíîñòü, è äîêàæèòå, ÷òî ýòî äåéñòâèå ãðóïïû G .
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5.8. Ïóñòü K è H � ïîäãðóïïû ãðóïïû G (äîïóñòèì ñëó÷àé K = H ).
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

(K ×H)×G −→ G,

äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó:((x, y), g) 7→ (x, y)g = xgy−1 . Çäåñü x ∈ K ,
y ∈ H , g ∈ G . Äîêàçàòü, ÷òî ýòî äåéñòâèå ãðóïïû K ×H íà ìíîæåñòâå
G .

Îðáèòû ýòîãî äåéñòâèÿ íàçûâàþòñÿ äâîéíûìè ñìåæíûìè êëàññàìè ãðóï-
ïû G ïî K è H , è èìåþò âèä KgH = { xgy | x ∈ K, y ∈ H } (îïðåäåëåíèå
îðáèòû ñì. íèæå èëè â ðàçäåëå 2). Äâîéíûå ñìåæíûå êëàññû øèðîêî èñ-
ïîëüçóþòñÿ â êíèãå [7].

Äëÿ ëåâûõ äåéñòâèé, ïîñòðîåííûõ â ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ, ñóùå-
ñòâóþò è ïðàâûå àíàëîãè (îïðåäåëèòå èõ â ÿâíîì âèäå!).

Ïóñòü çàäàíî ëåâîå äåéñòâèå G íà X , è x ∈ X . Íàïîìíèì, ÷òî
îðáèòîé ýòîãî äåéñòâèÿ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Gx âñåõ ýëåìåíòîâ âèäà
gx , ãäå g ïðîáåãàåò âñþ ãðóïïó G . Áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûì, ÷òî 1) x ∈
Gx ; 2) åñëè y ∈ Gx , òî Gy = Gx ; 3) åñëè Gx è Gy � äâå îðáèòû, òî
ëèáî Gx = Gy , ëèáî Gx è Gy íå ïåðåñåêàþòñÿ; 4) ìíîæåñòâî X ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îðáèò.

Äåéñòâèå íàçûâàåòñÿòðàíçèòèâíûì, åñëè ó íåãî âñåãî îäíà îðáèòà.
Ìíîæåñòâî X âìåñòå ñ äåéñòâèåì ãðóïïû G áóäåì íàçûâàòü G-

ìíîæåñòâîì (ëåâûì èëè ïðàâûì). Ãîìîìîðôèçì èç G-ìíîæåñòâà X â
G-ìíîæåñòâî Y � ýòî îòîáðàæåíèå f : X −→ Y , òàêîå, ÷òî f(gx) =

gf(x) äëÿ âñåõ g ∈ G è x ∈ X .

Ïðèìåð 5.1. Ïóñòü Y � íåêîòîðîå G-ìíîæåñòâî, X � íåêîòîðàÿ
åãî îðáèòà. Î÷åâèäíî, ÷òî îãðàíè÷åíèå íà X äåéñòâèÿ G íà Y ÿâëÿåòñÿ
äåéñòâèåì G íà X , à âêëþ÷åíèå X ⊆ Y , ðàññìàòðèâàåìîå êàê îòîáðà-
æåíèå, ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì G-ìíîæåñòâ.

Èçîìîðôèçì G-ìíîæåñòâ � ýòî ãîìîìîðôèçì, ÿâëÿþùèõñÿ áèåê-
öèåé, ïðè÷åì îáðàòíàÿ áèåêöèÿ òàêæå äîëæíà áûòü ãîìîìîðôèçìîì G-
ìíîæåñòâ.

Ïóñòü Xi � ñåìåéñòâî G-ìíîæåñòâ, i ∈ I . Îïðåäåëèì êîïðîèçâåäå-
íèå ýòîãî ñåìåéñòâà (îáîçíà÷åíèå:

∐
i∈I

Xi ) êàê äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå
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ìíîæåñòâ Xi (ïîäìíîæåñòâà Xi âíóòðè ýòîãî îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íå
ïåðåñåêàþòñÿ). Äåéñòâèå G íà X =

∐
i∈I

Xi îïðåäåëÿåòñÿ òàê: åñëè g ∈ G ,
à x ∈ X , òî ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé èíäåêñ i ∈ I òàêîé,
÷òî x ∈ Xi . Â G-ìíîæåñòâå Xi îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå gx ∈ Xi . Ýòîò
ýëåìåíò ïî îïðåäåëåíèþ è áóäåò ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ g íà x âî âñåì
ìíîæåñòâå X . Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíû îáà ñâîéñòâà èç îïðå-
äåëåíèÿ äåéñòâèÿ ãðóïïû íà ìíîæåñòâå.

5.9. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå G-ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ êîïðîèçâåäåíèåì ñâî-
èõ îðáèò.

Ïðîèçâåäåíèå ñåìåéñòâà G-ìíîæåñòâ X1, . . . , Xn � ýòî îáû÷íîå
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ X1 × . . . × Xn , à äåéñòâèå G íà X =

X1 × . . . × Xn îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé: g(x1, . . . , xn) = (gx1, . . . , gxn) . Â
ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî (áåñêîíå÷íîãî) ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ îïðåäåëåíèå,
ïî ñóòè, òî÷íî òàêîå æå. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñâîéñòâà äåéñòâèÿ âû-
ïîëíåíû.

Ïóñòü äàíî G-ìíîæåñòâî X è ïóñòü x ∈ X . Îïðåäåëèì ñòàáèëè-
çàòîð St(x) ýëåìåíòà x êàê ìíîæåñòâî òåõ g ∈ G , äëÿ êîòîðûõ gx = x .

5.10. Äîêàçàòü, ÷òî St(x) � ïîäãðóïïà ãðóïïû G .

5.11. Äîêàçàòü, ÷òî St(gx) = gSt(x)g−1 . Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ãðóïïà G äåéñòâóåò ñëåâà ñîïðÿæåíèÿìè íà ìíîæåñòâå ñâîèõ ïîä-
ãðóïï âèäà St(x) , ãäå x ïðîáåãàåò ôèêñèðîâàííîå G-ìíîæåñòâî. (Îäíà-
êî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó x è St(x) ìîæåò íå áûòü.
Ïîïðîáóéòå íàéòè ïðèìåð!)

5.12. Ïóñòü X1 , . . . , Xn � G-ìíîæåñòâà, x1 ∈ X1 , . . . , xn ∈ Xn è
ïóñòü St(x1) , . . . , St(xn) � èõ ñòàáèëèçàòîðû. Äîêàçàòü, òî ñòàáèëèçàòîð
ýëåìåíòà (x1, . . . , xn) ∈ X1 × . . .×Xn ðàâåí St(x1) ∩ . . . ∩ St(xn) .

5.13. Ïóñòü ãðóïïà G äåéñòâóåò ñîïðÿæåíèÿìè íà ìíîæåñòâå Sub(G)

ñâîèõ ïîäãðóïï. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû H ∈ Sub(G)

1) H ⊆ St(H) ;
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2) H ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â St(H) ;
3) H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè

St(H) = G .

Çàìåòèì, ÷òî ïîäãðóïïà St(H) = {g ∈ G|gHg−1 = H} èç ïðåäûäó-
ùåé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì ïîäãðóïïû H , è îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç NG(H) .

Ñëåäóþùèé ïðèìåð äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì äëÿ îáùåé
òåîðèè.

Ïðèìåð 5.2. Ïóñòü G � ãðóïïà, è H � åå ïîäãðóïïà. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç G/H ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G ïî H ,
ò.å. ìíîæåñòâ âèäà xH (ýòî íå îáÿçàòåëüíî ôàêòîðãðóïïà!). Îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå

G×G/H −→ G/H,

ïîëàãàÿ (g, xH) 7→ gxH . Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿ-
åòñÿ äåéñòâèåì. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ýòî äåéñòâèå òðàíçèòèâíî: ëþáîé
ýëåìåíò xH ìíîæåñòâà G/H åñòü ïðîèçâåäåíèå x ∈ G è H ∈ G/H .

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå X , x ∈ X ,
è H = St(x). Òîãäà ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ìåæäó G-ìíîæåñòâîì
Gx (îðáèòîé x) è G-ìíîæåñòâîì G/H , ïîñòðîåíííîì â ïðèìåðå 5.2.
Ýòî îòîáðàæåíèå f : Gx→ G/H ñîïîñòàâëÿåò ýëåìåíòó gx ñìåæíûé
êëàññ gH .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ f .
Ñóòü äåëà â òîì, ÷òî íåÿñíî, ïî÷åìó èç g1x = g2x ñëåäóåò, ÷òî g1H = g2H .
Åñëè áû ýòî áûëî íå òàê, òî ïîëó÷àëîñü áû, ÷òî çíà÷åíèå f çàâèñèò íå îò
ýëåìåíòà îðáèòû Gx , à îò ñïîñîáà åãî çàïèñè â âèäå gx . Ïîëîæåíèå ñïàñà-
åò òî, ÷òî H = St(x) . Èáî åñëè g1x = g2x , òî g−1

1 g2x = x , à ýòî çíà÷èò, ÷òî
g−1

1 g2 ∈ St(x) = H , ÷òî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó g1H = g2H . ×òîáû ïî-
êàçàòü áèåêòèâíîñòü f , ïîñòðîèì îáðàòíîå îòîáðàæåíèå r : G/H → Gx ,
êîòîðîå áóäåò ñîïîñòàâëÿòü êëàññó gH ýëåìåíò gx . Êîððåêòíîñòü ýòîãî
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îïðåäåëåíèÿ îáîñíîâûâàåòñÿ ïðèìåðíî òàê æå, êàê è êîððåêòíîñòü îïðå-
äåëåíèÿ f . À èìåííî, åñëè g1H = g2H , òî g−1

1 g2 ∈ H = St(x) , ÷òî îçíà÷à-
åò ðàâåíñòâî g−1

1 g2x = x , èëè g1x = g2x . Âçàèìíàÿ îáðàòíîñòü f è r î÷å-
âèäíà èç îïðåäåëåíèé. Ïîêàæåì, ÷òî f åñòü ãîìîìîðôèçì G-ìíîæåñòâ.
Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x′ ∈ Gx . Åñëè x′ = g′x , òî f(x′) = g′H è, êàê òîëüêî
÷òî áûëî óñòàíîâëåíî, ýòî çíà÷åíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà g′ . Âîçüìåì ëþ-
áîé ýëåìåíò g ∈ G . Òîãäà gx′ = gg′x , è f(gx′) = gg′H = g(g′H) = gf(x′) ,
÷òî è òðåáîâàëîñü. Òî÷íî òàê æå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè H ′ ∈ G/H , òî
r(gH ′) = gr(H ′) . �

Áèåêöèþ ìåæäó Gx è G/St(x) ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâëÿòü ñåáå â
ôîðìå, êîòîðàÿ îïèñûâåòñÿ ñëåäóþùåé çàäà÷åé.

5.14. Ïóñòü y ∈ Gx . Ïîêàçàòü, ÷òî ñìåæíûé êëàññ ïî St(x) , êîòîðûé
ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòó y , åñòü ìíîæåñòâî { g ∈ G | gx = y } .

Ó òåîðåìû 5.1 åñòü íåñêîëüêî ïðîñòûõ, íî âàæíûõ ñëåäñòâèé.

Ñëåäñòâèå 5.1. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ íà ìíîæå-
ñòâå X . Òîãäà ìîùíîñòòü ëþáîé îðáèòû Gx ðàâíà èíäåêñó
|G : St(x)| ñòàáèëèçàòîðà St(x) ýëåìåíòà x. Â ÷àñòíîñòè, ìîùíîñòü
êàæäîé îðáèòû äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû |G|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, åñëè H = St(x) , òî |G| = |G : H|·|H| ,
íî ïî òåîðåìå 5.1 |G : H| = |G/H| = |Gx| .�

Ñëåäñòâèå 5.2. Ïóñòü |G| = pk , è p � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà öåíòð
ãðóïïû G ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîãî ýëåìåíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå G íà G ñîïðÿæåíèÿìè, è
ïóñòü X1, . . . , Xm � îðáèòû ýòîãî äåéñòâèÿ. Òîãäà G = X1∪. . .∪Xm , è òàê
êàê îðáèòû íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî |G| = pk = |X1|+ · · ·+ |Xm| . Èç ïðåäûäó-
ùåãî ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò, ÷òî âñå |Xi| ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè |G| = pk , òî
åñòü ýòî êàêèå-òî ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà p . Îäíàêî ïî êðàéíåé ìåðå ó îä-
íîé îðáèòû ìîùíîñòü ðàâíà åäèíèöå. Ýòà îðáèòà � ìíîæåñòâî {1} . Åñëè
áû ìîùíîñòè âñåõ îñòàëüíûõ îðáèò áûëè áîëüøå åäèíèöû, òî ïîëó÷èëîñü
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áû ïðîòèâîðå÷èå: ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà |G| = |X1| + · · · + |Xm| äåëèòñÿ
íà p , à ïðàâàÿ íåò. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî îðáèò, ìîùíîñòü êîòîðûõ
ðàâíà åäèíèöå, áóäåò áîëüøå åäèíèöû. Íî îáúåäèíåíèå âñåõ òàêèõ îðáèò
è ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ãðóïïû G . �

5.15. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, |G| = p2 . Äîêàçàòü, ÷òî ëèáî G

ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, ëèáî G ∼= Up×Up . Â ÷àñòíîñòè, G êîììóòàòèâíà.
Óêàçàíèå. Ïóñòü G íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Âî-ïåðâûõ, íàäî ïîì-

íèòü, ÷òî ëþáàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n èçîìîðôíà Un , òàê
÷òî ôàêòè÷åñêè íàäî èñêàòü â G äâå öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû K è H ,
|K| = p, |H| = p , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ðàçëîæåíèÿ â ïðÿìîå ïðî-
èçâåäåíèå. Âî-âòîðûõ, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäñòâèåì 5.2, â êîòîðîì
óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî öåíòð ãðóïïû ïîðÿäêà p2 îòëè÷åí îò åäèíèöû. Âû-
áåðåì â öåíòðå ýëåìåíò x ïîðÿäêà p (ïî÷åìó ýòî ìîæíî ñäåëàòü?), è
ðàññìîòðèì K = 〈x〉 = {1, x, . . . , xp−1 . Òàê êàê |G| = p2 , òî íàéäåòñÿ
y 6∈ K , ïîðÿäîê êîòîðîãî ðàâåí p (ïî÷åìó?). Ïîëîæèì H = 〈y〉 . Òîãäà
G = KH , K ∩ H = {1} (ïî÷åìó ýòî òàê?), è äëÿ ëþáûõ a ∈ K , b ∈ H
áóäåì èìåòü ab = ba (îáîñíóéòå è ýòîò ôàêò).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèå ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå X , G×
X → X , (g, x) 7→ gx . Ïóñòü g ∈ G . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fix(g) ìíîæåñòâî
òåõ x ∈ X , äëÿ êîòîðûõ gx = x .

Òåîðåìà 5.2. (Áåðíñàéä) Ïóñòü ãðóïïà G è ìíîæåñòâî X êîíå÷íû, è
m � êîëè÷åñòâî îðáèò äåéñòâèÿ G íà X . Òîãäà

m =
1

|G|
∑

g∈G
|Fix(g)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X1, . . . , Xm � ðàçëè÷íûå îðáèòû äåéñòâèÿ G
íà X . Â ÷àñòíîñòè, |X| = |X1|+ · · ·+ |Xm| . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Y = { (g, x) | g ∈ G, x ∈ X, gx = x },
è ïðåäñòàâèì åãî â âèäå íåêîòîðûõ îáúåäèíåíèé íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîä-
ìíîæåñòâ äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ñ îäíîé ñòîðîíû,

Y =
m⋃

i=1

⋃

x∈Xi

{(g, x)|gx = x} (1)
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Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè x 6= y , òî {(g, x)|gx = x} ∩ {(g, y)|gy = y} = ∅ . Çà-
ìåòèì åùå, ÷òî åñëè çàôèêñèðîâàòü x , òî ñóùåñòâóåò î÷åâèäíîå âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì {(g, x)|gx = x} è St(x) =

{g|gx = x} . Êðîìå òîãî, åñëè x, y ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå îðáèòå Xi ,
òî èç ñòàáèëèçàòîðû ñîïðÿæåíû, è ïîòîìó èõ ïîðÿäêè (ìîùíîñòè) îäèíà-
êîâû. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè x ∈ Xi , òî (ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà è ïî òåîðåìå
5.1) |G| = |Xi| · |St(x)| . Ïîýòîìó ïîðÿäêè ñòàáèëèçàòîðîâ âñåõ ýëåìåíòîâ,
ïðèíàäëåæàùèõ ê îäíîé è òîé æå îðáèòå, ðàâíû |G|/|Xi| . Âû÷èñëÿÿ ìîù-
íîñòè ìíîæåñòâ, ñòîÿùèõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (1), ïîëó÷èì
ðàâåíñòâî:

|Y | =
m∑

i=1

∑

x∈Xi

|G|
|Xi| =

m∑

i=1

|G|
|Xi|(

∑

x∈Xi

1) =
m∑

i=1

|G|
|Xi| |Xi| =

m∑

i=1

|G| = m|G|

(2)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäñòàâèì Y òàêèì îáðàçîì:

Y =
⋃

g∈G
{(g, x)|gx = x} (3)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì g ∈ G ñóùåñòâóåò âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì {(g, x)|gx = x} è ìíîæå-
ñòâîì Fix(g) = {x|gx = x} . Åñëè g1 6= g2 ôèêñèðîâàíû, òî ìíîæåñòâà
{(g1, x)|g1x = x} è {(g2, x)|g2x = x} íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,
âû÷èñëÿÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (3),
ïîëó÷èì ñëåäóþùåå:

|Y | =
∑

g∈G
|{(g, x)|gx = x}| =

∑

g∈G
|Fix(g)| (4)

Ñðàâíèâàÿ (2) è (4), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó:

m|G| =
∑

g∈G
|Fix(g)|,

èç êîòîðîãî è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíîé. Ïóñòü äàíî
äåéñòâèå G íà X . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ îòîáðàæåíèå G×X → X . Òàêèì
îáðàçîì, ñâîéñòâà äåéñòâèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

1) ϕ(g1g2, x) = ϕ(g1, ϕ(g2, x)) ;
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2) ϕ(1, x) = x .
Çàôèêñèðóåì g ∈ G , è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Tϕ(g) : x 7→

ϕ(g, x) . Ýòî îòîáðàæåíèå áèåêòèâíî: îáðàòíûì ê íåìó ÿâëÿåòñÿ îòîáðà-
æåíèå Tϕ(g−1) : x 7→ ϕ(g−1, x) . Òàêèì îáðàçîì, Tϕ(g) ∈ SX äëÿ âñåõ
g ∈ G , è ñîîòâåòñòâèå Tϕ : g 7→ Tϕ(g) çàäàåò îòîáðàæåíèå Tϕ : G −→ SX .
Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà SX îïðåäåëåíà â ðàçäåëå 1.

Îáðàòíî, ïóñòü äàí ãîìîìîðôèçì ãðóïï T : G −→ SX . Ñîïîñòàâèì
åìó îòîáðàæåíèå ϕT : G×X → X , ïîëàãàÿ ϕT (g, x) = T (g)(x) . Ýòî íàäî
ïîíèìàòü òàê. Ýëåìåíòó g ∈ G ñîïîñòàâëÿåòñÿ ýëåìåíò T (g) ∈ SX , êîòî-
ðûé ñàì ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì èç X â X . Åãî çíà÷åíèå íà àðãóìåíòå
x ∈ X è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç T (g)(x) .

Òåîðåìà 5.3. Îòîáðàæåíèå Tϕ , ïîñòðîåííîå âûøå ïî äåéñòâèþ ϕ, ÿâ-
ëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï. Îòîáðàæåíèå ϕT , ïîñòðîåííîå ïî ãîìî-
ìîðôèçìó T , ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèåì G íà X . Èìååò ìåñòî âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äåéñòâèÿìè G íà X , è ãîìîìîðôèç-
ìàìè èç G â SX , êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ òàê: ϕ 7→ Tϕ , T 7→ ϕT .

5.16. Ïðîâåäèòå ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû.

5.17. Ïóñòü ϕ : G × X → X � íåêîòîðîå äåéñòâèå, è Tϕ : G → SX �
ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ãîìîìîðôèçì. Äîêàçàòü, ÷òî

Ker(Tϕ) = ∩
x∈X

St(x).

5.18. Ïóñòü G � ãðóïïà, êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà ñåáå ñàìîé ñîïðÿæåíè-
ÿìè, è T : G −→ SG � ãîìîìîðôèçì, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó äåéñòâèþ.
Äîêàçàòü, ÷òî Ker(T ) = C(G) (íàïîìíèì, ÷òî C(G) � öåíòð ãðóïïû
G).

5.19. Ïóñòü X � ãðóïïà, G � ïîäãðóïïà ãðóïïû X , è çàäàíî äåéñòâèå
G íà X ëåâûìè ñäâèãàìè. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó äåéñòâèþ
ãîìîìîðôèçì T : G −→ SX . Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå T èíúåêòèâíî.
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Ñäåëàåì åùå íåñêîëüêî çàìå÷àíèé î ãðóïïàõ âèäà SX . Ñóòü äåëà â
òîì, ÷òî åñëè åñòü áèåêöèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè X è Y , òî åñòü è èçî-
ìîðôèçì ìåæäó ãðóïïàìè SX è SY . Åãî ôîðìàëüíîå ïîñòðîåíèå òàêîâî.
Ïóñòü γ : X −→ Y � áèåêöèÿ. Òîãäà îòîáðàæåíèå γ̃ : SX −→ SY çàäà-
åòñÿ ïðàâèëîì: γ̃(σ) = σ̃ = γσγ−1 . Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ
òàê: τ 7→ γ−1τγ .

5.20. Ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñòðîåííûå âûøå îòîáðàæåíèÿ âçàèìíî îáðàò-
íû, è γ̃ � ãîìîìîðôèçì ãðóïï, à ñëåäîâàòåëüíî � èçîìîðôèçì.

Íà ïðàêòèêå âñå âûãëÿäèò î÷åíü ïðîñòî. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð,
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè {1, 2, . . . , n} è
X = {x1, x2, . . . , xn} , ãäå i 7→ xi . Ýëåìåíòû ãðóïïû SX ìîæíî, êàê è
�îáû÷íûå"ïîäñòàíîâêè, èçîáðàæàòü â òàáëè÷íîé ôîðìå. Çàïèñü áèåêöèè
τ : X → X â âèäå

τ =

(
x1 x2 . . . xn
xi1 xi2 . . . xin

)

îçíà÷àåò, ÷òî τ(x1) = xi1 , τ(x2) = xi2 , . . . , τ(xn) = xin . È òîãäà èçîìîð-
ôèçì ìåæäó Sn è SX çàäàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì:

(
1 2 . . . n

i1 i2 . . . in

)
7→
(
x1 x2 . . . xn
xi1 xi2 . . . xin

)
.

Âñëåäñòâèå ýòîãî áóäåì â äàëüíåéøåì íàçûâàòü ãðóïïàìè ïîäñòàíîâîê
ëþáûå ãðóïïû âèäà SX äëÿ êîíå÷íûõ X . Âñå ìåòîäû è ðåçóëüòàòû ðàç-
äåëà 1 ñïðàâåäëèâû è äëÿ ýòèõ ãðóïï. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî îïðåäåëèòü
öèêëû, à ýëåìåíòû èç SX ìîæíî ðàñêëàäûâàòü â ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâè-
ñèìûõ öèêëîâ. Åñëè, êàê è âûøå, ïåðåíóìåðîâàòü ýëåìåíòû X , òî ñó-
ïåðïîçèöèÿ èçîìîðôèçìà Sn ∼= SX è ãîìîìîðôèçìà sgn : Sn → {±1}
íå çàâèñèò îò âûáîðà áèåêöèè ìåæäó X è ìíîæåñòâîì {1, 2, . . . , n} . Â
ñàìîì äåëå, èç ðåçóëüòàòà çàäà÷è 5.20 ñëåäóåò, ÷òî åñëè åñòü äâà èçîìîð-
ôèçìà ìåæäó SX è Sn , ïîñòðîåííûå èç äâóõ ðàçíûõ áèåêöèé ìåæäó X

è {1, 2, . . . , n} , òî ñóùåñòâóåò ïîäñòàíîâêà ω ∈ Sn , òàêàÿ, ÷òî îáðàçû σ1

è σ2 îäíîãî è òîãî æå τ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì σ2 = ωσ1ω
−1 . Íî â ýòîì

ñëó÷àå sgn(σ2) = sgn(σ1) .

5.21. Äîêàæèòå ïîñëåäíèå óòâåðæäåíèÿ.
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Èòàê, ãîìîìîðôèçì sgn (çíàê ïîäñòàíîâêè) êîððåêòíî îïðåäåëåí
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî SX , à ýòî çíà÷èò, ÷òî â ýòîì îáùåì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò
è çíàêîïåðåìåííûå ãðóïïû, êîòîðûå ìîæíî îáîçíà÷èòü ÷åðåç AX . Ïðè
ýòîì AX

∼= An (äîêàæèòå ýòî!).
Ñëåäñòâèåì çàäà÷è 5.19 ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíàÿ òåîðåìà Êýëè:

Òåîðåìà 5.4. Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ãðóïïû ïîä-
ñòàíîâîê.

Áîëåå êîíêðåòíî, åñëè G = {g1, g2, . . . , gn} è g ∈ G , òî {g1, g2, . . . , gn} =

{gg1, gg2, . . . , ggn} , è èìååò ìåñòî èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì èç G â Sn ∼=
SG , êîòîðûé ñîïîñòàâëÿåò ýëåìåíòó g ∈ G ïîäñòàíîâêó

(
g1 g2 . . . gn
gg1 gg2 . . . ggn

)
.

Îáðàç ýòîãî ãîìîìîðôèçìà � ïîäãðóïïà ãðóïïû ïîäñòàíîâîê, èçîìîðô-
íàÿ G . Áóäåì äëÿ óäîáñòâà íàçûâàòü ýòîò ãîìîìîðôèçì ãîìîìîðôèçìîì
Êýëè äëÿ ãðóïïû G . Â ëèòåðàòóðå ìîæíî âñòðåòèòü áîëåå ãðîìîçäêîå
íàçâàíèå: ëåâîå ðåãóëÿðíîå (ïîäñòàíîâî÷íîå) ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G .

5.22. Óòî÷íèòü âèä ãîìîìîðôèçìà Êýëè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
g ∈ G , è k � ïîðÿäîê g . Ïóñòü x1, . . . , xm � ïîëíàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâè-
òåëåé ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G ïî ïîäãðóïïå 〈x〉 = {1, g, g2, . . . , gk−1} .
Çäåñü |G| = n = km . Äîêàçàòü, ÷òî ïîäñòàíîâêà

(
g1 g2 . . . gn
gg1 gg2 . . . ggn

)

ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(x1, gx1, g
2x1, . . . , g

k−1x1) . . . (xm, gxm, g
2xm, . . . , g

k−1xm).

5.23. Ðàññìîòðåòü ñóïåðïîçèöèþ ãîìîìîðôèçìîâ Êýëè G → SG è
SG → SSG . Ïîêàçàòü, ÷òî îáðàç G â SSG ïðèíàäëåæèò ê çíàêîïåðåìåííîé
ãðóïïå ASG .

Óêàçàíèå. Îáðàç ýëåìåíòà g ∈ G â ãðóïïå SG òàê æå, êàê è g ,
èìååò ïîðÿäîê k . ×åìó ðàâåí èíäåêñ â SG ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííîé ýòèì
ýëåìåíòîì? Â ïðîèçâåäåíèå ñêîëüêè öèêëîâ ðàñêëàäûâàåòñÿ â SSG îáðàç
g è êàêîâû äëèíû ýòèõ öèêëîâ? Çíàÿ âñå ýòî, ìîæíî âû÷èñëèòü çíàê
ýòîãî îáðàçà êàê ïîäñòàíîâêè èç SSG .
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Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà G èçîìîðôíà ïîäãðóïïå íåêîòî-
ðîé ãðóïïû ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äåéñòâèå G× G/H → G/H , (g, xH) 7→ gxH , è
èçó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ãîìîìîðôèçì T : G −→ SG/H . Ïðè H =

{1} ýòî â òî÷íîñòè ãîìîìîðôèçì Êýëè. Ââèäó ýòîãî áóäåì íàçûâàòü T

ãîìîìîðôèçìîì Êýëè ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H .
5.24. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè {x1, . . . , xm} � íåêîòîðàÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà

ïðåäñòàâèòåëåé ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G ïî H , òî ãîìîìîðôèçì Êý-
ëè T îòîáðàæàåò ýëåìåíò g ∈ G â ïîäñòàíîâêó

T (g) =

(
x1H x2H . . . xmH

gx1H gx2H . . . gxmH

)
.

5.25. Ñîõðàíèì óñëîâèÿ è îáîçíà÷åíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Äîêàçàòü,
÷òî Ker(T ) ⊆ H , è ðàâåíñòâî Ker(T ) = H èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íà÷àòü ñ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî
Ker(T ) = ∩

g∈G
gHg−1.

Âûâåñòè îòñþäà, ÷òî åñëè H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, òî îáðàç T
(ïîäãðóïïà SG/H ) èçîìîðôåí ôàêòîðãðóïïå G/H .
5.26. Ïóñòü K è H � ïîäãðóïïû ãðóïïû G . Ðàññìîòðèì äåéñòâèå

K × H íà G , îïðåäåëåííîå ïî ïðàâèëó (x, y)g = xgy−1 . Ïóñòü T :

K × H → SG � ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó äåéñòâèþ ãîìîìîðôèçì. Äî-
êàçàòü, ÷òî Ker(T ) ∼= K ∩H .

Â ñëåäóþùåé ñåðèè çàäà÷ èçó÷àåòñÿ ãðóïïà G ïîðÿäêà |G| = prl ,
ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî è l íå äåëèòñÿ íà p . Çàôèêñèðóåì öåëîå ÷èñëî k ,
1 ≤ k ≤ r , è ïóñòü X åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ G , ñîñòîÿùèõ
ðîâíî èç pk ýëåìåíòîâ.

5.27. Äîêàçàòü, ÷òî ìîùíîñòü X åñòü öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ íà
pr−k , è íå äåëèòñÿ íà pr−k+1 .

Óêàçàíèå. Óñòàíîâèòü ñíà÷àëà ôîðìóëó

|X| = Cpk

prl = pr−kl
pk−1∏

j=1

prl − j
j

.
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5.28. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå ëåâûìè ñäâèãàìè G íà X , îïðåäåëÿåìîå
ôîðìóëîé (g, A) 7→ gA = { ga | a ∈ A } (ïðîâåðüòå êîððåêòíîñòü îïðåäå-
ëåíèÿ è ñâîéñòâà äåéñòâèÿ). Äîêàçàòü, ÷òî ó ýòîãî äåéñòâèÿ ñóùåñòâóåò
îðáèòà, ìîùíîñòü êîòîðîé íå äåëèòñÿ íà pr−k+1 .

Óêàçàíèå: ïðåäïîëîæèòü ïðîòèâíîå, è èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàò
ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

5.29. Ïóñòü Y = {A1, . . . , As} � îðáèòà, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé óñòà-
íàâëèâàåòñÿ â ïðåäûäóùåé çàäà÷å (ò.å. s íå äåëèòñÿ íà pr−k+1 ). Èç îáùèõ
ñâîéñòâ îðáèò ñëåäóåò, ÷òî Y = GA1 . Ïîëîæèì H = St(A1) , t = |H| . Òî-
ãäà |G| = prl = st (ïî÷åìó?). Ïî îïðåäåëåíèþ H êàê ñòàáèëèçàòîðà A1

äëÿ êàæäîãî a ∈ A1 èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå Ha ⊆ A1 . Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî t = |H| ≤ pk (ïî÷åìó?). Äàëåå, ñîïîñòàâüòå äâà îáñòîÿòåëüñòâà: s
íå äåëèòñÿ íà pr−k+1 è prl = st . ×òî ìîæíî ñêàçàòü òåïåðü î âåëè÷èíå
t = |H|?

Èç ýòèõ òðåõ çàäà÷ âûâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, |G| = prl , ãäå p � ïðîñòîå
÷èñëî è l íå äåëèòñÿ íà p. Òîãäà äëÿ êàæäîãî k , 1 ≤ k ≤ r â ãðóïïå G
ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà ïîðÿäêà pk .

Ýòó òåîðåìó íàçûâàþò åùå ïåðâîé òåîðåìîé Ñèëîâà. Âïðî÷åì, ÷àùå ïîä
ïåðâîé òåîðåìîé Ñèëîâà ïîíèìàþò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, |G| = prl , ãäå p � ïðîñòîå
÷èñëî è l íå äåëèòñÿ íà p. Òîãäà äëÿ êàæäîãî k , 1 ≤ k ≤ r â ãðóïïå G
ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà ïîðÿäêà pk . Êàæäàÿ ïîäãðóïïà H ïîðÿäêà pk ïðè
k < r ñîäåðæèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîé ïîäãðóïïå K ïîðÿäêà pk+1 ,
ïðè÷åì K ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû H áûëà íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé
ãðóïïû K .

Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ p-ãðóïïîé, åñëè ïî-
ðÿäîê êàæäîãî åå ýëåìåíòà ðàâåí íåêîòîðîé ñòåïåíè ÷èñëà p . Èç ïåðâîé
òåîðåìû Ñèëîâà ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê ëþáîé êîíå÷íîé p-ãðóïïû åñòü ñòå-
ïåíü ÷èñëà p . Ïóñòü |G| = prl , è l íå äåëèòñÿ íà p . Ïîäãðóïïû ãðóïïû
G , èìåþùèå ïîðÿäîê pr , êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïî ïåðâîé òåîðåìå Ñèëîâà,
íàçûâàþòñÿ ñèëîâñêèìè p-ïîäãðóïïàìè ãðóïïû G .
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Òåîðåìà 5.7. (Âòîðàÿ òåîðåìà Ñèëîâà). Â êîíå÷íîé ãðóïïå G ëþáûå äâå
ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû.

Íàïîìíèì, ÷òî ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Åñëè H1 è H2 � ñèëîâñêèå p-
ãðóïïû, òî ñóùåñòâóåò g ∈ G òàêîé, ÷òî H2 = gHg−1 .

Òåîðåìà 5.8. (Òðåòüÿ òåîðåìà Ñèëîâà). Â êîíå÷íîé ãðóïïå G êîëè÷å-
ñòâî ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï ðàâíî 1 + pj äëÿ íåêîòîðîãî j , ïðè÷åì ýòî
÷èñëî äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû G.

5.30. Ïóñòü p1 è p2 � ïðîñòûå ÷èñëà, äåëÿùèå ïîðÿäîê ãðóïïû |G| , è
p1 6= p2 . Äîïóñòèì, ÷òî H1 � p1 -ïîäãðóïïà, è H2 � p2 - ïîäãðóïïà ãðóïïû
G . Äîêàçàòü, ÷òî H1 ∩H2 = {1} .

5.31. Ïóñòü p1 è p2 � ïðîñòûå ÷èñëà, äåëÿùèå ïîðÿäîê ãðóïïû |G| , è
p1 6= p2 . Äîïóñòèì, ÷òî H1 � ñèëîâñêàÿ p1 -ïîäãðóïïà, è H2 � ñèëîâñêàÿ
p2 -ïîäãðóïïà ãðóïïû G . Ïðåäïîëîæèì åùå, ÷òî |G| = pr1p

s
2 . Äîêàçàòü,

÷òî H1H2 = G .

5.32. Ïóñòü p1 è p2 � ïðîñòûå ÷èñëà, äåëÿùèå ïîðÿäîê ãðóïïû |G| ,
è p1 6= p2 . Ïóñòü H1 � ñèëîâñêàÿ p1 -ïîäãðóïïà, è H2 � ñèëîâñêàÿ
p2 -ïîäãðóïïà ãðóïïû G . Ïðåäïîëîæèì, êàê è âûøå, ÷òî |G| = pr1p

s
2 , è

äîïóñòèì, ÷òî ãðóïïà G êîììóòàòèâíà. Äîêàçàòü, ÷òî G ∼= H1 ×H2 .

5.33. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóï-
ïà G èçîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñâîèõ ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï ïî
âñåì ïðîñòûì p , äåëÿùèì ïîðÿäîê G .

5.34. Ïóñòü äàíî äåéñòâèå G × X → X , ãäå |X| = m , |G| = pn , p
� ïðîñòîå ÷èñëî è m íå äåëèòñÿ íà p . Äîêàçàòü, ÷òî ó ýòîãî äåéñòâèÿ
ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà îäíîýëåìåíòíàÿ îðáèòà.

5.35. Ïóñòü äàíî äåéñòâèå G × X → X , ãäå |X| = m , |G| = pn , p �
ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ó ýòîãî äåéñòâèÿ íåò îäíîýëåìåíòíûõ
îðáèò, òî m äåëèòñÿ íà p .
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5.36. Ïóñòü äàíî äåéñòâèå G × X → X , ãäå |G| = pnl , p � ïðîñòîå
÷èñëî è l íå äåëèòñÿ íà p . Äîïóñòèì, ÷òî ñòàáèëèçàòîðû âñåõ ýëåìåíòîâ
X èìåþò ïîðÿäêè âèäà pk . Äîêàçàòü, ÷òî |X| äåëèòñÿ íà l .

5.37. Ïóñòü K , H � ïîäãðóïïû êîíå÷íîé ãðóïïû G , |K| = pr , |G :

H| = m , p � ïðîñòîå ÷èñëî è m íå äåëèòñÿ íà p . Ðàññìîòðèì äåéñòâèå K
ëåâûìè ñäâèãàìè íà ìíîæåñòâå G/H = {x1H, . . . , xmH} : x(xiH) = xxiH .
Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò îðáèòà èç îäíîãî ýëåìåíòà. Âûâåñòè îòñþäà, ÷òî
ãðóïïà K èçîìîðôíà íåêîòîðîé ïîäãðóïïå H .

Óêàçàíèå. Ïóñòü xiH � îäíîýëåìåíòíàÿ îðáèòà äåéñòâèÿ K íà G/H .
Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ K èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå x−1

i xxi ∈ H .
Èñõîäÿ èç ýòîãî, ìîæíî îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå α : K → H ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:α(x) = x−1

i xxi . Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî α � èíúåêòèâíûé
ãîìîìîðôèçì ãðóïï.

6. Ïðåäñòàâëåíèÿ

×àñòî âñòðå÷àþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà ãðóïïà G äåéñòâóåò íå íà ïðîèç-
âîëüíîì ìíîæåñòâå, à íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì F . Òî÷íîå
îïðåäåëåíèå òàêîâî. Äàíî îòîáðàæåíèå

G× V −→ V,

ñîïîñòàâëÿþùåå ïàðå (g, v) , ãäå g ∈ G , v ∈ V , ýëåìåíò gv ∈ V . Ýòî
îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì äåéñòâèåì G íà V , åñëè âûïîëíÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèå òðè ñâîéñòâà:

1) (g1g2)v = g1(g2v) ;
2) 1v = v ;
3) g(v1λ1 + v2λ2) = (gv1)λ1 + (gv2)λ2 , ãäå v1, v2 ∈ V , λ1, λ2 ∈ F .
Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ïðàâîñòîðîííÿÿ ôîðìà çàïèñè óìíîæåíèÿ íà

ñêàëÿðû (ýëåìåíòû ïîëÿ) â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòà ôîðìà ÿâëÿåòñÿ
ñàìîé åñòåñòâåííîé, êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ âåêòîðû-ñòîëáöû (âåêòîðû-
ñòðîêè, íàïðîòèâ, åñòåñòâåííî óìíîæàòü íà ñêàëÿðû ñëåâà). Âïðî÷åì, âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð, êîãäà íå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòè ðàññìàò-
ðèâàòü ìàòðèöû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé), ôîðìà çàïèñè óìíîæåíèÿ
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âåêòîðîâ íà ýëåìåíòû ïîëÿ íå èãðàåò îñîáîé ðîëè, è ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ëåâîñòîðîííåå óìíîæåíèå. Òåì áîëåå, ÷òî çàïèñü âèäà 3v âûãëÿäèò
ãîðàçäî ïðèâû÷íåå, ÷åì v3 .

Ïðîñòðàíñòâî V âìåñòå ñ çàäàííûì ëèíåéíûì äåéñòâèåì G íàçû-
âàåòñÿ åùå (ëåâûì) G-ìîäóëåì. ßñíî, ÷òî ëþáîé G-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ è
G-ìíîæåñòâîì, òàê ÷òî ê G-ìîäóëÿì â ïðèíöèïå ïðèìåíèìû âñå îïè-
ñàííûå âûøå êîíñòðóêöèè è ðåçóëüòàòû. Îäíàêî, êàê ïðàâèëî, â òåîðèè
G-ìîäóëåé ïîÿâëÿåòñÿ ìíîãî ñâîéñòâåííûõ òîëüêî åé îñîáåííîñòåé. Íà-
ïðèìåð, åñëè V1 è V2 � äâà G-ìîäóëÿ, òî ãîìîìîðôèçìîì G-ìîäóëåé
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå h : V1 −→ V2 , ÿâëÿþùååñÿ òàêæå ãî-
ìîìîðôèçìîì G-ìíîæåñòâ. Ðîëü êîïðîèçâåäåíèé èãðàþò ïðÿìûå ñóììû
ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ, à ïîíÿòèå îðáèòû îòõîäèò íà âòîðîé ïëàí. Âìåñòî
íåãî èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ïðîñòîãî G-ìîäóëÿ, ò.å. G-ìîäóëÿ, ó êîòîðîãî
îòñóòñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ïîäìîäóëè. Â ðÿäå âàæíûõ ñëó÷àåâ óäàåòñÿ
äîêàçàòü àíàëîãè óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî G-ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäè-
íåíèåì íåïåðåñåêàþùèõñÿ îðáèò. Íàïðèìåð, åñëè ïîëå F ÿâëÿåòñÿ ïîëåì
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C , ãðóïïà G êîíå÷íà, è G-ìîäóëü V êàê ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî èìååò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü, òî îí ÿâëÿåòñÿ (òî÷íåå, èçî-
ìîðôåí) ïðÿìîé ñóììå ïðîñòûõ G-ìîäóëåé. Ýòî äîêàçûâàåòñÿ â òåîðèè
ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï (ñì., íàïðèìåð, [17], à òàêæå ãëàâû î ïðåä-
ñòàâëåíèÿõ â êíèãàõ [3], [7], [10], [11]).

Âûÿñíèì, êàê äëÿ ëèíåéíûõ äåéñòâèé âûãëÿäèò àíàëîã âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó äåéñòâèÿìè è ãîìîìîðôèçìàìè. Òó
ðîëü, êîòîðóþ â ýòîì ñîîòâåòñòâèè èãðàëè ãðóïïû SX , â äàííîì ñëó-
÷àå áóäóò èãðàòü äðóãèå ãðóïïû, êîòîðûå îïèñûâàþòÿ íèæå.

Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
GL(V ) ìíîæåñòâî âñåõ áèåêòèâíûõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç V â V .
Îïðåäåëèì íà ýòîì ìíîæåñòâå ñòðóêòóðó ãðóïïû. Ïóñòü ϕ, ψ ∈ GL(V ) .
Òîãäà èõ ñóïåðïîçèöèÿ ϕψ ñíîâà ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì ëèíåéíûì îòîáðà-
æåíèåì èç V â V . Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíà áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ (óìíî-
æåíèå):

GL(V )×GL(V ) −→ GL(V ), (ϕ, ψ) 7→ ϕψ.

Ñóïåðïîçèöèÿ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ, êàê èçâåñòíî, àññîöèàòèâíîé îïåðàöè-
åé. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå 1V : V → V ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, è èãðàåò
ðîëü åäèíèöû äëÿ ýòîé îïåðàöèè. Íàêîíåö, åñëè ϕ � ëèíåéíàÿ áèåêöèÿ,

20



òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ϕ−1 òàêæå áóäåò è áèåêòèâíûì, è ëèíåéíûì.
Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ñâîéñòâà èç îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû äëÿ GL(V ) âûïîë-
íåíû. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî GL(V ) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû SV .

6.1. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

GL(V )× V −→ V,

êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò ïàðå (ϕ, v) ýëåìåíò ϕ(v) . Äîêàçàòü, ÷òî ýòî � ëè-
íåéíîå äåéñòâèå GL(V ) íà V .

Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ëèíåéíîå äåéñòâèå G íà V . Îáîçíà÷èì åãî
÷åðåç α : G×V → V . Òàêèì îáðàçîì, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

1) α(g1g2, v) = α(g1, α(g2, v)) ;
2) α(1, v) = v ;
3) α(g, v1λ1 + v2λ2) = α(g, v1)λ1 + α(g, v2)λ2 .
Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è äëÿ íåëèíåéíûõ äåéñòâèé, ìîæíî ïîñòðî-

èòü ãîìîìîðôèçì ãðóïï Tα : G −→ SV , ñîïîñòàâëÿþùèé ýëåìåíòó g ∈ G
áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå Tα(g) : V −→ V , êîòîðîå äåéñòâóåò ïî ïðàâè-
ëó Tα(g)(v) = α(g, v) . Íî èç óñëîâèÿ 3) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî Tα(g)(v1λ1 +

v2λ2) = Tα(g)(v1)λ1 + Tα(g)(v2)λ2 . Òàêèì îáðàçîì, Tα(g) ∈ GL(V ) , à ýòî
îçíà÷à÷àåò, ÷òî èìååò ìåñòî ãîìîìîðôèçì Tα : G −→ GL(V ) .

Îáðàòíî, ïóñòü äàíî ãîìîìîðôèçì T : G −→ GL(V ) . Ðàññìàòðèâàÿ
åãî ñíà÷àëà êàê ãîìîìîðôèçì â SV (ââèäó òîãî, ÷òî GL(V ) � ïîäãðóïïà
â SV ), ñòðîèì äåéñòâèå αT : G × V → V ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå V

ïî ïðàâèëó: αT (g, v) = T (g)(v) . Ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè îòîáðàæåíèÿ T (g)

(ò.å. ñâîéñòâî T (g)(v1λ1 + v2λ2) = T (g)(v1)λ1 + T (g)(v2)λ2 ) ïðåâðàùà-
åòñÿ â óñëîâèå ëèíåéíîñòè äåéñòâèÿ: αT (g, v1λ1 + v2λ2) = αT (g, v1)λ1 +

αT (g, v2)λ2 .
Â êîíå÷íîì ñ÷åòå èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 6.1. Ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó ëèíåéíûìè äåéñòâèÿìè G íà V , è ãîìîìîðôèçìàìè ãðóïï G −→
GL(V ). Ýòî ñîîòâåòñòâèå çàäàåòñÿ îïèñàííûìè âûøå êîíñòðóêöèÿ-
ìè: α 7→ Tα , T 7→ αT .
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Íàïîìíèì, ÷òî åñëè â ïðîñòðàíñòâå V çàäàí áàçèñ (íàïðèìåð,
e1, . . . , en ), òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ëè-
íåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè ϕ : V → V è êâàäðàòíûìè n × n-ìàòðèöàìè
íàä ïîëåì F . Ïîñòðîåíèå ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ñîîòíîøåíèÿ

ϕ(ej) =
n∑
i=1

eiai,j,

ãäå ai,j ∈ F . Ëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ ϕ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöà
Mϕ ñ êîìïîíåíòàìè ai,j . Ïðè ýòîì ñóïåðïîçèöèè ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé
ϕψ ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèå ìàòðèö: Mϕψ = MϕMψ . Çàìåòèì, ÷òî çäåñü
ïðàâîñòîðîííåå óìíîæåíèå âåêòîðîâ íà ýëåìåíòû ïîëÿ âåñüìà îáëåã÷àåò
äîêàçàòåëüñòâî. Òîæäåñòâåííîìó ëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ ñîîòâåòñòâóåò
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Èç âñåãî ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâèå ϕ 7→ Mϕ

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ìåæäó ãðóïïîé GL(V ) è ãðóïïîé GLn(F ) âñåõ
íåâûðîæäåííûõ n× n-ìàòðèö íàä ïîëåì F .

Ãîìîìîðôèçìû âèäà T : G → GL(V ) èëè T : G → GLn(F ) íà-
çûâàþòñÿ ëèíåéíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïïû G íàä ïîëåì F (òî÷íåå,
n-ìåðíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, n = dim(V )).

6.2. Êàêîâî ïðåäñòàâëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîìó äåéñòâèþ

GL(V )× V −→ V, (ϕ, v) 7→ ϕ(v) ?

Ïî ëþáîìó ìíîæåñòâó X ìîæíî ïîñòðîèòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
ñ áàçèñîì X . Åãî ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ (ôîðìàëüíûå) ëèíåéíûå êîìáè-
íàöèè

∑
x∈X

xλx , ãäå λx ∈ F è ïî÷òè âñå λx = 0 . Åñëè íà X çàäàíî äåéñòâèå
ãðóïïû G , òî íà VX åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíîå äåé-
ñòâèå G :

g(
∑

x∈X
xλx) =

∑

x∈X
(gx)λx (∗)

6.3. Ïðîâåðèòü, ÷òî ôîðìóëà (*) çàäàåò ëèíåéíîå äåéñòâèå.

6.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà G äåéñòâóåò íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå
X, |X| = n . Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G , ñîîò-
âåòñòâóþùåå äåéñòâèþ (*), ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóïåðïîçèöèþ äâóõ
ãîìîìîðôèçìîâ:

T : G −→ Sn è M : Sn −→ GLn(F ),
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ãäå T � ãîìîìîðôèçì, ñîîòâåòñòâóþùèé äåéñòâèþ G íà X , à M ñîïî-
ñòàâëÿåò ïîäñòàíîâêå σ ìàòðèöó M(σ) , îïðåäåëåííóþ â êîíöå ðàçäåëà 2
(òàì æå ïîêàçàíî, ÷òî σ 7→M(σ) � èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ãðóïï).

6.5. Ïóñòü V1 è V2 � äâà G- ìîäóëÿ. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ ñóììó V1⊕V2

ïðîñòðàíñòâ V1 è V2 . Ýëåìåíòû V1⊕V2 áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå (v1, v2) ,
ãäå v1 ∈ V1 , v2 ∈ V2 . Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è
óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ â V1 ⊕ V2 ïîêîìïîíåíòíî.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

G× (V1 ⊕ V2) −→ V1 ⊕ V2,

çàäàâàåìîå ïî ïðàâèëó (g, (v1, v2)) 7→ g(v1, v2) = (gv1, gv2) . Äîêàæèòå, ÷òî
ýòî � ëèíåéíîå äåéñòâèå G íà V1 ⊕ V2 . Îïðåäåëåííûé òàêèì ñïîñîáîì
G-ìîäóëü V1 ⊕ V2 íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé G-ìîäóëåé V1 è V2 . Âû-
áåðåì â V1 áàçèñ e1, . . . , en , à â V2 � áàçèñ en+1, . . . , en+m . Òîãäà ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå G-ìîäóëÿì V1 è V2 � ýòî
ãîìîìîðôèçìû T1 : G → GLn(F ) è T2 : G → GLm(F ) . Êàê èçâåñòíî
èç ëèíåéíîé àëãåáðû, ìíîæåñòâî e1, . . . , en, en+1, . . . , en+m áóäåò áàçèñîì
ïðÿìîé ñóììû V1⊕V2 ( çäåñü ìû óæå ñ÷èòàåì V1 è V2 ïîäïîñòðàíñòâàìè
V1 ⊕ V2 è îòîæäåñòâëÿåì ei ñ (ei, 0) ïðè 1 ≤ i ≤ n , è ej ñ (0, ej) ïðè
n + 1 ≤ j ≤ n + m). Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå G-
ìîäóëþ V1 ⊕ V2 , ò.å. â äàííîì ñëó÷àå ãîìîìîðôèçì T : G −→ GLn+m(F )

èìååò ïðè äàííîì âûáîðå áàçèñà ñëåäóþùèé âèä:

T (g) =

(
T1(g) 0

0 T2(g)

)
.

6.6. Ïóñòü V � íåêîòîðûé G-ìîäóëü (n = dim(V ) < ∞), è V1 � G-
ïîäìîäóëü ìîäóëÿ V . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî g ∈ G è ëþáîãî
v ∈ V1 ýëåìåíò gv ñíîâà ïðèíàäëåæèò V1 , òî åñòü îãðàíè÷åíèå äåéñòâèÿ
G ñ V íà V1 áóäåò ëèíåéíûì äåéñòâèåì G íà V1 . Âûáåðåì êàêîé-íèáóäü
áàçèñ e1, . . . , ek â V1 , è äîïîëíèì åãî ýëåìåíòàìè ek+1, . . . , en äî áàçèñà V .
Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå T , ñîîòâåòñòâóþùåå G-ìîäóëþ V . Ýòî ãîìî-
ìîðôèçì G GLn(F ) . Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöû T (g) â âûáðàííîì áàçèñå
èìåþò ñëåäóþùèé áëî÷íî-òðåóãîëüíûé âèä:

T (g) =

(
T1(g) B(g)

0 T2(g)

)
,
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ãäå T1(g) � áëîêè ðàçìåðîì k×k , T2(g) � áëîêè ðàçìåðîì (n−k)×(n−k) .
Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå g 7→ T1(g) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåäñòàâëåíè-
åì, ñîîòâåòñòâóþùèì G-ìîäóëþ V1 , à îòîáðàæåíèå g 7→ T2(g) ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì ïðåäñòàâëåíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì ëèíåéíîìó äåéñòâèþ G íà
V2 = V/V1 , êîòîðîå ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: óìíîæåíèå g ∈ G íà
ñìåæíûé êëàññ v + V1 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó g(v + V1) = gv + V1 .
Íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî äîêàçàòü êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ
(òî, ÷òî gv + V1 íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ ñìåæíîãî êëàññà
v ) è ïðîâåðèòü âñå ñâîéñòâà ëèíåéíîãî äåéñòâèÿ.

Ïîñòðîåííûé òàê G-ìîäóëü V/V1 íàçûâàåòñÿ ôàêòîðìîäóëåì ìî-
äóëÿ V ïî ïîäìîäóëþ V1 .

Ñ ïîìîùüþ ìàòðèö ïîäñòàíîâîê çàäàþòñÿ èíúåêòèâíûå ãîìîìîð-
ôèçìû èç Sn â GLn(F ) . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîæíî îïðåäåëèòü èíúåê-
òèâíûå ãîìîìîðôèçìû Sn è â GLn−1(F ) . Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî
ãîìîìîðôèçì M : Sn → GLn(F ) � ýòî ïðåäñòàâëåíèå, ñîîòâåòñòâó-
þùåå äåéñòâèþ Sn íà n-ìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V ñ áàçèñîì
e1, . . . , en , êîòîðîå îïåðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó: σei = eσ(i) (ïðîâåðüòå ýòî!).
Òåïåðü ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåõíèêó ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íà÷íåì ñî ñëó-
÷àÿ n = 3 .
6.7. Ïóñòü n = 3 , è F � îäíî èç ïîëåé Q,R,C . Ðàññìîòðèì â V =

〈e1, e2, e3〉 ïîäïðîñòðàíñòâî V1 ñ áàçèñîì v1 = e1− e2 , v2 = e1− e3 . Äîêà-
çàòü, ÷òî ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç âñåõ òåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
e1λ1 + e2λ2 + e3λ3 , â êîòîðûõ λ1 + λ2 + λ3 = 0 . Äîêàçàòü äàëåå, ÷òî
V1 ÿâëÿåòñÿ S3 -ïîäìîäóëåì â V . Ïîñòðîèòü â ÿâíîì âèäå ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå åìó ïðåäñòàâëåíèå (ãîìîìîðôèçì èç S3 â GL2(F )) è óñòàíîâèòü åãî
èíúåêòèâíîñòü.
6.8. Ïóñòü F � îäíî èç ïîëåé Q,R,C . Ðàññìîòðèì n-ìåðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî V ñ áàçèñîì e1, e2, . . . , en êàê Sn - ìîäóëü, ëèíåéíîå äåéñòâèå íà êîòî-
ðîì çàäàåòñÿ ïî ïðàâèëó σ(e1λ1+e2λ2+· · ·+enλn) = eσ(1)λ1+eσ(2)λ2+· · ·+
eσ(n)λn . Ïóñòü V1 � ïîäïðîñòðàíñòâî V , ñîñòîÿùåå èç âñåõ òåõ ëèíåéíûõ
êîìáèíàöèé e1λ1 + e2λ2 + · · ·+ enλn , äëÿ êîòîðûõ λ1 + λ2 + · · ·+ λn = 0 .
Äîêàçàòü, ÷òî ýòî Sn -ïîäìîäóëü, è ÷òî áàçèñîì V1 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî
v1 = e1 − e2 , v2 = e1 − e3 , . . . , vn−1 = e1 − en . Íå ñòðîÿ â ÿâíîì âèäå
ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ïðåäñòàâëåíèå (ãîìîìîðôèçì T : Sn → GLn−1(F )),
äîêàçàòü åãî èíúåêòèâíîñòü.
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Óêàçàíèå. Äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ÿäðî T , êîòîðîå ñîñòîèò èç âñåõ
òåõ σ ∈ Sn , äëÿ êîòîðûõ T (σ) ðàâåí åäèíè÷íîé ìàòðèöå. Òî åñòü äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà T (σ)(v1) = v1 , T (σ)(v2) = v2 , . . . , T (σ)(vn−1) =

vn−1 . Äëÿ êàêèõ ïîäñòàíîâîê σ âûïîëíåíû âñå ýòè ðàâåíñòâà?

6.9. Ïóñòü V åñòü ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõ
x1, x2, x3, x4 âèäà

∑
1≤i<j≤4

ai,jxixj . Ãðóïïà S4 äåéñòâóåò ëèíåéíî íà ýòîì

ïðîñòðàíñòâå ïî ïðàâèëó σ(xixj) = xσ(i)xσ(j) (îáîñíóéòå ýòî). Äîêàçàòü,
÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî W = 〈x1x2−x3x4, x1x3−x2x4, x1x4−x2x3〉 ÿâëÿåòñÿ
S4 -ïîäìîäóëåì V . Ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå. Áóäåò ëè
ýòîò ãîìîìîðôèçì èíúåêòèâíûì?

6.10. Ïóñòü V åñòü ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõ
x1, x2, x3, x4 âèäà

∑
1≤i<j≤4

ai,jxixj . Ãðóïïà S4 äåéñòâóåò ëèíåéíî íà ýòîì

ïðîñòðàíñòâå ïî ïðàâèëó σ(xixj) = xσ(i)xσ(j) (îáîñíóéòå ýòî). Ðàññìîò-
ðèì ïîäïðîñòðàíñòâî W = 〈w1, w2〉 , ãäå w1 = x1x2 + x3x4 − x2x3 − x1x4 ,
w2 = x1x3 +x2x4−x1x4−x2x3 . Äîêàçàòü, ÷òî W ÿâëÿåòñÿ S4 -ïîäìîäóëåì
V . Ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå. Áóäåò ëè ýòîò ãîìîìîð-
ôèçì èíúåêòèâíûì?

6.11. Ïóñòü V åñòü ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõ
x1, x2, x3, x4 âèäà

∑
1≤i<j<k≤4

ai,j,kxixjxk . Ãðóïïà S4 äåéñòâóåò ëèíåéíî íà

ýòîì ïðîñòðàíñòâå ïî ïðàâèëó σ(xixjxk) = xσ(i)xσ(j)xσ(k) . Äîêàçàòü, ÷òî
ïîäïðîñòðàíñòâî W = 〈x1x2x3− x1x3x4, x1x2x3− x1x2x4, x1x2x4− x2x3x4〉
ÿâëÿåòñÿ S4 -ïîäìîäóëåì V . Ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå.
Áóäåò ëè ýòîò ãîìîìîðôèçì èíúåêòèâíûì?

Âåðíåìñÿ ê ñèòóàöèè, êîãäà G äåéñòâóåò íà X , è ëèíåéíî äåéñòâóåò
íà ïðîñòðàíñòâå VX , áàçèñîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî X , ïî ôîðìó-
ëå (*). Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà X = G . Äëÿ VG èìåò-
ñÿ îáùåóïîòðåáèòåëüíîå îáîçíà÷åíèå FG (íàïîìíèì, ÷òî F � ïîëå), è
íà ýòîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî âââåñòè ñòðóêòóðó àññîöèàòèâíîãî
êîëüöà ñ åäèíèöåé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(
∑

x∈G
xλx)(

∑

y∈G
xµx) = (

∑

g∈G
g
∑

x,y;xy=g

λxµy).
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Êîëüöî FG íàçûâàåòñÿ ãðóïïîâûì êîëüöîì ãðóïïû G íàä ïîëåì F , èëè
æå ãðóïïîâîé àëãåáðîé G íàä F . Ôàêòè÷åñêè áàçèñíûå ýëåìåíòû x , y ïå-
ðåìíîæàþòñÿ êàê ýëåìåíòû ãðóïïû G , ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ xλx è yµy
ðàâíî (xy)λxµy (êîýôôèöèåíòû λx è µx ïåðåìíîæàþòñÿ êàê ýëåìåíòû
ïîëÿ F ), à óìíîæíèå ïðîèçâîëüíûå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ïðîèçâîäèòñÿ
ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì óìíîæåíèÿ ñóìì ñ ó÷åòîì ñïîñîáà óìíîæåíèÿ ñëà-
ãàåìûõ. Äàëåå ïðîñòî íàäî �ïðèâåñòè ïîäîáíûå ÷ëåíû". Åäèíèöåé êîëüöà
FG ÿâëÿåòñÿ åäèíèöà ãðóïïû G . Ïîëå F îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîäêîëüöîì
FG , ñîñòîÿùèì èç ýëåìåíòîâ âèäà 1Gλ , λ ∈ F (1G � åäèíèöà ãðóïïû G ,
â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àåìàÿ ïðîñòî êàê 1). Ãîìîìîðôèçì F â FG , îñó-
ùåñòâëÿþùèé ýòî îòîæäåñòâëåíèå, äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó λ 7→ 1Gλ . Ââèäó
ýòîãî âûðàæåíèÿ xλx ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ
êîëüöà, ïðè÷åì xλx = λxx , òàê ÷òî âìåñòî çàïèñè êîýôôèöèåíòîâ ñïðàâà
îò áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü è çàïèñü èõ ñëåâà îò áàçèñíûõ
ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì,

∑

x∈G
xλx =

∑

x∈G
λxx.

Ëèíåéíîå äåéñòâèå G íà FG , ñîîòâåòñòâóþùåå äåéñòâèþ G íà G ëåâû-
ìè ñäâèãàìè, íàçûâàåòñÿ ëåâûì ðåãóëÿðíûì (ëèíåéíûì) ïðåäñòàâëåíèåì
ãðóïïû G íàä ïîëåì F . Âî ìíîãèõ âàæíûõ ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð, êîãäà G
êîíå÷íà è F = C) îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå êîíå÷íîìåðíûå G-ìîäóëè ÿâëÿ-
þòñÿ (èçîìîðôíû) ïðÿìûìè ñóììàìè G-ïîäìîäóëåé G-ìîäóëÿ FG .

Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, è Z1 , . . . , Zm � êëàññû ñîïðÿæåííûõ
ýëåìåíòîâ G . Â êîëüöå FG ìîæíî îïðåäåëèòü ýëåìåíòû

Ci =
∑

g∈Zi
g, i = 1, 2, . . . ,m.

Ýòè ýëåìåíòû îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ êàæäîãî v ∈ FG

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî aCi = Cia .

6.12. Äîêàæèòå ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå.
Óêàçàíèå. Ñíà÷àëà ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü

ëèøü ñëó÷àé a ∈ G . Åñëè ýå a ∈ G , òî aCi = Cia ðàâíîñèëüíî aCia−1 =

Ci . Äàëåå ìîæíî ïðåäñòàâèòü Ci êàê b1 + · · · + bk , ãäå {b1, . . . , bk} = Zi ,
çàïèñàòü aCia−1 êàê ñóììó, è âñïîìíèòü, ÷òî æå òàêîå êëàññ ñîïðÿæåííûõ
ýëåìåíòîâ.
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Îïðåäåëèì öåíòð êîëüöà FG êàê ìíîæåñòâî C(FG) , ñîñòîÿùåå èç
âñåõ òàêèõ w ∈ FG , ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ FG èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
aw = wa .

6.13. Äîêàçàòü, ÷òî C(FG) ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì êîëüöà FG . Ïðè ýòîì
F ⊂ C(FG) (íàïîìíèì, ÷òî ïîëå F ñ÷èòàåòñÿ ïîäêîëüöîì FG). Ïðîâå-
ðèòü, ÷òî C(FG) � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà FG .

Òåîðåìà 6.2. Ýëåìåíòû C1 , . . . , Cm ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì öåíòðà ãðóï-
ïîâîãî êîëüöà FG êàê ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì F .

Êðàòêîå äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w =
∑
x∈G

λxx ∈ C(FG) . Ëåãêî ïðî-
âåðÿåòñÿ, ÷òî óñëîâèå aw = wa äëÿ âñåõ a ∈ FG ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ
gw = wg äëÿ âñåõ g ∈ G , ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ
gwg−1 = w äëÿ âñåõ g ∈ G . Ñîïîñòàâëÿÿ â ðàâåíñòâå

g(
∑

x∈G
λxx)g−1 =

∑

x∈G
λxgxg

−1 =
∑

x∈G
λxx

êîýôôèöèåíòû ïðè îäíèõ è òåõ æå áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ, ïîëó÷àåì ðàâåí-
ñòâî

λx = λgxg−1,

âûïîëíÿþùååñÿ äëÿ âñåõ x è g . Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè x è y ïðèíàä-
ëåæàò ê îäíîìó è òîìó æå êëàññó ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ, òî λx = λy .
Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíòû λx çàâèñÿò òîëüêî îò êëàññîâ Zi , òàêèõ,
÷òî x ∈ Zi . Ïîëîæèì λi = λx ïðè x ∈ Zi , òîãäà ýëåìåíò w ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

∑

x∈G
λxx =

m∑

i=1

∑

x∈Zi
λix =

m∑

i=1

λi(
∑

x∈Zi
x) =

m∑

i=1

λiCi.

Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû Ci ïîðîæäàþò C(FG) êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ýòèõ ýëåìåíòîâ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îíè
ÿâëÿþòñÿ ñóììàìè áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ FG , ïðè÷åì íè â îäíîé ïàðå Ci ,
Cj íåò îáùèõ ñëàãàåìûõ. �

Òî, ÷òî ýòîì äîêàçàòåëüñòâå ñêàëÿðû (ýëåìåíòû ïîëÿ) çàïèñàíû ñëå-
âà îò âåêòîðîâ, ðåçóëüòàò (â äàííîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå) íå ïîâëèÿëî.

Ýëåìåíòû C1 , . . . , Cm èãðàþò îñîáóþ ðîëü â îïèñàíèè ñòðîåíèÿ
FG . Ïîêàæåì ýòî äàëåå íà òðåõ ïðîñòûõ ïðèìåðàõ. Â êà÷åñòâå ïîëÿ F

âî âñåõ ñëó÷àÿõ ìîæíî áðàòü ïîëå Q .
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6.14. Ïóñòü G = S3 = {1, a, b, b2, ab, ab2} , ãäå a2 = b3 = 1 , ba = ab2 .
Äëÿ ýòîé ãðóïïû C1 = 1 , C2 = b + b2 , C3 = a + ab + ab2 . Ïîñêîëüêó
ýòè ýëåìåíòû îáðàçóþò áàçèñ ïîäêîëüöà, èõ ïðîèçâåäåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ
â âèäå èõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé. Â äàííîì ñëó÷àå òàáëèöà óìíîæåíèÿ
ýëåìåíòîâ C1, C2, C3 âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì (ïðîâåðüòå ýòî):

C1 C2 C3

C1 C1 C2 C3

C2 C2 2C1 + C2 2C3

C3 C3 2C3 3(C1 + C2)

Ïîëîæèì
e1 = 1

6(C1 + C2 + C3) = 1
6(1 + C2 + C3),

e2 = 1
3(2C1 − C2) = 1

3(2− C2),

e3 = 1
6(C1 + C2 − C3) = 1

6(1 + C2 − C3).

ßñíî, ÷òî e1, e2, e3 ∈ C(FG) .

1) Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïîêàæèòå, ÷òî e2
i = ei , eiej = 0 , e1+e2+e3 = 1

äëÿ âñåõ i è j 6= i .

2) Ïðîâåðüòå, ÷òî dim(FG)e1 = 1 , dim(FG)e2 = 1 , dim(FG)e3 = 4 .

3) Äîêàæèòå, ÷òî FG = (FG)e1 ⊕ (FG)e2 ⊕ (FG)e3 .

4) Äîêàæèòå, ÷òî (FG)e1 , (FG)e2 , (FG)e3 � ïîäìîäóëè G-ìîäóëÿ
FG .

6.15. Ïóñòü G = Q8 = {1, u, x, ux, y, uy, z, uz} , ãäå u2 = 1 , x2 = y2 = u ,
xu = ux , uy = uy , xy = z , xy = uyx . Äëÿ ýòîé ãðóïïû C1 = 1 , C2 = u ,
C3 = x + ux , C4 = y + uy , C5 = z + uz . Ñîñòàâüòå òàáëèöó óìíîæåíèÿ
ýëåìåíòîâ C1, C2, C3, 4, C5 . Ïîëîæèì

e1 = 1
8(C1 + C2 + C3 + C4 + C5),

e2 = 1
8(C1 + C2 − C3 − C4 + C5),

e3 = 1
8(C1 + C2 − C3 + C4 − C5),

e4 = 1
8(C1 + C2 − C3 + C4 − C5),

e3 = 1
2(C1 − C2).

1) Ïîêàçàòü, ÷òî e2
i = ei , eiej = 0 , e1 + e2 + e3 + e4 + e5 = 1 äëÿ âñåõ i

è j 6= i .
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2) Âû÷èñëèòü ðàçìåðíîñòè dim(FG)ei , 1 ≤ i ≤ 5 .

3) Äîêàçàòü, ÷òî FG = (FG)e1⊕ (FG)e2⊕ (FG)e3⊕ (FG)e4⊕ (FG)e5 .

4) Äîêàçàòü, ÷òî (FG)ei� ïîäìîäóëè G-ìîäóëÿ FG äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ 5 .

6.16. Ïóñòü G = {1, x, x2, x3, y, y3, xy, xy3} , ãäå x4 = 1 , x2 = y2 , y =

xyx , x = yxy . Áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûì, ÷òî äëÿ ýòîé ãðóïïû C1 = 1 ,
C2 = x2 , C3 = x + x3 , C4 = y + y3 , C5 = xy + xy3 . Ñîñòàâüòå òàáëèöó
óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ C1, C2, C3, 4, C5 . Ïîëîæèì

e1 = 1
8(C1 + C2 + C3 + C4 + C5),

e2 = 1
8(C1 + C2 + C3 − C4 − C5),

e3 = 1
8(C1 + C2 − C3 − C4 + C5),

e4 = 1
8(C1 + C2 − C3 + C4 − C5),

e3 = 1
2(C1 − C2).

1) Ïîêàçàòü, ÷òî e2
i = ei , eiej = 0 , e1 + e2 + e3 + e4 + e5 = 1 äëÿ âñåõ i

è j 6= i .

2) Âû÷èñëèòü ðàçìåðíîñòè dim(FG)ei , 1 ≤ i ≤ 5 .

3) Äîêàçàòü, ÷òî FG = (FG)e1⊕ (FG)e2⊕ (FG)e3⊕ (FG)e4⊕ (FG)e5 .

4) Äîêàçàòü, ÷òî (FG)ei� ïîäìîäóëè G-ìîäóëÿ FG äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ 5 .

6.17. Ïóñòü G = {1, x, x2, x3, y, xy, x2y, x3y} , ãäå x4 = 1 , y2 = 1 , yx =

x3y . Òàê êàê ãðóïïà G � ýòî ãðóïïà äèýäðà D4 , òî èçâåñòî, ÷òî äëÿ íåå
C1 = 1 , C2 = x2 , C3 = x + x3 , C4 = y + x2y , C5 = xy + x3y . Ñîñòàâüòå
òàáëèöó óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ C1, C2, C3, 4, C5 . Ïîëîæèì

e1 = 1
8(C1 + C2 + C3 + C4 + C5),

e2 = 1
8(C1 + C2 + C3 − C4 − C5),

e3 = 1
8(C1 + C2 − C3 + C4 − C5),

e4 = 1
8(C1 + C2 − C3 − C4 + C5),

e3 = 1
2(C1 − C2).

1) Ïîêàçàòü, ÷òî e2
i = ei , eiej = 0 , e1 + e2 + e3 + e4 + e5 = 1 äëÿ âñåõ i

è j 6= i .

2) Âû÷èñëèòü ðàçìåðíîñòè dim(FG)ei , 1 ≤ i ≤ 5 .
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3) Äîêàçàòü, ÷òî FG = (FG)e1⊕ (FG)e2⊕ (FG)e3⊕ (FG)e4⊕ (FG)e5 .

4) Äîêàçàòü, ÷òî (FG)ei� ïîäìîäóëè G-ìîäóëÿ FG äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ 5 .

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå íàèáîëåå ïðîñòîé âèä ïðåäñòàâëåíèé � îä-
íîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü ïîëåì F äî êîíöà
ýòîãî ðàçäåëà áóäåò òîëüêî ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C . Òàê êàê GL1(C) =

C∗ , òî îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G � ýòî ãîìîìîðôèçìû èç G
â C∗ . Òðàäèöèîííî òàêèå ãîìîìîðôèçìû îáîçíà÷àþòñÿ áóêâîé χ (äðóãîå
èõ íàçâàíèå � îäíîìåðíûå õàðàêòåðû ãðóïïû G). Îòìåòèì îäíî ñóùå-
ñòâåííîå ñâîéñòâî îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé: åñëè χ : G → C∗ � ïðåä-
ñòàâëåíèå, òî χ(gxg−1) = χ(x) äëÿ ëþáûõ g, x ∈ G . Ýòî çíà÷èò, ÷òî χ

ïðèíèìàåò îäíè è òå æå çíà÷åíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ èç îäíîãî è òîãî æå êëàñ-
ñà ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ. Äðóãîå íàáëþäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè
ãðóïïà G êîíå÷íà, ïîðÿäêè âñåõ åå ýëåìåíòîâ êîíå÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî,
åñëè g ∈ G , òî gn = 1 äëÿ íåêîòîðîãî n . Îòñþäà χ(gn) = χ(g)n = 1 .
Òàêèì îáðàçîì, χ(g) ∈ Un ⊂ U . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî χ(G) ⊆ Ul , ãäå l
åñòü íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ G .

Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå, è ïðè ðåøåíèè äàëüíåéøèõ çàäà÷, èñïîëüçó-
åòñÿ îäíà êîíñòðóêöèÿ, êîòîðàÿ â äàííîì ïîñîáèè ïðèíèìàåòñÿ áåç îáîñ-
íîâàíèÿ. À èìåííî, ïóñòü â ãðóïïå G çàäàíî ìíîæåñòâî îáðàçóþùèõ X ,
è äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà g ∈ G çàôèêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ åãî çàïèñü â
âèäå g = x±1

α1
. . . x±1

αr
, â êîòîðîé xα1

, . . . , xαr ∈ X . Íàçîâåì òàêóþ çàïèñü
ñòàíäàðòíîé ôîðìîé g . Äîïóñòèì åùå, ÷òî èçâåñòíî íåêîòîðîå êîëè÷å-
ñòâî ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýëåìåíòàìè X , èìåþùèõ âèä w1 = w2 , ãäå
w1 = x±1

i1
. . . x±1

ik
, w2 = x±1

j1
. . . x±1

js
, xi1, . . . , xjs ∈ X . Ýòèõ ñîîòíîøåíèé

äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ñ èõ ïîìîùüþ ïðè-
âåñòè ïðîèçâåäåíèå ñòàíäàðòíûõ ôîðì ýëåìåíòîâ g1 è g2 ê ñòàíäàðòíîé
ôîðìå ýëåìåíòà g1g2 , è ïî ñòàíäàðòíîé ôîðìå g âû÷èñëèòü ñòàíäàðòíóþ
ôîðìó g−1 . Ïóñòü êàæäîìó ýëåìåíòó xi ∈ X ñîïîñòàâëåíî êîìïëåêñ-
íîå ÷èñëî ui ∈ C∗ . Òåîðåìà, î êîòîðîé èäåò ðå÷ü, óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè
ýòè ÷èñëà òàêîâû, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñîîòíîøåíèÿ w1 = w2 , î êîòîðîì
ãîâîðèëîñü âûøå, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî âèäà

u±1
i1
. . . u±1

ik
= u±1

j1
. . . u±1

js
,

30



òî ñóùåñòâóåò, ïðèòîì îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé, ãîìîìîðôèçì (îäíîìåð-
íîå ïðåäñòàâëåíèå) χ : G −→ C∗ , òàêîé, ÷òî χ(xi) = ui äëÿ âñåõ xi ∈ X .
Ïðè ýòîì, åñëè g = x±1

α1
. . . x±1

αr
, òî h(g) = u±1

α1
. . . u±1

αr
. Äîêàçàòåëüñòâî (è

áîëåå òî÷íóþ è îáùóþ ôîðìóëèðîâêó) ìîæíî íàéòè â òåõ ðàçäåëàõ êíèã
ïî òåîðèè ãðóïï, ãäå ãîâîðèòñÿ î ñâîáîäíûõ ãðóïïàõ è î çàäàíèè ãðóïï îá-
ðàçóþùèìè è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè. Ôàêòè÷åñêè íà ïîñëåäíåì
ýòàïå ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå.

Òî, ÷òî ïðèìåíÿåòñÿ íå âõîäÿùèé â ïðîãðàììó êóðñà ðåçóëüòàò, íå
äîëæíî êàçàòüñÿ ÷åì-òî íåîáû÷íûì. Íàïðèìåð, äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà
íà÷èíàþò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè èçó÷åíèè ìàòåìàòèêè íàìíîãî ðàíüøå òî-
ãî ìîìåíòà, êîãäà ñòóäåíòû óçíàþò (åñëè ýòî âîîáùå ïðîèñõîäèò!), êàêîâî
æå èõ (äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë) ñòðîãîå ïîñòðîåíèå, êîòîðîå äàëåêî íå òðè-
âèàëüíî.

Ïðèìåð 6.1. Íàéäåì âñå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû äèýä-
ðà D2m . Íàïîìíèì, ÷òî ýòî ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ äâóìÿ ýëåìåíòàìè a è
b , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì: a2m = b2 = 1 , ba = a2m−1b .
Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó (ab)2 = 1 (îáîñíóéòå
ýòî!). Ýëåìåíòû D2m � ýòî 1, a, a2, . . . , a2m−1, b, ab, a2b, . . . , a2m−1b . Êëàñ-
ñû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ � {1} , {am} , {ak, a2m−k} , 1 ≤ k ≤ m − 1 ,
{b, a2b, a4b, . . . , a2m−2b} , {ab, a3b, a5b, . . . , a2m−1b} . Ýòà èíôîðìàöèÿ ïîçâî-
ëÿåò îïèñàòü îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ â êîìïàêòíîì âèäå: äëÿ êàæäîãî
χ äîñòàòî÷íî çíàòü åãî çíà÷åíèÿ ëèøü äëÿ îäíîãî ýëåìåíòà èç êàæäîãî
êëàññà ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.

Èòàê, ïóñòü χ : D2m −→ C∗ � íåêîòîðîå îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëå-
íèå. Ïîëîæèì χ(a) = x ∈ C∗ , χ(b) = y ∈ C∗ . Òîãäà èç a2m = b2 = 1

ñëåäóåò, ÷òî x2m = y2 = 1 , à èç (ab)2 = 1 ñëåäóåò (xy)2 = 1 . Òàê êàê a è
b ïîðîæäàþ âñþ ãðóïïó D2m , à χ � ãîìîìîðôèçì ãðóïï, òî ïî çíà÷åíè-
ÿì x è y îäíîçíà÷íî âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå χ íà ëþáîì ýëåìåíòå D2m .
Ñëåäîâàòåëüíî, íàõîæäåíèå χ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ x è y , òî åñòü ê
ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé:





x2m = 1

y2 = 1

(xy)2 = x2y2 = 1

31



Î÷åâèäíî, ýòà ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé:
{
x2 = 1

y2 = 1

Ýòà ñèñòåìà ëåãêî ðåøàåòñÿ. Èìååòñÿ 4 ðåøåíèÿ, è ýòî âñå âîçìîæíûå
êîìáèíàöèè çíà÷åíèé x = ±1 , y = ±1 . Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì òàáëèöó
çíà÷åíèé äëÿ ÷åòûðåõ îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé D2m :

1 a b am . . . ak . . . ab

χ1 1 1 1 1 . . . 1 . . . 1

χ2 1 1 −1 1 . . . 1 . . . −1

χ3 1 −1 1 (−1)m . . . (−1)k . . . −1

χ4 1 −1 −1 (−1)m . . . (−1)k . . . 1

Â âåðõíåé ñòðîêå óêàçàíû ïðåäñòàâèòåëè êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåí-
òîâ, 2 ≤ k ≤ m− 1 .

6.18. Íàéòè îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï D2m+1 . Â ÷àñòíîñòè, ÷òî
ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ D3 = S3?

6.19. Íàéòè îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû S4 . Íàïîìíèì, ÷òî ýòà
ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè S, T , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíî-
øåíèÿ S4 = T 2 = 1 , (ST )3 = 1 (ïîäðîáíîñòè ñì. â ðàçäåëå 2).

6.20. Íàéòè îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû A4 . Íàïîìíèì, ÷òî ýòà
ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè S,R , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíî-
øåíèÿ S3 = R2 = (SR)3 = 1 (ïîäðîáíîñòè ñì. â ðàçäåëå 2).

6.21. Íàéòè îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû A5 . Ýòà ãðóïïà ïîðîæ-
äàåòñÿ ýëåìåíòàìè R,S , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ R2 =

S3 = (RS)5 = 1 .

6.22. Íàéòè îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Q8 . Íàïîìíèì, ÷òî ýòà
ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè a, b , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíî-
øåíèÿ a4 = 1 , b2 = a2 , bab−1 = a2 . ( ïîäðîáíîñòè ñì. â ðàçäåëå 3).

6.23. Íàéòè îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Un . Íàïîìíèì, ÷òî ýòà
ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Îíà ïîðîæäàåòñÿ îäíèì ýëåìåíòîì u , òà-
êèì, ÷òî un = 1 .
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6.24. Íàéòè îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Z . Íàïîìíèì, ÷òî ýòî
áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà (ïî ñëîæåíèþ), ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì
1 (íåéòðàëüíûé ýëåìåíò çäåñü � íóëü!).

6.25. Êàê âûðàæàþòñÿ îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G1 ×G2 ÷åðåç îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ G1 è G2?

Óêàçàíèå. Ïóñòü χ1 : G1 → C∗ , χ2 : G2 → C∗ � ïðåäñòàâëå-
íèÿ. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ χ : G1 × G2 → C∗ ïî ïðàâèëó χ(g1, g2) =

χ1(g1)χ2(g2) . Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G1×G2 . Êàæäîå
ëè ïðåäñòàâëåíèå G1 ×G2 èìååò òàêîé âèä?

Ãðóïïû èç ñëåäóþùåé ñåðèè çàäàíèé äîëæíû áûòü ïîäðîáíî èññëå-
äîâàíû â çàäà÷àõ èç ðàçäåëà 3. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ðåøåíèè òåõ çàäà÷ äîëæ-
íû áûëè áûòü âû÷èñëåíû êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ýòèõ ãðóïï,
èíôîðìàöèÿ î êîòîðûõ íåîáõîäèìà è äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ 6.26 � 6.47.

6.26. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, S, S2, S3, S4, S5, S6, S7, T, ST, S2T, S3T, S4T, S5T, S6T, S7T,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

S8 = T 2 = 1, TS = S3T.

Âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå âñå ðàçëè÷íûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G .

6.27. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, S, S2, S3, S4, S5, S6, S7, T, ST, S2T, S3T, S4T, S5T, S6T, S7T,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

S8 = T 2 = 1, TS = S5T.

Âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå âñå ðàçëè÷íûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G .
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6.28. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, S, S2, S3, T, T 2, T 3, TS, TS2, TS3, T 2S, T 2S2, T 2S3, T 3S, T 3S2, T 3S3,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

S4 = T 4 = 1, ST = TS3.

Âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå âñå ðàçëè÷íûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G .

6.29. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, R,R2, R3, S, S2, S3, SR, SR2, SR3, S2R,S2R2, S2R3, S3R,S3R2, S3R3,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

R4 = S4 = 1, RS = S3R3, R3S = S3R.

Âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå âñå ðàçëè÷íûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G .

6.30. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, R, S, T,RS,RT, TR, SR, ST, TS,A,A2, A3, B, C,D,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

R2 = S2 = T 2 = 1, RST = TRS = STR, (RST )4 = 1,

TRT = SRS,RTR = STS, TST = RSR,

A = RST,B = TRT,C = RTR,D = TST.

Âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå âñå ðàçëè÷íûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G .

6.31. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, S, S2, S3, S4, S5, S6, S7, T, ST, S2T, S3T, S4T, S5T, S6T, S7T,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

S8 = T 4 = 1, S4 = T 2, TS = S7T, ST = TS7.

Âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå âñå ðàçëè÷íûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G .
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6.32. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, S, S2, S3, S4, S5, S6, S7, X, SX, S2X,S3X,S4X,S5X,S6X,S7X,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

S8 = X4 = 1, S4 = X2, XS = S3X.

Âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå âñå ðàçëè÷íûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G .

6.33. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, S, S2, S3, S4, S5, S6, S7, X, SX, S2X,S3X,S4X,S5X,S6X = X3, S7X,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

S8 = X8 = 1, X2 = S6, X4 = S4, X6 = S2, XS = S5X.

Âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå âñå ðàçëè÷íûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G .

6.34. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, X, Y, Z,XY,XZ, Y Z, (Y Z)2, (Y Z)3,

Y ZY, ZY Z,XY Z,XZY,XY ZY,XZY Z,X(Y Z)2,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

X2 = Y 2 = Z2 = 1, XY = Y X,XZ = ZX,ZY = (Y Z)3.

Âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå âñå ðàçëè÷íûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G .

6.35. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, S, S2, S3, S4, S5, S6, S7, R, SR, S2R,S3R, S4R, S5R, S6R,S7R,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

S8 = R4 = 1, S4 = R2, RS2 = S2R3, RS3 = S5R.

Âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå âñå ðàçëè÷íûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G .
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6.36. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, R, S, T,R2, R3, S3, S3, RS, SR, TR, TS, TR2, TRS, TR3, TS3, TSR,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

R4 = T 2 = 1, R2 = S2 = (RS)2, RT = TR, TS = ST.

Âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå âñå ðàçëè÷íûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G .

6.37. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, A,B,A2, A3, A4, A5, A6, A7, B,AB,A2B,A3B,A4B,A5B,A6B,A7B,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

A8 = B2 = 1, BA7 = A5B.

Âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå âñå ðàçëè÷íûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G .

6.38. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, P,Q, P 2, P 3, P 4, P 5, P 6, P 7, Q, PQ, P 2Q,P 3Q,P 4Q,P 5Q,P 6Q,P 7Q,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

P 8 = Q2 = 1, QP 7 = P 3Q.

Âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå âñå ðàçëè÷íûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G .

6.39. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, U, U 2, U 3, V, V 2, V 3, V U, V U 2, V U 3, V 2U, V 3U, V 3U2, V 2U2, V 2U3, V 3U3,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

U 4 = V 4 = 1, U 3V 3 = V 3U.

Âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå âñå ðàçëè÷íûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G .
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6.40. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, X,X2, X3, Y, Y 2, Y 3, XY,XY 2, XY 3,

X2Y,X2Y 2, X2Y 3, X3Y,X3Y 2, X3Y 3,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

X4 = Y 4 = 1, X−1 = Y XY, Y = XY −1X.

Âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå âñå ðàçëè÷íûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G .

6.41. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, X, Y, Z,XY,XZ,ZX, Y X, Y Z, ZY,

XY Z, (XY Z)2, (XY Z)3, XY X,XZX, Y XY,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

X2 = Y 2 = Z2 = 1, XY = Z(XY )Z,ZX = Y (ZX)Y, ZY = X(ZY )X,

XY X = ZY Z,XZX = Y ZY, Y XY = ZXZ.

Âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå âñå ðàçëè÷íûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G .

6.42. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, X, Y,X2, X3, X4, X5, X6, X7, Y,XY,X2Y,X3Y,X4Y,X5Y,X6Y,X7Y,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

X8 = 1, X4 = Y 2, Y XY −1 = X−1, XY X = Y.

Âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå âñå ðàçëè÷íûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G .

6.43. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, U, U 2, U 3, U 4, U 5, U 6, U 7, V, V 3, UV, U 2V, UV 3, U 2V 3U3V, U 3V 3,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

U 8 = 1, V 2 = U4, V U 3V −1 = U.

Âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå âñå ðàçëè÷íûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G .
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6.44. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, C, C2, C3, C4, C5, C6, C7, Y, CY,C2Y,C3Y,C4Y,C5Y,C6Y,C7Y,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

C8 = Y 8, Y 2 = C6, Y 4 = C4, Y 6 = C2, Y CY = C3.

Âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå âñå ðàçëè÷íûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G .

6.45. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, A,B,C,AB,AC,BC, (BC)2, (BC)3,

BCB,CBC,ABC,ACB,ABCB,ACBC,A(BC)2,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

A2 = B2 = C2 = (BC)4 = 1, AB = BA,AC = CA.

Âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå âñå ðàçëè÷íûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G .

6.46. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, X,X2, X3, X4, X5, X6, X7, Y,XY,X2Y,X3Y,X4Y,X5Y,X6Y,X7Y,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

Y 4 = 1, Y 2 = X4, Y X2 = X6Y, Y X = X7Y.

Âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå âñå ðàçëè÷íûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G .

6.47. Äàíà ãðóïïà G ñ ýëåìåíòàìè

1, X,X2, X3, Y, Y 3, Z,XY, Y X,ZX,ZY, ZX2, ZXY, ZX3, ZY 3, ZY X,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

X2 = Y 2 = (XY )2, Z2 = (XY )4 = 1, ZXZ−1 = X,ZY Z−1 = Y.

Âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå âñå ðàçëè÷íûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû G .
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7. Ãðóïïû âðàùåíèé

Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà A ñ äåéñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè, äëÿ êî-
òîðîé A−1 = tA , íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé.

Ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ n × n-ìàòðèö îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
O(n) è íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ãðóïïîé. Ïîäìíîæåñòâî O(n) , ñîñòî-
ÿùåå èç ìàòðèö ñ åäèíè÷íûìè îïðåäåëèòåëÿìè, íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíîé
îðòîãîíàëüíîé ãðóïïîé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç SO(n) .

7.1. Äîêàçàòü, ÷òî O(n) è SO(n) ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè ãðóïïû
GLn(R) . Äîêàçàòü, ÷òî SO(n) � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû O(n) ,
è âû÷èñëèòü ôàêòîðãðóïïó O(n)/SO(n) .

7.2. Ïóñòü J � ïðîèçâîëüíàÿ n×n-ìàòðèöà ñ êîìïîíåíòàìè èç ïîëÿ R .
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî GJ , ñîñòîÿùåå èç âñåõ òåõ X ∈ GLn(R) , êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

tXJX = J.

Äîêàçàòü, ÷òî GJ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû GLn(R) .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè J = En ãðóïïà GJ ñîâïàäàåò ñ O(n) . Âûáèðàÿ ìàòðèöû
J èíûìè ñïîñîáàìè, ìîæíî ïîëó÷èòü ìíîãî äðóãèõ èíòåðåñíûõ ïðèìåðîâ
ãðóïï.

Íàøà öåëü � ïîäðîáíî èçó÷èòü ãðóïïû SO(2) è SO(3) . Íà÷íåì ñ
SO(2) . Ïóñòü

A =

(
a b

c d

)
∈ SO(2).

Òîãäà èç A(tA) = E2 è det(A) = 1 ñëåäóåò, ÷òî a2 + b2 = c2 + d2 = 1 ,
ac+ bd = 0 , ad− bc = 1 .

7.3. Âûâåñòè îòñþäà, ÷òî ìàòðèöó A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

A = A(ϕ) =

(
cosϕ − sinϕ

sinϕ cosϕ

)
, ϕ ∈ [0, 2π).

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà SO(2) ñîñòîèò èç âñåõ ìàòðèö òàêîãî âèäà. Ãåî-
ìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàâàåìîãî ìàò-
ðèöåé A � ïîâîðîò íà óãîë ϕ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïðîâåðüòå ýòî.
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Äàëåå íàì ïîòðåáóåòñÿ îïðåäåëåíèå êîëüöà. Ïðèìåðû êîëåö è ïî-
ëåé âñòðå÷àþòñÿ ñòóäåíòó-ìàòåìàòèêó íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî êóðñà, òàê ÷òî
èõ ïîÿâëåíèå íå äîëæíî îêàçàòüñÿ ÷åì-òî íåîæèäàííûì è ñîâåðøåííî
íåçíàêîìûì.

Àññîöèàòèâíîå êîëüöî R � ýòî ìíîæåñòâî ñ äâóìÿ áèíàðíûìè
îïðåàöèÿìè, ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì. Îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæå-
íèÿ R ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé (èëè àáåëåâîé) ãðóïïîé, íåéòðàëüíûì
ýëåìåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íóëü, à îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ � ïîëó-
ãðóïïîé (â íàøèõ ïðèìåðàõ âñåãäà ñ åäèíèöåé). Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

x(y ± z) = xy ± xz, (x± y)z = xz ± yz

äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ R . Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî x0 = 0x = 0

äëÿ êàæäîãî x ∈ R .
Àññîöèàòèâíûå êîëüöà ÷àñòî íàçûâàþòñÿ ïðîñòî êîëüöàìè. Êîëüöî

íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì, åñëè xy = yx äëÿ âñåõ x, y ∈ R . Êîììó-
òàòèâíîå êîëüöî íàçûâàåòñÿ ïîëåì, åñëè êàæäûé åãî íåíóëåâîé ýëåìåíò
èìååò îáðàòíûé ïî óìíîæåíèþ, òî åñòü äëÿ êàæäîãî x 6= 0 ñóùåñòâóåò y ,
òàêîé, ÷òî xy = yx = 1 . Èíûìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî R \ {0} îêàçûâàåòñÿ
(êîììóòàòèâíîé) ãðóïïîé ïî óìíîæåíèþ.

Âîò ïðèìåðû êîëåö è ïîëåé, êîòîðûå äîëæíû áûòü èçâåñòíû êàæ-
äîìó ñòóäåíòó-ìàòåìàòèêó, îêîí÷èâøåìó ïåðâûé êóðñ. Ïðåæäå âñåãî,
êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z . Äàëåå, ïîëÿ Q,R,C . Çàòåì êîëüöî êâàäðàòíûõ
n × n-ìàòðèö íàä ïîëåì F , îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç Mn(F ) . Îíî íåêîììó-
òàòèâíî. Íàêîíåö, êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ îò n ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì F ,
îáîçíà÷àåìûå êàê F [x1, . . . , xn] .

Ïîäêîëüöîì R′ êîëüöà R íàçûâàåòñÿ åãî ïîäìíîæåñòâî, êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé R ïî ñëîæåíèþ, ñîäåðæèò åäèíèöó êîëüöà R è çà-
ìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, òî åñòü åñëè x, y ∈ R′ , òî xy ∈ R′ .

Ãîìîìîðôèçì h èç êîëüöà R1 â êîëüöî R2 (ãîìîìîðôèçì êîëåö)�
ýòî îòîáðàæåíèå h : R1 −→ R2 , ÿâëÿþùååñÿ ãîìîìîðôèçìîì àáåëåâûõ
ãðóïï (ò.å. h(x+ y) = h(x) +h(y) è h(0) = 0), è îáëàäàþùåå, êðîìå òîãî,
ñâîéñòâàìè h(xy) = h(x)h(y) , h(1) = 1 . Èçîìîðôèçì êîëåö îïðåäåëÿåòñÿ
òî÷íî òàê æå, êàê èçîìîðôèçì ãðóïï. Â êîíå÷íîì ñ÷åòå ýòî áèåêòèâíûé
ãîìîìîðôèçì.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
C è åãî ñâîéñòâàìè. Îáû÷íîå îïðåäåëåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî C � ýòî
ëèíåéíîå (èëè âåêòîðíîå) ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 2 íàä ïîëåì äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R , ïðè÷åì ñàìî ïîëå R ñîäåðæèòñÿ â C êàê ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, è ñóùåñòâóåò áàçèñ C íàä R èç äâóõ ýëåìåíòîâ: 1 ∈ R è i .
Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ýëåìåíò z ∈ C îäíîçíà÷íî çàïèñûâàåòñÿ êàê ëè-
íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ z = a · 1 + b · i ñ êîýôôèöèåíòàìè
a, b ∈ R .

Òåîðåìà 7.1. Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èçîìîðôíî è êàê êîëüöî, è êàê
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R, êîëüöó êâàäðàòíûõ ìàòðèö âèäà

(
a −b
b a

)

ñ ýëåìåíòàìè a, b ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: åñëè z = a+ bi , òî

A(z) =

(
a −b
b a

)
.

Ýëåìåíòàðíûå âû÷èñëåíèÿ ñ ìàòðèöàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ïîêàçûâàþò, ÷òî
A(1) = E , A(0) = 0 , A(λz) = λA(z) äëÿ λ ∈ R , A(z1+z2) = A(z1)+A(z2) ,
è, íàêîíåö, A(z1z2) = A(z1)A(z2) . Âñå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâèå
z 7→ A(z) åñòü ãîìîìîðôèçì êîëåö è ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ïîëåì
R . Î÷åâèäíî, ÷òî îí èíúåêòèâåí è ñþðúåêòèâåí. �

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî |z|2 = a2 + b2 = det(A(z)) . Î÷åâèäíî òàêæå,
÷òî SO(2) ñîäåðæèòñÿ â êîëüöå ìàòðèö âèäà A(z) , z ∈ C .

7.4. Äîêàçàòü, ÷òî îãðàíè÷åíèå èçîìîðôèçìà êîëåö z 7→ A(z) íà ïîä-
ãðóïïó U ãðóïïû C∗ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ìåæäó ãðóïïàìè U è
SO(2) .

Åñëè z ∈ U , òî z = cosϕ+ i sinϕ , òàê ÷òî A(z) = A(ϕ) .

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ SO(3) . Äëÿ ïðîèçâîëüíîé n× n-ìàòðèöû A

ïóñòü fA(x) � åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, ðàâíûé det(xEn − A) .
Íàïîìíèì, ÷òî ýòî ìíîãî÷ëåí n-é ñòåïåíè è åãî ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí
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(−1)ndet(A) . Òàê êàê îïðåäåëèòåëü òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû ñîâïà-
äàåò ñ îïðåäåëèòåëåì èñõîäíîé ìàòðèöû, òî det(xEn − A) = det(t(xEn −
A)) = det(xEn− tA) . Òàêèì îáðàçîì, fA(x) = f(tA)(x) . Åñëè æå A−1 = tA ,
òî ïðåäñòàâëÿÿ En êàê A(tA) , ïîëó÷èì

xEn − A = xA(tA)− A = xA(tA− 1

x
E).

Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü îò ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà:

fA(x) = det(xA(tA− 1
xE)) = det(xA)det(tA− 1

xE) =

= xndet(A)(−1)ndet( 1
xEn − tA) = (−1)nxndet(A)f(tA)(

1
x) =

= (−1)nxndet(A)fA( 1
x)

Åñëè ê òîìó æå det(A) = 1 , òî 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì fA(x) , è åñëè fA(λ) =

0 , òî fA( 1
λ) = 0 . Èíûìè ñëîâàìè, åñëè λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû

èç SO(n) , òî è 1

λ
� òàêæå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.

Ëåììà 7.1. Ó ëþáîé íååäèíè÷íîé ìàòðèöû èç SO(3) îäíî (è òîëüêî
îäíî) èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàâíî åäèíèöå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîíÿòíî, ÷òî ó åäèíè÷íîé 3 × 3-ìàòðèöû åäèíè-
öà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, èìåþùèì êðàòíîñòü
òðè, è ÷òî ýòî ñâîéñòâî õàðàêòåðèçóåò òîëüêî åäèíè÷íóþ ìàòðèöó. Äîïó-
ñòèì, ÷òî A 6= E3 , è ïóñòü λ1, λ2, λ3 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A . Òîãäà
λ1λ2λ3 = det(A) = 1 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå òðè êîðíÿ âåùåñòâåííû. Åñ-
ëè, íàïðèìåð, λ3 6= 1

λ3
(ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî λ3 6= ±1), òî λ3 =

1

λ2
.

Â ÷àñòíîñòè, òîãäà è λ2 6= ±1 , à òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå λ2λ3 = 1 è
λ1λ2λ3 = 1 , òî λ1 = 1 . Åñëè æå äëÿ âñåõ i = 1, 2, 3 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
λi =

1

λi
, òî λ2

i = 1 , λi = ±1 . Åäèíñòâåííàÿ äîïóñòèìàÿ çäåñü (ñ ó÷åòîì
òîãî, ÷òî λ1λ2λ3 = 1) êîìáèíàöèÿ: îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ðàâíî åäè-
íèöå, äâà äðóãèõ ðàâíû ìèíóñ åäèíèöå. Åñëè íå âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
âåùåñòâåííû, òî íàäî èñïîëüçîâàòü òî, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà ñ äåéñòâèòåëüíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè ÷èñëî, ñîïðÿæåííîå ê êîìïëåêñíîìó êîðíþ, òàêæå
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå òðè êîðíÿ λ1, λ2, λ3 ó ìíîãî÷ëåíà ñ
äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè fA(x) íå ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûìè.
Íàïðèìåð, λ1 � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, λ2 è λ3 � êîìïëåêñíûå (òî åñòü
íå äåéñòâèòåëüíûå), λ3 = λ2 . Òîãäà λ1λ2λ3 = λ1|λ2

2| = 1 . Îòñþäà ñäåäóåò,
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÷òî λ1 > 0 . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷èñëî 1

λ1
òàêæå äîëæíî áûòü êîðíåì fA(x) ,

ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî λ1 =
1

λ1
, îòêóäà λ1 = 1 . Äâà äðóãèõ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèÿ ïî ïðåäïîëîæåíèþ íå ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè, è ïîýòîìó íå
ðàâíû åäèíèöå. �

Ðàññìîòðèì V = Rn êàê åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì (v1, v2) . Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå α : V → V íàçûâàåò-
ñÿ îðòîãîíàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáûé v1, v2 ∈ V âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
(α(v1), α(v2)) = (v1, v2) . Îðòîãîíàëüíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå âñåãäà
îáðàòèìî. Â ñàìîì äåëå, äîïóñòèì, ÷òî α íå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå.
Òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð v ∈ V , v 6= 0 , òàêîé, ÷òî α(v) = 0 . Ñëåäîâà-
òåëüíî, (α(v), α(v)) = (0, 0) = 0 . Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîëæíî áûòü
(α(v), α(v)) = (v, v) > 0 . Çíà÷èò, ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå α èíúåêòèâíî, è
îòîáðàæàåò ëþáîå ìíîæåñòâî èç m ≤ n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ
â m ðàçëè÷íûõ íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ. Íî ïðîñòðàíñòâî V êîíå÷íîìåð-
íî, è îáëàäàåò áàçèñîì èç n ýëåìåíòîâ. Îòîáðàæåíèå α ïåðåâîäèò ýòîò
áàçèñ â ìíîæåñòâî èç n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðîå â ñèëó
ýòîãî òîæå îáÿçàíî áûòü áàçèñîì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî α ñþðúåêòèâíî.

7.5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè α � îðòîãîíàëüíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, òî
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå α−1 òàêæå îðòîãîíàëüíî, è ÷òî åñëè β : V → V �
äðóãîå îðòîãîíàëüíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, òî îðòîãîíàëüíà è ñóïåðïî-
çèöèÿ αβ .

Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå 1V : V → V , î÷åâèäíî, òîæå îðòî-
ãîíàëüíî. Èç âñåãî ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ
ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç V â V îáðàçóþò ãðóïïó, êîòîðóþ ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç O(V ) .

Èç ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî åñëè âûáðàòü â V êàêîé-íèáóäü
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òî ìàòðèöà α â ýòîì áàçèñå ÿâëÿåòñÿ îðòî-
ãîíàëüíîé. È íàîáîðîò, åñëè çàôèêñèðîâàòü â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ-
ñòîëáöîâ Rn ñòàíäàðòíûé áàçèñ è îòîæäåñòâëÿòü êàæäóþ îðòîãîíàëüíóþ
ìàòðèöó A ñ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì v 7→ Av , òî ýòî îòîáðàæåíèå áóäåò
îðòîãîíàëüíûì îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (x, y) =

n∑
i=1

xiyi ,
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ãäå

x =



x1
...
xn


 , y =



y1
...
yn


 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òåì æå ñïîñîáîì, êîòîðûì â ðàçäåëå 6 ñòðîèëñÿ èçî-
ìîðôèçì ìåæäó GL(V ) è GLn(F ) , ìîæíî ïîëó÷èòü èçîìîðôèçì ìåæäó
O(V ) è O(n) . Îòëè÷èå ñîñòîèò òîëüêî â òîì, ÷òî áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå V
äîëæåí âûáèðàòüñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì.

Îïðåäåëèòåëåì ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ α ÿâëÿåòñÿ
îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â ëþáîì áàçèñå. Îïðåäå-
ëèòåëü ìàòðèöû A íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ìàòðèöå XAX−1 , è ýòî
ïîêàçûâàåò, ÷òî îò âûáîðà áàçèñà îïðåäåëèòåëü α íå çàâèñèò. Òåì ñàìûì
çàäàåòñÿ ïîäãðóïïà SO(V ) ãðóïïû O(V ) , ñîñòîÿùàÿ èç îðòîãîíàëüíûõ
ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, îïðåäåëèòåëè êîòîðûõ ðàâíû åäèíèöå. Îãðàíè-
÷åíèå îïèñàííîãî âûøå èçîìîðôèçìà ìåæäó O(V ) è O(n) íà ïîäãðóïïó
SO(V ) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ìåæäó SO(V ) è SO(n) . Ïî ìåðå íåîáõî-
äèìîñòè óäîáíî íå äåëàòü ðàçëè÷èé ìåæäó îðòîãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè
è îðòîãîíàëüíûìè ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè (ïðè ôèêñèðîâàííîì îð-
òîíîðìèðîâàííîì áàçèñå).

Íàïîìíèì åùå íåñêîëüêî íåîáõîäèìûõ äëÿ äàëüíåéøåãî ôàêòîâ.
Ïóñòü V1 � èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî α ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàí-
ñòâà V . Ýòî çíà÷èò, ÷òî α(v) ∈ V1 äëÿ ëþáîãî v ∈ V1 . Îãðàíè÷åíèå α íà
èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî V1 áóäåò îðòîãîíàëüíûì ëèíåéíûì îòîá-
ðàæåíèåì α1 : V1 → V1 . Íàïðèìåð, èíâàðèàíòíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè α
áóäóò ïîäïðîñòðàíñòâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèÿì α . Ðàññìîòðèì äàëåå îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå V2 ïîäïðî-
ñòðàíñòâà V1 . Îíî ñîñòîèò èç âñåõ òåõ v2 ∈ V , äëÿ êîòîðûõ (v1, v2) = 0

äëÿ êàæäîãî v1 ∈ V1 . Èìåþò ìåñòî äâà âàæíûõ ôàêòà. Âî-ïåðâûõ,
V = V1 ⊕ V2 . Âî-âòîðûõ, ïîäïðîñòðàíñòâî V2 , êàê è V1 , ÿâëÿåòñÿ èíâà-
ðèàíòíûì. Ïóñòü α2 : V2 → V2 � îðòîãîíàëüíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå,
ÿâëÿþùååñÿ îãðàíè÷åíèåì α íà V2 . Âûáåðåì êàêèå-íèáóäü îðòîíîðìèð-
âàííûå áàçèñû â V1 è V2 , è ïóñòü Ai (i = 1, 2) � ìàòðèöû αi â ýòèõ
áàçèñàõ. Òîãäà ìàòðèöà α â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå V , ÿâëÿþùåìñÿ
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îáúåäèíåíèåì âûáðàííûõ áàçèñîâ V1 è V2 , èìååò ñëåäóùèé áëî÷íûé âèä:(
A1 0

0 A2

)
.

Åñëè ïåðâîíà÷àëüíî áûë âûáðàí êàêîé-òî äðóãîé îðòîíîðìèðîâàííûé áà-
çèñ V , è A åñòü ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ α â ýòîì áàçèñå, òî ñóùåñòâóåò
îáðàòèìàÿ (òàêæå îðòîãîíàëüíàÿ) ìàòðèöà X , òàêàÿ ÷òî

XAX−1 =

(
A1 0

0 A2

)
.

Â ñëó÷àå ìàòðèöû A ∈ SO(3) è ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî îòîáðàæå-
íèÿ α ñèòóàöèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü V1 � îäíîìåðíîå
èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, áàçèñíûé âåêòîð êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñîá-
ñòâåííûì âåêòîðîì α , îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ åäèíèöà. Òî-
ãäà α1 � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ñ ìàòðèöåé (1) , à ïîäïðîñòðàíñòâî
V2 äâóìåðíî, òàê ÷òî ìàòðèöà A2 îòîáðàæåíèÿ α2 ïðèíàäëåæèò ãðóïïå
SO(2) (ïî÷åìó det(A2) = 1?). Èñïîëüçóÿ òî, ÷òî óæå èçâåñòíî î ìàòðèöàõ
èç SO(2) , ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûâîäó.
Òåîðåìà 7.2. A ∈ SO(3) òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè äëÿ íåêîòîðîé
îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû X èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

XAX−1 =




1 0 0

0 cosϕ − sinϕ

0 sinϕ cosϕ




Ââåäåì îäèí ñïåöèàëüíûé òèï ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïóñòü
w ∈ V � íåíóëåâîé âåêòîð. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå τw : V −→ V ïî
ôîðìóëå:

τw(v) = v − 2
(v, w)

(w,w)
w.

7.6. Äîêàæèòå, ÷òî τw � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, è ÷òî τ−1
w = τw .

×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî (τw(v1), τw(v2)) = (v1, v2) , ïðîäåëàåì ñëåäóþ-
ùèå âûêëàäêè.

(τw(v1), τw(v2)) = (v1 − 2
(v1, w)

(w,w)
w, v2 − 2

(v2, w)

(w,w)
w)

= (v1, v1)− 2
(v1, w)

(w,w)
(w, v2)− 2

(v2, w)

(w,w)
(v1, w) + 4

(v1, w)

(w,w)
· (v1, w)

(w,w)
(w,w)

= (v1, v2).
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Òàêèì îáðàçîì, τw � îðòîãîíàëüíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïóñòü
V1 = 〈w〉 � ïîäïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì w . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî τw(w) =

−w , òàê ÷òî ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî τw . Ïóñòü
V2 � îðòîîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê V1 .

7.7. Ïîêàæèòå, ÷òî v ∈ V2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè τw(v) = v .

Ââèäó âñåãî ýòîãî îòîáðàæåíèÿ τw íàçûâàþòñÿ (çåðêàëüíûìè) îò-
ðàæåíèÿìè îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè V2 . Äðóãîå íàçâàíèå äëÿ òàêèõ
îòîáðàæåíèé � ïåðåâåðòûâàíèÿ.

Îòìåòèì åùå îäíî ñâîéñòâî îòðàæåíèé: åñëè λ ∈ R, λ 6= 0 , òî τλw =

τw (ïðîâåðüòå!). Ââèäó ýòîãî ñâîéñòâà âåêòîð w ìîæíî ïðè íåîáõîäèìîñòè
ñ÷èòàòü íîðìèðîâàííûì, ò.å. (w,w) = 1 .

Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü τw . Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ V ,
âçÿâ â êà÷åñòâå ïåðâîãî áàçèñíîãî âåêòîðà e1 = w (êîòîðûé ìîæíî ñ÷è-
òàòü íîðìèðîâàííûì), à â êà÷åñòâå n − 1 äðóãèõ � êàêîé-íèáóäü îðòî-
íîðìèðîâàííûé áàçèñ e2, . . . , en ïðîñòðàíñòâà V2 . Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
τw ïîëó÷èì τw(e1) = −e1 , τw(e2) = e2 , . . . , τw(en) = en . Ñëåäîâàòåëüíî,
ìàòðèöà τw â ýòîì áàçèñå òàêîâà:




−1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . 1




Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ðàâåí −1 , è, òàêèì îáðàçîì, τw /∈ SO(n) .
Îäíàêî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 7.3. Êàæäîå íåòîæäåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå èç
SO(2) è SO(3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè äâóõ îòðà-
æåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α ∈ SO(2) . Òàê êàê α 6= 1 , òî ñóùåñòâóþò
äâà âåêòîðà a 6= b , òàêèå, ÷òî b = α(a) . Ïîëîæèì c = a− b è ðàññìîòðèì
îòðàæåíèå τc . Âû÷èñëèì

τc(b) = b− 2
(b, c)

(c, c)
c.
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Èçâåñòíî, ÷òî â ëþáîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

(v1, v2) =
1

2
(‖ v1 + v2 ‖2 − ‖ v1 ‖2 − ‖ v2 ‖2).

(Ïðàâàÿ ÷àñòü � ýòî âûðàæåíèå 1
2((v1 + v2, v1 + v2)− (v1, v1)− (v2, v2)) =

1
2((v1, v1)+(v1, v2)+(v2, v1)+(v2, v2)−(v1, v1)−(v2, v2)) , è ïðè ýòîì (v1, v2) =

(v2, v1) .)
Ïóñòü v1 = b , v2 = c , òîãäà v1 +v2 = a , è ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó:

2(b, c) =‖ a ‖2 − ‖ b ‖2 − ‖ c ‖2 .

Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå α îðòîãîíàëüíî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
‖ a ‖2= (a, a) = (α(a), α(a)) = (b, b) =‖ b ‖2 . Â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïîëó÷àåò-
ñÿ, ÷òî 2(b, c) = − ‖ c ‖2= (c, c) . Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â âûðàæåíèå äëÿ τc(b) ,
ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó: τc(b) = b+ c = b+ a− b = a.

Òåïåðü ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ξ = τcα .
Ïî ïîñòðîåíèþ ξ(a) = τc(α(a)) = τc(b) = a . Âûáåðåì âåêòîð w 6= 0

òàê, ÷òîáû (a, w) = 0 . Ïîñêîëüêó âñå ïðîèñõîäèò ïîêà â äâóìåðíîì åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, òî âåêòîðû a, w áóäóò åãî áàçèñîì. Ââèäó òîãî,
÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî V1 = 〈a〉 èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ξ , èíâàðèàíò-
íûì áóäåò è åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå V2 = 〈w〉 . Ñëåäîâàòåëüíî,
ξ(w) = λw äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ R . Èç îðòîãîíàëüíîñòè ξ ñëåäóåò,
÷òî (ξ(w), ξ(w)) = (w,w) > 0 . Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, (ξ(w), ξ(w)) =

(λw, λw) = λ2(w,w) . Îòñþäà λ2 = 1 . Åñëè λ = +1 , òî ξ = 1 , ò.å.
τcα = 1 , à òàê êàê τc = τ−1

c , òî α = τc . Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó
α ∈ SO(2) . Ñëåäîâàòåëüíî, ξ(w) = −w , à ýòî çíà÷èò, ÷òî ξ = τw . Èç
τw = τcα òåïåðü ïîëó÷àåì α = τcτw .

Ïóñòü òåïåðü V � òåõìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, è α ∈ SO(3)

� íåòîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Êàê óæå áûëî ïîêàçàíî, ó α èìååò-
ñÿ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå åäèíèöå. Âûáåðåì êàêîé-íèáóäü ñîá-
ñòâåííûé âåêòîð e1 , îòâå÷àþùèé ýòîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, è ïóñòü
V1 = 〈e1〉 � ïîðîæäåííîå èì ïîäïðîñòðàíñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî α(v) = v

äëÿ êàæäîãî v ∈ V1 . Ïóñòü V2 � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå V1 . Ýòî
� äâóìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, è îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
α . Îãðàíè÷åíèå α íà V2 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ãðóïïû SO(2) . Îáîçíà-
÷èì åãî ÷åðåç α′ . Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî � íåòîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.
Ê α′ ∈ SO(2) ïðèìåíèìî óæå äîêàçàííîå âûøå óòâåðæäåíèå î òîì,
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÷òî ýòî � ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ îòðàæåíèé. Íî ýòî îòðàæåíèÿ â V2 , à íå
â V ! Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç τ ′c τ ′w . Çäåñü w, c ∈ V2 . Òàêèì îáðàçîì, ïóñòü
α′ = τ ′cτ

′
w . Òåïåðü ðàññìîòðèì îòðàæåíèÿ τc è tv , äåéñòâóþùèå âî âñåì

ïðîñòðàíñòâå V . Ïîñêîëüêó ôîðìóëû, ïî êîòîðûì îíè çàäàþòñÿ, ò.å.

τc(v) = v − 2
(v, c)

(c, c)
c, è τw(v) = v − 2

(v, w)

(w,w)
w

òå æå ñàìûå, ÷òî è ó τ ′c è τ ′w , à îòëè÷èå ñîñòîèò òîëüêî â òîì, ÷òî àð-
ãóìåíòû v ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ âî âñåì ïðîñòðàíñòâå V , òî îãðàíè÷å-
íèÿ τc è τw íà V2 ñîâïàäàþò ñ τ ′c τ ′w . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè v ∈ V2 ,
òî α(v) = α′(v) = τ ′c(t

′
w(v)) = τc(tw(v)) . Åñëè æå v ∈ V1 , òî, òàê êàê

c, w ∈ V2 , à V2 � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê V1 , òî (v, c) = (v, w) = 0 ,
è τc(v) = τw(v) = v = α(v) . Èòàê, åñëè v ∈ V1 èëè v ∈ V2 , òî
α(v) = τc(τw(v)) . Òàê êàê V = V1 ⊕ V2 , òî ýòî âåðíî è äëÿ âñåõ v ∈ V .
Ñëåäîâàòåëüíî, α = τcτw . �

Îïèøåì íåêîòîðûå êîíå÷íûå ïîäãðóïïû ãðóïïû SO(3) .
Ïðèìåð 7.1. Ïóñòü Zn � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n . Åñëè

x � êàêîé-íèáóäü îáðàçóþùèé Zn , òî xn = 1 è Zn = {1, x, . . . , xn−1} .
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå h : Zn −→ SO(3) , ïîëàãàÿ

h(xk) =




cos
2πk

n
− sin

2πk

n
0

sin
2πk

n
cos

2πk

n
0

0 0 1




Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî h ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì. Îáðàç h ,
òàêèì îáðàçîì, öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà n ãðóïïû SO(3) , ïðè÷åì
n > 0 � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî.

7.8. Äîêàæèòå, ÷òî h äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, è ýòî
îòîáðàæåíèå èíúåêòèâíî.
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Ïðèìåð 7.2. Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà äèýäðà Dn îïèñûâàåòñÿ êàê
ïîäãðóïïà GL2(R) , ïîðîæäåííàÿ ìàòðèöàìè

a =




cos
2πk

n
− sin

2πk

n

sin
2πk

n
cos

2πk

n


 è b =

(
0 1

1 0

)
.

Áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûì, ÷òî ãðóïïà Dn ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ 2n ýëå-
ìåíòîâ:

1, a, a2, . . . , an−1, b, ab, a2b, . . . , an−1b.

Ïðè ýòîì an = 1 , b2 = 1 , ba = an−1b . Ñ ïîìîùüþ ýòèõ òðåõ ñîîòíîøåíèé
ìîæíî ïðîèçâåñòè ëþáûå îïåðàöèè ñ ýëåìåíòàìè Dn , íå îáðàùàÿñü ê èõ
ìàòðè÷íîé ôîðìå.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ýëåìåíòû SO(3) :

A =




cos
2π

n
− sin

2π

n
0

sin
2π

n
cos

2π

n
0

0 0 1




, B =




0 1 0

1 0 0

0 0 −1


 .

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïà ãðóïïû SO(3) ,
ïîðîæäåííàÿ ìàòðèöàìè A è B , ñîñòîèò èç 2n ýëåìåíòîâ:

E,A,A2, . . . , An−1, B,AB,A2B, . . . , An−1B.

Ïðè ýòîì An = B2 = E è BA = ABn−1 .
Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ýòà ïîäãðóïïà SO(3) èçîìîðôíà ãðóïïå

Dn , ïðè÷åì ïðè èçîìîðôèçìå ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó ýëåìåíòû A è
a , B è b .

7.9. Ïðîâåäèòå ïîäðîáíî âû÷èñëåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà, îïóùåííûå â
ïðèìåðå 7.2.

Ïðèìåð 7.3. Ïóñòü Γ ⊆ R3 � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî â òðåõìåð-
íîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (íàïðèìåð, ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà: ñôå-
ðà, øàð, êóá, òåòðàýäð è ò.ï.). Îïðåäåëèì GΓ êàê ìíîæåñòâî âðàùåíèé
α ∈ SO(3) , îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì α(Γ) = Γ . Èíûìè ñëîâàìè, ïîâîðîò
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α (à ìû óæå çíàåì, ÷òî ýòî ïîâîðîò âîêðóã íåêîòîðîé îñè) ñîâìåùàåò
ìíîæåñòâî Γ ñ ñàìèì ñîáîé. Ýëåìåíòû α ñ òàêèì ñâîéñòâîì åñòåñòâåí-
íî íàçâàòü ñèììåòðèÿìè ìíîæåñòâà (ãåîìåòðè÷åñêîé ôèãóðû) Γ . Õîòÿ
âðàùåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì âèäîì ñèììåòðèè ãåîìåòðè÷åñêèõ
ôèãóð, ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü çäåñü äðóãèå âèäû ñèììåòðèé, à ñî-
ñðåäîòî÷èìñÿ íà ìíîæåñòâàõ GΓ .

Äîêàæåì, ÷òî GΓ åñòü ïîäãðóïïà SO(3) . Â ñàîì äåëå, ÿñíî, ÷òî
òîæäåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå (åäèíèöà ãðóïïû SO(3)) îòîá-
ðàæàåò Γ â Γ , è ïîòîìó ïðèíàäëåæèò GΓ . Åñëè α(Γ) = Γ è β(Γ) = Γ ,
òî αβ(Γ) = α(β(Γ)) = α(Γ) = Γ , à çíà÷èò αβ ∈ GΓ . È, íàêîíåö, åñëè
α(Γ) = Γ , òî α−1(α(Γ)) = α−1(Γ) , îòêóäà Γ = α−1(Γ) è α−1 ∈ GΓ .

Áóäåì íàçûâàòü GΓ ãðóïïîé ñèììåòðèé èëè ãðóïïîé âðàùåíèé ôè-
ãóðû Γ .

Îòìåòèì åùå, ÷òî îïðåäåëåíî äåéñòâèå

GΓ × Γ −→ Γ.

Ïàðå α ∈ GΓ ⊆ SO(3) è v ∈ Γ ⊆ R3 ñîïîñòàâëÿåòñÿ òî÷êà (âåêòîð) αv =

α(v) . Ïðîâåðêó îïðåäåëåíèÿ äåéñòâèÿ ÷èòàòåëü äîëæåí ðàññìàòðèâàòü
êàê (íåòðóäíóþ) çàäà÷ó.

Ïðèìåð 7.4. Ïðèìåíèì îáùóþ êîíñòðóêöèþ ïðåäûäóùåãî ïðèìå-
ðà ê ïðîñòîìó, íî èíòåðåñíîìó ÷àñòíîìó ñëó÷àþ. Ïóñòü Γ � êóá, ãåîìåò-
ðè÷åñêèé öåíòð êîòîðîãî ïîìåùåí â íà÷àëî êîîðäèíàò. Ìîæíî ïðåäñòàâ-
ëÿòüñ ñåáå ýòîò êóá âïèñàííûì â ñôåðó åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, õîòÿ ýòî è
íå ïðèíöèïèàëüíî. Ãðóïïà GΓ â äàííîì ñëó÷àå íîñèò íàçâàíèå ãðóïïû
âðàùåíèé êóáà è îáîçíà÷àåòñÿ â íåêîòîðûõ êíèãàõ (íàïðèìåð, â [3]) ÷åðåç
O . Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü ñíèçó ïîðÿäîê ýòîé ãðóïïû, ìîæíî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè, è íàéòè â êóáå íåñêîëüêî îñåé
ñèììåòðèè, âðàùåíèÿ âîêðóã êîòîðûõ ïåðåâîäÿò êóá ñàì â ñåáÿ.

Âî-ïåðâûõ, ýòî ìíîæåñòâî èç òðåõ îñåé, ñîåäèíÿþùèõ öåíòðû ïðîòè-
âîïîëîæíûõ ãðàíåé êóáà. Ãðàíåé âñåãî 6, è ýòî êâàäðàòû. Ñëåäîâàòåëüíî,
îñåé áóäåò òðè øòóêè. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ îñåé ÷åðåç X . Âîêðóã
êàæäîé îñè èç X ìîæíî îñóùåñòâèòü òðè íåòðèâèàëüíûõ ïîâîðîòà êóáà:
íà 90◦ , 180◦ è 270◦ . Ïîâîðîò íà 360◦ ïåðåìåñòèò êóá â èñõîäíîå ïîëî-
æåíèå, è ïîýòîìó åãî äåéñòâèå ýêâèâàëåíòíî äåéñòâèþ åäèíèöû ãðóïïû
O (à çíà÷èò, îí è åñòü ýòà ñàìàÿ åäèíèöà). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì 9
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ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ O (òðè îñè × òðè ïîâîðîòà âîêðóã êàæäîé èç íèõ).
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ýòè 9 âðàùåíèé ðàçëè÷íû.

Âî-âòîðûõ, ðàññìîòðèì îñè ñèììåòðèè, ñîåäèíÿþùèå ñåðåäèíû ïðî-
òèâîïîëîæíûõ ðåáåð êóáà. Ðåáåð ó êóáà 12, ïîýòîìó òàêèõ îñåé áóäåò 6.
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç íèõ, ÷åðåç Y . ×èòàòåëþ ðåêîìåíäó-
åòñÿ íàðèñîâàòü êàðòèíêó, ãäå èçîáðàæåíà õîòÿ áû îäíà òàêàÿ îñü, ÷òîáû
ëåã÷å áûëî ïîíÿòü, ÷òî âîêðóã êàæäîé òàêîé îñè âîçìîæåí ëèøü îäèí
íåòðèâèàëüíûé ïîâîðîò íà 180◦ . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì åùå 6 ýëåìåí-
òîâ ãðóïïû O .

Â-òðåòüèõ, ðàññìîòðèì äèàãîíàëè êóáà. Ýòî ìíîæåñòâî (îáîçíà÷èì
åãî ÷åðåç Z ) ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ. Âûáðàâ îäíó èç äèàãîíàëåé,
è íàðèñîâàâ êóá òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ýòà äèàãîíàëü áûëà ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà ïëîñêîñòè ðèñóíêà, ëåãêî óâèäåòü, ÷òî íåòðèâèàëüíûõ ïîâîðîòîâ
âîêðóã ýòîé îñè âñåãî äâà: íà 120◦ è íà 240◦ . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷à-
åì åùå 8 ýëåìåíòîâ ãðóïïû O . Äîáàâëÿÿ ê óæå ïåðå÷èñëåííûì åäèíèöó
ãðóïïû, äåëàåì âûâîä, ÷òî â ýòîé ãðóïïå íå ìåíåå 24 ýëåìåíòîâ.

7.10. ×òîáû ñíÿòü âîçíèêàþùèé âîïðîñ î òîì, à íåò ëè ñðåäè íàéäåí-
íûõ ýëåìåíòîâ (âðàùåíèé) íà ñàìîì äåëå ñîâïàäàþùèõ, ìîæíî ïîñòóïèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ert ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí êó-
áà. Èõ âñåãî 8, è ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü èõ ÷èñëàìè îò 1 äî 8. Êàæäîå
âðàùåíèå èç O êàêèì-òî îáðàçîì ïåðåñòàâëÿåò ìåñòàìè ýòè âåðøèíû, è
ýòî îïðåäåëÿåò äåéñòâèå

O× V ert −→ V ert.

Ýòîìó äåéñòâèþ ñîîòâåòñòâóåò ãîìîìîðôèçì O −→ S8 , ñîïîñòàâëÿþùèé
âðàùåíèþ ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó ïîäñòàíîâêó (ïåðåñòàíîâêó ìíîæåñòâà
âåðøèí). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ãîìîìîðôèçì èíúåêòèâåí. Òåïåðü ìîæíî
âû÷èñëèòü âñå ïîäñòàíîâêè èç S8 , ñîîòâåòñòâóþùèå îïèñàííûì âûøå
âðàùåíèÿì. Ïðîäåëàéòå ýòè âû÷èñëåíèÿ, è óáåäèòåñü, ÷òî âñåì äâàäöàòè
÷åòûðåì âðàùåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå ïîäñòàíîâêè èç S8 .

7.11. Äîêàçàòü, ÷òî îïèñàííîå âûøå äåéñòâèå O íà V ert òðàíçèòèâíî,
òî åñòü èìååò âñåãî îäíó îðáèòó.

Óêàçàíèå. Òðàíçèòèâíîñòü â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ
äâóõ v1, v2 ∈ V ert íàéäåòñÿ α ∈ O òàêîé, ÷òî v2 = α(v1) . Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ìîæíî îáîéòèñü òîëüêî ñóïåðïîçèöèÿìè âðàùåíèé âîêðóã îñåé èç
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ìíîæåñòâà X . Â ñàìîì äåëå, åñëè v1 è v2 ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ãðàíè
êóáà, òî äîñòàòî÷íî îäíîãî òàêîãî âðàùåíèÿ. Åñëè v1 è v2 ðàñïîëîæåíû
íà ñìåæíûõ ãðàíÿõ, òî íàéäåòñÿ âåðøèíà êóáà v , êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò
îäíîâðåìåííî ãðàíè, ñîäåðæàùåé v1 , è ãðàíè, ñîäåðæàùåé v2 . Â ýòîì
ñëó÷àå íàäî ñíà÷àëà îñóùåñòâèòü ïîâîðîò, ïåðåâîäÿùèé v1 â v , à çàòåì
ïîâîðîò, ïåðâîäÿùèé v â v2 . Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà v1 è v2

ïðèíàäëåæàò íåñìåæíûì ãðàíÿì.

Ïðîäîëæèì èçó÷åíèå äåéñòâèÿ O íà ìíîæåñòâå V ert âåðøèí êóáà.
Ïóñòü v ∈ V ert . ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ñòàáèëèçàòîðå St(v) ýòîé âåðøèíû?
Åñëè α ∈ St(v) , òî äîëæíà ñóùåñòâîâàòü îñü âðàùåíèÿ α , è îíà ñîñòîèò
â òî÷íîñòè èç âñåõ òåõ òî÷åê R3 , êîòîðûå íå ìåíÿþòñÿ ïîä äåéñòâèåì α .
Ñëåäîâàòåëüíî, ñàìà âåðøèíà v äîëæíà ëåæàòü íà ýòîé îñè. Íî èçâåñòíà
åùå îäíà òî÷êà îñè âðàùåíèÿ α : íà÷àëî êîîðäèíàò, ãåîìåòðè÷åñêèé öåíòð
êóáà. Îñü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòè äâå òî÷êè, ñîäåðæèò äèàãîíàëü êóáà, è,
ñëåäîâàòåëüíî, âñå âðàùåíèÿ âîêðóã ýòîé îñè (è òîëüêî îíè), ñîäåðæàùè-
åñÿ â O , áóäóò îñòàâëÿòü íà ìåñòå âåðøèíó v . Òàêèõ âðàùåíèé âñåãî 3, è
îíè îáðàçóþò âñþ ïîäãðóïïó St(v) . Ïðèìåíèì ê ýòîé ñèòóàöèè èçâåñòíûé
ðåçóëüòàò: ìîùíîñòü îðáèòû ðàâíà èíäåêñó O ïî ñòàáèëèçàòîðó ëþáîãî
ýëåìåíòà îðáèòû. Â íàøåé ñèòóàöèè ìîùíîñòü îðáèòû èçâåñòíà è ðàâíà
8, à èíäåêñ ðàâåí |O|/|St(v)| = 1

3 |O| . Îòñþäà ïîëó÷àåì |O| = 3 · 8 = 24 .
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî O ñîñòîèò òîëüêî èç îïèñàííûõ ðàíåå âðàùåíèé, è
äðóãèõ ýëåìåíòîâ â ãðóïïå O íåò.

7.12. Óáåäèòåñü, ÷òî âðàùåíèÿ, ïåðåâîäÿùèå êóá ñàì â ñåáÿ, îòîáðà-
æàþò îñè ñèììåòðèè èç ìíîæåñòâ X , Y , Z â îñè ñèììåòðèè èç òåõ æå
ñàìûõ ìíîæåñòâ. Òåì ñàìûì îïðåäåëåíû òðè äåéñòâèÿ ãðóïïû O :

O×X −→ X , O× Y −→ Y , O× Z −→ Z,

è òðè ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ãîìîìîðôèçìà

O −→ S3, O −→ S6, O −→ S4.

Âû÷èñëèòå â ÿâíîì âèäå, â êàêèå ïîäñòàíîâêè èç S3 , S6 è S4 îòîáðà-
æàþòñÿ îïèñàííûå âûøå ÿâíî âðàùåíèÿ èç ãðóïïû O . Äîêàæèòå, ÷òî
äåéñòâèÿ O íà X , Y , Z òðàíçèòèâíû.
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Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî äåéñòâèå ãðóïïû âðàùåíèé êóáà íà ìíî-
æåñòâå èç ÷åòûðåõ äèàãîíàëåé êóáà, è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ãîìîìîð-
ôèçì h : O −→ S4 . Âû÷èñëèì ÿäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà. Îíî äîëæíî
ñîñòîÿòü èç âðàùåíèé, îñòàâëÿþùèõ íåïîäâèæíûìè âñå ÷åòûðå äèàãî-
íàëè êóáà. Íî êðîìå òîæäåñòâåííîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ, íèêàêîé
èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå 23 íåòðèâèàëüíûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû O òàêèì
ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò (ïðîâåðüòå ýòî). Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî èíú-
åêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ãðóïïû O , ñîñòîÿùåé èç 24 ýëåìåíòîâ, â ãðóïïó
S4 , òàêæå ñîñòîÿùóþèç 24 ýëåìåíòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ãîìîìîðôèçì
ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Òåì ñàìûì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 7.4. Ãðóïïà âðàùåíèé êóáà O èçîìîðôíà ãðóïïå S4 .

Îïèøåì âêðàòöå, â êàêèå ïîäñòàíîâêè îòîáðàæàåò ãîìîìîðôèçì èç
O â S4 ýëåìåíòû O . Âðàùåíèÿ íà 90◦ è 270◦ âîêðóã îñåé èç ìíîæåñòâà
Y îòîáðàæàþòñÿ â öèêëû äëèíû 4. Âðàùåíèÿ íà 180◦ îòîáðàæàþòñÿ â
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ òðàíñïîçèöèé. Âðàùåíèÿ íà 180◦ âîêðóã
îñåé èç ìíîæåñòâà Y îòîáðàæàþòñÿ â òðàíñïîçèöèè. Íàêîíåö, âðàùåíèÿ
âîêðóã äèàãîíàëåé îòîáðàæàþòñÿ â òðîéíûå öèêëû. Âñå ýòî ïðîâåðÿåòñÿ
ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè, ïðè÷åì óäîáíåå âñåãî â êàæäîì ñëó÷àå ðèñîâàòü
êàðòèíêó.

Ïðèìåð 7.5. Ðàññìîòðèì ãðóïïó âðàùåíèé òåòðàýäðà, ãåîìåòðè÷å-
ñêèé öåíòð êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîîðäèíàò. Óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü
ñåáå òåòðàýäð âïèñàííûì â êóá. Òîãäà äèàãîíàëè êóáà îêàæóòñÿ âûñîòàìè
òåòðàýäðà, ò.å. ëèíèÿìè, ïðîâåäåííûìè èç âåðøèí òåòðàýäðà ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî ïðîòèâîëåæàùèì ãðàíÿì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ãðóïïó âðàùåíèé òåòðàýäðà. Åñëè ïðåäñòàâèòü
ñåáå êóá âìåñòå ñî âïèñàííûì â íåãî òåòðàýäðîì êàê æåñòêóþ êîíñòðóê-
öèþ, òî ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî ëþáîå âðàùåíèå òåòðàýäðà, ñîâìåùàþùåå
åãî ñ ñàìèì ñîáîé, áóäåò òàêæå è âðàùåíèåì êóáà, ò.å. ýëåìåíòîì ãðóïïû
O . Òàêèì îáðàçîì, T êàê ïîäãðóïïà SO(3) áóäåò òàêæå è ïîäãðóïïîé
O ⊆ SO(3) . Áèåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì O → S4 áèåêòèâíî îòîáðàæàåò
ïîäãðóïïó T íà íåêîòîðóþ ïîäãðóïïó S4 . Âûÿñíèì, ÷òî ýòî çà ïîäãðóïïà.
Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âðàùåíèÿ íà 180◦ âîêðóã îñåé ñèììåòðèè êóáà,
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ñîåäèíÿþùèõ ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé êóáà (ìíîæåñòâî Y ) íå
ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðèÿìè òåòðàýäðà. Íå ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðèÿìè âïèñàííîãî
òåòðàýäðà òàêæå âðàùåíèÿ íà 90◦ è 270◦ âîêðóã îñåé, ñîåäèíÿþùèõ ñå-
ðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé êâàäðàòà. Ýòè îñè ñîåäèíÿþò ñåðåäèíû
ïðîòèâîïîëîæíûõ (âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ) ðåáåð òåòðàýäðà, è âðà-
ùåíèÿ âîêðóã íèõ íà 180◦ ñèììåòðèÿìè òåòðàýäðà ÿâëÿþòñÿ. Íàêîíåö,
êàê óæå áûëî ñêàçàíî, äèàãîíàëè êóáà ñîäåðæàò â ñåáå âûñîòû âïèñàí-
íîãî òåòðàýäðà, è êàæäîå âðàùåíèå êóáà âîêðóã ýòèõ îñåé (íà 120◦ è
240◦ ) ñîîòâåòñòâóåò âðàùåíèþ òåòðàýäðà âîêðóã ñâîåé ñîîòâåòñòâóþùåé
âûñîòû, ñîâìåùàþùùåìó òåòðàýäð ñ ñàìèì ñîáîé. Äðóãèõ âðàùàòåëüíûõ
ñèììåòðèé ó òåòðàýäðà íåò. Âñïîìèíàÿ, â êàêèå ïîäñòàíîâêè èç S4 îòîáðà-
æàþòñÿ îïèñàííûå òîëüêî ÷òî âðàùåíèÿ, âèäèì, ÷òî ýòî âñåâîçìîæíûå
öèêëû äëèíû 3 è ïðîèçâåäåíèÿ öèêëîâ äëèíû 2. Âñå ýòè ïîäñòàíîâêè
(âìåñòå ñ åäèíè÷íîé) îáðàçóþò çíàêîïåðåìåííóþ ãðóïïó A4 . Òàêèì îá-
ðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 7.5. Ãðóïïà T âðàùåíèé òåòðàýäðà èçîìîðôíà ãðóïïå A4 .

Êðîìå êóáà è òåòðàýäðà, â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
èìåþòñÿ åùå òðè ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêà: îêòàýäð, èêîñàýäð è äîäå-
êàýäð. Ýòî òàê íàçûâàåìûå �ïëàòîíîâû òåëà". Íåêîòîðûå ïîäðîáíîñòè
î íèõ ìîæíî óçíàòü â [22]. Îêòàýäð òåñíî ñâÿçàí ñ êóáîì: åñëè ñîåäè-
íèòü îòðåçêàìè ñåðåäèíû ãðàíåé êóáà, òî ïîëó÷èòñÿ êîíòóð îêòàýäðà �
ïðàâèëüíîãî 8-ãðàííèêà, âñå ãðàíè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñòîðîííèìè
òðåóãîëüíèêàìè. Âðàùàòåëüíûå ñèììåòðèè îêòàýäðà è êóáà ïîëíîñòüþ
ñîâïàäàþò, ýòî îäíà è òà æå ïîäãðóïïà ãðóïïû SO(3) , îáîçíà÷åííàÿ
âûøå ÷åðåç O . Ñàìî íàçâàíèå, êñòàòè, óêàçûâàåò íà îêòàýäð. Èêîñà-
ýäð � ýòî ïðàâèëüíûé 20-ãðàííèê, âñå ãðàíè êîòîðîãî ðàâíîñòîðîííèå
òðåóãîëüíèêè, à äîäåêàýäð � ïðàâèëüíûé 12-ãðàííèê, âñå ãðàíè êîòîðî-
ãî ïðàâèëüíûå ïÿòèóãîëüíèêè. Èêîñàýäð ñâÿçàí ñ äîäåêàýäðîì ïðèìåðíî
òàê æå, êàê îêòàýäð ñ êóáîì: ñîåäèíåíèå öåíòðîâ ãðàíåé èêîñàýäðà îòðåç-
êàìè ïðÿìûõ îáðàçóåò êîíòóð äîäåêàýäðà, à ñîåäèíåíèå öåíòðîâ ãðàíåé
äîäåêàýäðà îáðàçóåò èêîñàýäð. Ïîýòîìó ó ýòèõ ìíîãîãðàííèêîâ îäíà è òà
æå ãðóïïà âðàùàòåëüíûõ ñèììåòðèé, íàçûâàåìàÿ ãðóïïîé èêîñàýäðà è
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îáîçíà÷àåìàÿ ÷åðåç I . Ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå áûëè èñ-
ïîëüçîâàíû ïðè èçó÷åíèè ãðóïïû O (òîëüêî áîëåå äëèííûå) ïîêàçûâàþò,
÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 7.6. Èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì:

I ∼= A5.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äðóãèõ êîíå÷íûõ ïîäãðóïï, êðîìå ãðóïï, èçî-
ìîðôíûõ Zn , Dn , O , T , I , â ãðóïïå SO(3) íåò. Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëü-
ñòâî ýòîãî ôàêòà ìîæíî íàéòè â � 3 ãëàâû 3 êíèãè [3]. Êíèãà [3], âïðî÷åì,
íå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé, ãäå ïðèâåäåíî ýòî äîêàçàòåëüñòâî: ñì., íàïðèìåð, êíè-
ãó [23]. Ñóùåñòâåííûå ïîäðîáíîñòè î ãðóïïàõ ñèììåòðèè ãåîìåòðè÷åñêèõ
ôèãóð ìîæíî íàéòè òàêæå â ãëàâå 11 êíèãè [24]. Î ïðèìåíåíèÿõ òåîðèè
ãðóïï â ôèçèêå, êîòîðûå òàêæå ñâÿçàíû ñ ïîíÿòèåì ñèììåòðèè, ìîæ-
íî óçíàòü èç êíèã [26], [27], [28]. Èäåÿ ñèììåòðèè è íåêîòîðûå äðóãèå
ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ãðóïï (íàïðèìåð, â êðèñòàëëîãðàôèè) íà ïîïóëÿð-
íîì óðîâíå îáñóæäàåòñÿ â êíèãå [25]. Îòìåòèì, íàêîíåö, ïåðåâîä ñòàðîé
êíèãè Ô.Êëåéíà [18], ãäå îïèñûâàþòñÿ ñâÿçè ìåæäó ãðóïïîé âðàùåíèé
èêîñàýäðà è òàêèìè, íà ïåðâûé âçãëÿä, ñëàáî ñâÿçàííûìè ñ íåé òåîðèÿ-
ìè, êàê äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, òåîðèÿ èíâàðèàíòîâ è ò.ä.

8. Êâàòåðíèîíû

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ìàòðèö âèäà
(

z1 z2

−z2 z1

)
,

ãäå z1, z2 ∈ C � êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Òåîðåìà 8.1. Ìíîæåñòâî H ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì êîëüöà âñåõ êîì-
ïëåêñíîçíà÷íûõ 2 × 2-ìàòðèö M2(C), à òàêæå ïîäïðîñòðàíñòâîì
M2(C) êàê ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì R.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî íóëåâàÿ è åäèíè÷íàÿ ìàòðèöû ñîäåð-
æàòñÿ â ìíîæåñòâå H . Èç ðàâåíñòâ

(
z1 z2

−z2 z1

)
±
(

w1 w2

−w2 w1

)
=

(
z1 ± w1 z2 ± w2

(−z2)± (−w2) z1 ± w1

)
=

=

(
z1 ± w1 z2 ± w2

−(z2 ± w2) (z1 ± w1)

)

è
(

z1 z2

−z2 z1

)(
w1 w2

−w2 w1

)
=

(
z1w1 − z2w2 z1w2 + z2w1

−z2w1 − z1w2 −z2w2 + z1w1

)
=

=

(
z1w1 − z2w2 z1w2 + z2w1

−(z2w1 + z1w2) (−z2w2 + z1w1)

)

ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî H çàìêíóòî îòíîñòèòåëüíî ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ
è óìíîæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, îíî ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì êîëüöà M2(C) .
Ïóñòü λ ∈ R , z1, z2 ∈ C . Òîãäà

λ

(
z1 z2

−z2 z1

)
=

(
λz1 λz2

−λz2 λz1

)
=

(
λz1 λz2

−λz2 λz1

)
.

Èòàê, àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïà H ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà M2(C)

çàìêíóòà îòíîñòèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû ïîëÿ R . Ñëåäîâàòåëüíî,
îíà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ýòèì ïîëåì � ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì M2(C) . �

Ýëåìåíòû êîëüöà H íàçûâàþòñÿ êâàòåðíèîíàìè. Êîëüöî êâàòåð-
íèîíîâ â íåêîòîðûõ îòíîøåíèÿõ ïîõîäèò íà ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Â
äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü êâàòåðíèîíû ïîäóæèðíûìè áóêâàìè, íà-
ïðèìåð, q . Ïóñòü

q =

(
t+ ix y + iz

−y + iz t− ix
)
.

Òîãäà

q = t

(
1 0

0 1

)
+ x

(
i 0

0 −i
)

+ y

(
0 1

−1 0

)
+ z

(
0 i

i 0

)
.

Ïîëîæèì

1 =

(
1 0

0 1

)
, i =

(
i 0

0 −i
)
, j =

(
0 1

−1 0

)
, k =

(
0 i

i 0

)
,
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òàê ÷òî q = t1+xi+yj+zk . Î÷åâèäíî, ÷òî 1, i, j,k � áàçèñ R-ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà H .

Ýëåìåíò 1 ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé êîëüöà H , à ñîîòâåòñòâèå λ 7→ λ1

åñòü èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ïîëÿ R â êîëüöî H . Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî wq = qw äëÿ êàæäîãî q òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè w = λ1 äëÿ
íåêîòîðîãî λ ∈ R (åñëè ÷èòàòåëü âñå æå èñïûòàë çàòðóäíåíèÿ, òî îí
ìîæåò ïîñìîòðåòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.1 èç ñëåäóþùåãî ðàçäåëà).
Ââèäó ýòîãî, êîãäà ðå÷ü èäåò î êâàòåðíèîíàõ, ïðèíÿòî îòîæäåñòâëÿòü
ýëåìåíòû λ1 ñ ýëåìåíòàìè λ ∈ R . Òàêèì îáðàçîì, áóäåè èñïîëüçîâàòüñÿ
çàïèñü q = t+ xi + yj + zk .

�Òàáëèöà óìíîæåíèÿ"äëÿ ýëåìåíòîâ áàçèñà H âûãëÿäèò òåïåðü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

i2 = j2 = k2 = −1,

ij = k = −ji, jk = i = −kj, ki = j = −ik.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî êîëüöî H íåêîììóòàòèâíî. Âî-
âòîðûõ, ÷òî ëþáîå èç ïîäïðîñòðàíñòâ R+ Ri , R+ Rj , R+ Rk åñòü ïîä-
êîëüöî, èçîìîðôíîå ïîëþ C . Òàêèì îáðàçîì, êîëüöî H ñîäåðæèò â ñåáå
è ïîëå R , è ïîëå C .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êâàòåðíèîíà q = t + xi + yj + zk îïðåäåëèì
ñîïðÿæåííûé ê íåìó êâàòåðíèîí q = t − xi − yj − zk . Â ìàòðè÷íîé
ôîðìå, åñëè

q =

(
z1 z2

−z2 z1

)
,

òî
q =

(
z1 −z2

z2 z1

)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî, êàê è äëÿ ñîïðÿæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, q = q ,
λ1q1 + λ2q2 = λ1q1 = λ2q2 ïðè λ1, λ2 ∈ R .

8.1. Ïðîâåðèòü, ÷òî

qq = qq =

( |z1|2 + |z2|2 0
0 |z1|2 + |z2|2

)
=

= (|z1|2 + |z2|2)1 = |z1|2 + |z2|2 = t2 + x2 + y2 + z2.

Ââèäó ýòîãî ëîãè÷íî íàçâàòü ÷èñëî qq = qq êâàäðàòîì ìîäóëÿ êâàòåð-
íèîíà q è îáîçíà÷èòü ÷åðåç |q|2 . Åñëè ìûñëèòü êâàòåðíèîí q êàê âåêòîð
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â ÷åòûðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè (t, x, y, z) , òî
åãî ìîäóëü |q| = √qq =

√
t2 + x2 + y2 + z2 ÿâëÿåòñÿ äëèíîé ýòîãî âåêòî-

ðà. ×àñòî ÷èñëî qq = qq ∈ R ⊂ H íàçûâàåòñÿ òàêæå íîðìîé êâàòåðíèîíà
q è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç N(q) . È íîðìà, è ìîäóëü êâàòåðíèîíà � íåîòðè-
öàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, N(q) = |q|2 .

8.2. Ïðîâåðèòü, ÷òî N(q) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè q = 0 .

Çàìåòèì åùå, ÷òî

det

(
z1 z2

−z2 z1

)
= |z1|2 + |z2|2.

Òåîðåìà 8.2. Êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò êîëüöà H îáëàäàåò îáðàò-
íûì (ïî óìíîæåíèþ) ýëåìåíòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì q ∈ H , q 6= 0 . Òîãäà qq = qq =

N(q) > 0 . Ââèäó òîãî, ÷òî N(q) ∈ R , ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 1

N(q)
∈ R .

Óìíîæèì ýòîò ýëåìåíò íà âñå ÷àñòè ðàâåíñòâ qq = qq = N(q) . Ïîëó÷èì

(
1

N(q)
q)q = q(

1

N(q)
q) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, q−1 =
1

N(q)
q . Çàìåòèì, ÷òî ýòà ôîðìóëà îáîáùàåò ôîð-

ìóëó äëÿ îáðàòíîãî ê êîìïëåêñíîìó ÷èñëó. �

Êîëüöî H ïîõîäèò íà ïîëå, íî ïîëÿ ïî îïðåäåëåíèþ êîììóòàòèâíû.
Àññîöèàòèâíûå êîëüöà, êîòîðûå íå îáÿçàòåëüíî êîììóòàòèâíû, íî îáëà-
äàþò òåì ñâîéñòâîì,÷òî êàæäûé èõ íåíóëåâîé ýëåìåíò èìååò îáðàòíûé ïî
óìíîæåíèþ, íàçâûàþòñÿ òåëàìè. Òàêèì îáðàçîì, êîëüöî H íàçûâàåòñÿ
òåëîì êâàòåðíèîíîâ (èëè ãàìèëüòîíîâûõ êâàòåðíèîíîâ).

×åðåç H∗ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ êâàòåðíèîíîâ. Ýòî ãðóï-
ïà ïî óìíîæåíèþ.

8.3. Ýëåìåíòû ±1 , ±i , ±j , ±k îáðàçóþò ïîäãðóïïó ãðóïïû H∗ . Ýòà
ïîäãðóïïà èçîìîðôíà ãðóïïå Q8 , ââåäåííîé âûøå â ðàçäåëå 2.
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Îïèøåì îäèí ñïîñîá âû÷èñëåíèé ñ êâàòåðíèîíàìè. Îòîæäåñòâèì
ïîëå C ñ ïîäêîëüöîì R+ Ri òåëà H . Ïóñòü u = t+ xi, v = y + zi � äâà
êîìïëåêñíûõ ÷èñëà. Òîãäà

t+ xi + yj + zk = t+ xi + yj + xij = (t+ xi) + (y + zi)j = u+ vj (1)

Ïðè ýòîì jv = yj + zji = yj − zij = (y − zi)j = vj . Ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ
âìåñòå ñ ðàâåíñòâîì j2 = −1 (ïëþñ ñâîéñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë) âïîëíå
äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ñ êâàòåðíèîíàìè, çà-
ïèñàííûìè â ôîðìå (1). Çàìåòèì, ÷òî çàïèñü (1) ìîæíî èñòîëêîâàòü åùå
è òàê: H åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C ñ áàçèñîì èç äâóõ
ýëåìåíòîâ: 1 (èëè 1) è j . Îòìåòèì, ÷òî

q = u− vj.

Ïðèìåíèì ýòó òåõíèêó äëÿ ðåøåíèÿ íåñêîëüêèõ çàäà÷.

Ïðèìåð 8.1. Äîêàæåì, ÷òî ÷òî q1q2 = q2q1 äëÿ ëþáûõ q1,q2 ∈ H .
Ïðåäñòàâèì êâàòåðíèîíû q1 è q2 â ôîðìå (1): q1 = u1 + v1j , q2 =

u2 + v2j , u1, v1, u2, v2 ∈ C . Òîãäà

q1q2 = (u1u2 − v1v2) + (u1v2 + u2v1)j (2)

Âû÷èñëÿåì ñîïðÿæåííûé êâàòåðíèîí:

q1q2 = (u1u2 − v1v2)− (u1v2 + u2v1)j

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
qs = us − vsj, s = 1, 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (2), ïîëó÷èì

q2q1 = (v2u1 − v2v1) + (−v2u1 − u2v1)j.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

8.4. Äîêàçàòü, ÷òî N(q1q2) = N(q1)N(q2) è |q1q2| = |q1| · |q2| .
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Ïðèìåð 8.2. Ðåøèì óðàâíåíèå q2 = −1 . Ïóñòü q = u + vj , u =

t+ xi , v = y + zi . Èñïîëüçóÿ (2), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî:

q2 = (u2 − vv) + v(u+ u)j (3)

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ áàçèñíûõ âåêòîðàõ ó q2 è
−1 = (−1)1 + 0j , ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ äâóìÿ êîìïëåêñíîçíà÷-
íûìè íåèçâåñòíûìè u è v :

{
u2 − |v|2 = −1

v(u+ u) = 0

Íà÷íåì ñî âòîðîãî óðàâíåíèÿ. Èç v(u + u) = 0 ñëåäóåò, ÷òî ëèáî v = 0 ,
ëèáî u + u = 0 . Èòàê, ïóñòü u + u = 0 . Òàê êàê u = t + xi , òî ýòî
ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó t = 0 . Â ýòîì ñëó÷àå u2 = (xi)2 = −x2 , è ïåðâîå
óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â

−x2 − |v|2 = −x2 − y2 − z2 = −1,

èëè
x2 + y2 + z2 = 1 (4)

Èòàê, ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ q2 = −1 áóäóò âñå q = u + vj , òàêèå, ÷òî
u = xi , v = y + zi , è x, y, z óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ (4).

Ðàçáåðåì ñëó÷àé v = 0 . Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â
u2 = −1 . Åñëè u = t + xi , òî ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé ñ
äâóìÿ íåèçâåñòíûìè t, x , ïðèíèìàþùèìè äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ:

{
t2 − x2 = −1

2tx = 0
(5)

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (5) ñëåäóåò, ÷òî ëèáî t = 0 , ëèáî x = 0 (âîçìîæíî,
÷òî è òî, è äðóãîå). Åñëè t = 0 , òî x2 = 1 , à òàê êàê v = 0 îçíà÷àåò y =

z = 0 , òî ïîëó÷èëèñü ðåøåíèÿ èç ìíîæåñòâà, îïèñûâàåìîãî ðàâåíñòâàìè
t = 0 è (4). Åñëè æå x = 0 , òî ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ: t2 = −1 (
íàïîìíèì, ÷òî t ìîæåò áûòü òîëüêî äåéñòâèòåëüíûè).

8.5. Ðåøèòü óðàâíåíèå q2 = +1 .

8.6. Ðåøèòü óðàâíåíèå q2 + q + 1 = 0 .
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8.7. Èññëåäîâàòü êâàòåðíèîííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ q2 + aq + b = 0 ,
ãäå a, b ∈ R .

Ïðèìåð 8.3. Ïóñòü q = t+xi + yj + zk . Òîãäà q = t−xi− yj− zk ,
q+q = 2t = a , qq = t2+x2+y2+z2 = b , a, b ∈ R . Ðàññìîòðèì òîæäåñòâî:

q2 − (q + q)q + qq = 0.

Çàìíåíÿÿ q + q íà a , è qq íà b , ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî:

q2 − aq + b = 0.

Èòàê, êàæäûé êâàòåðíèîí ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåêîòîðîãî êâàäðàòíîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Òåîðåìà 8.3. Ïóñòü q = t + xi + yj + zk. Óñëîâèå t = 0 ðàâíîñèëüíî
òîìó, ÷òî q2 ≤ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå q2 ≤ 0 îçíà÷àåò â ÷àñòíîñòè, ÷òî êâàòåðíè-
îí q2 ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì, ò.å. ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó R = {λ1|λ ∈ R} ,
ò.å. q2 = λ1 , ãäå λ ∈ R , è ïðè ýòîì λ < 0 . Âû÷èñëÿÿ q2 è ïðîäåëûâàÿ âû-
êëàäêè, àíàëîãè÷íûå òåì, ÷òî áûëè ïðîäåëàíû â ïðèìåðå 8.2, ïîëó÷àåì
ñèñòåìó èç íåðàâåíñòâà è óðàâíåíèÿ:

{
u2 − |v|2 ≤ 0

v(u+ u) = 0
(6)

Èòàê, ýòà ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ q2 ≤ 0 . Åñëè t = 0 , òî u = xi ,
u = −xi , u + u = 0 , è âòîðîå ðàâåíñòâî èç (6) âûïîëíåíî. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, u2 = −x2 , è ïåðâîå íåðàâåíñòâî èç (6) ïðåâðàùàåòñÿ â

−x2 − y2 − z2 ≤ 0,

à ýòî âåðíî äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ x, y, z .
Îáðàòíî, ðåøàÿ ñèñòåìó (5), íà÷èíàåì ñî âòîðîãî óðàâíåíèÿ. Ñëó-

÷àé u + u = 0 àâòîìàòè÷åñêè âëå÷åò t = 0 . Ñëó÷àé v = 0 ïðèâîäèò ê
u2 ≤ 0 , îòêóäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó, ïîõîæóþ íà (5):

{
t2 − x2 ≤ 0

2tx = 0

61



Åñëè t = 0 , òî âñå äîêàçàíî. Ñëó÷àé x = 0 è t 6= 0 ïðèâîäèò ê ïðîòèâî-
ðå÷èþ. �

8.8. Êàêèå êâàòåðíèîíû óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó q2 ≥ 0?

Êâàòåðíèîíû âèäà v = xi+yj+zk áóäåì íàçûâàòü âåêòîðàìè. Äðó-
ãîå íàçâàíèå � ÷èñòî âåêòîðíûå êâàòåðíèîíû. Ìíîæåñòâî âñåõ êâàòåð-
íèîíîâ �âåêòîðîâ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç V . Ýòî � òðåõìåðíîå ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R ñ áàçèñîì i, j,k . Â ïðîèçâîëüíîì êâàòåðíèîíå
q = t + xi + yj + zk ñëàãàåìîå t íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíîé ÷àñòüþ êâàòåð-
íèîíà, à xi + yj + zk � âåêòîðíîé ÷àñòüþ êâàòåðíèîíà q . Èòàê, v ∈ V

òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè v2 ≤ 0 .
Ïóñòü v1 = x1i + y1j + z1k , v2 = x2i + y2j + z2k � äâà âåêòîðà.

Âû÷èñëèì â ÿâíîì âèäå èõ ïðîèçâåäåíèå.

v1v2 = −(x1x2 + y1y2 + z1z2)+

+(y1z2 − z1y2)i+

+(z1x2 − x1z2)j+

+(x1y2 − y1x2)k

Ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü ýòîãî êâàòåðíèîíà � íå ÷òî èíîå, êàê ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå âåêòîðîâ v1 è v2 , âçÿòîå ñî çíàêîì ìèíóñ. Âåêòîðíóþ ÷àñòü v1v2

ìîæíî (íåñêîëüêî óñëîâíî) çàïèñàòü êàê îïðåäåëèòåëü:
∣∣∣∣∣∣∣

i j k

x1 y1 z1

x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣∣

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü èçâåñòíîãî èç êóðñà ãåîìåòðèè
âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ [v1,v2] âåêòîðîâ v1 è v2 . Â êîíå÷íîì ñ÷åòå
ïîëó÷àåòñÿ âàæíîå ñîîòíîøåíèå:

v1v2 = −(v1,v2) + [v1,v2] (7)

Ðàññìîòðèì äðóãîå ïðîèçâåäåíèå:

v2v1 = −(v2,v1) + [v2,v1].
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Òàê êàê (v2,v1) = (v1,v2) , à [v2,v1] = −[v1,v2] , òî ïîëó÷èì

v2v1 = −(v1,v2)− [v1,v2] (8)

Èç (7) è (8) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

(v1,v2) = −1

2
(v1v2 + v2v1) (9)

[v1,v2] =
1

2
(v1v2 − v2v1) (10)

Ïðèìåð 8.4. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî
(i, i) = (j, j) = (k,k) = 1 , (i, j) = (j,k) = (k, i) = 0 ,
[i, j] = k , [j,k] = i , [k, i] = j .

Íà ÿçûêå êâàòåðíèîíîâ ëåãêî ïîëó÷èòü äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ
òîæäåñòâ âåêòîðíîé àëãåáðû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ðåøåíèè
äàëüíåéøèõ çàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî v1v2 + v2v1 îòëè÷àåò-
ñÿ îò ñêàëÿðà (v1,v2) òîëüêî ñêàëÿðíûì ìíîæèòåëåì. Ñëåäîâàòåëüíî,
v1v2 + v2v1 òîæå ñêàëÿð. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êâàòåðíèî-
íà q èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

q(v1v2 + v2v1) = (v1v2 + v2v1)q (11)

8.9. Ïóñòü v1,v2,v3 ∈ V . Äîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

([v1,v2],v3) = (v1, [v2,v3])

8.10. Ïóñòü v1,v2,v3 ∈ V . Äîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

[v1, [v2,v3]] = v2(v1,v3)− v3(v1,v2)

8.11. Ïóñòü v1,v2,v3,v4 ∈ V . Äîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

([v1,v2], [v3,v4]) = (v1,v3)(v2,v4)− (v2,v3)(v1,v4)

Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâîì Ëàãðàíæà.

8.12. Ïóñòü v1,v2,v3 ∈ V . Äîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

[[v1,v2],v3] + [[v3,v1],v2] + [[v2,v3],v1] = 0

Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâîì ßêîáè. Äîêàçàòü, ÷òî åãî ìîæíî
çàïèñàòü òàêæå â ñëåäóþùíé ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå:

[v1, [v2,v3]] = [[v1,v2],v3] + [v2, [v1,v3]].
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Ïðîäîëæèì èçó÷åíèå ñâîéñòâ êâàòåðíèîíîâ � âåêòîðîâ.

8.13. Ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè v � âåêòîð, òî v = −v (ýòî, ðàçóìååòñÿ,
òîæå âåêòîð).

8.14. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè v � âåêòîð, è v 6= 0 , òî v−1 � òàêæå âåêòîð.

8.15. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé íåñêàëÿðíûé êâàòåðíèîí ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü q = t + v , ãäå t � ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü q , à v 6= 0 �
âåêòîðíàÿ. Âûáåðåì âåêòîð w 6= 0 òàê, ÷òîáû (v,w) = 0 , è óìíîæèì
q ñïðàâà íà w . Ïðåîáðàçóåì ðàâåíñòâî qw = tw + vw , çàìåíèâ vw íà
−(v,w) + [v,w] = [v,w] . Ïîëó÷èì qw = tw + [v,w] . Â ïðàâîé ÷àñòè
ýòîãî ðàâåíñòâà ñòîèò íåíóëåâîé âåêòîð. Îñòàåòñÿ óìíîæèòü îáå ÷àñòè
ðàâåíñòâà ñïðàâà íà âåêòîð w−1 :

q = (tw + [v,w])w−1.

8.16. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè v � âåêòîð, è q ∈ H∗ (ïðîèçâîëüíûé íåíóëå-
âîé êâàòåðíèîí), òî qvq−1 � òàêæå âåêòîð.

Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå òî, ÷òî åñëè a ∈ R = {λ1|λ ∈ R} ⊂ H , òî
aw = wa äëÿ ëþáîãî êâàòåðíèîíà w .

8.17. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè v � âåêòîð, òî v2 = −(v,v) .
Èç ýòîãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò âàæíîå ñëåäñòâèå: åñëè v � âåêòîð, à

q � êàêîé óãîäíî êâàòåðíèîí, òî v2q = qv2 . Îáîñíóéòå ýòî.

Ïðèìåð 8.5. Äîêàæåì ñ ïîìîùüþ êâàòåðíèîíîâ íåðàâåíñòâî
Êîøè-Áóíÿêîâñîãî:

(v1,v2)
2 ≤ (v1,v1)(v2,v2).

Òàê êàê (v1,v1) = −v2
1 , (v2,v2) = −v2

2 , òî äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî
ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

(v1,v2)
2 ≤ v2

1v
2
2.
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Èç òîæäåñòâà (7) ñëåäóåò, ÷òî [v1,v2] = v1v2 + (v1,v2) . Òàê êàê [v1,v2]

âåêòîð, òî [v1,v2]
2 ≤ 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, (v1v2 + (v1,v2))

2 ≤ 0 . Ïðåîáðà-
çóåì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà.

(v1v2 + (v1,v2))
2 = v1v2v1v2 + 2(v1,v2)v1v2 + (v1,v2)

2 ≤ 0.

Çàìåòèì, ÷òî

v1v2v1v2 + 2(v1,v2)v1v2 = v1v2v1v2 − (v1v2 + v2v1)v1v2 =

= −v2v1v1v2 = −v2v
2
1v2 = −v2

1v
2
2.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è î òîì,
÷òî v2

1 ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ñ ëþáûì êâàòåðíèîíîì. Îòñþäà

(v1,v2)
2 − v2

1v
2
2 ≤ 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

8.18. Ïóñòü v1,v2,v3 ∈ V . Äîêàçàòü, ÷òî v1v2v1 , v1v3v3 � òàêæå âåê-
òîðû, è åñëè v2

1 = −1 , òî (v1v2v1,v1v3v1) = (v2,v3) .

8.19. Ïóñòü v1v2v3 � âåêòîð. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà v3v1v2 è v2v3v1 �
âåêòîðû, è (v1v2v3,v1v2v3) = (v3v1v2,v3v1v2) . Çàìåòèì, ÷òî çäåñü íå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîðàìè ÿâëÿþòñÿ v1,v2 è v3 .

8.20. Ïóñòü v1,v2,v3 è v1v2v3 � âåêòîðû. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà âåêòî-
ðîì ÿâëÿåòñÿ è v3v2v1 , ïðè÷åì [v1v2v3,v3v2v1] = 0 .

Òåîðåìà 8.4. Ïóñòü v1,v2,v3 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàí-
ñòâà V . Òîãäà

1) v2
1 = v2

2 = v2
3 = −1;

2) v1v2 = −v2v1 , v1v3 = −v3v1 , v3v2 = −v2v3 ;

3) v1v2 � âåêòîð, ïðè ýòîì v1v2 = λv3 , ãäå λ = ±1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ, (vl,vm) = −1

2
(vlvm+vmvl) = δl,m (ñèì-

âîë Êðîíåêåðà), l,m = 1, 2, 3 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (vl,vl) = −v2
l = −1 .

Òàê êàê (vl,vm) = 0 ïðè l 6= m , òî vlvm = −vmvl . Èñïîëüçóÿ ýòî,
âû÷èñëèì (v1v2)

2 :

(v1v2)
2 = v1v2v1v2 = −v1v1v2v2 = −v2

1v
2
2 = −1.

Èòàê, v′3 = v1v2 � ñíîâà âåêòîð. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âåêòîðû
v1,v2,v

′
3 îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ V . Íàïðèìåð,

(v1,v1v2) = −1

2
(v1v1v2 + v1v2v1) = −1

2
(v1v1v2 − v1v1v2) = 0,

òàê êàê v1v2 = −v2v1 . Âåêòîðû v3 è v′3 ïåðïåíäèêóëÿðíû ê ïëîñêîñòè,
íàòÿíóòîé íà v1 è v2 , è îáà èìåþò åäèíè÷íóþ äëèíó. Ïîýòîìó îíè ìîãóò
îòëè÷àòüñÿ òîëüêî çíàêîì. �

Èññëåäîâàíèå êâàòåðíèîíîâ áóäåò ïðîäîëæåíî â ñëåäóþùåì ðàçäå-
ëå. Äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ ìîæíî íàéòè â êíèãàõ [20], [21], [19].

9. Êâàòåðíèîíû è âðàùåíèÿ

Ìàòðèöà A ∈ GLn(C) íàçûâàåòñÿ óíèòàðíîé, åñëè A−1 = A∗ =
tA . Ìíîæåñòâî óíèòàðíûõ n×n-ìàòðèö îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç U(n) . ×åðåç
SU(n) îáîçíà÷àåòñÿ ïîäìíîæåñòâî U(n) , ñîñòîÿùåå èç óíèòàðíûõ ìàòðèö
ñ îïðåäåëèòåëÿìè, ðàâíûìè åäèíèöå.

9.1. Äîêàçàòü, ÷òî U(n) ãðóïïà, à SU(n) åå íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà.

Îòìåòèì, ÷òî U(1) = U . Â ñàìîì äåëå, U(1) ⊂ GL1(C) = C∗ ïî
îïðåäåëåíèþ, ñîñòîèò èç âñåõ òåõ z ∈ C∗ , äëÿ êîòîðûõ z−1 = z . Íî ýòî
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî |z| = 1 .

Ãðóïïà U(n) íàçûâàåòñÿ óíèòàðíîé ãðóïïîé n-é ñòåïåíè, à SU(n)

� ñïåöèàëüíîé óíèòàðíîé ãðóïïîé n-é ñòåïåíè. Íàøà öåëü â ýòîì ïàðà-
ãðàôå � ðàçîáðàòüñÿ â ñòðîåíèè SU(2) .
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Ëåììà 9.1. Ìàòðèöà A ïðèíàäëåæèò ãðóïïå SU(2) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, åñëè

A =

(
u v

−v u

)
,

ãäà u, v ∈ C∗ è |u|2 + |v|2 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

A =

(
u v

z w

)
∈ SU(2),

ãäå u, v, z, w ∈ C . Ââèäó òîãî, ÷òî det(A) = 1 , ò.å. uw− vz = 1 , îáðàòíàÿ
ê A ìàòðèöà èìååò âèä:

A−1 =

(
w −v
−z u

)
.

Çàïèøåì óñëîâèå óíèòàðíîñòè A :

A−1 = tA =

(
u z

v w

)
.

Ñîïîñòàâëåíèå ýëåìåíòîâ ìàòðèö íà îäíèõ è òåõ æå ìåñòàõ äàåò (ïîñëå
èñêëþ÷åíèÿ ïîâòîðåíèé) ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

w = u, v = −z.
Ýòî èìåííî òî, ÷òî òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèä-
íî. �

Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ýòî ëåììû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ãðóïïà
SU(2) îêàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé H∗ � ãðóïïû îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ òåëà
êâàòåðíèîíîâ, ïðè÷åì ýòî â òî÷íîñòè âñå êâàòåðíèîíû u , íîðìà N(u)

êîòîðûõ ðàâíà åäèíèöå.

9.2. Äîêàçàòü, ÷òî H∗ ∼= SU(2)× R+ .

9.3. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M2(C) êâàäðàòíûõ 2 × 2-ìàòðèö ñ êîì-
ïëåêñíûìè êîìïîíåíòàìè. Åñëè

A =

(
u v

z w

)
∈M2(C),
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òî íîðìîé ýòîé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ‖ A ‖= |u|2 + |v|2 + |z|2 + |w|2 .
Äîïóñòèì, ÷òî det(A) = 1 . Äîêàæèòå, ÷òî A ∈ SU(2) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, åñëè ‖ A ‖= 2 .

Ïîëîæèì

bϕ =

(
cos ϕ

2 + i sin ϕ
2 0

0 cos ϕ
2 − i sin ϕ

2

)
= cos

ϕ

2
+ sin

ϕ

2
i (1)

cθ =

(
cos θ

2 i sin θ
2

i sin θ
2 cos θ

2

)
= cos

θ

2
+ sin

θ

2
k (2)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî bϕ, cθ ∈ SU(2) .

Ëåììà 9.2. Êàæäàÿ ìàòðèöà èç SU(2) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
â âèäå

bϕcθbψ

äëÿ íåêîòîðûõ ϕ, θ , ψ . Óãëû ϕ, θ , ψ ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî 0 ≤
ϕ < 2π , 0 ≤ θ ≤ π , −2π ≤ ψ < 2π .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ∈ SU(2) . Ïðåäñòàâèì A â âèäå:

A =

(
u v

−v u

)
=

( |u|(cosα + i sinα) |v|(cos β + i sin β)

|v|(− cos β + i sin β) |u|(cosα− i sinα)

)

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà uv 6= 0 . Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïîêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî bτcθbψ � ýòî ìàòðèöà

(
cos θ

2(cos ϕ+ψ
2 + i sin ϕ+ψ

2 ) sin θ
2(cos π+ϕ−ψ

2 + i sin π+ϕ−ψ
2 )

− sin θ
2(cos π+ϕ−ψ

2 − i sin π+ϕ−ψ
2 ) cos θ

2(cos ϕ+ψ
2 − i sin ϕ+ψ

2 )

)

Ïîïûòàåìñÿ ïðèðàâíÿòü A è bτcθbψ , è ïî èçâåñòíûì |u|, |v| , α, β íàéòè
íåèçâåñòíûå ϕ, θ è ψ . Èòàê, ðàññìîòðèì ðàâåíñòâà:

|u|(cosα + i sinα) = cos θ
2(cos ϕ+ψ

2 + i sin ϕ+ψ
2 )

|v|(cos β + i sin β) = sin θ
2(cos π+ϕ−ψ

2 + i sin π+ϕ−ψ
2 )

Òàê êàê |u|2 + |v|2 = 1 , òî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ìîäóëè |u|, |v| â âèäå:

|u| = cos
θ

2
, |v| = sin

θ

2
.
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È ñèíóñ, è êîñèíóñ ïîëîæèòåëüíû, åñëè 0 < θ
2 <

π
2 , òî åñòü ïðè 0 < θ < π .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîïûòàåìñÿ ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:

α =
ϕ+ ψ

2

β =
π + π − ψ

2
.

Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå òàêîâî:

ϕ = α + β − π

2
, ψ = α− β +

π

2
.

Òàê êàê 0 ≤ α, β < 2π , è äîïóñòèìî îòáðàñûâàòü âåëè÷èíû, êðàòíûå
2π , òî çíà÷åíèÿ ϕ è ψ ìîæíî âûáðàòü â ïðîìåæóòêàõ 0 ≤ ϕ < 2π ,
−2π ≤ ψ < 2π .

Ðàñìîòðèì ñëó÷àé uv = 0 , òî÷íåå, äâà ñëó÷àÿ: u = 0, v 6= 0 è
u 6= 0, v = 0 .

Åñëè u = 0 , òî |v| = 1 , è

A =

(
0 cos β + i sin β

− cos β + i sin β 0

)
.

Ðàññìîòðèì
cπ = k =

(
0 i

i 0

)
,

è ïîïðîáóåì ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó A â âèäå A = cπbψ . Èíûìè ñëîâàìè,
íåîáõîäèìî ðåøèòü îòíîñèòåëüíî ψ ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:
(

0 cos β + i sin β

− cos β + i sin β 0

)
=

(
0 sin ψ

2 + i cos ψ
2

− sin ψ
2 + i cos ψ

2 0

)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì ðåøåíèå ψ

2
=

π

2
− β , èëè

ψ = π − 2β . Åñëè 0 ≤ β < 2π , òî −π < ψ < π . Åñëè æå ó÷åñòü, ÷òî
b0 = 1 , òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A ñíîâà èìååò âèä A = bϕcθbψ .

Ñëó÷àé v = 0 ÿâëÿåòñÿ áîëåå ëåãêèì. Òàê êàê |u| = 1 , òî A = bα .
Ïîñêîëüêó c0 = 1 è b0 = 1 , òî ôîðìàëüíî áóäåì èìåòü è â ýòîì ñëó÷àå
A = bαc0b0 . �

9.4. Îáîñíîâàòü ôîðìóëó äëÿ bτcθbψ , ïðèâåäåííóþ â äîêàçàòåëüñòâå
ëåììû.
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9.5. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáóþ ìàòðèöó èç SU(2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ubϕu

−1 äëÿ ïîäõîäÿùåãî ϕ è u ∈ SU(2) .

Â äàëüíåéøåì áóäóò íåîáõîäèìû ñëåäóþùèå ôîðìóëû.
bϕib

−1
ϕ = i

bϕjb
−1
ϕ = cosϕj + sinϕk

bϕkb−1
ϕ = − sinϕj + cosϕk

(3)

cθic
−1
θ = cos θi + sin θj

cθjc
−1
θ = − sin θi + cos θj

cθkc−1
θ = k

(4)

Ýòè ðàâåíñòâà óñòàíàâëèâàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè.
Íàïðèìåð,

bϕib
−1
ϕ = (cos ϕ

2 + sin ϕ
2 i)i(cos ϕ

2 − sin ϕ
2 i) =

= (cos ϕ
2 + sin ϕ

2 i)(cos ϕ
2 i + sin ϕ

2 ) =

= cos ϕ
2 sin ϕ

2 − sin ϕ
2 cos ϕ

2 + (cos2 ϕ
2 + sin2 ϕ

2 )i = i.

Äàëåå,
bϕjb

−1
ϕ = (cos ϕ

2 + sin ϕ
2 i)j(cos ϕ

2 − sin ϕ
2 i) =

= (cos ϕ
2 + sin ϕ

2 i)(cos ϕ
2 j + sin ϕ

2 k) =

= (cos2 ϕ
2 − sin2 ϕ

2 )j + 2 sin ϕ
2 cos ϕ

2 k =

= cosϕj + sinϕk.

Íàêîíåö,
cθjc

−1
θ = (cos θ

2 + sin θ
2k)j(cos θ

2 − sin θ
2k) =

= (cos θ
2 + sin θ

2k)(cos θ
2j− sin θ

2i) =

= (cos2 θ
2 − sin2 θ

2)j− 2 sin θ
2 cos θ

2k =

= cos θj− sin θk.

9.6. Ïðîâåðèòü îñòàëüíûå ðàâåíñòâà èç ñåìåéñòâ (3),(4).

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç V îáîçíà÷àåòñÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä
ïîëåì R ñ áàçèñîì i, j,k , ò.å. ïðîñòðàíñòâî êâàòåðíèîíîâ � âåêòîðîâ.

Ëåììà 9.3. Ïóñòü q ∈ H∗ . Òîãäà ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíîå ëèíåé-
íîå îòîáðàæåíèå Φq : V −→ V , òàêîå, ÷òî Φq(v) = qvq−1 äëÿ êàæ-
äîãî v ∈ V .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷àòü íåîáõîäèìî ñ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè
îïðåäåëåíèÿ, òî åñòü ñ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî Φq(v) ∈ V äëÿ êàæäîãî v ∈ V .
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî (qvq−1)2 ≤ 0 . Â ñàìîì äåëå,

(qvq−1)2 = qvq−1qvq−1 = qv2q−1 = v2qq−1 = v2 ≤ 0.

Çäåñü èñïîëüçîâàíî òî, ÷òî åñëè v � âåêòîð, òî v2 ≤ 0 � ñêàëÿð, è
åãî ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ñ ëþáûìè êâàòåðíèîíàìè. Ïðîâåðèì ëèíåéíîñòü.
Ïóñòü v1,v2 ∈ U , λ1, λ2 ∈ R . Òîãäà

Φq(λ1v1 + λ2v2) = q(λ1v1 + λ2v2)q
−1 = q(λ1v1)q

−1 + q(λ2v2)q
−1 =

= λ1qv1q
−1 + λ2qv2q

−1 = λ1Φq(v1) + λ2Φq(v2).

Äàëåå íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü îðòîãîíàëüíîñòü.

(Φq(v1), Fq(v2)) = −1

2
((qv1q

−1)(qv2q
−1) + (qv2q

−1)(qv1q
−1))

= −1

2
(qv1v2q

−1 + qv2v1q
−1) = −1

2
q(v1v2 + v2v1)q

−1

= −1

2
(v1v2 + v2v1)qq−1 = −1

2
(v1v2 + v2v1)

= (v1,v2).

Çäåñü èñïîëüçîâàíî òî, ÷òî êâàòåðíèîí âèäà v1v2 + v2v1 ìîæíî ïåðñòàâ-
ëÿòü ñ ëþáûì äðóãèì êâàòåðíèîíàì. �

Ëåììà 9.4. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

1) Φq1q2
= Φq1

Φq2
;

2) Φ1 = 1V � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå èç V â V ;

3) Φλq = Φq , åñëè λ ∈ R, λ 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü 1), äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ
ôóíêöèé, ñòîÿùèõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà 1), íà ïðîèçâîëü-
íîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà v ∈ V . Èòàê, ñ îäíîé ñòðîíû, Φq1q2

(v) =

(q1q2)v(q1q2)
−1 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Φq1

(Φq2
(v)) = q1(q2vq−1

2 )q−1
1 . ßñ-

íî, ÷òî ýòè çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò.
Ñâîéñòâî 2) î÷åâèäíî. Íàêîíåö, âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé, ñòî-

ÿùèõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà 3) íà ïðîèçâîëüíîì àðãóìåíòå
v .
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Φλq(v) = (λq)v(λq)−1 = λ(qvq−1)λ−1 = qvq−1 = Φq(v) ,
òàê êàê λ ∈ R ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ñ ëþáûìè êâàòåðíèîíàìè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ôóíêöèè Φλq è Φq ñîâïàäàþò. �

Òåîðåìà 9.1. Ñîîòâåòñòâèå u 7→ Φu îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì ãðóïï
Φ : SU(2) −→ SO(3). ßäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà ñîñòîèò èç äâóõ ýëå-
ìåíòîâ: (

1 0

0 1

)
,

( −1 0

0 −1

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî ïðè u ∈ SU(2) îòîáðàæåíèå Φu ïðèíàä-
ëåæèò O(3) , è ñîîòâåòñòâèå u 7→ Φu ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï,
ñëåäóåò èç ïðåäûäóùèõ ëåìì.

Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå Φu ∈ SO(3) . Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó-
÷àè u = bϕ è u = cθ . Èç ðàâåíñòâ (3) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà Φbϕ â áàçèñå
i, j,k âûãëÿäèò òàê:

Φbϕ = Bϕ =




1 0 0

0 cosϕ − sinϕ

0 sinϕ cosϕ


 (5)

Òî÷íî òàê æå èç (4) ïîëó÷àåì ìàòðèöó Φcθ :

Φcθ = Cθ =




cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1


 (6)

Î÷åâèäíî, ÷òî Bϕ, Cθ ∈ SO(3) . Êàê óæå áûëî ïîêàçàíî, êàæäûé ýëåìåíò
u ∈ SU(2) ïðåäñòàâèì â âèäå u = bϕcθbψ . Ïðèìåíÿÿ ê u ãîìîìîðôèçì
Φ , ïîëó÷àåì

Φu = Φbϕcθbψ = ΦbϕΦcθΦbψ ,

èëè
Φu = BϕCθBψ (7)

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Φu ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ
ìàòðèö èç SO(3) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñàìà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé èç SO(3) .

Îñòàåòñÿ ðàçîáðàòüñÿ ñ ÿäðîì. Òî, ÷òî 1 è −1 ñîäåðæàòñÿ â ÿäðå
Φ , î÷åâèäíî. Äîïóñòèì, ÷òî w ∈ Ker(Φ) . Ýòî çíà÷èò, ÷òî îòîáðàæåíèå
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v 7→ wvw−1 ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì, òî åñòü äëÿ êàæäîãî âåêòîðà v ∈
V èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî v = wvw−1 = v , èëè wv = vw . Ïîëîæèì
w = t + xi + yj + zk è ïîñìîòðèì, ÷òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè âçÿòü v = i, j,k .
Èç wi = iw ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

−x+ ti + zj− yk = −x+ ti− zj + yk.

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ýëåìåíòàõ áàçèñà, ïîëó÷èì y = z = 0 .
Èòàê, w = t+ xi . Èç wj = jw áóäåì èìåòü ñîîòíîøåíèå:

tj + xk = tj− xk,

îòêóäà ïîëó÷àåì x = 0 , è w = t = t1 , ò.å. ýòî ìàòðèöà
(
t 0

0 t

)

ñ îïðåäåëèòåëåì t2 . Íî ó ýëåìåíòîâ ãðóïïû SU(2) îïðåäåëèòåëè ðàâíû
åäèíèöå. Îòñþäà t2 = 1 , t = ±1 , è w = ±1 , ÷òî è óòâåðæäàëîñü. �

Íàïîìíèì, ÷òî îòðàæåíèåì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V íàçûâà-
åòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå τw , äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó:

τw(v) = v − 2
(v,w)

(w,w)
w.

Ëåììà 9.5. Îòðàæåíèå τw â ïðîñòðàíñòâå V çàïèñûâàåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

τw(v) = −wvw−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óæå èçâåñòíî (ñì. ðàçäåë î êâàòåðíèîíàõ),
(w,w) = −w2 . Ñëåäîâàòåëüíî, 1

(w,w)
= −w−2 . Îòñþäà

τw(v) = v − 2
(v,w)

(w,w)
w = v + 2(v,w)w−2w =

= v − (vw + wv)w−1 = v − v −www−1 = −wvw−1. �

Òåîðåìà 9.2. Ãîìîìîðôèçì Φ : SU(2) −→ SO(3) ñþðúåêòèâåí.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 7.3, êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû
SO(3) åñòü ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ îòðàæåíèé, íàïðèìåð, τc è τw . Çíà÷èò,
êàê òîëüêî ÷òî ïîêàçàíî, ýòî îòîáðàæåíèå äåéñòâóåò òàê:

v 7→ τc(τw(v)) = −c(−wvw−1)c−1 = (cw)v(cw)−1.

Îáîçíà÷àÿ êâàòåðíèîí cw ÷åðåç q , âèäèì, ÷òî íàøå ïðîèçâîëüíî âû-
áðàííîå âðàùåíèå ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì Φq . Îñòàåòñÿ çàìåíèòü q

íà ýëåìåíò u =
1

N(q)
q ãðóïïû SU(2) . Ñîãëàñíî óæå äîêàçàííîìó, â

ýòîì ñëó÷àå Φq = Φu . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûáðàííîå âðàùåíèå ÿâëÿåòñÿ
îáðàçîì ýëåìåíòà u ∈ SU(2) ïðè ãîìîìîðôèçìå Φ . �

Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â êíèãå [29] íà ñ. 80 � 82.
Âàæíûì ñëåäñòâèåì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 9.3. Êàæäóþ ìàòðèöó A èç SO(3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ ìàòðèö ïîâîðîòîâ, îïðåäåëåííûõ âûøå â (5) è
(6):

A = BϕCθBψ,

ãäå

Bϕ =




1 0 0

0 cosϕ − sinϕ

0 sinϕ cosϕ


 , Cθ =




cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1




Ïðè ýòîì 0 ≤ ϕ < 2π , 0 ≤ θ ≤ π , −2π ≤ ψ ≤ 2π .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ëþáàÿ ìàòðèöà âèäà Φu

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå BϕCθBψ . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ãîìîìîðôèçì
Φ ñþðúåêòèâåí, òî êàæäàÿ ìàòðèöà A ∈ SO(3) ðàâíà Φu äëÿ íåêîòîðîãî
u ∈ SU(2) . �

9.7. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè

q =

(
u v

−v u

)
∈ SU(2),
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òî

Φq =




u2 − v2 + u2 − v2

2
i

(
u2 + v2 − u2 − v2

2

)
−uv − u v

i

(
−u2 + v2 + u2 − v2

2

)
u2 + v2 + u2 + v2

2
i(uv − u v)

uv + uv i(uv − uv) uu− vv




9.8. Ïóñòü ÷èñëî l � öåëîå èëè �ïîëóöåëîå", ò.å. èìåþùåå âèä l =
k

2äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hl ìíîæåñòâî âñåõ îäíîðîä-
íûì ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 2l îò ïåðåìåííûõ x, y ñ êîìïëåêñíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, è çàäàäèì îòîáðàæåíèå

SU(2)×Hl −→ Hl,

ñîïîñòàâëÿþùåå ïàðå g ∈ SU(2) è f(x, y) ∈ Hl ìíîãî÷ëåí gf , îïðåäåëÿ-
åìûé ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå: åñëè

g =

(
α β

γ δ

)
,

òî
gf(x, y) = f(αx+ γy, βx+ δy).

Äîêàçàòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà îïðåäåëÿåò ëèíåéíîå äåéñòâèå SU(2) íà Hl .
Äîêàçàòü, ÷òî dim(Hl) = 2l + 1 .

Ïîïûòàòüñÿ äîêàçàòü, ÷òî Hl íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ SU(2)-ïîä-
ìîäóëåé (ýòî áîëåå òðóäíàÿ çàäà÷à; ðåøåíèå ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â
êíèãå [29], ñ. 83 � 84).

9.9. Ïóñòü ÷èñëî l � öåëîå èëè �ïîëóöåëîå", ò.å. èìåþùåå âèä l =
k

2
äëÿ

íåêîòîðîãî öåëîãî k . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pl ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè íå âûøå 2l îò ïåðåìåííîé z ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè,
è çàäàäèì îòîáðàæåíèå

SU(2)× Pl −→ Pl,

ñîïîñòàâëÿþùåå ïàðå g ∈ SU(2) è f(x) ∈ Pl ìíîãî÷ëåí gf , îïðåäåëÿåìûé
ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå: åñëè

g =

(
α β

γ δ

)
,

75



òî
gf(z) = (βz + δ)2lf

(
αz + γ

βz + δ

)
.

Äîêàçàòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà îïðåäåëÿåò ëèíåéíîå äåéñòâèå SU(2) íà Pl .
Äîêàçàòü, ÷òî dim(Pl) = 2l + 1 .

Áîëåå ñëîæíàÿ çàäà÷à: äîêàçàòü, ÷òî Pl íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ
SU(2)-ïîäìîäóëåé, è ÷òî ôàêòè÷åñêè SU(2)-ìîäóëè Hl è Pl èçîìîðôíû.

Òåðìèí �ïîëóöåëûå ÷èñëà"÷àñòî óïîòðåáëÿåòñÿ ôèçèêàìè, è èìååò
îòíîøåíèå ê òàêîé õàðàêòåðèñòèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, êàê ñïèí (ñì.,
íàïðèìåð, êíèãó [30], ñ. 433 � 438).

Ðàññìîòðèì êâàòåðíèîí q = a+bi+cj+dk , a, b, c, d ∈ R . Äîïóñòèì,
÷òî íîðìà q ðàâíà åäèíèöå, ò.å. a2 + b2 + c2 + d2 = 1 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
q íå ñêàëÿð, è ïóñòü q′ = bi + cj + dk . Òîãäà a2 + |q′|2 = 1 . Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò óãîë ϕ òàêîé, ÷òî a = cos

ϕ

2
, à |q′| = sin

ϕ

2
.

Ïîëîæèì p =
1

|q′|q
′ . Î÷åâèäíî, |p| = 1 . Êðîìå òîãî, p2 = −1 . Â ýòèõ

îáîçíà÷åíèÿõ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
q = cos

ϕ

2
+ sin

ϕ

2
p,

q−1 = cos
ϕ

2
− sin

ϕ

2
p.

Òåîðåìà 9.4. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Φq åñòü ïîâîðîò âîêðóã îñè p

íà óãîë ϕ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V1 = 〈p〉 , è V2 � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíå-
íèå V1 . Òàêèì îáðàçîì, V = V1 ⊕ V2 . Ïðåäñòàâèì àðãóìåíò v îòîá-
ðàæåíèÿ Φq : v 7→ qvq−1 â âèäå ñóììû v = v1 + v2 , ãäå v1 ∈ V1 ,
v2 =∈ V2 . Ýòî çíà÷èò, ÷òî v1 = λp , ãäå λ ∈ R , à (v2,p) = 0 . Òàê êàê
(v2,p) = −1

2
(v2p + pv2) , îòñþäà ñëåäóåò v2p = −pv2 . Êðîìå òîãî, èç

ðàâåíñòâà pv2 = −(p,v2) + [p,v2] ñëåäóåò, ÷òî pv2 = [p,v2] . Èñïîëüçóÿ
ýòî, ïðîäåëàåì ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ:

qvq−1 = q(v1 + v2)q
−1 = qv1q

−1 + qv2q
−1;

qv1q
−1 = (cos

ϕ

2
+ sin

ϕ

2
p)(λp)(cos

ϕ

2
− sin

ϕ

2
p) = (λp)qq−1 = v1;
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qv2q
−1 = (cos

ϕ

2
+ sin

ϕ

2
p)v2(cos

ϕ

2
− sin

ϕ

2
p) =

= (cos2 ϕ

2
− sin2 ϕ

2
)v2 + 2 sin

ϕ

2
cos

ϕ

2
[p,v2] =

= cosϕv2 + sinϕ [p,v2].

Èç êóðñà ãåîìåòðèè ÷èòàòåëþ äîëæíî áûòü èçâåñòíî, ÷òî åñëè âåêòî-
ðû v2 è p ïåðïåíäèêóëÿðíû (ò.å. (p,v2) = 0), òî âåêòîð [p,v2] ïåð-
ïåíäèêóëÿðåí ê íèì îáîèì, ïðè÷åì íàïðàâëåí òàê, ÷òî òðè âåêòîðà
p,v2, [p,v2] îáðàçóþò �ïðàâóþ òðîéêó": íàáëþäàòåëþ, ðàñïîëîæåííîìó
íà êîíöå âåêòîðà [p,v2] êðàò÷àéøèé ïîâîðîò îò p ê v2 êàæåòñÿ èäóùèì
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòå-
ëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ íà êîíöå âåêòîðà p , ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà v2 â âåêòîð
qv2q

−1 = cosϕv2 + sinϕ [p,v2] åñòü ïîâîðîò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà
óãîë ϕ .

Èòàê, äåéñòâèå Φq íà âåêòîð v îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ïðîåêöèÿ v íà îñü, íàïðàâëåííóþ ïî âåêòîðó p , íå ìåíÿåòñÿ, à ïðîåê-
öèÿ íà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ âåêòîðó p , åñëè ñìîòðåòü íà íåå ñ
êîíöà âåêòîðà p , ïîâîðà÷èâàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà óãîë ϕ . Ýòî
è îçíà÷àåò ïîâîðîò âñåãî âåêòîðà v âîêðóã p íà óãîë ϕ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè. �
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