
ГЛАВА 13. ОПЕРАТОРЫ В ВЕЩЕСТВЕННОМ

ЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

§1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ

Отметим некоторые особенности, связанные с рассмотрением ли-

ненйных операторов, действующих в вещественном евклидовом

пространстве Xn.
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.

В любом ортонормированном базисе пространства Xn матрицы

операторов A и A∗ взаимно транспонированы:

A∗
e = (Ae)

T .
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.

Для того, чтобы оператор был самосопряжен,

A∗ = A,

необходимо и достаточно, чтобы в любом ортонормированном ба-

зисе пространства Xn его матрица была симметрична:

(Ae)
T = Ae.
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Косоэрмитов оператор, действующий в вещественном евклидовом

пространстве, обычно называют кососимметричным :

A∗ = −A.
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.

Для того, чтобы оператор был кососимметричным,

A∗ = −A,

необходимо и достаточно, чтобы в любом ортонормированном ба-

зисе пространства Xn его матрица была кососимметрична:

(Ae)
T = −Ae.
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Любой оператор A однозначно представим в виде

A = A1 +A2,

где A1 — самосопряженный, A2 — кососимметричный операторы,

причем,

A1 =
1

2
(A +A∗), A2 =

1

2
(A−A∗).

Действительно,

A∗
1 =

1

2
(A∗ + (A∗)∗) = A1, A∗

2 =
1

2
(A∗ − (A∗)∗) = −A2.

6

6



.

Теорема Для того, чтобы оператор A был кососимметричным,

необходимо и достаточно выполнения условия

(Ax, x) = 0 ∀x ∈ Xn.
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Доказательство. Действительно, если

A = −A∗,

то

(Ax, x) = (x,A∗x) = −(x,Ax) = −(Ax, x),

т. е.

(Ax, x) = 0.
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Пусть

(Ax, x) = 0 ∀x ∈ Xn.

Для любых x, y ∈ Xn имеем

(A(x + y), x + y) = (Ax, x) + (Ay, y) + (Ax, y) + (Ay, x) =

= (Ax, x) + (Ay, y) + (Ax, y) + (y,A∗x) =

= (Ax, x) + (Ay, y) + (Ax +A∗x, y).

Следовательно,

Ax +A∗x = 0 ∀x ∈ Xn,

т. е.

A = −A∗. ¤
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Унитарный оператор, т. е. оператор A, удовлетворяющий условию

AA∗ = I,

действующий в вещественном евклидовом пространстве, называет-

ся ортогональным . Для него

A∗ = A−1,

A∗A = I.
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Для того, чтобы оператор был ортогональным,

AA∗ = I,

необходимо и достаточно, чтобы его матрица в любом ортонорми-

рованном базисе была ортогональной:

Ae(Ae)
T = I.
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Из определения ортогонального оператора сразу же вытекает, что

(Ax,Ay) = (x,A∗Ay) = (x, y),

т. е. оператор A не меняет длин векторов,

|x| =
√

(x, x) =
√

(Ax,Ax) = |Ax|,

и углов между векторами:

cos(x, y) =
(x, y)

|x||y|
=

(Ax,Ay)

|Ax||Ay|
= cos(Ax,Ay).
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Определитель ортогонального оператора равен плюс или минус

единице.
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Собственным числом ортогонального оператора может быть толь-

ко плюс или минус единица.
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Напомним, что оператор A называется нормальным, если

AA∗ = A∗A.

Самосопряженный, кососимметричный и ортогональный операто-

ры — нормальные операторы.
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Для того, чтобы оператор был нормальным,

AA∗ = A∗A,

необходимо и достаточно, чтобы его матрица в любом ортонорми-

рованном базисе была нормальной:

AeA
T
e = AT

e Ae.
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§3. СТРУКТУРА НОРМАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА

В этом параграфе все операторы — операторы, действующие в

вещественном евклидовом пространстве Xn.
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Теорема. Для того, чтобы оператор A, действующий в веще-

ственном евклидовом пространстве Xn, был нормальным операто-

ром, необходимо и достаточно существования ортонормированного

базиса En пространства Xn, в котором матрица оператора A блочно

диагональна:

Ae =

















A1

A2

. . .

Ak

















.

Диагональные блоки этой матрицы могут иметь размеры ли-

бо 1× 1 — вещественные числа, либо 2× 2 — матрицы вида

Ap =





αp −βp

βp αp



 , αp, βp ∈ R.
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Доказательство. Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть Ae имеет вид

Ae =





A1
...

... Ak



 , Ar = αr либо Ap =





αp −βp

βp αp



 .

Тогда

AT
e =





AT
1

...

... AT
k



 , AT
r = αr либо AT

p =





αp βp

−βp αp



 .

Следовательно,

AeA
T
e =





A1A
T
1

...

... AkA
T
k



 ,

где

ArA
T
r = α2

r либо ApA
T
p =





αp −βp

βp αp









αp βp

−βp αp



 =





α2
p + β2

p 0

0 α2
p + β2

p



 .

Ясно, что AeA
T
e = AT

e Ae, т. е. оператор A нормальный.
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.

Необходимость. Пусть Ae — матрица нормального оператора A в

произвольно выбранном ортонормированном базисе En. Тогда

AeA
T
e = AT

e Ae.

Докажем, что

Ae =





A1
...

... Ak



 , Ar = αr либо Ap =





αp −βp

βp αp



 .
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.

Мы знаем, что по вещественной матрице Ae, удовлетворяющей

условию

AeA
T
e = AT

e Ae,

трактуемой как оператор

Ae : C
n → C

n,

можно построить ортонормированный базис Fn = {fk}
n
k=1 простран-

ства C
n такой, что

Aefk = λkfk, k = 1, 2, . . . , n,

где λ1, λ2, . . . , λn — характеристические числа матрицы Ae, при-

чем если λk — вещественное число, то и вектор fk можно считать

вещественным.
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Будем нумеровать характеристические числа матрицы Ae так, что

λ1 = α1, λ2 = α2, . . . , λm = αm ∈ R, 0 6 m 6 n,

λm+j = αm+j + iβm+j ∈ C,

λm+j = αm+j − iβm+j ∈ C,

j = 1, 2, . . . , p, p =
n−m

2
.

Тогда собственные векторы

fk, k = 1, 2, . . . , m,

будут вещественными, остальные — комплексными, т. е.

fk = gk + ihk, gk, hk ∈ R
n, k > m.
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Так как

Ae ∈ R
n·n,

то из

Aefk = λkfk, λk ∈ C,

вытекает

Aefk = λk fk.
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Собственные векторы, соответствующие различным собственным

числам λk и λk нормального оператора, ортогональны:

(fk, fk) = 0,

и из

(fk, fk) = (gk + ihk, gk + ihk) = (gk + ihk, gk − ihk) =

= (gk, gk − ihk) + i(hk, gk − ihk) =

= (gk, gk) + i(gk, hk) + i(hk, gk) + i2(hk, hk) =

= (gk, gk)− (hk, hk) + i2(gk, hk) = 0

вытекает, что

(gk, gk) = (hk, hk),

(gk, hk) = 0.
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Кроме того,

(fk, fk) = 1,

более подробно,

(fk, fk) = (gk + ihk, gk + ihk) =

= (gk, gk + ihk) + i(hk, gk + ihk) =

= (gk, gk)− i(gk, hk) + i(hk, gk)− i2(hk, hk) =

= (gk, gk) + (hk, hk) = 1.

Отсюда и из

(gk, gk) = (hk, hk)

получаем

(gk, gk) = (hk, hk) =
1

2
.
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Пусть, далее, fk, fl ∈ Fn есть комплексные векторы k 6= l, fk 6= fl.

Тогда, они отвечают разным собственным числам λk и λl 6= λk, и,

следовательно, ортогональны:

(fk, fl) = 0.

Подробнее,

(fk, fl) = (gk + ihk, gl + ihl) =

= (gk, gl + ihl) + i(hk, gl + ihl) =

= (gk, gl)− i(gk, hl) + i(hk, gl)− i2(hk, hl) =

= (gk, gl) + (hk, hl) + i [(hk, gl)− (gk, hl)] = 0.

Следовательно,

(gk, gl) = −(hk, hl), (hk, gl) = (gk, hl).
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.

Кроме того, векторы fk и fl отвечают различным собственным

числам λk и λl 6= λk и тоже ортогональны:

(fk, fl) = 0.

Как следствие из

(fk, fl) = (gk + ihk, gl + ihl) = (gk + ihk, gl − ihl) =

= (gk, gl − ihl) + i(hk, gl − ihl) =

= (gk, gl) + i(gk, hl) + i(hk, gl) + i2(hk, hl) =

= (gk, gl)− (hk, hl) + i[(gk, hl) + (hk, gl)] = 0

вытекает, что

(gk, gl) = (hk, hl), (gk, hl) = −(hk, gl).
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Итак,

(gk, gl) = −(hk, hl), (hk, gl) = (gk, hl),

(gk, gl) = (hk, hl), (hk, gl) = −(gk, hl),

откуда получаем, что

(gk, gl) = (hk, hl) = (gk, hl) = (hk, gl) = 0.
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.

Напомним, что если

Aefk = λkfk,

λk = αk + iβk, fk = gk + ihk,

то

Aegk = αkgk − βkhk,

Aehk = αkgk + βkhk.
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.

Поставим теперь в соответствие каждому вещественному харак-

теристическому числу λk матрицы Ae вещественный вектор

fk ∈ Fn,

а каждой паре комплексно сопряженных характеристических чи-

сел λk, λk матрицы Ae вещественные векторы

g̃k =
√

2 gk,
˜hk =

√
2 hk.

В результате, получим систему

˜Fn = {f1, f2, . . . , fm, g̃1,˜h1, g̃2,˜h2, . . . , g̃p,˜hp},

состоящую из n векторов пространства R
n и по доказанному выше

ортонормированную.
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Для векторов системы ˜Fn выполнены равенства

Aefk = αkfk, k = 1, 2, . . . , m,

Aeg̃j = αjg̃j − βj
˜hj

Ae
˜hj = βjg̃j + αj

˜hj,

j = 1, 2, . . . , p, из которых, очевидно, вытекает, что в ортонормиро-

ванном базисе ˜En = E ˜Fn пространства Xn оператор A будет иметь

матрицу

Aẽ =





A1
...

... Am+p



 , Ak = αk, k = 1, . . . , m, Aj =





αj βj

−βj αj



 j = 1, . . . , p.

Блоки этой матрицы образованы соответствующим элементами

матрицы Ae. ¤
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Остановимся на некоторых важных частных случаях.
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Самосопряженный оператор. Матрица самосопряженного опера-

тора A в любом ортонормированном базисе симметрична, следова-

тельно, все ее характеристические числа вещественны. Поэтому, в

равенствах

Aefk = αkfk, k = 1, 2, . . . , m,

Aeg̃j = αjg̃j − βj
˜hj

Ae
˜hj = βjg̃j + αj

˜hj,

j = 1, 2, . . . , p, имеем

βj = 0, j = 1, 2, . . . , p.

Таким образом, существует ортонормированный базис простран-

ства Xn, в котором матрица оператора A диагональна.
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Кососимметричный оператор. Матрица кососимметричного опе-

ратора A в любом ортонормированном базисе кососимметрична,

следовательно, все ее характеристические числа чисто мнимые. По-

этому, в равенствах

Aefk = αkfk, k = 1, 2, . . . , m,

Aeg̃j = αjg̃j − βj
˜hj

Ae
˜hj = βjg̃j + αj

˜hj,

j = 1, 2, . . . , p, имеем

αj = 0, j = 1, 2, . . . , m + p.
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Существует ортонормированный базис пространства Xn, в кото-

ром матрица оператора A имеет вид

Aẽ =





A1
...

... Am+p



 , Ak = αk, k = 1, . . . , m, Aj =





αj −βj

βj αj



 j = 1, . . . , p.

Для кососимметричного оператора

αj = 0, j = 1, 2, . . . , m + p,

значит, все диагональные блоки первого порядка нулевые,

Ak = 0, k = 1, . . . , m,

а блоки второго порядка кососимметричны:

Aj =





0 −βj

βj 0



 , j = 1, 2 . . . , p.
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§4. СТРУКТУРА ОРТОГОНАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА

Матрица ортогонального оператора в любом ортонормирован-

ном базисе ортогональна, следовательно, все ее характеристиче-

ские числа по модулю равны единице.
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.

Все характеристические числа по модулю равны единице, поэто-

му, в равенствах

Aefk = αkfk, k = 1, 2, . . . , m,

имеем

αk = ±1, k = 1, 2, . . . , m.
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Равенства

Aeg̃j = αjg̃j − βj
˜hj

Ae˜hj = βjg̃j + αj
˜hj,

j = 1, 2, . . . , p, эквивалентны равенствам

Aefj = λjfj, λj = αj + iβj, fj = g̃j + i˜hj.

Следовательно, из

|λj| = 1

заключаем, что числа αj, βj, j = 1, 2, . . . , p, таковы, что

α2
j + β2

j = 1.
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Числа αj, βj, j = 1, 2, . . . , p, таковы, что

α2
j + β2

j = 1,

следовательно, существуют углы

ϕj ∈ [0, 2π)

такие, что

αj = cos ϕj, βj = sin ϕj.
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Итак, существует ортонормированый базис пространства Xn, в

котором матрица ортогонального оператора принимает вид

Ae =

















A1

A2

. . .

Am+p

















.

Все диагональные блоки первого порядка — это числа, равные ±1,

Ak = ±1, k = 1, 2, . . . , m,

а блоки второго порядка имеют вид

Ak =





cos ϕj − sin ϕj

sin ϕj cos ϕj



 j = 1, 2, . . . , p.
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Всякому ортогональному преобразованию вещественного евкли-

дова пространства можно придать отчетливый геометрический

смысл. Начнем с двумерного случая.
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Как следует из вышеизложенного для любого ортогонального

преобразования евклидова пространства X2 существует ортонор-

мированный базис e1, e2, в котором его матрица будет либо

Ae =





−1 0

0 1



 ,

либо

Ae =





cos ϕ − sin ϕ

sin ϕ cos ϕ



 .

Заметим, что при ϕ = 0 и ϕ = π последняя матрица имеет, соответ-

ственно, вид

Ae =





1 0

0 1



 , Ae =





−1 0

0 −1



 .

7

7



.

В случае

Ae =





−1 0

0 1





имеем

Aeξ =





−1 0

0 1









ξ1

ξ2



 =





−ξ1

ξ2



 ,

следовательно, всякий вектор

x = ξ1e
1 + ξ2e

2 ∈ X2

переводится оператором A в вектор

Ax = −ξ1e
1 + ξ2e

2,

т. е. оператор A осуществляет зеркальное отражение относительно

координатной оси ξ2 (сделайте рисунок!).
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Проверим, что в случае

Ae =





cos ϕ − sin ϕ

sin ϕ cos ϕ





справедливо равенство

(Ax, x) = |x||Ax| cos ϕ.
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Действительно,

Aeξ =





cos ϕ − sin ϕ

sin ϕ cos ϕ









ξ1

ξ2



 =





ξ1 cos ϕ− ξ2 sin ϕ

ξ1 sin ϕ + ξ2 cos ϕ



 .

В силу ортонормированности базиса e1, e2 для x = ξ1e
1 + ξ2e

2 имеем

(Ax, x) = (Aeξ, ξ) =

= ξ1 (ξ1 cos ϕ− ξ2 sin ϕ) + ξ2 (ξ1 sin ϕ + ξ2 cos ϕ) =

= ξ2
1 cos ϕ− ξ1ξ2 sin ϕ + ξ2ξ1 sin ϕ + ξ2

2 cos ϕ =

=
(

ξ2
1 + ξ2

2

)

cos ϕ.
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Далее, для

Aeξ =





ξ1 cos ϕ− ξ2 sin ϕ

ξ1 sin ϕ + ξ2 cos ϕ





имеем

|Ax| =
√

(Ax,Ax) =
√

(Aeξ, Aeξ) =

= [(ξ1 cos ϕ− ξ2 sin ϕ)2 + (ξ1 sin ϕ + ξ2 cos ϕ)2]1/2 =

= [ξ2
1 cos2 ϕ− 2ξ1ξ2 cos ϕ sin ϕ + ξ2

2 sin2 ϕ+

+ξ2
1 sin2 ϕ + 2ξ1ξ2 sin ϕ cos ϕ + ξ2

2 cos2 ϕ]1/2 =

=
√

ξ2
1 + ξ2

2.

Кроме того,

|x| =
√

(x, x) =
√

(ξ, ξ) =
√

ξ2
1 + ξ2

2.
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Итак,

(Ax, x) =
(

ξ2
1 + ξ2

2

)

cos ϕ,

|x| = |Ax| =
√

ξ2
1 + ξ2

2,

следовательно,

(Ax, x) =
(

ξ2
1 + ξ2

2

)

cos ϕ =
√

ξ2
1 + ξ2

2

√

ξ2
1 + ξ2

2 cos ϕ = |x||Ax| cos ϕ.
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Косинус угла между векторами Ax и x вычисляется по формуле

cos(Ax, x) =
(Ax, x)

|x||Ax|
,

следовательно, из равенства

(Ax, x) = |x||Ax| cos ϕ

заключаем, что

cos(Ax, x) = cos ϕ

т. е. оператор A осуществляет поворот вектора x ∈ X2 на угол ϕ.
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Направление поворота (при ϕ > 0) совпадает с направлением

кратчайшего поворота от e1 к e2 (сделайте рисунок!). Действитель-

но, для оператора A с матрицей

Ae =





cos ϕ − sin ϕ

sin ϕ cos ϕ





имеем

Ae1 = e1 cos ϕ + e2 sin ϕ,

Ae2 = −e1 sin ϕ + e2 cos ϕ.
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В трехмерном случае у любого ортогонального оператора A суще-

ствует хотя бы одно (вещественное) собственное число, поскольку

соответствующее характеристическое уравнение есть алгебраиче-

ское уравнение третьего порядка с вещественными коэффициента-

ми.
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Поэтому с точностью до перенумерации векторов ортонормиро-

ванного базиса e1, e2, e3 ∈ X3 матрица Ae может принять одну из

следующих форм

Ae =











1 0 0

0 cos ϕ − sin ϕ

0 sin ϕ cos ϕ











, Ae =











−1 0 0

0 cos ϕ − sin ϕ

0 sin ϕ cos ϕ











.

Поясним, что если оператор A имеет три собственных числа, то эти

представления получаются за счет выбора угла ϕ = 0, или ϕ = π.
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Оператор A с матрицей

Ae =











1 0 0

0 cos ϕ − sin ϕ

0 sin ϕ cos ϕ











осуществляет поворот пространства X3 вокруг оси ξ1 на угол ϕ.

Определитель оператора A равен единице.
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Оператор A с матрицей

Ae =











−1 0 0

0 cos ϕ − sin ϕ

0 sin ϕ cos ϕ











осуществляет поворот пространства X3 вокруг оси ξ1 на угол ϕ с

последующим отражением относительно плоскости, ортогональной

вектору e1. Определитель оператора A равен минус единице.
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Определитель оператора, как мы знаем, не зависит от выбора

базиса пространства. Поэтому все ортогональные преобразования

трехмерного пространства можно разбить на два класса:
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1) собственные вращения — это преобразования с положитель-

ным определителем, они осуществляют поворот пространства во-

круг некоторой оси;
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2) несобственные вращения — это преобразования с отрицатель-

ным определителем, они осуществляют поворот пространства во-

круг некоторой оси с последующим отражением относительно плос-

кости, ортогональной этой же оси.
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Евклидово пространство Xn произвольной размерности можно

представить в виде ортогональной суммы некоторого количества

одномерных инвариантных подпространств и некоторого коли-

чества двумерных инвариантных подпространств ортогонального

оператора A.
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В двумерных инвариантных подпространствах оператор A вы-

полняет поворот, в каждом, вообще говоря, на свой угол, а в од-

номерных инвариантных подпространствах может изменится лишь

направление координатной оси.
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Упражнение. Показать, что всякая вещественная симметричная

матрица A ортогонально подобна диагональной, т. е.

QTAQ = Λ,

где Λ — диагональная, Q — ортогональная матрицы. Столбцы мат-

рицы Q — собственные векторы матрицы A, по диагонали матри-

цы Λ расположены все собственные числа матрицы A.
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§5. МАТРИЦЫ ВРАЩЕНИЯ И ОТРАЖЕНИЯ

Остановимся на двух часто используемых в приложениях типах

ортогональных матриц.

1

1



.

Вещественная матрица

Qst(ϕ) = {qij(ϕ)}ni,j=1, 1 6 s < t 6 n,

называется матрицей вращения, если

qss(ϕ) = qtt(ϕ) = cos ϕ,

qst(ϕ) = − sin ϕ, qts(ϕ) = sin ϕ,

qii(ϕ) = 1, i 6= s, t,

а все остальные элементы матрицы Qst(ϕ) — нули, например,

Q23(ϕ) =











1 0 0

0 cos ϕ − sin ϕ

0 sin ϕ cos ϕ











.
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Нетрудно видеть, что матрица Q = Qst(ϕ) ортогональна:

QTQ = I.

Например,

QT
23Q23 =











1 0 0

0 cos ϕ sin ϕ

0 − sin ϕ cos ϕ





















1 0 0

0 cos ϕ − sin ϕ

0 sin ϕ cos ϕ











=











1 0 0

0 1 0

0 0 1











.
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Порождаемое матрицей Q преобразование евклидова простран-

ства R
n со стандартным скалярным произведением, например,

Q23 =











1 0 0

0 cos ϕ − sin ϕ

0 sin ϕ cos ϕ











есть поворот на угол ϕ в двумерном подпространстве (плоскости),

натянутом на векторы is, it естественного базиса пространства R
n.
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Матрица QT , обратная к Q, выполняет поворот в той же плоско-

сти в обратном направлении, например,

QT
23 =











1 0 0

0 cos ϕ sin ϕ

0 − sin ϕ cos ϕ











получается из

Q23 =











1 0 0

0 cos ϕ − sin ϕ

0 sin ϕ cos ϕ











заменой ϕ на −ϕ.
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Пусть x — произвольный вектор пространства R
n. Ясно, что

(Qx)i = xi, i 6= s, t,

(Qx)s = xs cos ϕ− xt sin ϕ,

(Qx)t = xs sin ϕ + xt cos ϕ.

Например,

Q23x =











1 0 0

0 cos ϕ − sin ϕ

0 sin ϕ cos ϕ





















x1

x2

x3











=











x1

x2 cos ϕ− x3 sin ϕ

x2 sin ϕ + x3 cos ϕ











.

6

6



.

Положим

ρ = (x2
s + x2

t )
1/2.

Пусть

ϕ = 0, если ρ = 0,

и

cos ϕ =
xs

ρ
, sin ϕ = −

xt

ρ
, если ρ > 0.

Тогда

(Qx)s = xs cos ϕ− xt sin ϕ = xs
xs

ρ
+ xt

xt

ρ
=

x2
s + x2

t

ρ
=

ρ2

ρ
= ρ,

(Qx)t = xs sin ϕ + xt cos ϕ = −xs
xt

ρ
+ xt

xs

ρ
= 0.
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Значит, для любого вектора

0 6= x ∈ R
n,

можно так выбрать угол ϕn, что

(Q1,n(ϕn)x)1 = (x2
1 + x2

n)1/2,

(Q1,n(ϕn)x)n = 0.
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Для вектора Q1,n(ϕn)x можно подобрать такой угол ϕn−1, что

(Q1,n−1(ϕn−1)Q1,n(ϕn)x)1 = (x2
1 + x2

n−1 + x2
n)1/2,

(Q1,n−1(ϕn−1)Q1,n(ϕn)x)n−1 = 0,

(Q1,n−1(ϕn−1)Q1,n(ϕn)x)n = 0.
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Продолжая этот процесс, выбирая последовательно углы

ϕn, ϕn−1, . . . , ϕ2,

можно построить матрицы вращения

Q1,n(ϕn), Q1,n−1(ϕn−1), . . . , Q1,2(ϕ2)

такие, что

Qx = |x| i1.

Здесь

Q = Q1,2(ϕ2) · · ·Q1,n−1(ϕn−1)Q1,n(ϕn).
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Таким образом, любой ненулевой вектор при помощи ортогональ-

ной матрицы можно преобразовать в вектор, совпадающий по на-

правлению с первым вектором естественного базиса

Qx = |x| i1.

11
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Пусть теперь x, y два произвольных ненулевых вектора простран-

ства R
n. Как только что было показано, существуют ортогональные

матрицы Qx и Qy такие, что

Qxx = |x|i1, Qyy = |y|i1.

Умножим левые и правые части этих равенств на QT
y = Q−1

y :

QT
y Qxx = |x|QT

y i1, y = |y|QT
y i1.

Отсюда вытекает, что

Qx =
|x|

|y|
y, Q = QT

y Qx,

т. е. для любой пары ненулевых векторов найдется ортогональная

матрица, преобразующая первый вектор в вектор, совпадающий по

направлению со вторым.
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Пусть w = {wi}
n
i=1 — произвольно выбранный вектор единичной

длины пространства R
n. Матрица

R = I − 2wwT

называется матрицей отражения . Поясним, что w трактуется

здесь как вектор столбец, так что

R = {δij − 2wiwj}
n
i,j=1,

R =

















1− 2w2
1 −2w1w2 . . . −2w1wn

−2w2w1 1− 2w2
2 . . . −2w2wn

. . . . . . . . . . . .

−2wnw1 −2wnw2 . . . 1− 2w2
n

















.
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Матрица R симметрична:

R = RT =

















1− 2w2
1 −2w1w2 . . . −2w1wn

−2w2w1 1− 2w2
2 . . . −2w2wn

. . . . . . . . . . . .

−2wnw1 −2wnw2 . . . 1− 2w2
n

















.
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Покажем, что матрица R ортогональна. Действительно,

RTR = R2 = (I − 2wwT )(I − 2wwT ) =

= I − 4wwT + 4wwTwwT = I,

так как

wTw = (w, w) = |w|2 = 1.
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Заметим, далее, что для оператора

R = I − 2wwT

имеем

Rw = w − 2wwTw = −w,

так как

wTw = 1.

Кроме того,

Rz = z − 2wwTz = z,

если

wTz = (w, z) = 0,

т. е. векторы w и z ортогональны.
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Напомним, что имеет место следующая

Теорема. Пусть x — произвольный, w 6= 0 векторы евклидова

пространства Xn. Существуют вектор z ∈ πw и число α такие, что

x = αw + z,

причем α и z однозначно определяются по вектору x. Здесь πw —

гиперплоскость, ортогональная вектору w.
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Пусть x — произвольный вектор. По этой теореме он однозначно

представим в виде

x = αw + z,

где α некоторое число, z — некоторый вектор, ортогональный w.

Из равенств

Rw = −w, Rz = z,

вытекает, что

Rx = R(αw + z) = −αw + z.
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Можно сказать, что матрица R выполняет отражение вектора

x = αw + z

относительно (n− 1)-мерной гиперплоскости, ортогональной w:

Rx = −αw + z.
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Рассмотрим следующую задачу.

Даны ненулевой вектор a и вектор единичной длины e. Требуется

построить матрицу отражения R, такую, что

Ra = µe,

где µ — число.
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Заметим, что поскольку матрица R ортогональна имеем

|Ra| = |a|,

Так как |e| = 1, то

|µe| = |µ|.

Для оператора R, удовлетворяющего условию

Ra = µe,

имеем

|µ| = |a|.
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Из рисунка видно, что при µ = |a| имеем

|a|e + βw = a.

Вектор w должен быть единичной длины, значит,

w =
a− |a|e

|a− |a|e|
.
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Если µ = −|a|, то

−|a|e + βw = a.

Вектор w должен быть единичной длины, значит,

w =
a + |a|e

|a + |a|e|
.
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При вычислениях для минимизации погрешностей округления

следует выбрать либо вектор

w =
a + |a|e

|a + |a|e|
,

либо

w =
a− |a|e

|a− |a|e|
,

а именно тот, у которого больше знаменатель.
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Полезно отметить, что если a — произвольный ненулевой вектор

то матрица отражения R может быть построена так, что для любого

вектора x ∈ R
n

(a, Rx) = |a|xk,

где k — заданное целое число, лежащее в пределах от 1 до n.
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Для этого, очевидно, в формуле

w =
a− |a|e

|a− |a|e|

нужно положить e = ik. Тогда

Ra = |a|ik,

и

(a, Rx) = (Ra, x) = (|a|ik, x) = |a|xk.
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