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Ââåäåíèå

Îïûò ïðîâåäåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé ïî òåîðèè ôóíêöèé êîì�

ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ïîêàçàë, ÷òî ðàñ÷åòû ïëîñêèõ ïîëåé óñâàèâàþòñÿ

ñòóäåíòàìè òÿæåëî. Äëÿ ëó÷øåãî óñâîåíèÿ ýòîãî ìàòåðèàëà â äàííîì

ó÷åáíîì ïîñîáèè ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ ïëàíîâûõ ïðèìåðîâ íà ïëîñêèå

ïîëÿ èç �5 çàäà÷íèêà [1]. Ïëàíîâàÿ ÷àñòü ðàñøèðåíà íåêîòîðûìè ïðî�

áëåìíûìè çàäà÷àìè, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ïðîâåäåíèè ôà�

êóëüòàòèâíûõ çàíÿòèé è ïðè âûïîëíåíèè êóðñîâûõ ðàáîò.

Òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ ïî ïëîñêèì ïîëÿì ìîæíî íàéòè â ïîñîáèè [2].

Ïî ìíåíèþ ñîñòàâèòåëåé ìàòåðèàë áóäåò ïîëåçåí ñòóäåíòàì ïðè ñà�

ìîñòîÿòåëüíîì èçó÷åíèè òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è

âûçîâåò â äàëüíåéøåì ñòðåìëåíèå ê ïîñòèæåíèþ áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷

è èíòåðåñíûõ ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ â ýòîé îáëàñòè.
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×ÀÑÒÜ I

Äàþòñÿ ôîðìóëèðîâêè çàäà÷ è îòâåòû (â êâàäðàòíûõ

ñêîáêàõ) èç çàäà÷íèêà [1] (�5 Ðàñ÷åò ïëîñêèõ ïîëåé), à ïî�

ñëå íèõ � ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ.

Â çàäà÷àõ 1 - 4 íàéòè ýêâèïîòåíöèàëüíûå ëèíèè, ëèíèè òîêà

è ñêîðîñòü, åñëè êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë òå÷åíèÿ çàäàí â âèäå

w = f(z).

1. w = zn, n � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî

[
rn cosnφ = c, rn sinnφ = c

(
z = reiφ

)
, v⃗ = nz̄n−1

]
▷ Äëÿ âûäåëåíèÿ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé êîìïëåêñíîãî ïî�

òåíöèàëà çàïèøåì åãî â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå

zn = (reiφ)n = rneinφ

è ïðèìåíèì ôîðìóëó Ýéëåðà. Òîãäà

zn = rn cosnφ+ irn sinnφ.

Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü rn cosnφ � ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ìíèìàÿ ÷àñòü

rn sinnφ � ôóíêöèÿ òîêà. Ýòè ôóíêöèè, ïðèðàâíåííûå ïîñòîÿííûì âåëè�

÷èíàì, îïðåäåëÿþò ñåìåéñòâî ýêâèïîòåíöèàëåé è ñåìåéñòâî ëèíèé òîêà.

Ñêîðîñòü â êàæäîé òî÷êå ïîëó÷àåòñÿ ïî îáùåé ôîðìóëå

v⃗(z) = w′ = nz̄n−1.

Äîïîëíèòü îòâåò ê çàäà÷å 1 ìîæíî ãðàôè÷åñêèì èçîáðàæåíèåì â

äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ íàéäåííûõ ñåìåéñòâ ïðè n = 1 è n = 2 . Âû�

÷èñëåíèÿ ïðè n = 1 è n = 2 ïðîâîäÿòñÿ ñîâñåì ïðîñòî.
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Ïðè n = 1 èìååì z = x+iy, ïîýòîìó ïîëó÷èì ñåìåéñòâî ëèíèé òîêà â

âèäå y = c, à ñåìåéñòâî ýêâèïîòåíöèàëåé áóäåò x = c. Ñêîðîñòü â ëþáîé

òî÷êå v⃗(z) = 1.

Ïðè n = 2 ïîëó÷èì z2 = (x+ iy)2 = x2−y2+ i2xy, ïîýòîìó ñåìåéñòâî

ãèïåðáîë xy = c � ëèíèè òîêà, ñåìåéñòâî x2 − y2 = c � ýêâèïîòåíöè�

àëè. Ñêîðîñòü v⃗(z) = 2z̄ îáðàùàåòñÿ â 0 ïðè z = 0. Äâå öåíòðàëüíûå

ñòðóè (x = 0, y = 0) ñâåðõó è ñíèçó ïî ìíèìîé îñè ñòàëêèâàþòñÿ â 0 è

ðàñòåêàþòñÿ íàïðàâî è íàëåâî ïî âåùåñòâåííîé îñè. Äåéñòâèòåëüíî ïðè

z = a > 0 ñêîðîñòü v⃗(a) = 2a > 0, ò. å. âåêòîð ñêîðîñòè v⃗ íàïðàâëåí âïðà�

âî, ïðè z = −a ñêîðîñòü v⃗(−a) = −2a, ò. å. âåêòîð ñêîðîñòè v⃗ íàïðàâëåí

âëåâî. Ñîîòâåòñòâåííî

ïðè z = ia è z = −ia, a > 0, ïîëó÷èì v⃗(ia) = −2ia è v⃗(−ia) = 2ia,

ò.å. âäîëü ìíèìîé îñè ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ê íà÷àëó êîîðäèíàò.

Ïðè ëþáîì n ïðåäñòàâëåíèå ñåìåéñòâà rn sinnφ = c ïîëó÷èòñÿ ñëå�

äóþùèì îáðàçîì. Ëèíèÿìè òîêà rn sinnφ = 0 áóäóò ëó÷è

φ = kπ/n, k = 0, 1, ..., n, n+ 1, ..., 2n− 1,

êîòîðûå ñîñòàâÿò n ïðÿìûõ ëèíèé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

Â êàæäîì ñåêòîðå ìåæäó ñîñåäíèìè ëó÷àìè áóäóò ðàñïîëîæåíû ëèíèè

òîêà ïðè c > 0 è c < 0, íàïîìèíàþùèå ãèïåðáîëû. Åñëè êàæäûé òàêîé

ñåêòîð ïîäâåðãíóòü ïðåîáðàçîâàíèþ ς = zn, òî ýòè ëèíèè âûïðÿìÿòñÿ,

êàæäûé ñåêòîð ïðåâðàòèòñÿ â ïîëóïëîñêîñòü è ïîëó÷èòñÿ êàðòèíà íîâûõ

ëèíèé òîêà, êàê ïðè n = 1.

Ïðè óìíîæåíèè íà i ïîëó÷èì êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë

izn =

(
exp

(
iπ

2n

)
z

)n

= −rn sinnφ+ irn cosnφ,

5



äëÿ êîòîðîãî ëèíèè òîêà áóäóò ýêâèïîòåíöèàëÿìè êîìïëåêñíîãî ïîòåí�

öèàëà w = zn è íàîáîðîò. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè ïîâîðîòå íà óãîë π/2n

â ïëîñêîñòè z ïðîèñõîäèò ïîâîðîò íà óãîë π/2 = arg i â ïëîñêîñòè w.

Ïîýòîìó ñåìåéñòâî ëèíèé òîêà äëÿ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà w = zn

ïðè ïîâîðîòå íà óãîë π/2n ïåðåõîäÿò â ñåìåéñòâî ýêâèïîòåíöèàëåé äëÿ

ýòîãî æå êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà è íàîáîðîò.◁

2. w = 1/zn.[
rn = c cosnφ, rn = c sinnφ

(
z = reiφ

)
, v⃗ = −nz̄−(n+1)

]
▷ Óðàâíåíèÿ ëèíèé òîêà è ýêâèïîòåíöèàëåé ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ

ïîêàçàòåëüíîé ôîðìû z = reiφ è ôîðìóëû Ýéëåðà

1

zn
=

1

rn
e−inφ = r−n cosnφ− ir−n sinnφ⇒

⇒ r−n cosnφ = c � ýêâèïîòåíöèàëè, r−n sinnφ = c � ëèíèè òîêà.

Ôîðìóëà äëÿ ñêîðîñòè ïîëó÷èòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì êîìïëåêñíî�

ãî ïîòåíöèàëà ñ ñîïðÿæåíèåì.

Äîïîëíèòåëüíî ìîæíî âûäåëèòü ñëó÷àé n = 1 è çàïèñàòü ïîëó÷åí�

íûå óðàâíåíèÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ

1

z
=

z̄

|z|2
=

x

x2 + y2
− i

y

x2 + y2

ïðè c = 0 ïîëó÷èì äâå ïðÿìûå ëèíèè: y = 0 (âåùåñòâåííàÿ îñü) � ëèíèÿ

òîêà, x = 0 (ìíèìàÿ îñü) � ýêâèïîòåíöèàëü. Ïðè c ̸= 0, ïîëó÷èì

(x− 1

2c
)2 + y2 =

1

4c2
� ýêâèïîòåíöèàëè,

x2 + (y − 1

2c
)2 =

1

4c2
� ëèíèè òîêà.

Äëÿ ëþáîãî n íóæíî òàêæå âûäåëèòü ñëó÷àé c = 0. Êàê â ïðèìå�

ðå 1, ëèíèÿìè òîêà áóäóò n ïðÿìûõ ëèíèé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî

êîîðäèíàò ñ óãëîì π/n ìåæäó ñîñåäíèìè ïðÿìûìè. Â êàæäîì ñåêòîðå
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ìåæäó ñîñåäíèìè ëó÷àìè áóäóò ðàñïîëîæåíû ëèíèè òîêà â ôîðìå ñïëþ�

ùåííûõ îêðóæíîñòåé. Åñëè ê òàêèì ëèíèÿì ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå

ζ = zn, òî êàæäûé ñåêòîð ïåðåéäåò â ïîëóïëîñêîñòü, à ëèíèè òîêà âíóòðè

ñåêòîðà ïðåâðàòÿòñÿ â îêðóæíîñòè.◁

3. w = Γ+iQ
2πi ln z.[

ln r = − Γ
Qφ+ c, ln r = Q

Γφ+ c (z = reiφ), v⃗ = −Γ−iQ
2πi

1
z̄

]
▷ Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå

ln z = ln(reiφ) = ln r + iφ

è âûäåëÿÿ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè â ïðîèçâåäåíèè

2πw = (Q− iΓ)(ln r + iφ),

óðàâíåíèÿ ýêâèïîòåíöèàëåé çàïèøóòñÿ â âèäå Q ln r + Γφ = c, à óðàâ�

íåíèÿ ëèíèé òîêà ïðèìóò âèä Qφ − Γ ln r = c. Ýòî ëîãàðèôìè÷åñêèå

ñïèðàëè. Â ÷àñòíîñòè, ïðè Q = 0 ýêâèïîòåíöèàëè � ëó÷è, à ëèíèè òîêà

� îêðóæíîñòè, à ïðè Γ = 0 íàîáîðîò, ýêâèïîòåíöèàëè � îêðóæíîñòè, à

ëèíèè òîêà � ëó÷è.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïàðàìåòðîâ Γ èQ ëó÷øå âñåãî óñâîèòü, êîãäà îäèí

èç íèõ îáðàòèòñÿ â 0. Òàê, ïðè Γ = 0 ïîëó÷èì êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë

Q/(2π) ln z äëÿ èñòî÷íèêà ïðè z = 0 (è ïðè z = ∞) ñ îáèëüíîñòüþ Q (ñ

îáèëüíîñòüþ −Q). Ïðè Q = 0 ïîëó÷èì Γ/(2πi) ln z � äëÿ âèõðÿ â z = 0

ñ öèðêóëÿöèåé Γ è äëÿ âèõðÿ â z = ∞ ñ öèðêóëÿöèåé −Γ.

Ïðè óìíîæåíèè êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà íà i âîçíèêàåò íîâûé êîì�

ïëåêñíûé ïîòåíöèàë, â êîòîðîì ôóíêöèÿ òîêà è ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ

ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Êîýôôèöèåíò Γ + iQ ïîñëå óìíîæåíèÿ íà i çàïè�

øåòñÿ â âèäå −Q + iΓ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðîëü öèðêóëÿöèè Γ1 â íîâîì òå�

÷åíèè áóäåò èãðàòü âåëè÷èíà −Q, à îáèëüíîñòü Q1 èñòî÷íèêà áóäåò Γ.◁
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4. w = Γ+iQ
2πi ln z−a

z−b .[
ln ρ = − Γ

Qθ + c, ln ρ = Q
Γ θ + c

(
ρeiθ = z−a

z−b

)
, v⃗ = −Γ+iQ

2πi
ā−b̄

(z̄−ā)(z̄−b̄)

]
▷ Êàðòèíà òå÷åíèÿ â ýòîì ïðèìåðå ñâÿçàíà ñ êàðòèíîé òå÷åíèÿ â

ïðèìåðå 3 ñ ïîìîùüþ äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè z−a
z−b = ζ. Ïîýòîìó ïðè

òàêîé çàìåíå íóæíî äîãàäàòüñÿ âçÿòü ïðåäñòàâëåíèå ζ = ρeiθ è âûïîë�

íèòü âû÷èñëåíèÿ, êàê ïðè ðåøåíèè ïðèìåðà 3. Îáðàòíàÿ çàìåíà z = bζ−a
ζ−1

áóäåò ïåðåíîñèòü âèõðåèñòî÷íèêè èç 0 è ∞ â âèõðåèñòî÷íèêè, ðàñïîëî�

æåííûå â a è b. Ñåìåéñòâà ñïèðàëåé, äàþùèå ýêâèïîòåíöèàëè è ëèíèè

òîêà, ñ ôîêóñàìè â 0 è ∞ ïåðåéäóò â ñåìåéñòâà ñïèðàëåé ñ ôîêóñàìè

â a è b.

Ïðè âû÷èñëåíèè ñêîðîñòè íóæíî ïðîâåñòè äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî

óïðîùåííîé ñõåìå (ñ ïðåäâàðèòåëüíûì ëîãàðèôìèðîâàíèåì)

(
ln
z − a

z − b

)′
=

1

z − a
− 1

z − b
=

a− b

(z − a)(z − b)
.◁

5. Èìåþòñÿ äâà ïîòîêà â îáëàñòÿõ: îáëàñòü ñîñòàâëåííàÿ èç

âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è ïîëóêðóãà (|z| < R, Im z < 0) è îáëàñòü

(Im z > 0, |z| > R) (çàäà÷è 13 è 7 (�4) èç [1]). Ïðè îäèíàêîâûõ ñêî�

ðîñòÿõ íåâîçìóù¼ííûõ ïîòîêîâ (v1 (∞) = v2 (∞) = v0 > 0) íàéòè

îòíîøåíèå íàèìåíüøåé ñêîðîñòè ïåðâîãî ïîòîêà ê íàèáîëüøåé

ñêîðîñòè âòîðîãî. Îòìåòèòü ëèíèè òîêà. Ïîñòðîèòü ýëåêòðîñòà�

òè÷åñêóþ àíàëîãèþ. Íà÷åðòèòü ñèëîâûå ëèíèè.[
, 1/9

]

▷ Ðåøèì çàäà÷ó â èçìåíåííîé ïîñòàíîâêå, à çàòåì ïîëó÷èì íóæíûé

ðåçóëüòàò.
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Ïóñòü ãðàíèöåé îáëàñòèD = D(α) â ôèçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z ÿâëÿþò�

ñÿ äâà ëó÷à: (−∞,−R], [R,∞) è äóãà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì íà ìíèìîé

îñè, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè ±R. Óãîë, êîòîðûé îáðàçóåò äóãà îêðóæíîñòè

ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì äåéñòâèòåëüíîé îñè â òî÷êå (−R), îáî�

çíà÷èì ÷åðåç α (ãäå −π ≤ α ≤ π), à òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äóãè ñ ìíèìîé

îñüþ îáîçíà÷èì ÷åðåç ih, h = h(α, R). Ïðè ôèêñèðîâàííîì α ∈ (−π, π)

îáëàñòè D(α) áóäåò ïðèíàäëåæàòü áåñêîíå÷íàÿ ÷àñòü ìíèìîé ïîëóîñè

ñ iy, y > 0.

Ïóñòü â D(α) èìååòñÿ òå÷åíèå èäåàëüíîé

D íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñî ñêîðîñòüþ v0 > 0

íà ∞. Òðåáóåòñÿ íàéòè âåëè÷èíó

v⃗α(ih) = vα(ih), êîòîðàÿ áóäåò âåùåñòâåííîé è ïîëîæèòåëüíîé.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 5 íóæíî áóäåò îáùóþ ôîðìóëó äëÿ vα(ih) èñ�

ïîëüçîâàòü ïðè α = −π/2 è α = π/2.

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñ ôèêñèðîâàííûì α. Äëÿ ýòîãî îáëàñòü

D(α) êîíôîðìíî îòîáðàçèì íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ôóíêöèåé f(z)

ñ íîðìèðîâêîé: f(∞) = ∞, [f(z)/z]∞ = v0.

Âíà÷àëå èñïîëüçóåì äðîáíî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ w1 = (z−R)/(z+R)

(èëè w1 = (z+R)/(z−R)), êîòîðàÿ ïåðåâåäåò îáëàñòü D(α) â áåñêîíå÷�

íûé ñåêòîð ñ óãëîâîé òî÷êîé â 0 è ñ âíóòðåííèì óãëîì π − α (â ñèëó

êîíôîðìíîñòè îòîáðàæåíèÿ âåëè÷èíû óãëîâ ïðè óãëîâûõ òî÷êàõ ñîõðà�

íÿòñÿ). Ãðàíèöà ñåêòîðà ñîñòîèò èç ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè âåùåñòâåííîé

îñè è ëó÷à, íàêëîíåííîãî ê âåùåñòâåííîé îñè ïîä óãëîì π−α. Íà ýòîì ëó�

÷å áóäåò ðàñïîëîæåíà òî÷êà ei(π−α) = (ih−R)/(ih+R) � îáðàç òî÷êè ih.

Ïðèìåíèì åùå äâà ïðåîáðàçîâàíèÿ:

w2 = w
π

π−α

1 è w =
A

1− w2
,

9



0 < argw1 < π − α.

Òàê êàê w1(∞) = 1, w2(1) = 1, w(1) = ∞, òî w(∞) = ∞. Âåëè÷èíó A

íàéäåì èç óñëîâèÿ [w(z)/z]∞ = v0.

Ïîëîãàÿ z = 1/ζ è âîñïîëüçîâàâøèñü íà ïîñëåäíåì ýòàïå ïðàâèëîì

Ëîïèòàëÿ, íàéäåì

v0 = A lim
z→∞

1/z

1−
(
z−R
z+R

) π
π−α

= A lim
ζ→0

ζ

1−
(
1−Rζ
1+Rζ

) π
π−α

= A lim
ζ→0

1

− π
π−α

(
1−Rζ
1+Rζ

) α
π−α
(
− 2R

(1+Rζ)2

) = A
π − α

2πR
.

Îòñþäà A = 2πRv0
π−α .

Ïî íàéäåííîìó êîìïëåêñíîìó ïîòåíöèàëó w(z) âû÷èñëèì ñîïðÿæåí�

íóþ ñêîðîñòü

v⃗(z) = w′(z) =
4π2R2v0
(π − α)2

1[
1−

(
z−R
z+R

) π
π−α

]2 (z −R

z +R

) α
π−α 1

(z +R)2
.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ih−R
ih+R = ei(π−α) = 1− 2R

ih+R . Ïîýòîìó

2R

ih+R
= 1− ei(π−α) = 1 + e−iα = 2e−iα2 cos

α

2
⇒

⇒ 1

(ih+R)2
= R−2e−iα cos2

α

2
.

Òåïåðü ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ

w′(ih) =
4πv0
π − α

1

4

π

π − α
eiαe−iα cos2

α

2
= v0

(
π cos α

2

π − α

)2

= vα(ih).

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ñêîðîñòü â òî÷êå ih ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì, ïà�

ðàëëåëüíûì ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ âåùåñòâåííîé îñè. Îòìåòèì
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÷àñòíûå ñëó÷àè: v0(ih) = v0, vπ/2(iR) = 2v0, v−π/2(−iR) = 2v0/9. Òåì

ñàìûì ïîëó÷àåì îòâåò ê çàäà÷å 5:

v−π/2(−iR)/vπ/2(iR) = 1/9.

Äîïîëíèòåëüíî ïðîâåäåì àíàëèç ôóíêöèè vα(ih) = v0

(
π cos α

2

π−α

)2
. Ïðè

−π < α < π ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé, òàê êàê

ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèÿ ω(α) = cos α
2/(π − α) áóäåò ïîëîæèòåëüíîé. Äåé�

ñòâèòåëüíî, ω′(α) =
cos α

2

2(π−α)

(
2

π − α − tg α
2

)
. Ïîëîæèòåëüíîñòü ω′(α) ïðè

−π < α ≤ 0 î÷åâèäíà. Åñëè æå 0 < α < π, òî èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî

π − α < 2 ctg α
2 (êîòîðîå ëåãêî îáîñíîâàòü ãðàôè÷åñêè), ïîëó÷èì ïîëî�

æèòåëüíîñòü âûðàæåíèÿ â êðóãëûõ ñêîáêàõ äëÿ ω′(α) è, ñëåäîâàòåëüíî,

ïîëîæèòåëüíîñòü ω′(α).

Êðàéíèå çíà÷åíèÿ vα(ih) ïðè α = ±π äîñòèãàþòñÿ äëÿ ñëåäóþùèõ

îáëàñòåé.

Â ñëó÷àå α = −π ïîëó÷èì v−π(−i∞) = 0 äëÿ ïëîñêîñòè ñ äâóìÿ

ðàçðåçàìè ïî âåùåñòâåííîé îñè (−∞ < x < −R, R < x < ∞) èëè äëÿ

ïîëóïëîñêîñòè ñ ïðåäåëüíûì êðóãîì
∣∣z + ih2

∣∣ < h
2 , êîòîðûé ñîäåðæèò

ïîêîÿùóþñÿ æèäêîñòü, òàê ÷òî v−π(−ih) = 0.

Â ñëó÷àå α = π ïîëó÷èì

vπ(ih) = v0 lim
α→π

(
π sin α

2
1
2

1

)2

= v0
π2

4

äëÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè âíå êðóãà
∣∣z − ih2

∣∣ ≤ h
2 . Êîìïëåêñíûé ïîòåí�

öèàë äëÿ òàêîé îáëàñòè ìîæíî ïîñòðîèòü íåçàâèñèìî îò ïðåäåëüíîãî

êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà lim
α→π

fα(z), ãäå fα(z) � êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë

ñ ôèçè÷åñêîé îáëàñòüþ D(α). Èìåííî,

w(z) =
πhv0

e
πh
z − 1

, vπ(ih) = w′(z)

∣∣∣∣∣
z=ih

=
π2h2v0e

πh
z(

e
πh
z − 1

)2
z2

∣∣∣∣∣
z=ih

= v0
π2

4
.
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Äðóãîé ïóòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ âû÷èñëåíèåì vα(ih) ñîäåðæèòñÿ íà

ñòðàíèöàõ 171-172 êíèãè [3]. ◁

6. Íàéòè êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ïîòîêà æèäêîñòè èç ïî�

ëóïëîñêîñòè y > 0 â ïîëóïëîñêîñòü y < 0 ñ ðàñõîäîì Q ñêâîçü

îòâåðñòèå â ñòåíêå y = 0 ìåæäó òî÷êàìè x = ±1.[
f (z) = −Q

π ln
(
z +

√
z2 − 1

)]
▷ Ê ýòîìó òå÷åíèþ íóæíî îòíîñèòüñÿ, êàê ê òå÷åíèþ â ñâîåîáðàçíîé

ïîëîñå ñ ëåâûì áåðåãîì â âèäå äâóáåðåæíîãî ðàçðåçà −∞ < x < −1 è ñ

ïðàâûì áåðåãîì â âèäå äâóáåðåæíîãî ðàçðåçà 1 < x <∞. Íóæíûé êîì�

ïëåêñíûé ïîòåíöèàë äîëæåí îòîáðàæàòü îáëàñòü èç ôèçè÷åñêîé ïëîñêî�

ñòè íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïîëîñó øèðèíû Q. Ïðè ýòîì íóæíî ïðîñëåäèòü,

÷òîáû âåðõíÿÿ äàëåêàÿ òî÷êà ïî ìíèìîé îñè ïåðåõîäèëà â ëåâóþ äàëå�

êóþ òî÷êó íà ïîëîñå, à íèæíÿÿ äàëåêàÿ òî÷êà ïî ìíèìîé îñè ïåðåõîäèëà

â ïðàâóþ äàëåêóþ òî÷êó íà ïîëîñå.

Ïîýòîìó âíà÷àëå èñïîëüçóåì ôóíêöèþ, îáðàòíóþ ê ôóíêöèè Æóêîâ�

ñêîãî, z1 = z +
√
z2 − 1 ñ óñëîâèåì z1

∣∣
z=0

= i, ïðè ýòîì îáëàñòü òå÷åíèÿ

ïåðåéäåò â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü. Ïîòîì

z2 =
Q

π
ln z1 (ln 1 = 0) è w = −z2.
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Ïîâîðîò íà óãîë π ñäåëàí äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà 0 + i∞ èç ïëîñêîñòè z

ïåðåøëà â òî÷êó −∞+ i0 â ïëîñêîñòè w.

Äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî íàéäåííûé ïîòåíöèàë ñîîòâåòñòâóåò êàðòèíå

òå÷åíèÿ, âû÷èñëèì ñêîðîñòü â òî÷êå z = 0. Ïîëó÷èì

¯⃗v(0) = −Q
π

1

z +
√
z2 − 1

(
1− z√

z2 − 1

) ∣∣∣∣
z=0

= −Q
π

1

i
= i

Q

π
⇒

⇒ v⃗(0) = −iQπ ñ ïðàâèëüíûì íàïðàâëåíèåì ñêîðîñòè â 0.◁

7. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ w = v0
(
z +R2

/
z
)
+ (Γ/(2πi)) ln z äà�

¼ò îáòåêàíèå êðóãà |z| < R. Íàéòè v⃗ (∞) , öèðêóëÿöèþ âäîëü

îêðóæíîñòè è òî÷êè, â êîòîðûõ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ. Äàòü

ýëåêòðîñòàòè÷åñêóþ àíàëîãèþ.[
v⃗ (∞) = v0, v

(
Reiβ

)
= 0, sin β =

Γ

4πv0R

]

▷ Ïðåäñòàâèì òî÷êó íà îêðóæíîñòè |z| = R â ôîðìå z = Reiθ,

0 ≤ θ ≤ 2π, è ïîäñòàâèì å¼ â ôîðìóëó äëÿ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà.

Áóäåì èìåòü

w = φ+ iψ = v0R(e
iθ + e−iθ)− i

Γ

2π
lnR +

Γ

2π
θ =

= 2v0R cos θ +
Γ

2π
θ − i

Γ

2π
lnR ⇒ ψ =

−Γ

2π
lnR = const .

Ýòî çíà÷èò, ÷òî îêðóæíîñòü |z| = R ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé òîêà.

Èç ôîðìóëû äëÿ ñîïðÿæåííîé ñêîðîñòè

v⃗(z) = v0

(
1− R2

z2

)
+

Γ

2πi

1

z

ñëåäóåò, ÷òî v⃗(∞) = v0. Öèðêóëÿöèÿ âäîëü îêðóæíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå ∫ 2π

0

∂φ

∂θ
dθ =

∫ 2π

0

(
−2v0R sin θ +

Γ

2π

)
dθ = Γ.
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Ïðèðàâíÿâ íóëþ ñîïðÿæåííóþ ñêîðîñòü, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâ�

íåíèå äëÿ îòûñêàíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê

z2 − i
Γ

2πv0
z −R2 = 0.

Îòñþäà

z1,2 = i
Γ

4πv0
±

√
R2 − Γ2

16π2v20
=

±
√

16π2R2v20 − Γ2 + iΓ

4πv0
= Reiβ

±
,

ïðè÷åì sin β± = Γ
4πv0

ïðè óñëîâèè |Γ| < 4πRv0.

Æåëàòåëüíî ñäåëàòü ñõåìàòè÷íûå ÷åðòåæè ñ îáòåêàíèåì êðóãà ïðè

Γ = 0, 0 < Γ < 4πRv0, Γ = 4πRv0 è Γ > 4πRv0.◁

8. Ïóñòü ôóíêöèÿ w = f (z) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì ïîòåíöè�

àëîì ïîòîêà â êðèâîëèíåéíîé ïîëîñå. Èçâåñòíî, ÷òî f (z) áóäåò

îòîáðàæàòü êðèâîëèíåéíóþ ïîëîñó íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïîëîñó

ïëîñêîñòè w.

Äîêàçàòü, ÷òî øèðèíà ïîëîñû ðàâíà ðàñõîäó Q, ò. å. êîëè�

÷åñòâó æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåé ÷åðåç ëþáóþ ëèíèþ, ñîåäèíÿ�

þùóþ ãðàíèöû ïîòîêà, çà åäèíèöó âðåìåíè.

▷ Ñîåäèíèì áåðåãà êðèâîëèíåéíîé ïîëîñû ýêâèïîòåíöèàëüíîé ëèíè�

åé, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå A íà ïåðâîì áåðåãó è çàêàí÷èâàåòñÿ â

òî÷êå B íà âòîðîì áåðåãó. Ïëîòíîñòü æèäêîñòè ïîëîæèì ðàâíîé 1. Òàê

êàê âåêòîð ñêîðîñòè â êàæäîé òî÷êå ýêâèïîòåíöèàëüíîé ëèíèè ïåðïåíäè�

êóëÿðåí ýòîé ëèíèè, òî êîëè÷åñòâî æèäêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýëåìåíò

ds ýêâèïîòåíöèàëè çà åäèíèöó âðåìåíè, ðàâíî vds = ∂φ
∂nds. Ïîýòîìó âåñü

ïîòîê æèäêîñòè ÷åðåç ëèíèþ AB, ñîâïàäàþùèé ñ ðàñõîäîì æèäêîñòè â

êðèâîëèíåéíîé ïîëîñå, íàéäåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Q =

∫ B

A

∂φ

∂n
ds =

{
ïî óñëîâèþ Êîøè-Ðèìàíà

∂φ

∂n
=
∂ψ

∂s

}
=

=

∫ B

A

∂ψ

∂s
ds = ψ(s)

∣∣∣∣sB
sA

= ψ|B − ψ|A.

×åðåç òî÷êè iψ|B è iψ|A ïðîõîäÿò ãðàíè÷íûå ïðÿìûå ëèíèè äëÿ ãî�

ðèçîíòàëüíîé ïîëîñû â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà. Ïîýòîìó

Q = ψ|B − ψ|A ÿâëÿåòñÿ øèðèíîé ýòîé ïîëîñû.◁

9. Â ïëîñêîñòè èìååòñÿ íåâîçìóùåííûé ïîòîê æèäêîñòè.

Íàéòè êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë óñòàíîâèâøåãîñÿ ïîòîêà ïîñëå

òîãî, êàê â íåêîòîðîé òî÷êå íà÷àë äåéñòâîâàòü èñòî÷íèê ìîù�

íîñòè Q.

Îïðåäåëèòü ëèíèþ ðàçäåëà æèäêîñòè èñòî÷íèêà è æèäêî�

ñòè ïåðâîíà÷àëüíîãî ïîòîêà è êðèòè÷åñêóþ òî÷êó (ãäå ñêî�

ðîñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü). Íà÷åðòèòü ëèíèè òîêà.[
f (z) = v0z +

Q

2π
ln z; zkp = − Q

2πv0
; r =

Q (1− θ/π)

2v0 sin θ
,

z = reiθ, 0 < θ < 2π

]
▷ Åñëè èñòî÷íèê ïîìåñòèòü

â òî÷êó z = 0, òî êîìïëåêñ�

íûé ïîòåíöèàë òàêîãî òå÷å�

íèÿ áóäåò w = Q
2π ln z, Q > 0.

Ïðè ñëîæåíèè ýòîãî òå÷åíèÿ

ñ íåâîçìóùåííûì òå÷åíèåì,

èìåþùèì êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë w = v0z, v⃗(∞) = v0 > 0, ïîëó÷èì

èñêîìûé êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë.
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×òîáû íàéòè ïîëîæåíèå êðèòè÷åñêîé òî÷êè, íåîáõîäèìî âçÿòü ïðîèç�

âîäíóþ îò êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà è ïîñìîòðåòü, ïðè êàêîì z ñêîðîñòü

v îáðàòèòñÿ â íóëü.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ëèíèè ðàçäåëà æèäêîñòè èñòî÷íèêà è æèäêîñòè

ïåðâîíà÷àëüíîãî ïîòîêà âûäåëèì ëèíèþ òîêà, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç

êðèòè÷åñêóþ òî÷êó zkp = − Q
2πv0

ñ arg zkp = π. Èìåííî, ïðè z = reiθ

ïîëó÷èì

Imw(z) = v0r sin θ +
Qθ

2π
= c ⇒ Imw(zkp) =

Q

2
= c.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå ëèíèè ðàçäåëà çàïèøåòñÿ â âèäå

v0r sin θ =
Q

2

(
1− θ

π

)
ïðè r ≥ Q

2πv0
è θ ̸= π.

Ýòî óðàâíåíèå âêëþ÷àåò ðàâåíñòâî θ = π äëÿ ïðÿìîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ

ëèíèé òîêà, êîãäà |zkp| < r <∞ è 0 < r < |zkp|.

Îáëàñòü êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà w ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíîé ïîâåðõíî�

ñòüþ, ñîñòîÿùåé èç âñåé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì è ïîëîñû ñ ðàçðåçîì,

øèðèíà êîòîðîé ðàâíà Q. Cêëåéêà äâóõ ëèñòîâ ïðîèñõîäèò êðåñò íà�

êðåñò, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. ◁
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10. Â íåêîòîðîé òî÷êå íåâîçìóù¼ííîãî ïîòîêà íà÷àë äåé�

ñòâîâàòü âèõðü èíòåíñèâíîñòè Γ. Çàïèñàòü êîìïëåêñíûé ïîòåí�

öèàë óñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ. Íàéòè êðèòè÷åñêóþ òî÷êó. Îò�

ìåòèòü ëèíèè òîêà.

[
f (z) = v0z +

Γ

2πi
ln z, zkp =

iΓ

2πv0

]

Ðåøåíèå çàäà÷è âåäåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé 9. Ïðè ïîñòðîåíèè

îáëàñòè â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà ïðîâîäÿòñÿ ðàçðåçû îò

êðèòè÷åñêîé òî÷êè äî âèõðÿ è îò êðèòè÷åñêîé òî÷êè ïî ëèíèè òîêà, óõî�

äÿùåé â áåñêîíå÷íîñòü íàïðàâî òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Âñå ëèíèè

òîêà, èçîáðàæåííûå ñïëîøíîé ëèíèåé, áóäóò ïåðåõîäèòü â ïðÿìûå ëèíèè

íà ïëîñêîñòè w, ïðè ýòîì ëèíèÿ òîêà, ïî êîòîðîé ñäåëàí ðàçðåç, áóäåò

ïåðåõîäèòü â ðàçðåç îò òî÷êè wkp = f(zkp) äî áåñêîíå÷íîñòè. Íà âòîðîì

ðàçðåçå, êîòîðûé ïðîõîäèò îò êðèòè÷åñêîé òî÷êè äî âèõðÿ â ïëîñêîñòè

z, φ èçìåíÿåòñÿ îò φkp äî φkp + Γ, ïðè ýòîì ψ áóäåò èçìåíÿòüñÿ îò ψkp

äî áåñêîíå÷íîñòè. Ëèíèè òîêà, èçîáðàæåííûå ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè â

ïëîñêîñòè z, áóäóò ïåðåõîäèòü â ïóíêòèðíûå îòðåçêè. Òàêèì îáðàçîì,

ïîëó÷àåì ïîëîñó, ïðèêðåïëåííóþ ê ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì, êàê ïîêàçàíî

íà ðèñóíêå.
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11. Íàéòè ñèëîâîå ïîëå ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè äâóõ öèëèí�

äðîâ ñ êðóãëûìè îñíîâàíèÿìè |z| = 1, |z + 1| = 4, åñëè ïîòåí�

öèàë íà ïåðâîì ðàâåí íóëþ, íà âòîðîì +1.[
f (z) =

i

ln
(
2 +

√
3
) ln{z − (7−√

48
)

z −
(
7 +

√
48
) (7 +√

48
)}]

▷ Ïîñêîëüêó îêðóæíîñòè íå êîíöåíòðè÷åñêèå, òî, ïðèìåíèâ ôóíê�

öèþ ζ = Az−a
z−b , ãäå a è b � òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî äâóõ

îêðóæíîñòåé, êîíôîðìíî ïåðåâåäåì îáëàñòü èç ïëîñêîñòè z â îáëàñòü,

ðàñïîëîæåííóþ ìåæäó êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè, ïðè ýòîì òî÷�

êà a ïåðåéäåò â 0, à b � â áåñêîíå÷íîñòü.

Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ èìååò âèä

w = v0i
ln

ρ2
ρ1

ln ζ, ãäå v0 � ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ íà îêðóæíîñòÿõ â ïëîñêî�

ñòè z, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîîáðàçàìè îêðóæíîñòåé â ïëîñêîñòè ζ ñ ðàäè�

óñàìè ρ2 è ρ1 ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè êîìïëåêñíûé

ïîòåíöèàë, íåîáõîäèìî íàéòè òî÷êè a è b, à òàêæå îòíîøåíèå ρ2/ρ1.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ a è b áóäåò èìåòü âèä ab = 1,

(a+ 1)(b+ 1) = 16
⇒

a = 7∓
√
48,

b = 7±
√
48.

Çíà÷åíèå a íóæíî âûáðàòü ïî ðàñïîëîæåíèþ îòíîñèòåëüíî îêðóæíî�

ñòåé: â íàøåì ñëó÷àå a = 7 −
√
48, b = 7 +

√
48. Òàêèì îáðàçîì,

êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ïîëó÷èëñÿ ñëåäóþùèì:

w =
i

ln ρ2
ρ1

lnA
z − 7 +

√
48

z − 7−
√
48
, ãäå v0 = φ2 − φ1 = 1. (1)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû A > 0 ðàññìîòðèì êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë

ïðè z = 1 è ó÷òåì, ÷òî íà ïåðâîé îêðóæíîñòè Imw = 0.
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0 = Imw|z=1 =
1

ln ρ2
ρ1

ln

∣∣∣∣∣
(
A

√
48− 6

−
√
48− 6

)∣∣∣∣∣⇒
⇒ A =

∣∣∣∣∣−
√
48− 6√
48− 6

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣−84− 12

√
48

12

∣∣∣∣∣ = 7 +
√
48.

Äëÿ îòûñêàíèÿ îòíîøåíèÿ ρ2/ρ1 ïî�

ëîæèì â (1) z = 3 è ó÷òåì, ÷òî íà

âòîðîé îêðóæíîñòè ïîòåíöèàë ðàâåí 1.

Ïîëó÷èì

1 = Imw|z=3 =

=
1

ln ρ2
ρ1

ln

∣∣∣∣∣
√
48− 4

−
√
48− 4

(7 +
√
48)

∣∣∣∣∣ =
=

1

ln ρ2
ρ1

ln(2 +
√
3),

òàê êàê∣∣∣∣∣64− 8
√
48

−32

∣∣∣∣∣ (7 +√
48) =

∣∣∣∣ 1−4
(8−

√
48)

∣∣∣∣ (7 +√
48) = 2 +

√
3.

Ïîýòîìó ln ρ2
ρ1

= ln(2 +
√
3). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ äëÿ ñèëîâûõ

ëèíèé

arg

(
z − 7−

√
48

(z − 7 +
√
48)(7 +

√
48)

)
= c,

íà ðèñóíêå îíè èçîáðàæåíû òîíêèìè ñïëîøíûìè ëèíèÿìè. ◁

12. Îïðåäåëèòü ïîëå ìåæäó äâóìÿ êðóãëûìè ïðîâîäíèêàìè

ñ ðàäèóñàìè 1 è 2, ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè êîòîðûõ ðàâíî

4. Ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ðàâíà v0 (ñì. �16 èç �4).[
f (z) =

iv0

ln
(
11/4 +

√
105
/
4
) ln 8z − 3 +

√
105

8z − 3−
√
105

]
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▷ Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé 11.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ a è b áóäåò âûãëÿäåòü òàê: (a+ 2)(b+ 2) = 4,

(2− a)(2− b) = 1,
⇒ a =

3−
√
105

8
, b =

3 +
√
105

8

w = 8z−3+
√
105

8z−3−
√
105

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ ρ2
ρ1
âîçü�

ìåì w(z) â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ z = 1 è

z = 0, ò.å.

w1 = 3−
√
105

3+
√
105

è w2 = 13+
√
105

8 . Òîãäà áó�

äåì èìåòü

ρ2
ρ1

=
(13 +

√
105)16(19 +

√
105)

8(19−
√
105)(19 +

√
105)

= 11 +
√
105

4 . ◁

13. Ïðîâîäíèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âíåøíîñòü êðóãà åäèíè÷�

íîãî ðàäèóñà. Â äèýëåêòðè÷åñêóþ ñðåäó, çàïîëíÿþùóþ êðóã,

ïîìåùàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä â q åäèíèö. Íàéòè êîìïëåêñ�

íûé ïîòåíöèàë ïîëó÷åííîãî ïîëÿ.[
f (z) = −i2q ln z − a

1− āz

]

▷ Çäåñü íåîáõîäèìî âñïîìíèòü êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå

ζ = z−a
1−zā åäèíè÷íîãî êðóãà íà åäèíè÷íûé êðóã è èñïîëüçîâàòü êîìïëåêñ�

íûé ïîòåíöèàë â âèäå w = −i2q ln ζ. ◁

14. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ñðåäà çàïîëíÿåò áåñêîíå÷íûé ñåêòîð

ðàñòâîðà α. Îíà îêðóæåíà ïðîâîäíèêîì. Îïðåäåëèòü êîìïëåêñ�

íûé ïîòåíöèàë ïîëÿ, îáðàçîâàííîãî çàðÿäîì, êîòîðûé ïîìå�
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ùåí â òî÷êó a äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäû.[
f (z) = −i2q ln z

π/α − aπ/α

zπ/α − aπ/α

]
▷ Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íóæíî íàéòè ôóíêöèþ, êîòîðàÿ êîí�

ôîðìíî îòîáðàçèò ñåêòîð íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü. Ïîòîì ñ ïîìîùüþ

äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè íóæíî òî÷êó aπ/α ïåðåâåñòè â íóëü, à ñèììåò�

ðè÷íóþ åé òî÷êó � â áåñêîíå÷íîñòü. Äëÿ çàïèñè êîìïëåêñíîãî ïîòåíöè�

àëà èñïîëüçóåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿ, ïðèìåíåííàÿ â ðåøåíèè çàäà÷è 13. ◁

15. Ïðîâîäíèêîì ÿâëÿåòñÿ íèæíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü. Âåðõíÿÿ

ïîëóïëîñêîñòü-äèýëåêòðèê. Òóäà ïîìåù¼í ïîëîæèòåëüíûé çà�

ðÿä â q åäèíèö. Îïðåäåëèòü êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ.[
f (z) = −i2q ln z − a

z − ā

]
▷ Äàííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïî àíà�

ëîãèè ñ ïðåäûäóùåé è ÿâëÿåòñÿ å¼

÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðè α = π.

Äîïîëíèòåëüíî ïðèâåäåì óðàâíå�

íèÿ ñèëîâûõ ëèíèé

arg
z − a

z − ā
= c

è èçîáðàçèì èõ íà ÷åðòåæå.◁

16. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ñðåäà çàïîëíÿåò ïîëîñó øèðèíû 2h.

Îïðåäåëèòü êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ, êîòîðîå ñîçäà¼òñÿ

çàðÿäîì +q, ïîìåù¼ííûì â òî÷êó ih.[
f (z) = −i2q ln e

(π/2h)z − i

e(π/2h)z + i

]
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▷ Ñëåäóåò âñïîìíèòü êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ïîëîñû íà êðóã.

Ôóíêöèÿ z1 = z π
2h äàííóþ ïîëîñó ïðåîáðàçóåò â ãîðèçîíòàëüíóþ ïî�

ëîñó øèðèíû π. Ôóíêöèÿ z2 = ez1 ïðåîáðàçóåò ïîëó÷åííóþ ïîëîñó â

âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü, ïðè ýòîì òî÷êà z1 = iπ/2 ïåðåéäåò â òî÷êó

z2 = i. Òåïåðü îñòàëîñü ïðèìåíèòü äðîáíî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ

ïåðåâåäåò òî÷êó z2 = i â òî÷êó ζ = 0, à z2 = −i � â òî÷êó ζ = ∞. Çàïèñü

êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà ïðîèñõîäèò, êàê â ðåøåíèè çàäà÷è 13. ◁

17. Ïîñòðîèòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå àíàëîãè äëÿ ñëåäóþùèõ

ãèäðîìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé:

▷ Ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â ñèëîâûõ ëèíèÿõ, ïðî�

õîäÿùèõ ïåðïåíäèêóëÿðíî ëèíèÿì òîêà. Ê óãëîâûì òî÷êàì ýòè ëèíèè áó�

äóò ïîäõîäèòü êàê áèññåêòðèñû óãëîâ, ïîñêîëüêó ïðè îòîáðàæåíèè (ôè�

çè÷åñêîé îáëàñòè íà îáëàñòü â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà) â

óãëîâûõ òî÷êàõ ôóíêöèÿ w(z) áóäåò âåñòè ñåáÿ êàê ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ,

íàïðèìåð,

Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ñèëîâîå ïîëå áóäåò èìåòü ñëåäó�

þùèé âèä (îòìå÷åíû òîëüêî íåêîòîðûå ñèëîâûå ëèíèè, äðóãèå ëèíèè

íóæíî èçîáðàçèòü ñàìîñòîÿòåëüíî).
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◁

18. Ïîñòðîèòü ãèäðîìåõàíè÷åñêèå àíàëîãè äëÿ ñëåäóþùèõ

ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ ïîëåé:

▷ Àíàëîãè÷íî çàäàíèþ 17 ëèíèè òîêà ïðîâîäèì ïåðïåíäèêóëÿðíî ñè�

ëîâûì ëèíèÿì. Íàïðèìåð, äëÿ ïîñëåäíåãî ðèñóíêà ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ

àíàëîãèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ ëèíèÿìè òîêà â ôîðìå îêðóæíîñòåé, èìåþùèõ

îáùóþ ïàðó ñèììåòðè÷íûõ òî÷åê, îòìå÷åííûõ íà ÷åðòåæå.◁
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×ÀÑÒÜ II

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ñèììåòðèè ê çàäà÷àì îáòåêàíèÿ.

Ýòà ÷àñòü íàïèñàíà â äîïîëíåíèå ê ìåòîäè÷åñêîìó ïîñî�

áèþ [4].

Â çàäà÷àõ îáòåêàíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà w(z)

íóæíî âûäåðæèâàòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå Imw = c. Ýòî ïîçâîëÿåò â íåêî�

òîðûõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àòü ïðîäîëæåíèå èñêîìîãî êîìïëåêñíîãî ïîòåíöè�

àëà ïî ïðèíöèïó ñèììåòðèè. Ïðè ïðîäîëæåíèè äëÿ îáëàñòåé, ÿâëÿþ�

ùèõñÿ ÿ÷åéêàìè ñèììåòðèè, âûÿâëÿåòñÿ âñÿ ñîâîêóïíîñòü îñîáåííîñòåé,

ïîñëå ÷åãî ïðèìåíÿþòñÿ òåîðåìà Ëèóâèëëÿ èëè åå àíàëîãè.

Ðàçáåðåì íåêîòîðûå ïðèìåðû, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ôóíê�

öèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî è óÿñíèòü êàðòèíó òå÷åíèé.

1. Òå÷åíèå â ïåðâîì êâàäðàíòå {z : Re z > 0 Im z > 0 }, îáðà�

çîâàííîå âèõðåì â òî÷êå a.

▷ Çàêîí ïðîäîëæåíèÿ òå÷åíèÿ ñâÿçàí ñ òåì,

÷òî ñòîðîíû êâàäðàíòà ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè òî�

êà. Åñëè èñõîäíûé âèõðü õàðàêòåðèçóåòñÿ êîì�

ïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì Γ
2πi ln(z − a), òî ïðîäîë�

æåííûé ïî ñèììåòðèè êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë

áóäåò èìåòü íîâûå îñîáåííîñòè ñëåäóþùåãî âè�

äà:

Γ

2πi
ln(z̄ − a),

Γ

2πi
ln(−z̄ − a) ⇒ − Γ

2πi
ln(z̄ + ā),

ò.å.

− Γ

2πi
ln(z − ā), − Γ

2πi
ln(z + ā),

Γ

2πi
ln(z + a).
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Ïîýòîìó âèõðè ïîÿâÿòñÿ â òî÷êàõ ā, −a, −ā è ïîòåíöèàë âñåãî òå÷åíèÿ

ïðèìåò ôîðìó

w =
Γ

2πi
ln

(z − a)(z + a)

(z − ā)(z + ā)
=

Γ

2πi
ln
z2 − a2

z2 − ā2
. (2)

Íàîáîðîò, åñëè âçÿòü êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë â ôîðìå (2), òî â ñî�

îòâåòñòâóþùåì òå÷åíèè ëèíèÿìè òîêà áóäóò êîîðäèíàòíûå îñè. Ñ ïîìî�

ùüþ îòâåðäåíèÿ ýòèõ ëèíèé òîêà ïîëó÷èì òå÷åíèÿ â êàæäîì èç ÷åòû�

ðåõ êâàäðàíòîâ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ òåì æå êîìïëåêñíûì ïîòåíöèà�

ëîì (2).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ îò êîì�

ïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà

w′ =
Γ

πi
z

[
a2 − ā2

(z2 − a2)(z2 − ā2)

]
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî êðèòè÷åñêîé òî÷êîé áóäåò zkp = 01.◁

2. Òå÷åíèå â ïåðâîì êâàäðàíòå {z : Re z > 0 Im z > 0 }, îáðà�

çîâàííîå èñòî÷íèêîì â òî÷êå a.

▷ Îäèíî÷íûé èñòî÷íèê, ïîìåùåííûé â íåêîòîðóþ òî÷êó a, îïèñû�

âàåòñÿ êîìïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì w = Q
2π ln(z − a), ãäå Q > 0, ïðè

ýòîì z = ∞ ÿâëÿåòñÿ ñòîêîì. Ñ ó÷åòîì èñòî÷íèêîâ â òî÷êàõ a, −a,

−a (ïîëó÷åííûõ ïðîäîëæåíèåì ïî ñèììåòðèè). Êîìïëåêñíûé ïîòåíöè�

àë âñåãî òå÷åíèÿ ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä: w = Q
2π

[
ln(z2 − a2)(z2 − ā2)

]
.

Ïðåäñòàâèì òî÷êó a â âèäå a = reiα è îïðåäåëèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè:

1Äëÿ âèçóàëèçàöèè êàðòèíû òå÷åíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ïàêåòû ïðîãðàìì. Â ïðè�

ëîæåíèè 1 ïîêàçàíû íåêîòîðûå ïðèìåðû.
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w′ =
Q

2π

[
4z3 − 2za2 − 2za2

(z2 − a2)(z2 − a2)

]
⇒ z1

kp
= 0, z2,3

kp
= ±r

√
cos 2α.

Èíòåðåñíî ïðîñëåäèòü çà èçìåíåíèåì êàðòèíû òå÷åíèÿ, åñëè çàôèêñèðî�

âàòü r, à óãîë α ∈ [0, π/2] èçìåíÿòü.

Ïðè èçìåíåíèè α ∈ (0, π/4) òî÷êè z2,3kp áó�

äóò äâèãàòüñÿ ïî âåùåñòâåííîé îñè îò ±r

äî íóëÿ. Ïðè èçìåíåíèè α ∈ (π/4, π/2) òî÷�

êè z2,3kp áóäóò äâèãàòüñÿ ïî ìíèìîé îñè îò íó�

ëÿ äî ±ir. Ïðè ýòîì, êîãäà α = 0 (íà ðèñóí�

êå èçîáðàæåíà êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü z),

α = π/4 è α = π/2, òî÷êà, â êîòîðîé ñêîðîñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü, áó�

äåò âñåãî îäíà z1
kp

= 0, à äâå äðóãèå z2,3kp = ±r ñîâïàäóò ñ ïîëîæåíèåì

èñòî÷íèêà â ñëó÷àå α = 0 è α = π/2 è îáðàòÿòñÿ â íóëü ïðè α = π/4.◁

3. Òå÷åíèå â ïîëóïëîñêîñòè {z : −∞ < Re z <∞, Im z > 0 }, îá�

ðàçîâàííîå èñòî÷íèêîì è ñòîêîì èíòåíñèâíîñòåé ±N , êîòîðûå

ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ z = a è z = a+ ε.

▷ Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ýòîé ñèñòåìû îñîáåííîñòåé íàéäåì ñëîæå�

íèåì ïîòåíöèàëîâ èñòî÷íèêà è ñòîêà

w(z) =
N

2π
ln(z − a)− N

2π
ln(z − a− ε).
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Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíîå îáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç íàøåé

ñèñòåìû, êîãäà ε → 0 è îäíîâðåìåííî N → ∞ òàê, ÷òî Nε → P . Â ïðî�

òèâíîì ñëó÷àå ïðè ñëîæåíèè èñòî÷íèêà è ñòîêà ðàâíûõ ðàñõîäîâ èìåëî

áû ìåñòî èñ÷åçíîâåíèå òå÷åíèÿ. Ñîâåðøàÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, ìîæíî

çàïèñàòü:

w(z) = lim
ε→0

N

2π
[ln(z − a)− ln(z − a− ε)] =

= lim
ε→0

Nε

2π
lim
ε→0

ln(z − a)− ln(z − a− ε)

ε
=

p

2π

d ln(z − a)

d(z − a)
=

p

2π(z − a)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë òî÷å÷íîãî äèïîëÿ, íà�

õîäÿùåãîñÿ â òî÷êå z = a, p íàçûâàåòñÿ òàêæå ìîìåíòîì äèïîëÿ.

Åñëè âåùåñòâåííàÿ îñü ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé òîêà, òî äëÿ âñåé ïëîñêîñòè

z êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ïðèìåò âèä

w =
N

2π
[ln(z − a)− ln(z − a− ε) + ln(z + a)− ln(z + a+ ε)] .

Òîãäà êðèòè÷åñêèå òî÷êè

z1,2
kp

=
ε+ 2r cosα±

√
4r2 sin2 α + 2εr cosα

2
, a = reiα.

◁
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4. Òå÷åíèå â ïåðâîì êâàäðàíòå {z : Re z > 0 Im z > 0 }, îáðà�

çîâàííîå äèïîëåì â òî÷êå a.

▷ Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë â ïåðâîì êâàäðàíòå áóäåò èìåòü âèä

w = p
z−a , ãäå ìîìåíò òî÷å÷íîãî äèïîëÿ p áóäåì ñ÷èòàòü âåùåñòâåí�

íûì. Èñïîëüçîâàâ ïðèíöèï ñèììåòðèè è òåîðåìó Ëèóâèëëÿ, çàïèøåì

êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë äëÿ âñåé ïëîñêîñòè z â âèäå

w = P

[
1

z − a
+

1

z − a
− 1

z + a
− 1

z + a

]
.

Âçÿâ ïðîèçâîäíóþ îò w, ïðèðàâíÿâ åå íóëþ è ïîëîæèâ a = reiα, îïðåäå�

ëèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè. Èõ âñåãî áóäåò ïÿòü, à èìåííî:

z1
kp
= 0, z2,3,4,5

kp
= ±

√
r2(1±

√
1− r4

cos 3α

cosα
.

Äëÿ óäîáñòâà âîçüìåì r = 1, òîãäà z2,3,4,5kp = ±
√
1± 2 sinα.

Ïðè 0 < α < 90◦ âåëè÷èíà sinα âîçðàñòàåò, ïîëîæèòåëüíà è ìåíüøå

åäèíèöû. Ïðè ýòîì

1. z2,3kp = ±1, êîãäà α = 0;

2. åñëè 0 < α < 30◦, òî âåëè÷èíà 2 sinα < 1, à z2,3,4,5kp ïðîáåãàþò ïî

âåùåñòâåííîé îñè îò òî÷åê ±1 â ðàçíûå ñòîðîíû ïðè óâåëè÷åíèè α;

3. åñëè α = 30◦, òî êàðòèíà òå÷åíèÿ áóäåò àíàëîãè÷íîé ïåðâîìó ñëó�

÷àþ, z2,3kp = ±
√
2;

4. åñëè 30◦ < α < 90◦, òî ñ óâåëè÷åíèåì α òî÷êè z2,4kp áóäóò ïåðå�

ìåùàòüñÿ ïî âåùåñòâåííîé îñè îò ±
√
2 ê ±

√
3, à z3,5kp � îò íóëÿ ê ±i;

5. åñëè α = 90◦, òî z2,4kp = ±
√
3, à òî÷êè z3,5kp ñîâïàäàþò ñ ïîëîæåíèåì

äèïîëÿ.◁
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5. Òå÷åíèå â ïîëîñå {z : −∞ < Re z < ∞, 0 < Im z < H },

îáðàçîâàííîå âèõðåì â òî÷êå a.

▷ Èñïîëüçîâàâ çàêîí f(z) ïðîäîëæåíèÿ ïî

ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè, ïî�

ëó÷èì îñîáåííîñòü â òî÷êå a. Äàëåå ïðèìåíèì

çàêîí ïåðèîäè÷íîñòè

f(z ± i2Hk) = f(z) è f(z ± i2Hk) = f(z),

ãäå k = ±1,±2,±3, ..., è ïîëó÷èì îñîáåííîñòè â òî÷êàõ x± i(2Hk ± y).

Îêîí÷àòåëüíî ïîñòðîèì êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë â âèäå

w =
Γ

2πi
ln

(z − a)
∞∏
k=1

(z − a+ i2Hk)
∞∏
k=1

(z − a− i2Hk)

(z − a)
∞∏
k=1

(z − a+ i2Hk)
∞∏
k=1

(z − a− i2Hk)
=

=
Γ

2πi
ln
e

πz
H − e

πa
H

e
πz
H − e

πā
H

.◁

6. Òå÷åíèå ìåæäó åäèíè÷íûì êðóãîì

|z − iH| < 1 è ïðÿìîëèíåéíûì ýêðàíîì, îáðàçîâàííîå âèõðåì â

òî÷êå p1 = ih.

▷ Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà íåîáõîäèìî íàéòè âñå

åãî îñîáåííîñòè â ïëîñêîñòè. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ f(z̄) � çàêîí ñèììåò�

ðèè îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè è zz̄ = r2 � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî
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îêðóæíîñòè. Èòàê, âèõðü ðàñïîëîæåííûé â òî÷êå p1, îïèñûâàåòñÿ êàê

Γ
2πi ln(z − p1). Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì G = Γ/2πi, c = ih

è îïðåäåëèì âñå îñîáåííîñòè, íàõîäÿùèåñÿ â

ïëîñêîñòè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ýêðàí áûë ëèíèåé

òîêà, ïðèìåíèì ïðèíöèï ñèììåòðèè îòíîñèòåëü�

íî îñè è ïîëó÷èì îñîáåííîñòü â òî÷êå p2 = −ih,

ïðè ýòîì çíàê öèðêóëÿöèè ïîìåíÿåòñÿ, ò.å. ìû

áóäåì èìåòü Ḡ. Òåïåðü íóæíî óäîâëåòâîðèòü

óñëîâèå, ÷òî îêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé òîêà.

Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîñòðîèòü äâå òî÷êè, ñèììåò�

ðè÷íûå äëÿ p1 è p2 îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè.

Ýòèìè òî÷êàìè áóäóò p3 = c − 1
c̄+ih (öèðêóëÿöèÿ îòðèöàòåëüíàÿ) è

p4 = c − 1
c̄−ih (öèðêóëÿöèÿ ïîëîæèòåëüíàÿ), ïðè ýòîì îêðóæíîñòü ñòà�

ëà ëèíèåé òîêà, à ýêðàí òåïåðü íå ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé òîêà. Äëÿ òîãî

÷òîáû ýêðàí ñòàë ëèíèåé òîêà, îòîáðàçèì òî÷êè p3 è p4 îòíîñèòåëüíî

ïðÿìîé è ïîëó÷èì òî÷êè p5 = c̄ − 1
c−ih (öèðêóëÿöèÿ ïîëîæèòåëüíàÿ) è

p6 = c̄ − 1
c+ih (öèðêóëÿöèÿ îòðèöàòåëüíàÿ), ïðè ýòîì îêðóæíîñòü ïåðå�

ñòàëà áûòü ëèíèåé òîêà. Ïîýòîìó íóæíî ïîñòðîèòü ñèììåòðè÷íî îòíî�

ñèòåëüíî îêðóæíîñòè òî÷êè p7 = c− 1
c̄+p̄5

(öèðêóëÿöèÿ îòðèöàòåëüíàÿ) è

p8 = c− 1
c̄+p̄6

(öèðêóëÿöèÿ ïîëîæèòåëüíàÿ), íî ïðè ýòîì ýêðàí ïåðåñòàë

áûòü ëèíèåé òîêà. Äàëåå ïîëó÷èì p9 = c̄− 1
c+p5

(öèðêóëÿöèÿ ïîëîæèòåëü�

íàÿ) è p10 = c̄− 1
c+p6

(öèðêóëÿöèÿ îòðèöàòåëüíàÿ). È òàê äàëåå, ò.å. ýòîò

ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ îñîáåííîñòåé áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè.

Ïîýòîìó êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

w = G
∞∑
k=1

[ln(z−p4k−3)+ ln(z−p4k)]+ Ḡ
∞∑
k=1

[ln(z−p4k−2)+ ln(z−p4k−1)].
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Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü èíûì îáðàçîì.

Äëÿ ýòîãî îòîáðàçèì çàäàííóþ îáëàñòü íà êîëü�

öî, ïðè ýòîì îñîáåííîñòè (1/p̄1) è 1/(p̄1q
2) áóäóò

ðàñïîëîæåíû âî âíåøíîñòè êîëüöà è ñ ó÷åòîì

áåñêîíå÷íîé ñèììåòðèè, êîìïëåêñíûé ïîòåíöè�

àë çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

w =
Γ

2πi
ln

k=∞∏
k=−∞

ζ − p1q
2k

ζ − q2k

p̄1

.◁

Äëÿ ëó÷øåãî óñâîåíèÿ ïðèíöèïà ñèììåòðèè ðåêîìåíäóåì äîïîëíè�

òåëüíî ïðîðåøàòü ñëåäóþùèå çàäà÷è èç[5].

7. Òå÷åíèå â óãëå 0 < arg z < π/3, ñ èñòî÷íèêîì îáèëüíîñòè Q

â òî÷êå aeiπ/6, ãäå a > 0.

8. Òå÷åíèå â îáëàñòè |z| > 1, Im z > 0, ñ âèõðåì â òî÷êå ia ñ

öèðêóëÿöèåé Γ, ãäå a > 0.

Ïîñòðîèòü ñõåìàòè÷åñêèå ëèíèè òîêà è ýêâèïîòåíöèàëüíûå

ëèíèè è îïðåäåëèòü ñêîðîñòü íà ∞ â ïîëîñå ïåðèîäîâ äëÿ ïåðè�

îäè÷åñêèõ òå÷åíèé ñ çàäàííûìè êîìïëåêñíûìè ïîòåíöèàëàìè:

9. w = Q
2π ln sin z;

10.w = p
2π ctg z (0 ≤ arg p ≤ π

2 ).
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Ïðèëîæåíèå.

Â ïàêåòå Mathematica 5.1 äëÿ âèçóàëèçàöèè òå÷åíèÿ ñóùåñòâóåò ïàêåò

<< Graphics`PlotField`. ×òîáû èì âîñïîëüçîâàòüñÿ, íóæíî ñäåëàòü

ñëåäóþùèå øàãè. Ïîñëå òîãî êàê çàïóñêàåòñÿ ýòîò ïàêåò,

ñ÷èòàåì, ÷òî ïåðåìåííûå x, y è G âåùåñòâåííûå

x /: Im[x] =0; y /: Im[y] = 0; G /: Im[G] = 0;

ïîëîæèì G=1 è a=1+I

Âûÿñíèì, êàêîìó òå÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë

w=G/(2 Pi I) Log[((z - a) (z + a))/((z - Conjugate[a]) (z +

Conjugate[a]));

dw = D[w, z] // Simplify

Ïðîåêöèè âåêòîðà ñêîðîñòè òàêîãî òå÷åíèÿ èìåþò âèä

z=x+I y; v={Re[dw], -Im[dw]}//Simplify

Äëÿ èçîáðàæåíèÿ òàêîãî ïîëÿ ïî åãî êîìïëåêñíîìó ïîòåíöèàëó ñëóæèò

ôóíêöèÿ

PlotPolyaField[dw, {x, -1.5, 1.5}, {y, -1.5, 1.5}]
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