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Введение

Интерес к задачам о собственных волнах цилиндрических ди-

электрических волноводов, находящихся, как в однородной, так и в

плоско-слоистой окружающей среде, возник в середине прошлого ве-

ка при решении задач геологоразведки и стремительно возрастает в

связи с бурным развитием оптических телекоммуникационных техно-

логий передачи данных на больших расстояниях [149] и использова-

нием в радио-электронной промышленности миниатюрных интегри-

рованных оптических схем вместо классических электрических [142].

Эти задачи являются спектральными задачами теории дифракции

поиска частных решений уравнений Максвелла в виде бегущих волн

в неограниченных областях, удовлетворяющих условиям сопряжения

на границах раздела сред и соответствующим условиям на бесконеч-

ности.

Наиболее полная информация получена о решениях относительно

простой задачи о собственных волнах волновода кругового попереч-

ного сечения с постоянным показателем преломления, находящегося

в однородной окружающей среде. Хорошо изучены свойства поверх-

ностных собственных волн такого волновода [91]. Собственные функ-

ции задачи (амплитуды собственных волн) в этом случае отвечают ко-

нечному числу собственных значений (постоянных распространения),

принадлежащих ограниченному интервалу вещественной оси. Отли-

чительными особенностями поверхностных собственных волн явля-

ются экспоненциальное убывание на бесконечности их амплитуд и

симметричность соответствующего дифференциального оператора.

В работах Б.З. Каценеленбаума [64], Г.И. Веселова, С.Б. Раев-

ского [7] на основе анализа характеристического уравнения, полу-

ченного методом разделения переменных, было доказано существо-



вание принципиально других классов собственных волн цилиндриче-

ского диэлектрического волновода кругового поперечного сечения с

постоянным вещественным показателем преломления. Они получили

названия вытекаюших и комплексных, соответственно. Амплитуды

комплексных собственных волн также экспоненциально убывают. Вы-

текающие собственные волны имеют экспоненциально возрастающие

на бесконечности амплитуды. Задачи о комплексных и вытекающих

собственных волнах имеют несимметричные дифференциальные опе-

раторы, а соответствующие постоянные распространения являются

комплексными.

Важно отметить, что, как было доказано в работах [64], [7], по-

стоянные распространения собственных волн всех типов непрерывно

зависят от радиуса волновода, показателей преломления волновода и

окружающей среды, частоты электромагнитных колебаний. С их из-

менением собственные волны могут трансформироваться из одного

типа в другой.

Разработано большое количество методов решения задач о по-

верхностных собственных волнах, приспособленных для областей

специальной формы. Так, для расчета диэлектрических волноводов

неоднородного заполнения с поперечным сечением, близким к круго-

вому, широкое применение нашли лучевой метод, метод нормальных

волн и асимптотические методы (см. [91], [20] и цитированную там

литературу). Хорошо известно точное решение задачи о собствен-

ных волнах однородного цилиндрического диэлектрического волно-

вода эллиптического поперечного сечения, полученное методом раз-

деления переменных [74].

Для расчета волноводов с произвольным контуром поперечного

сечения применялся метод коллокации [145], [146], вариационные ме-

тоды [13], [12], [6] и различные модификации метода частичных об-

ластей (см., напр., [171], [157], [10], [69], [93], [18], [6] и цитированную

там литературу).
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Для решения задач поиска поверхностных собственных волн ди-

электрических волноводов с неоднородным заполнением применялся

метод конечных разностей (см. [88], [89], [1], [23] и цитированную там

литературу), приводящий к алгебраическим задачам на собственные

значения большой размерности для разреженных матриц. При поста-

новке этих задач основную трудность представляет перенос условий

излучения на границу конечной сеточной области.

В работах L. Eyges, P. Gianino, P. Wintersteiner [135], Е.В. Захаро-

ва, Х.Д. Икрамова, А.Н. Сивова [24], А.В. Малова, В.В. Солодухова,

А.А. Чурилина [75] для расчета поверхностных собственных волн ци-

линдрических диэлектрических волноводов применялись интеграль-

ные уравнения, построенные на основе формулы Грина. Теоретиче-

ского обоснования метода интегральных уравнений для расчета ди-

электрических волноводов в указанных работах проведено не было.

Однако, до настоящего времени не было предложено математи-

ческих формулировок общих задач о собственных волнах цилиндри-

ческих диэлектрических волноводов произвольного поперечного сече-

ния и распределения показателя преломления, позволяющих исследо-

вать качественные свойства всех, указанных выше типов собственных

волн: поверхностных, комплексных и вытекающих, строить на основе

таких формулировок теоретически обоснованные численные методы.

Наиболее полно были изучены свойства решений близких спек-

тральных задач теории дифракции – задач о собственных волнах

щелевых и полосковых линий. В работах А.С. Ильинского [26], А.С.

Ильинского, В.В. Зарубанова [27], [28], А.С. Ильинского, Ю.Г. Смир-

нова [31], [32], А.С. Ильинского, Ю.В. Шестопалова [35] – [37], А.С.

Ильинского, Е.В. Чернокожина, Ю.В. Шестопалова [34], Е.В. Чер-

нокожина, Ю.В. Шестопалова [95], Ю.В. Шестопалова [98] – [107]

указанные задачи формулируются как задачи поиска характери-

стических чисел фредгольмовых голоморфных оператор-функций,

полученные на основе метода интегральных уравнений. В работах
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этих авторов анализируются качественные свойства характеристи-

ческого множества: локализация, дискретность, существование ха-

рактеристических чисел. Исследование опирается на общую теорию

нелинейных спектральных задач, развитую в работах И.Ц. Гохберга,

М.Г. Крейна [19], Като [62]. Предлагаются и исследуются проекцион-

ные методы расчета волноведущих структур. При обосновании чис-

ленных методов используются результаты Г.М. Вайникко, О.О. Кар-

ма [3], [4] о проекционных методах решения нелинейных спектраль-

ных задач для фредгольмовых операторов.

Аналогичные подходы к исследованию и численному решению за-

дач о собственных колебаниях открытых резонаторов применялись в

работах С.В. Сухинина [92], В.П. Шестопалова [96], Ю.В. Шестопа-

лова, Ю.Г. Смирнова, Е.В. Чернокожина [168].

Спектральные параметры в указанных работах разыскивались на

некоторой поверхности Римана, а собственные функции – в классах

функций, удовлетворяющих на бесконечности “парциальным” усло-

виям излучения.

“Парциальные” условия излучения были введены А.Г. Свешнико-

вым в работе [86], сформулированы и обоснованы им для внешней за-

дачи дифракции на регулярном волноводе в статье [87]. Аналогичные

условия применялись для корректной постановки задачи дифракции

в работе H. Reichardt [163].

“Парциальным” условиям излучения удовлетворяют амплитуды

всех типов собственных волн цилиндрических диэлектрических вол-

новодов, находящихся в однородной окружающей среде. На это было

указано в работе А.И. Носича [160], посвященной изучению функций

Грина задач о собственных волнах волноводов с компактным попе-

речным сечением.

Несмотря на то, что задачи о собственных волнах диэлектриче-

ских волноводов, сформулированные в диссертационной работе, близ-

ки к задачам о собственных волнах щелевых и полосковых линий пе-
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редач, задачам о собственных колебаниях открытых резонаторов, в

том смысле, что их операторы имеют комплексные характеристиче-

ские числа, а собственные функции удовлетворяют “парциальным”

условиям излучения, они имеют существенные отличия. Это связа-

но с тем, что разыскиваемые частные решения уравнений Максвелла

(уравнения Гельмгольца при упрощающих предположениях о свой-

ствах среды) должны удовлетворять другим граничным условиям. По

сравнению с задачами о собственных колебаниях, более того, разыс-

киваются иные частные решения. Следовательно, при построении мо-

делей распространения собственных волн диэлектрических волново-

дов возникает необходимость в применении специальных подходов.

Они могут быть разработаны на основе известных методов решения

задач дифракции на проницаемых телах.

Достаточно эффективные и универсальные алгоритмы решения

задач дифракции в бесконечных областях основаны на переходе к ин-

тегральным уравнениям [158], [70], [68]. Такой подход позволяет точно

учесть поведение решений задач дифракции на бесконечности. Раз-

работке и обоснованию численных методов решения интегральных

уравнений теории дифракции посвящено большое количество работ

(см., напр., [68], [33], [15], [21], [5], [17], [25], [81], [14], [30], [83], [97], [73]

и цитированную там литературу).

С точки зрения экономии вычислительных ресурсов эффектив-

ными являются интегральные уравнения, основанные на применении

потенциалов простого слоя. Например, по сравнению с методом фор-

мулы Грина, метод потенциалов простого слоя позволяет сократить

в два раза число искомых функций, порядок системы интегральных

уравнений и, как следствие, размерность соответствующей алгебра-

ической задачи. Этот подход использовался, например, в работах

В.В. Дробницы, В.А. Цецохо [22], С.И. Смагина [90], А.Г. Ярового

[109] при решении задач дифракции электромагнитных волн на про-

ницаемых включениях в плоско-слоистой среде, в работах В.П Ше-
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стопалова [96], А.Е. Поединчука, Ю.А. Тучкина, В.П. Шестопало-

ва [82] – при решении спектральных задач волнового рассеяния на

незамкнутых экранах, в работах Е.В. Захарова, Ю.В. Пименова [25],

А.С. Ильинского, Ю.Г. Смирнова [33] – при решении задач дифрак-

ции электромагнитных волн на проводящих тонких экранах.

Значительное внимание привлекают задачи дифракции электро-

магнитных волн на диэлектрических структурах с размытой грани-

цей, то есть не имеющих четкой границы раздела сред (см., напр.,

[120], [85] и цитированную там литературу). В частности, при поста-

новке спектральных задач теории диэлектрических волноводов, часто

делается предположение о том, что характеристики волновода плав-

но переходят в характеристики окружающей среды (см., напр., [160],

[143]). Эта модель наиболее адекватна для определения собственных

волн естественных природных волноводов и искусственных волново-

дов, изготовленных методом диффузии. Метод граничных интеграль-

ных уравнений в этом случае применять не удается.

Метод сведения трехмерной задачи дифракции электромагнит-

ных волн на неоднородном теле с размытой границей к интеграль-

ному уравнению Фредгольма второго рода по области неоднородно-

сти был предложен в работе C. Muller [158], использован в работе

D. Colton, R. Kress [120] при анализе существования и единственно-

сти решения задачи дифракции.

Задачи о поверхностных собственных волнах в силу симметрии

соответствующих дифференциальных операторов несколько проще

по сравнению с общими задачами о собственных волнах. Значитель-

ные усилия математиков были направлены на исследование вопро-

сов существования поверхностных собственных волн цилиндрических

диэлектрических волноводов, находящихся в однородной окружаю-

щей среде. Существование поверхностных собственных волн волно-

вода с переменной диэлектрической проницаемостью доказано в ра-

боте A. Bamberger, A.S. Bonnet [112]. Методами спектральной тео-
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рии неограниченных самосопряженных операторов получено урав-

нение, определяющее количество решений задачи в зависимости от

ее параметров (уравнение отсечки), изучена зависимость собствен-

ных значений от параметров. Эти результаты были обобщены на

случай волновода с переменной магнитной проницаемостью в рабо-

те P. Joly, C. Poirier [147]. Результаты работ [112] и [147] дают весь-

ма полное представление о качественных свойствах спектра поверх-

ностных собственных волн, однако использованные в них постановки

задач неудобны с точки зрения численного решения. Это связано с

тем, что задачи ставятся во всей плоскости поперечного сечения вол-

новода, а их неограниченные операторы имеют, наряду с точечным,

непрерывный спектр, не имеющий практического значения.

Одним из эффективных численных методов решения задач тео-

рии дифракции является метод конечных элементов, который актив-

но применяется с 70-х годов прошлого столетия для численного ана-

лиза спектральных характеристик диэлектрических волноводов, на-

ходящихся в однородной окружающей среде (см., напр., [67], [117] и

цитированную там литературу). Развитие метода конечных элемен-

тов во многом определяется выработкой различных подходов к све-

дению исходной задачи, сформулированной во всей плоскости попе-

речного сечения волновода к соответствующей задаче, поставленной

в некой ограниченной области. При этом вводится вспомогательная

граница, разбивающая плоскость на две части: конечную расчетную

область, в которой изменяется показатель преломления, и неограни-

ченную область, в которой показатель преломления постоянен. На

искусственной границе ставятся некоторые граничные условия, ап-

проксимирующие поведение амплитуд собственных волн на бесконеч-

ности.

Краевые условия на искусственной границе, известные к началу

90-х годов для применения метода конечных элементов к решению

рассматриваемой задачи были локальными и приближенными [67].
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Применение метода конечных элементов, основанного на использова-

нии этих условий, не было в достаточной степени обосновано теорети-

чески, так как задачи в ограниченной области не были эквивалентны

исходной задаче на плоскости.

Более привлекательным является применение точных нелокаль-

ных условий, позволяющих эквивалентным образом свести исходную

задачу в неограниченной области к задаче в ограниченной области.

Среди такого класса условий отметим прежде всего условия, осно-

ванные на “парциальных” условиях излучения. Они систематически

применялись для теоретического исследования и численного решения

проекционными методами широкого круга задач теории дифракции

(см. работу А.С. Ильинского, А.Г. Свешникова, В.В. Кравцова [29]

и цитированную там литературу). В общем случае точные нелокаль-

ные условия имеют вид Lu = Su, где L – дифференциальный опе-

ратор условия сопряжения, порожденного уравнением задачи, а S –

некоторый нелокальный оператор на вспомогательной границе. При

специальном ее выборе этот оператор удается выписать в явном виде,

используя метод разделения переменных. Такой подход использовал-

ся в работах D. Givoli, J.B. Keller [136], D. Givoli [137] для решения

методом конечных элементов различных задач в неограниченных об-

ластях.

В работе P. Joly, C. Poirier [148] точные нелокальные краевые усло-

вия применялись для решения методом конечных элементов задачи

о поверхностных собственных волнах цилиндрического диэлектриче-

ского волновода в однородной окружающей среде. Для исключения

из рассмотрения нефизичных решений собственные векторы разыски-

вались в соленоидальных пространствах, что существенно усложнило

алгоритм численного решения.

При моделировании природных волноводов и интегрированных

оптических схем, т.е. сочетающих цилиндрические и плоско-слоистые

направляющие структуры (см., напр., [142]), возникает задача о
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собственных волнах цилиндрического диэлектрического волновода

в плоско-слоистой окружающей среде. Такой характер окружаю-

щей среды существенно усложняет исследование задачи. В работе

A.S. Bonnet-Ben Dhia и P. Joly [117] методами спектральной теории

неограниченных самосопряженных операторов доказано существова-

ние решений задачи в частном случае волновода прямоугольной фор-

мы на бесконечной подложке.

Для численного решения этой задачи широко применяется дву-

мерное сингулярное интегральное уравнение по области поперечного

сечения волновода [110], [113], [152], [172]. В работе H.P. Urbach [174]

установлена нетеровость соответствующего интегрального оператора

в случае однородной окружающей среды, а также доказана непустота

его спектра.

Таким образом, проблемы спектральной теории диэлектрических

волноводов являются весьма актуальными. Прежде всего, целью дис-

сертационной работы является получение формулировок общих за-

дач, позволяющих исследовать в рамках единых математических мо-

делей свойства поверхностных, вытекающих и комплексных собствен-

ных волн. Актуальной проблемой является обобщение результатов

относительно их свойств, известных для волновода кругового попе-

речного сечения с постоянным показателем преломления, на случай

произвольного контура поперечного сечения, а также получение ана-

логичных результатов для волноводов с переменным в ограниченной

области показателем преломления. Актуальной является проблема

разработки теоретически обоснованных общих методов вычисления

постоянных распространения и собственных волн всех известных ти-

пов.

Дальнейшего развития требует применение метода точных нело-

кальных граничных условий в сочетании с методом конечных элемен-

тов в задачах о поверхностных собственных волнах. Известные мето-

ды сведения исходных задач на плоскости к задачам на собственные
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значения в ограниченной области основаны на использовании специ-

альных (соленоидальных) конечно-элементных пространств. В свя-

зи с этим является актуальной проблема разработки таких подходов,

которые бы позволили использовать простейшие конечно-элементные

пространства, что более удобно с точки зрения практического приме-

нения метода конечных элементов.

Что касается задачи о собственных волнах цилиндрического вол-

новода в плоско-слоистой среде, то свойства оператора двумерного

сингулярного интегрального уравнения, к нелинейной спектральной

задаче для которого она сводится, изучены слабо. Актуальной явля-

ется проблема доказательства фредгольмовости этого оператора, что

необходимо для обоснования численных методов решения указанной

задачи.

Диссертация состоит из введения и шести глав.

Первая глава является вспомогательной и имеет, в основном, ре-

феративный характер. В §1.1 сформулированы уравнения, которым

удовлетворяют собственные волны диэлектрических волноводов и ам-

плитуды этих волн. Вводятся электромагнитные потенциалы. Форму-

лируются условия, которым удовлетворяют амплитуды собственных

волн и электромагнитные потенциалы на границах раздела сред (там

где показатель преломления терпит скачок). Формулируются “парци-

альные” условия излучения для амплитуд собственных волн. В §1.2

формулируются дифференциальные уравнения, условия сопряжения

и условия излучения, которым удовлетворяют решения задачи в ска-

лярном приближении слабонаправляющего волновода. Это прибли-

жение применяется для аппроксимации собственных волн волново-

дов показатель преломления которых незначительно отличается от

показателя преломления окружающей среды. В §1.3 приводятся точ-

ные решения модельных задач о собственных волнах цилиндриче-

ского диэлектрического волновода кругового поперечного сечения в

векторном и скалярном случаях. Эти решения используются в каче-
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стве тестовых примеров при анализе адекватности математических

моделей и эффективности численных методов.

Вторая глава посвящена изучению качественных свойств решений

общих задач о собственных волнах волноводов с постоянным показа-

телем преломления путем сведения их методом потенциалов простого

слоя к нелинейным спектральным задачам для фредгольмовых голо-

морфных оператор-функций.

В §2.1 изучается скалярная задача о собственных волнах слабо-

направляющего волновода. Ненулевая функция u ∈ U , называется

собственной функцией задачи, отвечающей собственному значению

β ∈ Λ, если:

∆u+ χ2
+u = 0, x ∈ Ω, (0.1)

∆u+ χ2
∞u = 0, x ∈ Ω∞, (0.2)

u+ = u−,
∂u+

∂ν
=
∂u−

∂ν
, x ∈ Γ, (0.3)

u(r, ϕ) =
∞∑

l=−∞
alH

(1)
l (χ∞r) exp(ilϕ), |x| ≥ R0. (0.4)

Здесь Ω – область на плоскости R2, ограниченная дважды непре-

рывно дифференцируемым контуром Γ, Ω∞ = R2 \ Ω, R0 – поло-

жительное число, такое, что Ω целиком лежит в круге радиуса R0;

U – множество функций, непрерывных и непрерывно дифференци-

руемых в Ω и Ω∞, дважды непрерывно дифференцируемых в Ω и

Ω∞; χ+/∞ =
√
k2n2+/∞ − β2, k2 = ω2ε0µ0, ω > 0 – заданная частота

электромагнитных колебаний; ε0 – диэлектрическая проницаемость

свободного пространства, µ0 – магнитная проницаемость свободного

пространства; n+ и n∞ – постоянные показатели преломления вол-

новода и окружающей среды, соответственно, 0 < n∞ < n+; H
(1)
l –

функции Ханкеля первого рода порядка l; Λ – пересечение римановых

поверхностей Λ+ и Λ∞ функций lnχ+(β) и lnχ∞(β), соответственно.

В теореме 2.1 доказывается, что на пересечении Λ
(1)
0 главных (“фи-

зических”) листов поверхностей Λ+ и Λ∞ собственные значения зада-
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чи (0.1) – (0.4) могут принадлежать лишь множеству

G = {β ∈ R : kn∞ < |β| < kn+} .

Вещественным β ∈ G соответствуют поверхностные волны (u экспо-

ненциально убывает при |x| → ∞).

Теорема 2.1 обобщает хорошо известные результаты (см., напр.,

[91]) о локализации спектра собственных волн слабонаправляющего

диэлектрического волновода кругового сечения, полученные на ос-

нове элементарного анализа характеристического уравнения метода

разделения переменных.

На основе представления функции u в областях Ω и Ω∞ в виде

потенциалов простого слоя с непрерывными по Гельдеру плотностя-

ми и ядрами в виде фундаментальных решений уравнений Гелмголь-

ца (0.1) и (0.2), удовлетворяющих соответствующим “парциальным”

условиям излучения (условиям вида (0.4)), задача (0.1) – (0.4) све-

дена к нелинейной спектральной задаче для системы слабосингуляр-

ных интегральных уравнений по контуру Γ относительно функций,

выражающихся определенным образом через плотности потенциалов.

Построенная система интегральных уравнений трактуется как опера-

торное уравнение вида:

A(β)w ≡ (I +B(β))w = 0 (0.5)

в банаховом пространствеW = C1,α×C0,α. Установлено, что оператор

B(β) вполне непрерывен при любых β ∈ Λ.

Сведение системы интегральных уравнений первого рода, возни-

кающей первоначально в результате применения метода потенциа-

лов простого слоя, и содержащей непрерывно обратимые операторы

L : C0,α → C1,α вида:

Lp = − 1

2π

2π∫

0

ln | sin t− τ

2
|p(τ)dτ, t ∈ [0, 2π], (0.6)
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к фредгольмовому операторному уравнению (0.5) мы проводим с по-

мощью известной процедуры регуляризации, следуя работе Б.Г. Габ-

дулхаева [15].

Основным результатом §2.1 является теорема 2.4. Он состоит в

следующем. Регулярное множество оператор-функции A(β), опреде-

ленной в (0.5), не пусто, а именно, Λ
(1)
0 \ (D⋃G) ⊂ ρ(A) (здесь D —

множество, состоящее из мнимой оси и определенного примыкающе-

го к ней, не пересекающегося с G интервала вещественной оси). Ха-

рактеристическое множество оператор-функции A(β) может состо-

ять лишь из изолированных точек, являющихся характеристически-

ми значениями оператор-функции A(β). Каждое характеристическое

значение β оператор-функции A(β) непрерывно зависит от парамет-

ров (ω, n+, n∞) ∈ R3
+. Кроме того, с изменением (ω, n+, n∞) ∈ R3

+ ха-

рактеристические значения оператор-функции A(β) могут появлять-

ся и исчезать только на границе Λ, то есть в точках ±kn+,±kn∞ и

на бесконечности.

Теорема 2.4 обобщает хорошо известные результаты (см., напр.,

[91]) о зависимости постоянных распространения собственных волн

слабонаправляющего диэлектрического волновода кругового сечения

от показателей преломления волновода и окружающей среды, часто-

ты электромагнитных колебаний, полученные в результате анализа

характеристического уравнения метода разделения переменных.

Доказательство этого результата основано на применении тео-

ремы И.Ц. Гохберга, М.Г. Крейна [19] об изолированности характе-

ристических значений фредгольмовой голоморфной оператор-функ-

ции A(β) при наличии в области ее голоморфности хотя бы одной

регулярной точки, и теоремы S. Steinberg [173] о поведении харак-

теристических значений β такой оператор-функции в зависимости

от изменения вещественного параметра ω в случае, если оператор-

функция A(β, ω) является совместно непрерывной функцией пара-

метров β и ω. Отметим, что теорема S. Steinberg справедлива для
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оператор-функций, имеющих вид A(β, ω) = I+B(β, ω), где B(β, ω) –

вполне непрерывный оператор.

Предварительно изучаются свойства оператор-функции A(β) и

доказываются утверждения о спектральной эквивалентности за-

дач (0.1) – (0.4) и (0.5). Во-первых, если w ∈ W является собственной

функцией оператор-функции A(β), отвечающей характеристическо-

му значению β0 ∈ Λ
(1)
0 \D, то функция u, представленная в виде по-

тенциалов простого слоя с плотностями, определяемыми вектором w,

принадлежит множеству U и является собственной функцией зада-

чи (0.1) – (0.4), отвечающей собственному значению β0. Во-вторых,

любая собственная функция u ∈ U задачи (0.1) – (0.4), отвечающая

собственному значению β0 ∈ Λ
(1)
0 \ D, может быть представлена в

виде потенциалов простого слоя с непрерывными по Гельдеру плот-

ностями; при этом функция w, построенная определенным образом

по этим плотностям, принадлежит W и является собственной функ-

цией оператор-функции A(β), отвечающей характеристическому зна-

чению β0.

В §2.2 исследуется векторная задача о собственных волнах вол-

новода в полной электродинамической постановке. Ненулевой вектор

{E,H} ∈ U 6 называется собственным вектором задачи, отвечающим

собственному значению β ∈ Λ, если:

rotβE =iωµ0H, rotβH =− iωε0n
2E, x ∈ R2 \ Γ, (0.7)

ν × E+ = ν × E−, x ∈ Γ, (0.8)

ν × H+ = ν × H−, x ∈ Γ, (0.9)
[
E

H

]
=

∞∑

l=−∞

[
Al

Bl

]
H

(1)
l (χ∞r) exp (ilϕ) , |x| ≥ R0. (0.10)

Здесь символом rotβ обозначена векторная операция, которая получа-

ется из обычной операции rot заменой производной по x3 умножением

на iβ; n – кусочно постоянная функция, равная n+ в Ω и n∞ в Ω∞.
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В теореме 2.5 доказывается, что мнимая и вещественная оси лис-

та Λ
(1)
0 за исключением множества G не содержат собственных зна-

чений задачи (0.7) – (0.10). Вещественным β ∈ G соответствуют по-

верхностные волны. Комплексным β ∈ C
(1)
0 отвечают комплексные

собственные волны. Символом C
(1)
0 обозначена часть листа Λ

(1)
0 без

мнимой и вещественной осей.

Теорема 2.5 обобщает результаты [64] и [7] о локализации спектра

собственных волн диэлектрического волновода кругового сечения, по-

лученные на основе анализа характеристического уравнения метода

разделения переменных в векторном случае.

Задача (0.7) – (0.10) сведена к нелинейной спектральной задаче

для системы сингулярных интегральных уравнений по контуру Γ на

основе выражения собственных векторов {E,H} задачи (0.7) – (0.10)

через потенциальные функции E3, H3, удовлетворяющие уравнени-

ям (0.1), (0.2), и представления функций E3, H3, в виде потенциалов

простого слоя с непрерывными по Гельдеру плотностями и ядрами в

виде фундаментальных решений уравнений Гелмгольца (0.1) и (0.2),

удовлетворяющих соответствующим “парциальным” условиям излу-

чения.

Вследствие наличия в условиях сопряжения, которым удовлетво-

ряют функции E3, H3 на контуре Γ, касательных производных, по-

строенная система уравнений содержит сингулярный интегральный

оператор S : C0,α → C0,α, определяемый равенством:

Sp =
1

2π

2π∫

0

ctg
τ − t

2
p(τ)dτ +

i

2π

2π∫

0

p(τ)dτ, t ∈ [0, 2π]. (0.11)

Этот линейный непрерывный оператор является, как известно, непре-

рывно обратимым [78]. Построенная система интегральных уравне-

ний трактуется как операторное уравнение вида:

A(β)w ≡ (I +B(β))w = 0 (0.12)
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в банаховом пространстве W = C0,α×C0,α×C0,α×C0,α. Установлено,

что оператор B(β) вполне непрерывен при любых β ∈ Λ.

Основным результатом §2.2 является теорема 2.8. Он состоит в

следующем. Регулярное множество оператор-функции A(β), опреде-

ленной в (0.12), не пусто, а именно, Λ
(1)
0 \

(
D
⋃
G
⋃
C

(1)
0

)
⊂ ρ(A).

Характеристическое множество оператор-функцииA(β) может состо-

ять лишь из изолированных точек, являющихся характеристически-

ми значениями оператор-функции A(β). Каждое характеристическое

значение β оператор-функции A(β) непрерывно зависит от парамет-

ров (ω, n+, n∞) ∈ R3
+. Кроме того, с изменением (ω, n+, n∞) ∈ R3

+ ха-

рактеристические значения оператор-функции A(β) могут появлять-

ся и исчезать только на границе Λ, то есть в точках ±kn+,±kn∞ и

на бесконечности.

Теорема 2.8 обобщает результаты [64] и [7] о зависимости постоян-

ных распространения собственных волн диэлектрического волновода

кругового сечения от показателей преломления волновода и окружа-

ющей среды, частоты электромагнитных колебаний, полученные в

результате анализа характеристического уравнения метода разделе-

ния переменных в векторном случае.

В ходе доказательства теоремы изучаются свойства оператор-

функции A(β) и устанавливается спектральная эквивалентность за-

дач (0.12) и (0.7) – (0.10).

Третья глава посвящена изучению качественных свойств решений

общих задач о собственных волнах волноводов с переменным показа-

телем преломления и размытой границей путем сведения их методом

интегральных уравнений по области к нелинейным спектральным за-

дачам для фредгольмовых голоморфных оператор-функций.

В §3.1 рассматривается скалярная задача в приближении слабона-

правляющего волновода. Ненулевая функция u ∈ C2(R2) называется

собственной функцией этой задачи, отвечающей собственному значе-
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нию β ∈ Λ, если:

[
∆+

(
k2n2 − β2

)]
u = 0, x ∈ R2, (0.13)

u(r, ϕ) =
∞∑

l=−∞
alH

(1)
l (χ∞r) exp(ilϕ), |x| ≥ R0. (0.14)

Здесь n – вещественная функция, удовлетворяющая условиям:

n = n∞ = const, x /∈ Ω,

n+ = max
x∈Ω

n(x) > n∞ > 0;

символом Λ обозначена поверхность Римана функции lnχ∞(β).

Всюду в этой главе предполагается, что волновод имеет размытую

границу, а именно, что n ∈ C2(R2). Это предположение существенно

используется в §3.2 при решении векторной задачи о собственных вол-

нах. Результаты параграфа §3.1 справедливы [57] для более общего

случая: n ∈ C1(Ω), граница Γ области Ω – липшицева кривая, на Γ

функция u ∈ U удовлетворяет условиям сопряжения (0.3). Однако,

в целях единства изложения материала предположение n ∈ C2(R2)

делается и в §3.1.

В теореме 3.9 доказывается, что на главном (“физическом”)

листе Λ
(1)
0 римановой поверхности Λ собственные значения зада-

чи (0.13), (0.14) могут принадлежать лишь множеству G.

На основе представления функции u в виде интеграла по обла-

сти Ω c ядром в виде фундаментального решения уравнения Гелм-

гольца (0.2), удовлетворяющего “парциальным” условиям излучения,

задача (0.13), (0.14) сведена к нелинейной спектральной задаче для

интегрального уравнения по области Ω. Построенное интегральное

уравнение трактуется как операторное уравнение вида:

A(β)v ≡ (I −K(β))v = 0 (0.15)

в пространстве L2(Ω). При всех β ∈ Λ ядро интегрального операто-

ра K(β) слабополярно; при β ∈ G – симметрично и положительно.
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В теореме 3.10 доказывается, что, если u ∈ C2(R2) является

собственной функцией задачи (0.13), (0.14), отвечающей собствен-

ному значению β0 ∈ Λ, то функция v, построенная определенным

образом по u, принадлежит L2(Ω) и является собственной функци-

ей оператор-функции A(β), отвечающей характеристическому значе-

нию β0. Если v ∈ L2(Ω) является собственной функцией оператор-

функции A(β), отвечающей характеристическому значению β0 ∈ Λ,

то функция u, построенная по v с помощью определенного инте-

грального представления, принадлежит C2(R2) и является собствен-

ной функцией задачи (0.13), (0.14), отвечающей собственному значе-

нию β0.

В теореме 3.11 доказывается, что регулярное множество оператор-

функции A(β), определенной в (0.15), не пусто: Λ
(1)
0 \ G ⊂ ρ(A). Ха-

рактеристическое множество оператор-функции A(β) может состо-

ять лишь из изолированных точек, являющихся характеристически-

ми значениями оператор-функции A(β). Каждое характеристическое

значение β оператор-функции A(β) непрерывно зависит от парамет-

ров (ω, n∞) ∈ R2
+. Кроме того, с изменением (ω, n∞) ∈ R2

+ харак-

теристические значения оператор-функции A(β) могут появляться и

исчезать только на границе поверхности Λ, то есть в точках ±kn∞ и

на бесконечности.

В теореме 3.12 доказывается, что задача (0.13), (0.14) имеет по

крайней мере одно простое положительное собственное значение β,

принадлежащее множеству G; ему отвечает положительная собствен-

ная функция.

В §3.2 изучается общая векторная задача о собственных волнах

волновода с размытой границей в полной электродинамической поста-

новке. Ненулевой вектор {E,H} ∈
[
C2(R2)

]6
называется собственным

вектором задачи, отвечающим собственному значению β ∈ Λ, если:

rotβE =iωµ0H, rotβH =− iωε0n
2E, x ∈ R2, (0.16)
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[
E

H

]
=

∞∑

l=−∞

[
Al

Bl

]
H

(1)
l (χ∞r) exp (ilϕ) , |x| ≥ R0. (0.17)

В теореме 3.13 доказывается, что мнимая и вещественная оси ли-

ста Λ
(1)
0 за исключением множества G не содержат собственных зна-

чений задачи (0.16) – (0.17).

Задача (0.16) – (0.17) сведена к нелинейной спектральной задаче

для интегрального уравнения по области Ω на основе, предложенно-

го в работе C. Muller [158], метода сведения трехмерной задачи ди-

фракции электромагнитных волн на неоднородном теле с размытой

границей к интегральному уравнению Фредгольма второго рода по

области неоднородности. Построенное интегральное уравнение трак-

туется как операторное уравнение вида:

A(β)F ≡ (I −B(β))F = 0 (0.18)

в пространстве [L2(Ω)]
3. При всех β ∈ Λ оператор B(β) вполне непре-

рывен.

В теореме 3.14 доказывается, что если вектор {E,H} ∈ [C2(R2)]6

является собственным вектором задачи (0.16), (0.17), отвечающим

собственному значению β0 ∈ Λ, то F = E ∈ [L2(Ω)]
3 есть соб-

ственный вектор оператор-функции A(β), отвечающий характери-

стическому значению β0. Если F ∈ [L2(Ω)]
3 является собственным

вектором оператор-функции A(β), отвечающим характеристическо-

му значению β0 ∈ Λ, и это β0 не является собственным значением

задачи (0.13), (0.14), то вектор {E,H}, построенный по F с помощью

определенного интегрального представления, принадлежит [C 2(R2)]6

и является собственным вектором задачи (0.16), (0.17), отвечающим

собственному значению β0.

Основной результат §3.2 доказывается в теореме 3.15. Он состоит

в следующем. Регулярное множество оператор-функции A(β), опре-

деленной в (0.18), не пусто, а именно, Λ
(1)
0 \

(
G
⋃
C

(1)
0

)
⊂ ρ(A). Ха-

рактеристическое множество оператор-функции A(β) может состо-
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ять лишь из изолированных точек, являющихся характеристически-

ми значениями оператор-функции A(β). Каждое характеристическое

значение β оператор-функции A(β) непрерывно зависит от парамет-

ров (ω, n∞) ∈ R2
+. Кроме того, с изменением (ω, n∞) ∈ R2

+ харак-

теристические значения оператор-функции A(β) могут появляться и

исчезать только на границе поверхности Λ, то есть в точках ±kn∞ и

на бесконечности.

Четвертая глава посвящена изучению вопросов существования и

качественных свойств решений задач о поверхностных собственных

волнах путем сведения их методом точных нелокальных граничных

условий к параметрическим задачам на собственные значения для

ограниченных самосопряженных операторов с нелинейным вхожде-

нием спектральных параметров.

В §4.1 изучается скалярная задача о собственных волнах слабо-

направляющего волновода в вариационной постановке: найти все та-

кие пары (β2, k2) ∈ Λ, при которых существуют ненулевые функ-

ции u ∈ W 1
2 (R

2), удовлетворяющие для любой функции v ∈ W 1
2 (R

2)

тождеству: ∫

R2

(∇u · ∇v + β2uv)dx = k2
∫

R2

n2uvdx. (0.19)

Здесь Λ =
{
(β2, k2) : β2/n2+ < k2 < β2/n2∞, β

2 > 0
}
; n – вещественная

функция, принадлежащая пространству C(Ω), такая, что n = n∞ > 0

в Ω∞, min
x∈Ω

n(x) > n∞, n+ = max
x∈Ω

n(x) > n∞. Область Ω является

ограниченной, не обязательно связной, каждая связная компонента

ее границы Γ является липшицевой кривой.

Задача (0.19) эквивалентным образом сводится к параметриче-

ской задаче на собственные значения в круге ΩR ⊃ Ω, которая фор-

мулируется следующим образом: найти все (β2, k2) ∈ Λ, при кото-

рых существуют ненулевые функции u ∈ W 1
2 (ΩR), удовлетворяющие

уравнению:

A(β2, k2)u = k2Bu, (0.20)
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где A(β2, k2) и B – ограниченные линейные самосопряженные опера-

торы, действующие в пространстве W 1
2 (ΩR); кроме того, A(β2, k2) —

неотрицательный оператор для любых (β2, k2) ∈ Λ, а B – вполне

непрерывный положительный оператор. Сведение задачи (0.19) к за-

даче (0.20) основывается на построении точного нелокального усло-

вия на границе ΓR области ΩR с использованием условия сопряжения

на ΓR и явной формулы для метагармонического продолжения иско-

мого решения с ΓR в R2 \ ΩR.

В теореме 4.18 доказывается, что при любом β2 > 0 задача (0.20)

имеет по крайней мере одно решение, а число всех решений увеличи-

вается с ростом β2 и стремится к бесконечности при β2 → ∞. Для

каждого конечного значения β2 существует конечное число решений

(β2, k2l (β
2);ul(β

2)) задачи (0.20). Это число определяется решения-

ми β2
l вспомогательной линейной задачи на собственные значения для

ограниченных самосопряженных операторов (уравнения отсечки).

В теореме 4.19 доказывается, что функции k2 = k2l (β
2), опреде-

ленные на (β2
l ,∞), при всех l > 1 являются локально липшицевыми,

возрастающими, и k2l (β
2)/β2 → n−2+ при β2 →∞.

Результаты теорем 4.18 и 4.19 обобщают хорошо известные свой-

ства поверхностных собственных волн слабонаправляющего цилин-

дрического диэлектрического волновода кругового поперечного сече-

ния с постоянным показателем преломления (см., напр., [91]), полу-

ченные на основе метода разделения переменных.

В §4.2 изучается векторная задача о поверхностных собствен-

ных волнах в вариационной постановке [112]: найти все такие

пары (β, k) ∈ Λ, при которых существуют ненулевые векто-

ры H ∈ [W 1
2 (R

2)]3, удовлетворяющие для любого H
′ ∈ [W 1

2 (R
2)]3

тождеству:∫

R2

( 1
n2

rotβ H · rotβ H′ +
1

n2∞
divβ H divβ H

′
)
dx = k2

∫

R2

H·H′ dx. (0.21)

Здесь Λ = {(β, k) : β/n+ < k < β/n∞, β > 0}, символом divβ обозна-
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чена векторная операция, которая получается из обычной операции

div заменой производной по x3 умножением на iβ.

На основе метода точных нелокальных граничных условий зада-

ча (0.19) эквивалентным образом сводится к параметрической задаче

на собственные значения в круге ΩR, которая формулируется сле-

дующим образом: найти все (β, σ) ∈ R2
+, при которых существуют

ненулевые векторы H ∈ [W 1
2 (ΩR)]

3, удовлетворяющие уравнению

A(β, σ)H = −σ2BH, (0.22)

где σ =
√
β2 − k2n2∞ – поперечное волновое число, A(β, σ) и B –

ограниченные линейные самосопряженные операторы, действующие

в пространстве [W 1
2 (ΩR)]

3; кроме того, B – компактный положитель-

ный оператор.

В теореме 4.23 доказывается, что при любом β > 0 зада-

ча (0.22) имеет по крайней мере два решения (β, σ1(β); H1(β))

и (β, σ2(β); H2(β)), а число всех решений увеличивается с ростом β

и стремится к бесконечности при β → ∞. Для каждого конечного

значения β существует конечное число решений (β, σl(β); Hl(β)) за-

дачи (0.22). Это число определяется значениями точек отсечки βl,

квадраты которых являются решениями уравнения отсечки, пред-

ставляющего собой линейную задачу на собственные значения для

ограниченных самосопряженных операторов.

В теореме 4.24 доказывается, что функции σ = σl(β), определен-

ные на (βl,∞), при всех l > 1 являются локально липшицевыми,

неубывающими, и σl(β)/β →
√

1− (n∞/n+)2 при β →∞.

Результаты теорем 4.23 и 4.24 обобщают хорошо известные свой-

ства поверхностных собственных волн цилиндрического диэлектриче-

ского волновода кругового поперечного сечения с постоянным показа-

телем преломления (см., напр., [91]), полученные в векторном случае

на основе метода разделения переменных.

Пятая глава посвящена изучению свойств оператора двумерного
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сингулярного интегрального уравнения, к которому сводится задача

о собственных волнах цилиндрического диэлектрического волновода

в плоско-слоистой окружающей среде.

В §5.1 изучается задача о собственных волнах цилиндрическо-

го диэлектрического волновода в плоско-слоистой среде. Предполага-

ется, что показатель преломления n является положительной веще-

ственной функцией, кроме того, существует ограниченная область Ω

такая, что n(x) = n∞(x2), x ∈ Ω∞ = R2\Ω, где n∞(x2) зависит только

от координаты x2:

n∞(x2) =





n1, x ∈ Ω1 = {x :∞ < x1 <∞, x2 > d},
n2, x ∈ Ω2 = {x :∞ < x1 <∞, 0 < x2 < d},
n3, x ∈ Ω3 = {x :∞ < x1 <∞, x2 < 0}.

Предполагается, что Ω ⊂ Ω2, и также, что n является непрерывной

функцией в области Ω2, то есть, что волновод имеет размытую грани-

цу. Ненулевой вектор {E,H} ∈ U6 называется собственным вектором

задачи, отвечающим собственному значению β ∈ Λ̂
(1)
0 , если выполне-

ны условия:

rotβE = iωµ0H, x ∈ R2 \ (Γ1 ∪ Γ2) , (0.23)

rotβH = −iωε0n2E, x ∈ R2 \ (Γ1 ∪ Γ2) , (0.24)

ν × E+ = ν × E−, ν × H+ = ν × H−, x ∈ Γj, j = 1, 2. (0.25)

Здесь символом Λ̂
(1)
0 обозначено определенное множество, принадле-

жащее вещественной оси главного (“физического”) листа римановой

поверхности функции ln
√
k2n22 − β2; через Γ1 и Γ2 обозначены грани-

цы области Ω2; U – множество функций, непрерывных и непрерывно

дифференцируемых в Ω1, Ω2 и Ω3, дважды непрерывно дифференци-

руемых в Ω1, Ω2 и Ω3, экспоненциально убывающих при |x| → ∞ по

любому направлению, не параллельному прямым Γj, и ограниченных

при |x| → ∞ параллельно прямым Γj.

На основе представления собственных векторов в виде интегра-

лов по области Ω с ядрами, выражающимися через известную тен-
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зорную функцию Грина для поляризационного потенциала [111], за-

дача (0.23) – (0.25) сводится к нелинейной спектральной задаче для

двумерного сингулярного интегрального уравнения. Построенное ин-

тегральное уравнение трактуется как операторное уравнение вида:

A(β)F = 0 (0.26)

в пространстве [L2(Ω)]
3. Для всех β ∈ Λ̂

(1)
0 оператор A(β) является

сильно сингулярным.

В §5.2 (теорема 5.25) доказывается, что для любого β ∈ Λ̂
(1)
0

оператор A(β) фредгольмов. Доказательство основано на общих ре-

зультатах теории многомерных сингулярных интегральных операто-

ров [155].

Шестая глава посвящена разработке и теоретическому исследова-

нию численных методов решения задач спектральной теории цилин-

дрических диэлектрических волноводов.

В §6.1 изучается метод Галеркина решения нелинейных спек-

тральных задач для систем интегральных уравнений, содержащих

сингулярные интегралы с логарифмической особенностью ядра (0.6)

и ядром Гильберта (0.11). При построении и исследовании числен-

ного метода эти системы удобно трактовать как операторные урав-

нения (0.5) и (0.12) в гильбертовых пространствах, соответствен-

но,W 1
2×L2 и L2×L2×L2×L2. В качестве базисных используются три-

гонометрические функции, которые являются собственными функ-

циями, отвечающими известным собственным значениям, указанных

сингулярных интегральных операторов. В соответствии с методом Га-

леркина приближенные значения βn постоянных распространения β

определяются как характеристические значения соответствующих ко-

нечномерных операторов An(β) : Hn → Hn, где n – количество базис-

ных функций.

В теореме 6.29 обосновывается сходимость метода Галеркина ре-

шения задачи (0.5), а в теореме 6.30 – задачи (0.12). А именно, доказы-
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вается, что если β0 ∈ σ(A) (символом σ(A) обозначено характеристи-

ческое множество оператора A), то существует такая последователь-

ность βn ∈ σ(An), что βn → β0. Если {βn} – некоторая последователь-

ность точек из Λ такая, что βn ∈ σ(An), βn → β0 ∈ Λ, то β0 ∈ σ(A).
Если {βn} – некоторая последовательность точек из Λ и {xn} – неко-

торая последовательность нормированных векторов, ‖xn‖ = 1, таких,

что βn ∈ σ(An), An(βn)xn = 0, βn → β0 ∈ Λ, xn → x0, то β0 ∈ σ(A)
и A(β0)x0 = 0, ‖x0‖ = 1. Исследование сходимости метода Галеркина

опирается результаты Г.М. Вайникко, О.О. Карма о проекционных

методах решения нелинейных спектральных задач для фредгольмо-

вых операторов [4].

Приводятся результаты численных экспериментов поиска соб-

ственных векторов задачи (0.12) отвечающих комплексным собствен-

ным значениям β ∈ C
(1)
0 . Для волновода кругового поперечного

сечения результаты сравниваются с точными решениями, получен-

ными методом разделения переменных, и с результатами, работы

T.F. Jablonski [143], в которой для решения задачи в исходной диф-

ференциальной постановке применялся специальный проекционно-

итерационный метод [144].

Для демонстрации эффективности предлагаемого метода разыс-

киваются также комплексные и поверхностные собственные волны

диэлектрического волновода квадратного сечения. При этом исполь-

зуется аппроксимация квадрата гладкими кривыми. Результаты срав-

ниваются с экспериментальными данными [38]. Исследуется скорость

сходимости метода при использовании различных кривых.

В §6.2 описывается метод конечных элементов решения зада-

чи (0.20). Используются простейшие пространства лагранжевых ко-

нечных элементов, удобные для практического применения мето-

да. Предлагается простой метод аппроксимации точного нелокаль-

ного граничного условия, выписанного в явном виде на основе ме-

тода разделения переменных. Устанавливается что свойства спектра

27



конечно-элементной аппроксимации в точности соответствуют свой-

ствам спектра исходной дифференциальной задачи. Приводятся ре-

зультаты численных экспериментов решения ряда конкретных задач

спектральной теории диэлектрических волноводов. Полученные ре-

зультаты сравниваются с известными точными решениями и решени-

ями, полученными другими авторами. Исследуется скорость сходи-

мости метода в зависимости от точности аппроксимации граничного

условия и максимального размера элементов.

Основные результаты диссертации.

1. Сформулированы нелинейные спектральные задачи для фред-

гольмовых голоморфных оператор-функций, содержащих контурные

сингулярные интегральные операторы, эквивалентные общим зада-

чам о собственных волнах волноводов с постоянным показателем пре-

ломления. Доказано, что для всех допустимых значений неспектраль-

ных параметров регулярные множества оператор-функций не пусты,

а характеристические множества могут состоять лишь из изолирован-

ных точек, являющихся характеристическими значениями. Характе-

ристические значения непрерывно зависят от неспектральных пара-

метров, с изменением которых, могут появляться и исчезать лишь на

границе области голоморфности оператор-функций.

2. Сформулированы нелинейные спектральные задачи для фред-

гольмовых голоморфных оператор-функций, содержащих слабо син-

гулярные интегральные операторы по области, эквивалентные общим

задачам о собственных волнах волноводов с размытой границей. До-

казано, что для всех допустимых значений неспектральных парамет-

ров регулярные множества оператор-функций не пусты, а характери-

стические множества могут состоять лишь из изолированных точек,

являющихся характеристическими значениями. Характеристические

значения непрерывно зависят от неспектральных параметров, с из-

менением которых, могут появляться и исчезать лишь на границе

области голоморфности оператор-функций.
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3. Сформулированы параметрические задачи на собственные зна-

чения для ограниченных самосопряженных операторов с нелинейным

вхождением спектральных параметров в точные нелокальные гранич-

ные условия, эквивалентные задачам о поверхностных собственных

волнах волноводов. Доказано существование решений этих задач при

всех допустимых значениях параметров. Получены результаты, обоб-

щающие свойства известных в частных случаях точных решений за-

дач.

4. Разработан метод Галеркина решения общих задач о собствен-

ных волнах цилиндрических диэлектрических волноводов с постоян-

ным показателем преломления в полной векторной постановке и в

скалярном приближении. Доказана его сходимость.

5. Разработан метод конечных элементов решения задач о по-

верхностных собственных волнах. Установлено, что свойства спектра

конечно-элементной аппроксимации в точности соответствуют свой-

ствам спектра исходной дифференциальной задачи. Показана прак-

тическая эффективность метода путем сравнения решений ряда кон-

кретных задач спектральной теории диэлектрических волноводов с

точными решениями и результатами, полученными другими автора-

ми.

Результаты диссертации докладывались на Международных на-

учных конференциях MMET (Харьков, 1998 г.; Харьков, 2000 г.; Киев,

2002 г.; Днепропетровск, 2004 г.; Харьков 2006 г.), Международных

научных конференциях WAVES (Сантьяго Де-Компостела, Испания,

2000 г.; Яваскила, Финляндия, 2003 г.), Международном научном сим-

позиуме PIERS (Нант, Франция, 1998 г.), XXVI Генеральной ассам-

блее международного союза радио-наук (Торонто, Канада, 1999 г.),

Международных научных конференциях ICTON (Кельце, Польша,

1999 г.; Краков, Польша, 2001 г.), Всероссийской конференции “Мате-

матическое моделирование и проблемы экологической безопасности”

(Ростов-на-Дону, 2000 г.), на семинаре “Вычислительная электроди-
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намика” Московского государственного университета имени М.В. Ло-

моносова (руководители – А.Г. Свешников, А.С. Ильинский), на семи-

наре кафедры вычислительной математики Казанского государствен-

ного университета, на семинаре “Математические модели интеграль-

ной оптики” кафедры прикладной математики Казанского государ-

ственного университета (руководитель – Н.Б. Плещинский), Всерос-

сийском семинаре “Теория сеточных методов для нелинейных крае-

вых задач” (Казань, 1998 г.), Всероссийском семинаре “Итерационные

методы решения линейных и нелинейных сеточных задач” (Казань,

1999 г.), VIII Всероссийской школе-семинаре “Современные проблемы

математического моделирования” (Ростов-на-Дону, 1999 г.), Всерос-

сийской школе-конференции, посвященной 130-летию со дня рожде-

ния Д.Ф. Егорова (Казань, 1999 г.), Молодежных научных школах-

конференциях “Задачи дифракции и сопряжение электромагнитных

полей в волноводных структурах” (Казань, 2000 и 2002 гг.), на итого-

вых конференциях Казанского государственного университета 1998 –

2004 гг. и опубликованы в [39] – [60], [121] – [134].

В совместных работах [59], [60], [129] Е.В. Трифонову принадле-

жат результаты численных экспериментов. В совместной работе [56]

А.И. Носичу принадлежит постановка задачи на физическом уровне

и физическая интерпретация результатов о свойствах решений зада-

чи, остальные результаты принадлежат соискателю и С.И. Соловьеву

в равной мере. В совместных работах с С.И. Соловьевым [57], [58] ре-

зультаты принадлежат авторам в равной мере. В совместных работах

[122], [131] – [133] А.И. Носичу и Д. Хансону принадлежат постановки

задач на физическом уровне и физическая интерпретация результа-

тов о свойствах решений задач. В совместных работах с Р.З. Дауто-

вым [39] – [46], [121], [128] результаты принадлежат авторам в равной

мере. В совместных работах с Р.З. Даутовым и Г.П. Корниловым [47],

[48], [134] результаты принадлежат авторам в равной мере.
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Глава 1

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ СПЕКТРАЛЬНОЙ

ТЕОРИИ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ

ВОЛНОВОДОВ

§ 1. Уравнения для амплитуд собственных волн

1. Система уравнений Максвелла. Спектральная теория

диэлектрических волноводов основывается на следующих однород-

ных уравнениях Максвелла:

rot E =− µ0
∂H
∂t
, rotH =ε

∂E
∂t
. (1.1)

Здесь введены следующие обозначения (используется декартова си-

стема координат):

E = (E1, E2, E3)T , H = (H1,H2,H3)
T

– векторы напряженности электрического и магнитного поля с коор-

динатами:

Ei = Ei(x1, x2, x3, t), Hi = Hi(x1, x2, x3, t), i = 1, 2, 3;

x1, x2, x3 – пространственные переменные; t – время; ε = ε0n
2 – ди-

электрическая проницаемость; ε0 – постоянная диэлектрическая про-

ницаемость свободного пространства; n – показатель преломления;

µ0 – постоянная магнитная проницаемость свободного пространства.

Векторная операция rot в декартовой системе координат определена

равенством:

rot E =



∂E3/∂x2 − ∂E2/∂x3
∂E1/∂x3 − ∂E3/∂x1
∂E2/∂x1 − ∂E1/∂x2


 .



Сделаем обычные предположения относительно показателя пре-

ломления и вида частных решений равнений Максвелла (см., напр.,

[91]). Пусть цилиндрический диэлектрический волновод является бес-

конечно длинным и находится в неограниченном пространстве с по-

стоянным показателем преломления n∞ > 0. Будем считать, что об-

разующая цилиндра параллельна оси 0x3, показатель преломления n

внутри цилиндра не зависит от x3 и является вещественной функци-

ей пространственных переменных x1 и x2. В дальнейшем символом x

будем обозначать вектор с координатами x1 и x2.

Мы будем изучать собственные волны, то есть решения системы

уравнений Максвелла (1.1), имеющие вид:
[
E
H

]
(x, x3, t) = Re

([
E

H

]
(x) exp(i(βx3 − ωt))

)
. (1.2)

Здесь

E = (E1,E2,E3)
T , H = (H1,H2,H3)

T

– комплексные амплитуды векторов напряженности электрического

и магнитного поля E и H; ω > 0 – частота электромагнитных коле-

баний; β – комплексный параметр, который называется постоянной

распространения.

Задачи о собственных волнах диэлектрических волноводов явля-

ются задачами поиска таких значений ω и β, при которых существуют

нетривиальные решения системы уравнений Максвелла (1.1), имею-

щие вид (1.2), удовлетворяющие условиям сопряжения на границах

раздела сред и соответствующим условиям на бесконечности в плос-

кости поперечного сечения волновода.

Построим уравнения, которым удовлетворяют комплексные ам-

плитуды собственных волн. Обозначим символом R2 плоскость по-

перечного сечения волновода {x3 = const}. Пусть Ω – ограниченная

область на плоскости R2, ее граница Γ – гладкая кривая; Ω∞ = R2\Ω.

Относительно показателя преломления волновода n предположим
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Рис. 1. Схематическое изображение поперечного сечения цилиндрического диэлектри-

ческого волновода в однородной окружающей среде

следующее: n = n∞ = const при x ∈ Ω∞; n – гладкая веществен-

ная функция в области Ω;

n+ = max
x∈Ω

n(x) > n∞ > 0;

n может иметь разрыв первого рода на контуре Γ. Схематическое

изображение поперечного сечения волновода приведено на рисунке 1.

Подставляя векторы E и H вида (1.2) в уравнения Максвелла

(1.1), получим следующую систему уравнений:

rotβE =iωµ0H, rotβH =− iωε0n
2E, x ∈ R2 \ Γ, (1.3)

где векторная операция rotβ определена равенством:

rotβE =




∂E3/∂x2 − iβE2

iβE1 − ∂E3/∂x1

∂E2/∂x1 − ∂E1/∂x2


 . (1.4)

Пусть F и u – достаточно гладкие вектор-функция и скалярная

функция соответственно:

F = (F1,F2,F3, )
T (x), u = u(x).
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Введем дифференциальные операторы:

divβF = ∂F1/∂x1 + ∂F2/∂x2 + iβF3,

∆u = ∂2u
/
∂x21 + ∂2u

/
∂x22,

gradβu = (∂u/∂x1, ∂u/∂x2, iβu)
T ,

gradu = (∂u/∂x1, ∂u/∂x2, 0)
T .

Непосредственными вычислениями легко проверить справедливость

следующих формул:

divβ

(
gradβu

)
= ∆u− β2u, (1.5)

divβ (rotβF) = 0, (1.6)

divβ (uF) = udivβF+F · gradu, (1.7)

rotβ
(
gradβu

)
= 0, (1.8)

rotβ (rotβF) = −∆F+β2F + gradβ (divβF) , (1.9)

∆(divβF) = divβ (∆F) . (1.10)

Здесь и далее символом “·” обозначено скалярное произведение век-

торов.

Утверждение 1.1. Пусть E, H – нетривиальное решение си-

стемы уравнений (1.3). Тогда для всех x ∈ R2 \ Γ справедливы сле-

дующие равенства:

rotβ (rotβE) = k2n2E, (1.11)

rotβ
(
n−2rotβH

)
= k2H, (1.12)

divβ

(
n2E

)
= 0, (1.13)

divβH = 0, (1.14)

где k2 = ε0µ0ω
2. Вещественный параметр k называется продольным

волновым числом.

Доказательство. Равенства (1.11) и (1.12) легко получить,

применив операцию rotβ к правым и левым частям уравнений (1.3).
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Для того, чтобы получить равенства (1.13) и (1.14), надо применить

к правым и левым частям уравнений (1.3) операцию divβ и восполь-

зоваться формулой (1.6). ¤

Утверждение 1.2. Пусть E, H – нетривиальное решение си-

стемы уравнений (1.3); показатель преломления n принимает в об-

ласти Ω постоянное значение n+. Тогда в R2 \ Γ функции E и H

удовлетворяют уравнениям Гельмгольца:

[
∆+

(
k2n2+ − β2

)]
[
E

H

]
= 0, x ∈ Ω, (1.15)

[
∆+

(
k2n2∞ − β2

)]
[
E

H

]
= 0, x ∈ Ω∞. (1.16)

Доказательство. Функция n принимает постоянное значение

n∞ > 0 при x ∈ Ω∞. По предположению в области Ω функция n

также принимает положительное постоянное значение n+. Таким об-

разом, применяя к уравнениям (1.11), (1.12) формулу (1.9), получаем

следующие уравнения:

−∆E+ β2E + gradβ (divβE) = k2n2+E, x ∈ Ω,

−∆H+ β2H+ gradβ (divβH) = k2n2+H, x ∈ Ω,

−∆E+ β2E + gradβ (divβE) = k2n2∞E, x ∈ Ω∞,

−∆H+ β2H+ gradβ (divβH) = k2n2∞H, x ∈ Ω∞.

Из этих уравнений, равенства (1.14) и равенства

divβE = 0, x ∈ R2 \ Γ,

справедливого при сделанных предположениях относительно n в силу

уравнения (1.13), получаем требуемое утверждение. ¤

2. Электромагнитные потенциалы. Для определения ком-

плексных амплитуд собственных волн на плоскости нужно найти

нетривиальные решения системы уравнений (1.3), то есть определить

35



шесть скалярных функций, являющихся компонентами векторов E

и H. Во многих случаях оказывается удобным введение некоторых

вспомогательных функций, называемых электромагнитными потен-

циалами, через которые определенным образом выражаются ампли-

туды собственных волн. Введем в рассмотрение электромагнитные

потенциалы, и сформулируем относительно них ряд утверждений,

следуя [29].

Определение 1.1. Вектор-функция Π(x) называется вектором

Герца, или поляризационным потенциалом векторного поля {E,H},
если справедливо представление:

E =
(
k2n2∞ + gradβdivβ

)
Π, (1.17)

H = −iωε0n2∞rotβΠ. (1.18)

Утверждение 1.3. Для любого нетривиального решения E, H

системы уравнений (1.3) существует поляризационный потенциал

Π. Потенциал Π для всех x ∈ R2 \ Γ удовлетворяет уравнению:

[
∆+

(
k2n2∞ − β2

)]
Π = − 1

n2∞

(
n2 − n2∞

)
E. (1.19)

Определение 1.2. Скалярные функции u(x) и v(x) называются

потенциальными, если справедливы представления:

E1 =
i

k2n2 − β2

(
µ0ω

∂v

∂x2
+ β

∂u

∂x1

)
,

E2 =
−i

k2n2 − β2

(
µ0ω

∂v

∂x1
− β

∂u

∂x2

)
,

E3 = u,

(1.20)

H1 =
i

k2n2 − β2

(
β
∂v

∂x1
− ε0n

2ω
∂u

∂x2

)
,

H2 =
i

k2n2 − β2

(
β
∂v

∂x2
+ ε0n

2ω
∂u

∂x1

)
,

H3 = v.

(1.21)
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Утверждение 1.4. Пусть показатель преломления n принима-

ет в области Ω постоянное значение n+, и выполняются следующие

условия:

β 6= ±kn+, β 6= ±kn∞. (1.22)

Тогда для любого нетривиального решения E, H системы уравнений

(1.3) существуют потенциальные функции u(x) и v(x). Потенци-

альные функции u(x) и v(x) для всех x ∈ R2 \ Γ удовлетворяют

уравнениям Гельмгольца:

[
∆+

(
k2n2+ − β2

)]
[
u

v

]
= 0, x ∈ Ω, (1.23)

[
∆+

(
k2n2∞ − β2

)]
[
u

v

]
= 0, x ∈ Ω∞. (1.24)

3. Условия на границах раздела сред. По предположению

на контуре Γ показатель преломления n может иметь разрыв. Усло-

вия сопряжения на гладком контуре Γ хорошо известны и заключа-

ются в том, что при переходе через эту границу касательные состав-

ляющие векторов E и H должны быть непрерывны (см., напр., [29]):

ν × E+ = ν × E−, x ∈ Γ, (1.25)

ν × H+ = ν × H−, x ∈ Γ. (1.26)

Здесь символом “×” обозначено векторное произведение векторов.

Сформулируем теперь условия сопряжения, которым должны

удовлетворять потенциальные функции u(x), v(x), определяющие ам-

плитуды собственных волн диэлектрического волновода с постоян-

ным показателем преломления. Эти условия хорошо известны (см.,

напр., [80]).

Утверждение 1.5. Пусть показатель преломления n принима-

ет в области Ω постоянное значение n+, и выполняются следующие

условия:

β 6= ±kn+, β 6= ±kn∞. (1.27)
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Тогда потенциальные функции u(x) и v(x), определяющие по фор-

мулам (1.20), (1.21) любые ненулевые комплексные амплитуды E,

H собственной волны E , H вида (1.2), удовлетворяют следующим

условиям сопряжения:

u+ = u−, v+ = v−, x ∈ Γ,
1

k2n2+ − β2

(
β
∂v

∂τ
+ ε0n

2
+ω

∂u−

∂ν

)
=

=
1

k2n2∞ − β2

(
β
∂v

∂τ
+ ε0n

2
∞ω

∂u+

∂ν

)
, x ∈ Γ,

1

k2n2+ − β2

(
β
∂u

∂τ
− µ0ω

∂v−

∂ν

)
=

=
1

k2n2∞ − β2

(
β
∂u

∂τ
− µ0ω

∂v+

∂ν

)
, x ∈ Γ.

(1.28)

Здесь ∂u/∂ν – производная по внешней по отношению к Ω норма-

ли к контуру Γ, ∂u/∂τ – производная по касательной к контуру Γ,

u+(u−) – предельное значение функции u извне (изнутри) конту-

ра Γ.

4. “Парциальные” условия излучения. Область Ω∞ яв-

ляется неограниченной, следовательно, для того, чтобы полностью

сформулировать задачу о собственных волнах диэлектрического вол-

новода, необходимо задать поведение комплексных амплитуд соб-

ственных волн E и H на бесконечности в плоскости поперечного сече-

ния волновода R2. Это может быть сделано разными способами, что

определяет разные решения задачи.

Первым классом собственных волн, который был исследован для

цилиндрических диэлектрических волноводов кругового поперечного

сечения c вещественным постоянным показателем преломления, были

поверхностные собственные волны, соответствующие вещественным

постоянным распространения (см., напр., [91]). Амплитуды поверх-

ностных собственных волн экспоненциально убывают на бесконечно-

сти в плоскости поперечного сечения волновода, и, следовательно,

принадлежат пространству L2(R
2). Соответствующие задачи на соб-
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ственные значения являются самосопряженными. Позже было уста-

новлно [64], что поверхностные собственные волны волноводов круго-

вого поперечного сечения с постоянным показателем преломления мо-

гут трансформироваться в вытекающие собственные волны, посто-

янные распространения которых находятся на “нефизическом” листе

римановой поверхности квадратного корня. Эта трансформация про-

исходит тогда, когда постоянные распространения мигрируют с веще-

ственной оси “физического” листа на “нефизический” лист вследствие

изменений неспектральных параметров, то есть геометрических, ма-

териальных параметров структуры, или частоты электромагнитных

колебаний. В [64] было замечено, что вытекающие собственные волны

могут быть исследованы как решения более общей спектральной зада-

чи без требования экспоненциального затухания их амплитуд. Более

того, было указано, что амплитуды вытекающих собственных волн

цилиндрических диэлектрических волноводов экспоненциально воз-

растают в плоскости поперечного сечения.

Несмотря на то, что постоянные распространения вытекающих

собственных волн лежат на листе римановой поверхности, который

называется “нефизическим”, они играют очень важную роль с физи-

ческой точки зрения при рассмотрении задач возбуждения электро-

магнитных волн. В частности, известно, что электромагнитные поля,

которые могут быть возбуждены в диэлектрическом волноводе, име-

ют представление в виде конечной суммы поверхностных собствен-

ных волн, отвечающих вещественным постоянным распространения,

лежащим на “физическом” листе, и интеграла от, так называемых,

“волн излучения” (амплитуды которых лишь ограничены на беско-

нечности и физический смысл которых до сих пор дискутируется)

[154], [91], [164]. Не смотря на то, что вытекающие собственные вол-

ны сами не являются частью “правильного” спектрального представ-

ления поля, во многих случаях интеграл от волн излучения мож-

но аппроксимировать бесконечной суммой вытекающих волн [169],
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представляющих ближнее поле возбужденное в цилиндре. Часто сум-

ма вытекающих волн может быть заменена всего одним слагаемым,

обеспечивающим простое аналитическое представление поля излуче-

ния в ближней зоне. Более того, различные особенности поведения

поля излучения в дальней зоне, возбужденного источником в диэлек-

трическом волноводе конечной длинны с вещественным показателем

преломления, могут быть интерпретированы в терминах возбужде-

ния вытекающих волн. Вытекающие собственные волны бесконечно

длинных волноводов играют важную роль в анализе эффектов из-

лучения и преобразования волн, возникающих в задачах о стыков-

ке [156] и изгибе волноводов [175], а также в задачах излучения при

анизотропии волноводов [170], [153]. Некоторые свойства вытекающих

собственных волн диэлектрических волноводов, в частности ограни-

ченного поперечного сечения, представлены в [91], [64], [169], [156],

[175], [170], [153], [165], [166], [167], [96].

В дополнение к вытекающим собственным волнам в работе [7] бы-

ло показано, что на “физическом” листе, но вне вещественной оси так-

же существуют комплексные постоянные распространения собствен-

ных волн цилиндрических диэлектрических волноводов кругового по-

перечного сечения с вещественным постоянным показателем прелом-

ления. Эти собственные волны получили название комплексных. Ана-

логичные результаты были получены численно для волноводов с про-

извольным контуром поперечного сечения, показатель преломления

которых является непрерывной вещественной функцией во всей плос-

кости поперечного сечения [143]. Комплексные волны играют важную

роль при изучении поведения полей рассеяния в ближней зоне диэлек-

трических волноводов конечной длинны. Важно отметить, что, как

было показано в [7], [143], все известные типы собственных волн мо-

гут трансформироваться друг в друга вследствие изменения формы

волновода, показателей преломления волновода и окружающей сре-

ды, а также частоты электромагнитных колебаний. При этом задачи
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о поиске комплексных и вытекающих собственных волн в отличие

от задач о поиске поверхностных собственных волн не являются са-

мосопряженными. Амплитуды вытекающих собственных волн, есте-

ственно, не принадлежат пространству L2(R
2), в отличие от амплитуд

комплексных и поверхностных волн.

Все это привело к необходимости сформулировать для амплитуд

собственных волн произвольного волновода наиболее общие условия

излучения, которым удовлетворяли бы все известные решения. Это

позволило, в частности, поставить задачу о собственных волнах ци-

линдрического диэлектрического волновода в наиболее общем виде.

Амплитуды всех известных типов собственных волн цилиндрическо-

го диэлектрического волновода (поверхностных, вытекающих и ком-

плексных) удовлетворяют на бесконечности в плоскости поперечного

сечения “парциальным” условиям излучения [86].

Использование парциальных условий излучения в задаче о соб-

ственных волнах волновода позволяет рассматривать комплексные

постоянные распространения, принадлежащие некоторой римановой

поверхности. Для вещественных постоянных распространения, лежа-

щих на главном (“физическом”) листе этой поверхности, эти условия

эквивалентны либо классическому условию излучения Зоммерфель-

да, либо условию экспоненциального затухания на бесконечности. Та-

ким образом, “парциальные” условия, которые в отличие от условия

Зоммерфельда применимы для комплексных постоянных распростра-

нения, можно рассматривать как обобщение этого условия. “Парци-

альные” условия можно рассматривать и как аналитическое продол-

жение условия Зоммерфельда по комплексному параметру (постоян-

ной распространения) с части вещественной оси на соответствующую

поверхность Римана.

Определение 1.3. Обозначим символом ΩR открытый круг ра-

диуса R:

ΩR =
{
x ∈ R2 : |x| < R

}
,
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пусть ΓR – граница этого круга, а R0 – положительная константа,

такая, что Ω ⊂ ΩR0. Будем говорить, что функции E, H, являющиеся

решениями уравнения Гельмгольца (1.16), удовлетворяют “парциаль-

ным” условиям излучения, если эти функции для всех x ∈ R2 \ ΩR0

разлагаются в ряды следующего вида:
[
E

H

]
=

∞∑

l=−∞

[
Al

Bl

]
H

(1)
l (χ∞r) exp (ilϕ) . (1.29)

Здесь H
(1)
l – функции Ханкеля первого рода индекса l (см., напр.,

[108]), (r, ϕ) – полярные координаты точки x,

χ∞ =
√
k2n2∞ − β2.

Для функций E, H, являющихся решениями уравнения Гельм-

гольца (1.16), ряды (1.29) сходятся абсолютно и равномерно во всякой

области вида a ≤ r ≤ b, где a и b произвольные числа, удовлетворя-

ющие условию R0 < a < b < ∞; кроме того, указанные ряды можно

дифференцировать почленно до любого порядка [8].

Обозначим символом Λ поверхность Римана функции lnχ∞(β).

Будем разыскивать комплексные постоянные распространения β ∈ Λ

собственных волн, амплитуды которых удовлетворяют “парциаль-

ным” условиям излучения (1.29). Для того, чтобы более детально об-

судить эти условия на бесконечности, мы проанализируем строение

поверхности Римана Λ и рассмотрим различные типы собственных

волн, отвечающие постоянным распространения β, лежащим на раз-

ных листах этой поверхности.

5. Поверхность Римана Λ. Функции Ханкеля H
(1)
l (χ∞(β)r)

являются многозначными функциями комплексного аргумента β.

Для того, чтобы представить их, как однозначные аналитические

функции, будем рассматривать их определенными на римановой по-

верхности Λ функции lnχ∞(β). Это продиктовано тем, что для всех l
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функции Ханкеля представимы в виде сумм:

H
(1)
l (χ∞r) = c

(1)
l (χ∞r) ln (χ∞r) +R

(1)
l (χ∞r) , (1.30)

где c
(1)
l (χ∞r) и R

(1)
l (χ∞r) – однозначные аналитические функции

(см., напр., [108]).

Поверхность Римана Λ состоит из бесконечного числа листов, и

имеет две точки ветвления β = ±kn∞. В силу того, что функцию

χ∞(β) =
√
k2n2∞ − β2

саму следует рассматривать, как определенную на двулистной по-

верхности Римана, поверхность Λ состоит из бесконечного числа ли-

стов римановой поверхности логарифма: Λm, m = 0,±1, ..., каждый

из которых делится на два листа римановой поверхности квадратного

корня χ∞(β): Λ
(1)
m и Λ

(2)
m . Всюду далее будем предполагать, что точки

ветвления не принадлежат римановой поверхности Λ.

Обозначим символом Λ
(1)
0 главный (“физический”) лист римано-

вой поверхности Λ, который определяется следующими условиями:

−π/2 < argχ∞(β) <3π/2, Im (χ∞(β)) ≥ 0, β ∈ Λ
(1)
0 . (1.31)

С листом Λ
(1)
0 соединяется лист Λ

(2)
0 , который называется “нефизиче-

ским” и определяется следующими условиями:

−π/2 < argχ∞(β) <3π/2, Im (χ∞(β)) < 0, β ∈ Λ
(2)
0 . (1.32)

Все другие пары листов Λ
(1),(2)
m6=0 отличаются от Λ

(1),(2)
0 сдвигом

argχ∞(β) на 2πm и удовлетворяют условиям:

−π/2 + 2πm < argχ∞(β) <3π/2 + 2πm,

Im (χ∞(β)) ≥ 0, β ∈ Λ
(1)
m ;

−π/2 + 2πm < argχ∞(β) <3π/2 + 2πm,

Im (χ∞(β)) < 0, β ∈ Λ
(2)
m .

(1.33)

Лист Λ
(2)
0 соединен с листом Λ

(1)
0 вдоль разреза, выбранным в со-

ответствии с условием Im(χ∞(β)) = 0 на Λ
(1)
0 , то есть проходящим по
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мнимой оси и интервалу (−kn∞, kn∞) вещественной оси. Листы Λ
(2)
±1

соединяются с листом Λ
(2)
0 вдоль разреза, проходящего по веществен-

ной оси так, что |β| > kn∞.

6. Поверхностные, комплексные и вытекающие волны.

Обозначим вещественную ось листа Λ
(1)
0 символом R

(1)
0 , а листа Λ

(2)
0 –

символом R
(2)
0 . Пусть G – объединение двух интервалов на оси R

(1)
0 :

G =
{
β ∈ R(1)

0 : kn∞ < |β| < kn+

}
. (1.34)

Символом C
(1)
0 обозначим множество:

C
(1)
0 =

{
β ∈ Λ

(1)
0 : Reβ 6= 0

}
\ R(1)

0 . (1.35)

Постоянные распространения β поверхностных, комплексных и вы-

текающих волн принадлежат множествам G ⊂ Λ
(1)
0 , C

(1)
0 ⊂ Λ

(1)
0

и Λ
(2)
0 \ R(2)

0 , соответственно.

Функции Ханкеля первого рода имеют следующую асимптотику

при −π/2 < argχ∞ <3π/2 и r →∞ (см., напр., [108]):

H
(1)
l (χ∞r) =

√
2

πχ∞r
exp

[
i

(
χ∞r −

lπ

2
− π

4

)][
1 +O

(
1

χ∞r

)]
.

(1.36)

Таким образом, если −π/2 < argχ∞ <3π/2, Im(χ∞) 6= 0, и функ-

ции E, H удовлетворяют “парциальным” условиям излучения, то эти

функции удовлетворяют следующему условию на бесконечности:
[
E

H

]
= exp (iχ∞r)O

(
1√
r

)
, r →∞. (1.37)

Нетрудно видеть, что для поверхностных и комплексных собствен-

ных волн Im(χ∞) > 0. Следовательно, их амплитуды E,H экспонен-

циально убывают на бесконечности как exp (−Im(χ∞)r)r−1/2. Ампли-

туды E,H вытекающих собственных волн экспоненциально возраста-

ют на бесконечности как exp (−Im(χ∞)r)r−1/2 потому что для них

Im(χ∞) < 0.
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7. Волны излучения. Обозначим символом D множество:

D =
{
β ∈ Λ

(1)
0 : Reβ = 0

}⋃{
β ∈ R(1)

0 : |β| < kn∞
}
. (1.38)

Спектр волн излучения принадлежит области D, и амплитуды каж-

дой из волн излучения могут быть представлены в виде следующих

сумм (см. [154]):
[
E

H

]
=

∞∑

l=−∞

[
Al

Bl

]
H

(1)
l (χ∞r) exp (ilϕ)+

+
∞∑

l=−∞

[
Cl

Dl

]
H

(2)
l (χ∞r) exp (ilϕ) ,

где x ∈ R2 \ ΩR0 и H
(2)
l – функции Ханкеля второго рода индекса l

(см, напр., [108]).

Функции Ханкеля второго рода имеют следующую асимптотику

при −π/2 < argχ∞ <3π/2 и r →∞ (см., напр., [108]):

H
(2)
l (χ∞r) =

√
2

πχ∞r
exp

[
−i
(
χ∞r −

lπ

2
− π

4

)][
1 +O

(
1

χ∞r

)]
.

(1.39)

Нетрудно видеть, что для волн излучения Im(χ∞) = 0. Таким обра-

зом, их амплитуды удовлетворяют следующему условию на бесконеч-

ности: [
E

H

]
= O

(
1√
r

)
, r →∞. (1.40)

“Парциальные” условия излучения (1.29) для всех функций, удо-

влетворяющих уравнению Гельмгольца (1.16) и всех β ∈ D эквива-

лентны условию излучения Зоммерфельда:

(
∂

∂r
− iχ∞

)[
E

H

]
= o

(
1√
r

)
, r →∞. (1.41)

Это было доказано, например, в [8]. Там же было доказано, что усло-

вие (1.41) является более сильным, чем условие (1.40). Следовательно,
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амплитуды волн излучения не удовлетворяют “парциальным” услови-

ям излучения (1.29).

В дальнейшем мы докажем, что область D не может содержать

собственных значений спектральных задач о собственных волнах, ам-

плитуды которых удовлетворяют “парциальным” условиям излучения

(1.29). Таким образом, в настоящей работе мы не исследуем спектр

волн излучения.

8. Другие типы волн. Из хорошо известного разложения

(см., напр., [108]):

H
(1)
l (χ∞ exp(i2πm)r) = α

(m)
l H

(1)
l (χ∞r)+

+γ
(m)
l H

(2)
l (χ∞r) , α

(m)
l , γ

(m)
l 6= 0,

справедливого для всех m 6= 0, l = 0,±1,±2, . . ., и

β ∈
⋃

m6=0

(
Λ(1)

m

⋃
Λ(2)

m

)

а также асимптотик (1.36), (1.39) следует, что постоянным распро-

странения β, лежащим на листах Λ
(1)
m , Λ

(2)
m , m = ±1,±2, . . ., отвечают

собственные волны, амплитуды которых представляют собой суммы

уходящих на бесконечность и приходящих из бесконечности цилин-

дрических волн.

Распределение постоянных распространения β ∈ Λ имеет сим-

метрию, которая является следствием эквивалентности между поло-

жительным и отрицательным направлениями распространения соб-

ственных волн вдоль продольной оси 0x3, а также положительным и

отрицательным направлениями времени t (см., напр., [159]). А имен-

но, если β — положительная постоянная распространения, и E,H —

амплитуды векторов электрической и магнитной напряженности со-

ответствующей собственной волны, то−β также является постоянной

распространения собственной волны с амплитудами −E,H. Далее, в

силу того, что Imω = 0 и Imn = 0, комплексно-сопряженные числа
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±β также являются постоянными распространения собственных волн

с амплитудами
[
∓E,−H

]
. Все эти факты могут быть легко провере-

ны непосредственной подстановкой в дифференциальные уравнения

(1.3), условия сопряжения (1.25), (1.26) и условия на бесконечности

(1.29). Все упомянутые собственные волны называют прямыми, об-

ратными, сопряженными и обратно-сопряженными волнами, соот-

ветственно.

§ 2. Скалярное приближение слабонаправляющего

волновода

Приведем теперь уравнения, которым удовлетворяют комплекс-

ные амплитуды собственных волн в приближении слабонаправляю-

щего волновода, которое широко применяется для исследования ци-

линдрических диэлектрических волноводов со слабо меняющимся в

плоскости поперечного сечения показателем преломления (см., напр.,

[91], [12]).

1. Представления для комплексных амплитуд собствен-

ных волн. В случае волновода со слабо меняющимся показателем

преломления n удобно воспользоваться выражением компонент ком-

плексных амплитуд E и H через составляющие H1 и H2:

E3 =
1

iεω

(
∂H1

∂x2
− ∂H2

∂x1

)
, R2 \ Γ, (1.42)

E1 =
µ0ω

β
H2 −

1

ωβ

∂

∂x1

[
1

ε

(
∂H1

∂x2
− ∂H2

∂x1

)]
, R2 \ Γ, (1.43)

E2 = −
µ0ω

β
H1 −

1

ωβ

∂

∂x2

[
1

ε

(
∂H1

∂x2
− ∂H2

∂x1

)]
, R2 \ Γ, (1.44)

H3 =
−1
iβ

(
∂H1

∂x1
+
∂H2

∂x2

)
, R2 \ Γ, (1.45)

где ε = ε0n
2 – диэлектрическая проницаемость. Эти представления

легко получить из системы уравнений (1.3), следуя [12].
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2. Дифференциальные уравнения для H1 и H2. Из систе-

мы уравнений (1.3) вытекает (см., напр., [12]), что составляющие H1

и H2 для всех x из R2 \ Γ удовлетворяют следующей системе диффе-

ренциальных уравнений:

[
∆+

(
k2n2 − β2

)]
H1 =

1

ε

∂ε

∂x2

(
∂H1

∂x2
− ∂H2

∂x1

)
, (1.46)

[
∆+

(
k2n2 − β2

)]
H2 = −

1

ε

∂ε

∂x1

(
∂H1

∂x2
− ∂H2

∂x1

)
. (1.47)

Вследствие того, что у слабонаправляющего волновода показа-

тель преломления мало меняется в плоскости R2, правыми частями в

системе (1.46), (1.47) можно пренебречь (см., напр., [12]). Таким об-

разом, в приближении слабонаправляющего волновода H1 и H2 удо-

влетворяют уравнению Гельмгольца:

[
∆+

(
k2n2 − β2

)]
[
H1

H2

]
= 0, x ∈ R2 \ Γ. (1.48)

3. Условия сопряжения для H1 и H2. Построим теперь,

следуя [12], условия, которым в приближении слабонаправляющего

волновода должны удовлетворять функции H1, H2 на контуре Γ. Из

условий сопряжения (1.25), (1.25) на границе Γ для касательных со-

ставляющих векторов комплексных амплитуд E и H вытекают следу-

ющие условия сопряжения для компонент H1 и H2:

H+
1 = H−1 , H+

2 = H−2 , x ∈ Γ, (1.49)

∂H+
1

∂ν
− ∂H−1

∂ν
= ν2

ε+ − ε−

ε+

(
∂H+

1

∂x2
− ∂H+

2

∂x1

)
, x ∈ Γ, (1.50)

∂H+
2

∂ν
− ∂H−2

∂ν
= −ν1

ε+ − ε−

ε+

(
∂H+

1

∂x2
− ∂H+

2

∂x1

)
, x ∈ Γ. (1.51)

Вследствие того, что у слабонаправляющего волновода показатель

преломления мало меняется в плоскости R2, правые части в гранич-

ных условиях (1.50), (1.51) можно считать равными нулю [12]. Таким
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образом, в приближении слабонаправляющего волновода функции H1

и H2 удовлетворяют одним и тем же условиям сопряжения на Γ:

H+
1 = H−1 , H+

2 = H−2 , x ∈ Γ, (1.52)

∂H+
1

∂ν
=
∂H−1
∂ν

,
∂H+

2

∂ν
=
∂H−2
∂ν

, x ∈ Γ. (1.53)

4. Условия излучения для H1 и H2. Из представления

(1.29) следует, что функции H1 и H2 на бесконечности должны удо-

влетворять “парциальным” условиям излучения, а именно, для всех

достаточно больших x, |x| ≥ R0, они должны разлагаться в равно-

мерно и абсолютно сходящиеся ряды:[
H1

H2

]
=

∞∑

l=−∞

[
B1,l

B2,l

]
H

(1)
l (χ∞r) exp (ilϕ) . (1.54)

Таким образом, в приближении слабонаправляющего волновода

функции H1 и H2 удовлетворяют одному и тому же уравнению Гельм-

гольца (1.48), одинаковым условиям сопряжения (1.52), (1.53) и оди-

наковым условиям излучения (1.54) на бесконечности. Следователь-

но, в рассматриваемом приближении H1 и H2 совпадают друг с дру-

гом.

Подводя итог, еще раз подчеркнем, что скалярное приближение

слабонаправляющего волновода заключается в том, что вместо того,

чтобы разыскивать векторы комплексных амплитуд E и H, ищется

лишь одна скалярная функция u = H1 = H2, удовлетворяющая сле-

дующим условиям:
[
∆+

(
k2n2 − β2

)]
u = 0, x ∈ R2 \ Γ. (1.55)

u+ = u−, x ∈ Γ, (1.56)

∂u+

∂ν
=
∂u−

∂ν
, x ∈ Γ, (1.57)

u =
∞∑

l=−∞
alH

(1)
l (χ∞r) exp (ilϕ) , |x| ≥ R0. (1.58)

Остальные компоненты векторов E и H определяются по формулам

(1.42) – (1.45).
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§ 3. Собственные волны волноводов кругового поперечного

сечения

Рассмотрим частный случай диэлектрического волновода круго-

вого поперечного сечения с функцией n, принимающей постоянные

значения внутри волновода и в окружающей среде. В этом случае ис-

ходные спектральные задачи (в полной электродинамической поста-

новке и в приближении слабонаправляющего волновода) методом раз-

деления переменных сводятся к семействам трансцендентных уравне-

ний относительно ω и β (см., напр., [91]).

1. Векторная задача в полной электродинамической по-

становке. Пусть R – радиус волновода, n∞ > 0 – показатель пре-

ломления окружающей среды и n+ > n∞ – показатель преломле-

ния волновода. Как было доказано в утверждении 1.4, для любой

собственной волны существуют потенциальные функции u(x) и v(x),

определяющие ее амплитуду. Потенциальные функции удовлетворя-

ют следующим уравнениям Гельмгольца:

[
∆+

(
k2n2+ − β2

)]
[
u

v

]
= 0, |x| < R,

[
∆+

(
k2n2∞ − β2

)]
[
u

v

]
= 0, |x| > R.

где k2 = ε0µ0ω
2. Применяя для решения этих уравнений метод раз-

деления переменных, получаем разложения:
[
u

v

]
=

∞∑

l=−∞

[
cl

dl

]
Jl (χ+r) exp (ilϕ) , |x| < R, (1.59)

[
u

v

]
=

∞∑

l=−∞

[
al

bl

]
H

(1)
l (χ∞r) exp (ilϕ) , |x| > R. (1.60)

Здесь χ+ =
√
k2n2+ − β2; Jn (χ+r) – функции Бесселя степени l [108].

В этих разложениях учтено, что искомые функции не должны иметь
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особенностей, и на бесконечности они удовлетворяют “парциальным”

условиям излучения (1.29).

Из разложений (1.59), (1.60) и условий сопряжения (1.28), при-

ходим к однородной бесконечной системе линейных алгебраических

уравнений относительно неизвестных al, bl, cl, dl, l = 0,±1,±2, . . ..
Коэффициенты матрицы этой системы нелинейно зависят от ω и β.

Матрица имеет блочно-диагональную структуру, такую, что исходная

система распадается на бесконечное количество независимых систем

из четырех уравнений. Если при некоторых ω и β определитель какой-

либо из этих систем обращается в нуль, то она имеет нетривиальное

решение, определяющее собственную волну волновода. Из условия

равенства нулю соответствующих определителей мы приходим к се-

мейству трансцендентных уравнений для определения параметров ω

и β: (
n2+χ∞

J ′l(χ+R)

Jl(χ+R)
+ n2∞χ+

H
(1)′

l (χ∞R)

H
(1)
l (χ∞R)

)
×

×
(
χ∞

J ′l(χ+R)

Jl(χ+R)
+ χ+

H
(1)′

l (χ∞R)

H
(1)
l (χ∞R)

)
= (1.61)

=

(
βk(n2+ − n2∞)l

χ∞χ+R2

)2

, l = 0, 1, 2, . . .

Эти уравнения в теории волноводов носят название характеристиче-

ских. Качественные свойства спектра могут быть изучены в данном

случае на основе анализа характеристических уравнений методами

теории функций комплексного переменного с использованием свойств

функций Бесселя и Ханкеля.

Важные результаты относительно качественных свойств спектра

собственных волн цилиндрических диэлектрических волноводов кру-

гового поперечного сечения были получены в [64] и [7]. В этих статьях

было доказано что при ω > 0 у волноводов кругового сечения наряду

с хорошо известными поверхностными собственными волнами (см.,
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напр., [91]), отвечающими β ∈ G, существуют комплексные собствен-

ные волны [7], постоянные распространения β которых принадлежат

C
(1)
0 , и вытекающие собственные волны [64] с β ∈ Λ

(2)
0 \ R(2)

0 .

2. Скалярная задача в приближении слабонаправляюще-

го волновода. Рассмотрим теперь задачу для волновода кругового

поперечного сечения радиуса R с постоянным показателем преломле-

ния n+ мало отличающегося от показателя преломления окружающей

среды n∞ < n+, так, что может быть применено приближение слабо-

направляющего волновода. Как было показано в параграфе 2, в этом

случае необходимо определить функцию u = H1 = H2, удовлетворя-

ющую внутри круга и вне его уравнениям Гельмгольца:

[
∆+

(
k2n2+ − β2

)]
u = 0, |x| < R,

[
∆+

(
k2n2∞ − β2

)]
u = 0, |x| > R,

а на границе раздела сред условиям сопряжения:

u+ = u−,
∂u+

∂r
=
∂u−

∂r
, |x| = R.

Потребуем от функции u(x), чтобы она удовлетворяла на бесконеч-

ности “парциальным” условиям излучения (1.58).

Поставленная задача решается методом разделения переменных

аналогично векторной задаче, рассмотренной в предыдущем пункте.

В результате получаем семейство характеристических уравнений для

определения параметров ω и β:

χ+
J ′l(χ+R)

Jl(χ+R)
= χ∞

H
(1)′

l (χ∞R)

H
(1)
l (χ∞R)

, l = 0, 1, 2, . . . (1.62)

Подробное изложение различных типов собственных волн, отве-

чающих различным значениям β можно найти, например в книге [91].

Уравнение (1.62) имеет решения β, лежащие в области G “физическо-

го” листа Λ
(1)
0 римановой поверхности Λ, которым отвечают поверх-

ностные собственные волны и решения β, лежащие на “нефизическом”
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листе Λ
(2)
0 , которым отвечают вытекающие собственные волны. Одна-

ко, как показано в [91], уравнение (1.62) в отличие от уравнения (1.61)

не имеет решений β, лежащих на “физическом” листе Λ
(1)
0 вне веще-

ственной оси. Другими словами, у слабонаправляющих волноводов

кругового поперечного сечения не существует комплексных собствен-

ных волн.
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Глава 2

ОБЩИЕ ЗАДАЧИ О СОБСТВЕННЫХ ВОЛНАХ

ВОЛНОВОДОВ С ПОСТОЯННЫМ

ПОКАЗАТЕЛЕМ ПРЕЛОМЛЕНИЯ

§ 1. Скалярная задача в приближении

слабонаправляющего волновода

1. Постановка задачи и локализация собственных значе-

ний. Сформулируем задачу о собственных волнах цилиндрического

диэлектрического волновода с произвольным контуром поперечного

сечения и постоянным показателем преломления близким к показа-

телю преломления окружающей среды. Пусть область поперечного

сечения волновода Ω ограничена дважды непрерывно дифференци-

руемым контуром Γ. Показатель преломления n является кусочно-

постоянной функцией, а именно, – равен константе n+ в области Ω,

а в области Ω∞ = R2 \ Ω – константе n∞, 0 < n∞ < n+. Будем счи-

тать, что постоянная распространения β – неизвестный комплексный

параметр, ω > 0 – заданная частота электромагнитных колебаний. В

скалярном приближении слабонаправляющего волновода (см. пара-

граф 2 главы 1) задача сводится к отысканию таких значений пара-

метра β, при которых существуют нетривиальные решения уравнения

Гельмгольца:

∆u+ χ2
+u = 0, x ∈ Ω, (2.1)

∆u+ χ2
∞u = 0, x ∈ Ω∞, (2.2)

удовлетворяющие условиям сопряжения:

u+ = u−,
∂u+

∂ν
=
∂u−

∂ν
, x ∈ Γ. (2.3)



Здесь

χ+ =
√
k2n2+ − β2, χ∞ =

√
k2n2∞ − β2,

k2 = ω2ε0µ0, ε0 – электрическая постоянная, µ0 – магнитная по-

стоянная; u+(u−) – предельное значение функции u извне (изнутри)

контура Γ; ∂u/∂ν – производная по нормали к контуру Γ, внешней

относительно области Ω.

Будем предполагать, что функция u удовлетворяет на бесконеч-

ности “парциальным” условиям излучения (1.58), то есть при |x| ≥ R0

представима в виде абсолютно и равномерно сходящегося ряда:

u(r, ϕ) =
∞∑

l=−∞
alH

(1)
l (χ∞r) exp(ilϕ), (2.4)

где x1 = r cos(ϕ), x2 = r sin(ϕ), H
(1)
l – функции Ханкеля первого рода

порядка l.

Будем разыскивать нетривиальные решения u(x) задачи (2.1) –

(2.4) в классе функций, непрерывных и непрерывно дифференциру-

емых в Ω и Ω∞, дважды непрерывно дифференцируемых в Ω и Ω∞.

Обозначим это множество функций через U .

Будем предполагать, что постоянные распространения β принад-

лежат множеству Λ – пересечению римановых поверхностей Λ+ и Λ∞

функций lnχ+(β) и lnχ∞(β), соответственно:

Λ = Λ+

⋂
Λ∞. (2.5)

Строение поверхности Λ∞ подробно рассмотрено в параграфе 1 гла-

вы 1 (там она была обозначена Λ). Строение поверхности Λ+ абсо-

лютно аналогично. Пусть

Λ
(1)
0 = Λ

(1)
+0

⋂
Λ
(1)
∞0

– пересечение главных (“физических”) листов этих поверхностей,

определяемых условиями:

−π/2 < argχ+(β) <3π/2, Im (χ+(β)) ≥ 0, β ∈ Λ
(1)
+0, (2.6)
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−π/2 < argχ∞(β) <3π/2, Im (χ∞(β)) ≥ 0, β ∈ Λ
(1)
∞0. (2.7)

Обозначим вещественную ось листа Λ
(1)
0 символом R

(1)
0 . Пусть G

– объединение двух интервалов на оси R
(1)
0 :

G =
{
β ∈ R(1)

0 : kn∞ < |β| < kn+

}
.

Обозначим символом D множество:

D =
{
β ∈ Λ

(1)
0 : Reβ = 0

}⋃{
β ∈ R(1)

0 : |β| < kn∞
}
,

символом C
(1)
0 – множество:

C
(1)
0 =

{
β ∈ Λ

(1)
0 : Reβ 6= 0

}
\ R(1)

0 ,

а символом B – множество:

B =
{
β ∈ R(1)

0 : |β| > kn+

}
.

Определение 2.4. Ненулевую функцию u ∈ U , будем называть

собственной функцией задачи (2.1) – (2.4), отвечающей собственному

значению β ∈ Λ, если выполнены условия (2.1) – (2.4).

Теорема 2.1. На Λ
(1)
0 собственные значения задачи (2.1) – (2.4)

могут лежать лишь в области G.

Доказательство. Множество Λ
(1)
0 является объединением че-

тырех множеств:

Λ
(1)
0 = C

(1)
0

⋃
D
⋃

G
⋃

B.

Докажем, что множества C
(1)
0 , D и B не содержат собственных зна-

чений задачи (2.1) – (2.4).

Предположим, что u – собственная функция задачи (2.1) – (2.4),

отвечающая собственному значению β ∈ D. Применяя в областях Ω

и ΩR \ Ω, R ≥ R0, к функциям u и u (здесь u означает функцию

комплексно-сопряженную с u) формулу Грина, получаем равенства:
∫

Ω

(u∆u− u∆u)dx =

∫

Γ

(
u−
∂u−

∂ν
− u−

∂u−

∂ν

)
dl,
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∫

ΩR\Ω

(u∆u− u∆u)dx = −
∫

Γ

(
u+
∂u+

∂ν
− u+

∂u+

∂ν

)
dl+

+

∫

ΓR

(
u
∂u

∂r
− u

∂u

∂r

)
dl.

При β ∈ D коэффициенты в уравнениях Гельмгольца (2.1), (2.2) –

положительные вещественные числа, следовательно, левые части в

двух последних равенствах обращаются в нуль. Складывая левые и

правые части этих равенств, и учитывая условия сопряжения (2.3),

получаем равенство:
∫

ΓR

(
u
∂u

∂r
− u

∂u

∂r

)
dl = 0, R ≥ R0,

Отсюда, используя условие (2.4) и ортогональность тригонометриче-

ских функций, для любого R ≥ R0 получим:

2πχ∞R
∞∑

l=−∞

[
H

(1)
l (χ∞R)H

(2)′
l (χ∞R)−H

(2)
l (χ∞R)H

(1)′
l (χ∞R)

]
×

× |al|2 = 0.

Хорошо известно (см., напр., [108]), что выражение, стоящее в этой

сумме в квадратных скобках, от l не зависит, а именно:

H
(1)
l (χ∞R)H

(2)′
l (χ∞R)−H

(2)
l (χ∞R)H

(1)′
l (χ∞R) =

4

iπχ∞R
,

где l = 0,±1,±2, . . . Следовательно, для любого x ∈ R2 \ ΩR0 все ко-

эффициенты al в разложении (2.4) обращаются в нуль. А это значит,

что u = 0 при x ∈ R2 \ ΩR0. Функция u удовлетворяет в области Ω∞

уравнению Гельмгольца (2.2) с постоянным коэффициентом, следо-

вательно, является аналитической по x в Ω∞. Таким образом u = 0

при x ∈ Ω∞; и u+ = 0, ∂u+/∂ν = 0 на контуре Γ.

Применим в области Ω третью формулу Грина, выражающую ре-

шение уравнения (2.1) в Ω через предельное значение решения и его
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нормальной производной на Γ:

u(x) = −
∫

Γ

[
u−(y)

∂Φ+(β; x, y)

∂ν(y)
− ∂u−(y)

∂ν(y)
Φ+(β; x, y)

]
dl(y), x ∈ Ω,

(2.8)

где

Φ+(β; x, y) =
i

4
H

(1)
0 (χ+(β) |x− y|)

– фундаментальное решение уравнения Гельмгольца (2.1). Из этого

представления функции u(x) и условий сопряжения (2.3) заключаем

что u = 0 и в области Ω. Итак, мы доказали что при β ∈ D функция

u обращается в нуль на всей плоскости R2, что противоречит предпо-

ложению о том, что она является собственной функцией задачи (2.1)

– (2.4). Следовательно, область D свободна от собственных значений

задачи (2.1) – (2.4).

Предположим теперь, что u – собственная функция задачи (2.1)

– (2.4), отвечающая собственному значению β ∈ C (1)
0

⋃
B. Применяя

в областях Ω и ΩR \ Ω, R ≥ R0, к функциям u и u формулу Грина,

получаем равенства:
∫

Ω

∇u · ∇udx+

∫

Ω

u∆udx =

∫

Γ

u−
∂u−

∂ν
dl,

∫

ΩR\Ω

∇u · ∇udx+

∫

ΩR\Ω

u∆udx = −
∫

Γ

u+
∂u+

∂ν
dl +

∫

ΓR

u
∂u

∂r
dl,

где

∇u = (∂u/∂x1, ∂u/∂x2)
T .

Сложим левые и правые части этих равенств, учитывая условия со-

пряжения (2.3), и устремим R к бесконечности. При этом надо за-

метить, что согласно асимптотике (1.36), с. 44, все подынтегральные

выражения во втором равенстве, зависящие от R, экспоненциально

убывают на бесконечности при любом β ∈ C
(1)
0

⋃
B. В результате
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получим следующее уравнение:∫

R2\Γ

|∇u|2dx+

∫

R2\Γ

(β2 − k2n2)|u|2dx = 0. (2.9)

При вещественных β, лежащих в бесконечном интервале B, равен-

ству (2.9) удовлетворяет лишь нулевая функция u, в силу того, что

β2 − k2n2 > 0

при β ∈ B и x ∈ R2 \ Γ.

Возьмем от левой и правой частей равенства (2.9) мнимую часть.

Получим:

Im
(
β2
) ∫

R2\Γ

|u|2dx = 2Re(β)Im(β)

∫

R2\Γ

|u|2dx = 0.

Заметим, что ни мнимая, ни вещественная части числа β ∈ C (1)
0 не об-

ращаются в нуль, следовательно, при β ∈ C (1)
0 последнему равенству

также удовлетворяет лишь нулевая функция u.

Таким образом, мы доказали что при любом β ∈ C (1)
0

⋃
B функ-

ция u обращается в нуль на всей плоскости R2, что противоречит

предположению о том, что она является собственной функцией зада-

чи (2.1) – (2.4). Следовательно, области B и C
(1)
0 также свободны от

собственных значений задачи (2.1) – (2.4). ¤

Отметим, что доказать отсутствие собственных значений β задачи

(2.1) – (2.4) в областиG с помощью равенства (2.9) нельзя в силу того,

что

β2 − k2n2 < 0

при β ∈ G и x ∈ Ω+. Вещественным β ∈ G соответствуют поверхност-

ные волны (u экспоненциально убывает при r → ∞), существование

которых мы докажем в параграфе 1 главы 4. Теорема 2.1 обобщает ре-

зультаты [91] о локализации спектра собственных волн слабонаправ-

ляющего диэлектрического волновода кругового сечения, полученные

на основе анализа характеристического уравнения метода разделения

переменных (см. пункт 2 параграфа 3 главы 1).
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2. Нелинейная спектральная задача для системы слабо-

сингулярных интегральных уравнений по контуру попереч-

ного сечения волновода. Сведем теперь исходную задачу (2.1)

– (2.4) методами теории потенциалов к спектральной задаче для

некоторой интегральной оператор-функции. Большинство результа-

тов теории потенциалов, которые мы будем использовать, являются

классическими и хорошо известны. Их доказательства можно най-

ти, например, в монографиях [2], [68]. Возможно, менее традицион-

но изучение поведения потенциалов на бесконечности, как функций

удовлетворяющих “парциальным” условиям излучения. Аналогичные

построения содержатся в книгах [37], [168].

Введем в рассмотрение функции:

Φ+ (β; x, y) =
i

4
H

(1)
0 (χ+ (β) |x− y|) , (2.10)

Φ∞ (β; x, y) =
i

4
H

(1)
0 (χ∞ (β) |x− y|) . (2.11)

Здесь

|x− y| =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2,

χ+(β) =
√
k2n2+ − β2, χ∞(β) =

√
k2n2∞ − β2,

параметр β предполагается комплексным, принадлежащим множе-

ству Λ, определенному формулой (2.5). Напомним [108], что

H
(1)
0 (z) = J0(z) + iN0(z),

где J0(z) – функция Бесселя нулевого порядка, N0(z) – функция Ней-

мана нулевого порядка,

J0(z) =
∞∑

k=0

(−1)k(z/2)2k
(k!)2

,

N0(z) =
2

π
J0(z)ln

z

2
− 2

π

∞∑

k=0

(−1)k(z/2)2kΨ(k + 1)

(k!)2
,
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Ψ(n+ 1) = −C +
n∑

k=1

1

k
, Ψ(1) = −C,

C = lim
n→∞

(
n∑

k=1

1

k
− lnn

)
= 0.5772156649 . . . ,

где Ψ – пси-функция, C – константа Эйлера.

Функции (2.10), (2.11) удовлетворяют уравнениям Гельмгольца:

∆Φ+ (β; x, y) + χ2
+(β)Φ+ (β; x, y) = 0, (2.12)

∆Φ∞ (β; x, y) + χ2
∞(β)Φ∞ (β; x, y) = 0, (2.13)

как функции переменной x при любой фиксированной точке y 6= x,

соответственно. При y = x они имеют логарифмическую особен-

ность. Функции (2.10) и (2.11) являются фундаментальными реше-

ниями уравнений (2.12) и (2.13).

С помощью теоремы сложения Графа (см., напр., [79], с. 201) лег-

ко показать, что функция Φ∞ (β; x, y) при любых β ∈ Λ и y ∈ R2

удовлетворяет условию (2.4):

Φ∞ (β; x, y) =
i

4
H

(1)
0 (χ∞(β) |x− y|) = (2.14)

=
i

4

∞∑

l=−∞
Jl (χ∞r(y)) exp (−ilϕ(y))H (1)

l (χ∞r(x)) exp (ilϕ(x)) ,

где r(x), ϕ(x) – полярные координаты точки x. Аналогичному усло-

вию удовлетворяет функция Φ+ (β; x, y), определенная формулой

(2.10):

Φ+ (β; x, y) =
i

4
H

(1)
0 (χ+(β) |x− y|) = (2.15)

=
i

4

∞∑

l=−∞
Jl (χ+r(y)) exp (−ilϕ(y))H (1)

l (χ+r(x)) exp (ilϕ(x)) .

Отметим, что в отличие от функций (2.10) и (2.11), другая пара

фундаментальных решений уравнений Гельмгольца (2.12) и (2.13),

а именной функции

Φ
(2)
+ (β; x, y) =

i

4
H

(2)
0 (χ+ (β) |x− y|) , (2.16)
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Φ(2)
∞ (β; x, y) =

i

4
H

(2)
0 (χ∞ (β) |x− y|) , (2.17)

где H
(2)
0 – функция Ханкеля второго рода нулевого порядка, “парци-

альным” условиям излучения (2.14), (2.15) не удовлетворяют.

Будем обозначать C0,α, 0 < α < 1, пространство непрерывных по

Гельдеру функций, то есть линейное пространство всех комплексно-

значных функций f , определенных на контуре Γ и удовлетворяющих

условию:

|f(x)− f(y)| 6 K|x− y|α,

где K – положительная постоянная, зависящая от f , но не зависящая

от x и y. Будем обозначать C1,α, 0 < α < 1, пространство непрерывно

дифференцируемых по Гельдеру функций – линейное пространство

всех комплекснозначных функций f , определенных на контуре Γ, та-

ких, что их первые производные существуют и принадлежат C0,α.

Как известно, пространство непрерывных по Гельдеру функций C 0,α

и пространство непрерывно дифференцируемых по Гельдеру функ-

ций C1,α являются банаховыми пространствами с нормами:

‖f‖α = max
x∈Γ

|f(x)|+ sup
x,y∈Γ, x6=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

и

‖f‖1,α = max
x∈Γ

|f(x)|+max
x∈Γ

|f ′(x)|+ sup
x,y∈Γ, x6=y

|f ′(x)− f ′(y)|
|x− y|α

соответственно. Будем предполагать, что контур Γ задан параметри-

чески r = r(t), t ∈ [0, 2π]. Функции из C0,α и C1,α будем рассматри-

вать также, как непрерывные по Гельдеру и непрерывно дифферен-

цируемые по Гельдеру 2π-периодические функции параметра t.

Решения задачи (2.1) – (2.4) будем разыскивать в виде потенциа-

лов простого слоя:

u(x) =

∫

Γ

Φ+(β; x, y)f+(y)dl(y), x ∈ Ω, (2.18)
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u(x) =

∫

Γ

Φ∞(β; x, y)f∞(y)dl(y), x ∈ Ω∞, (2.19)

с плотностями f+ и f∞, принадлежащими пространству непрерывных

по Гельдеру функций C0,α.

При всех β ∈ Λ и f+, f∞ ∈ C0,α функция u, задаваемая равен-

ствами (2.18), (2.19), удовлетворяет требуемым свойствам гладкости

и уравнениям (2.1), (2.2). С помощью разложения (2.14) нетрудно убе-

диться, что функция u удовлетворяет условию (2.4). А именно, при

|x| ≥ R0 функция u представима в виде абсолютно и равномерно

сходящегося ряда:

u(x) =
∞∑

l=−∞
alH

(1)
l (χ∞r(x)) exp(ilϕ(x)),

где

al =
i

4

∫

Γ

Jl (χ∞r (y)) exp (−ilϕ (y)) f∞ (y) dl (y) .

Используя граничные условия (2.3) и предельные свойства потен-

циалов простого слоя и их нормальных производных, получаем нели-

нейную спектральную задачу для системы интегральных уравнений:

A(1,1)(β)f+ +A(1,2)(β)f∞ = 0, x ∈ Γ, (2.20)

A(2,1)(β)f+ +A(2,2)(β)f∞ = 0, x ∈ Γ. (2.21)

Здесь

(
A(1,1)(β)f+

)
(x) =

∫

Γ

Φ+(β; x, y)f+(y)dl(y) = 0, x ∈ Γ,

(
A(1,2)(β)f∞

)
(x) = −

∫

Γ

Φ∞(β; x, y)f∞(y)dl(y) = 0, x ∈ Γ,

(
A(2,1)(β)f+

)
(x) =

1

2
f+(x) +

∫

Γ

∂Φ+(β; x, y)

∂ν(x)
f+(y)dl(y) = 0, x ∈ Γ,
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(
A(2,2)(β)f∞

)
(x) =

1

2
f∞(x)−

∫

Γ

∂Φ∞(β; x, y)

∂ν(x)
f∞(y)dl(y) = 0, x ∈ Γ.

Переходя к переменной интегрирования t параметрического опре-

деления контура Γ, выделяя явно логарифмическую особенность ядер

Φ+(x, y), Φ∞(x, y), преобразуем систему (2.20), (2.21) к виду:

Lp(1) +B(1,1)(β)p(1) +B(1,2)(β)p(2) = 0, t ∈ [0, 2π], (2.22)

p(2) +B(2,1)(β)p(1) +B(2,2)(β)p(2) = 0, t ∈ [0, 2π]. (2.23)

Здесь

p(1)(τ) = (f+(y)− f∞(y)) |r′(τ)|, p(2)(τ) = f+(y) + f∞(y),

Lp(1) = − 1

2π

2π∫

0

ln | sin t− τ

2
|p(1)(τ)dτ, t ∈ [0, 2π],

B(i,j)(β)p(j) =
1

2π

2π∫

0

h(i,j)(β; t, τ)p(j)(τ)dτ, t ∈ [0, 2π],

h(1,1)(β; t, τ) = 2π
(
G(1,1)(β; t, τ) +G(1,2)(β; t, τ)

)
,

h(1,2)(β; t, τ) = 2π
(
G(1,1)(β; t, τ)−G(1,2)(β; t, τ)

)
|r′(τ)|,

h(2,1)(β; t, τ) = 4π
(
G(2,1)(β; t, τ) +G(2,2)(β; t, τ)

)
,

h(2,2)(β; t, τ) = 4π
(
G(2,1)(β; t, τ)−G(2,2)(β; t, τ)

)
|r′(τ)|,

G(1,1)(β; t, τ) = Φ+(β; x, y) +
1

2π
ln | sin t− τ

2
|,

G(1,2)(β; t, τ) = Φ∞(β; x, y) +
1

2π
ln | sin t− τ

2
|,

G(2,1)(β; t, τ) =
∂Φ+(β; x, y)

∂ν(x)
,

G(2,2)(β; t, τ) =
∂Φ∞(β; x, y)

∂ν(x)
,

x ≡ x(t), y ≡ y(τ).
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Известно (см., напр., [15], c. 10), что линейный непрерывный опе-

ратор L : C0,α → C1,α непрерывно обратим. При любом β ∈ Λ опера-

торы

B(2,1)(β), B(2,2)(β) : C0,α → C0,α,

B(1,1)(β), B(1,2)(β) : C0,α → C1,α

вполне непрерывны в силу того, что ядра G(2,1), G(2,2), не имеют осо-

бенности при t = τ , а ядра G(1,1), G(1,2) являются дважды непрерывно

дифференцируемыми по t функциями (t, τ) ∈ [0, 2π]× [0, 2π]. В этом

нетрудно убедиться, используя свойства функций Ханкеля. Анало-

гичные результаты получены, например, в [73], с. 93, [151], с. 211.

Таким образом, система (2.22), (2.23) эквивалентна операторному

уравнению:

A(β)w ≡ (I +B(β))w = 0, (2.24)

где

w =
(
w(1), w(2)

)
,

w(1) = Lp(1) ∈ C1,α, w(2) = p(2) ∈ C0,α,

вполне непрерывный оператор B, действующий в банаховом про-

странстве

W = C1,α × C0,α,

определяется при помощи равенства:

Bw =

[
B(1,1)L−1 B(1,2)

B(2,1)L−1 B(2,2)

][
w(1)

w(2)

]
, (2.25)

I – единичный оператор в W .

Положим R+ = {x ∈ R : x > 0}.
Определение 2.5. Оператор-функция A(β) называется голо-

морфной в точке β0 ∈ Λ, если существует такое p > 0, что при любом

β, |β − β0| < p, оператор A(β) : W → W допускает разложение в
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сходящийся по норме операторов ряд:

A(β) = A(β0) +
∞∑

m=1

(β − β0)
mAm.

Теорема 2.2. При каждом фиксированном

(β;ω, n+, n∞) ∈ Λ× R3
+

оператор A(β;ω, n+, n∞) : W → W фредгольмов. При каждом фик-

сированном (ω, n+, n∞) ∈ R3
+ оператор-функция A(β;ω, n+, n∞) го-

ломорфна по β ∈ Λ. Оператор-функция A(β;ω, n+, n∞) непрерывна

по (β;ω, n+, n∞) ∈ Λ× R3
+.

Доказательство. В силу полной непрерывности операто-

ра B(β;ω, n+, n∞), при любом (β;ω, n+, n∞) ∈ Λ × R3
+ опера-

тор A(β;ω, n+, n∞) фредгольмов. Используя известные свойства

функций Ханкеля (см., напр., [79]), нетрудно убедиться в том, что для

каждой точки (t, τ) ∈ [0, 2π]× [0, 2π] функции h(i,j)(β;ω, n+, n∞; t, τ)

аналитические по β ∈ Λ и непрерывны по (β;ω, n+, n∞) ∈ Λ × R3
+.

Отсюда следует (см. [37], с. 71), что при каждом фиксированном зна-

чении (ω, n+, n∞) ∈ R3
+ оператор-функция A(β;ω, n+, n∞) голоморф-

на по β ∈ Λ, и, что оператор-функция A(β;ω, n+, n∞) непрерывна

по (β;ω, n+, n∞) ∈ Λ× R3
+. ¤

Таким образом, задача (2.24) является спектральной задачей для

фредгольмовой голоморфной оператор-функции.

Определение 2.6. Ненулевую функцию w ∈ W будем называть

собственной функцией оператор-функции A(β), отвечающей харак-

теристическому значению β ∈ Λ, если выполнено уравнение (2.24).

Обозначим ρ(A) = {β : β ∈ Λ, ∃A(β)−1 : W → W} – множество

регулярных точек оператора A(β), σ(A) = Λ \ ρ(A) – множество син-

гулярных точек оператора A(β) (это множество называют также ха-

рактеристическим).
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3. Дискретность характеристического множества и зави-

симость характеристических значений от параметров. Ис-

следуем теперь эквивалентность задач (2.1) – (2.4) и (2.24).

Теорема 2.3. Если w ∈ W является собственной функцией

оператор-функции A(β), отвечающей характеристическому значе-

нию β0 ∈ Λ
(1)
0 \D, то функция u, определяемая равенствами (2.18),

(2.19), где β = β0,

f+ = w(2)/2 + L−1w(1)/(2|r′|), (2.26)

f∞ = w(2)/2− L−1w(1)/(2|r′|), (2.27)

принадлежит множеству U и является собственной функцией за-

дачи (2.1) – (2.4), отвечающей собственному значению β0. Любая

собственная функция u ∈ U задачи (2.1) – (2.4), отвечающая соб-

ственному значению β0 ∈ Λ
(1)
0 \ D, может быть представлена в

виде потенциалов простого слоя (2.18), (2.19) с непрерывными по

Гельдеру плотностями f+, f∞, соответственно. При этом функ-

ция

w = (L[(f+ − f∞)|r′|], f+ + f∞) ∈ W

является собственной функцией оператор-функции A(β), отвечаю-

щей характеристическому значению β0.

В связи с тем, что доказательство этой теоремы достаточно объ-

емно предварим его изложением краткой схемы. Идея доказатель-

ства первого утверждения теоремы 2.3 базируется на результате [94]

о том, что если потенциал простого слоя равен нулю, то его плот-

ность также равна нулю. Этот результат распространен на случай

потенциалов, удовлетворяющих “парциальным” условиям излучения.

При этом существенным образом используются известные теоремы

единственности решений внешних задач Дирихле и Неймана для дву-

мерного уравнения Гельмгольца с комплексным коэффициентом [77].

Установленные свойства потенциала позволяют заключить, что если

67



при некотором значении β0 задача (2.1) – (2.4) имеет лишь тривиаль-

ное решение, то оператор-функция A(β) не может иметь собственной

функции, отвечающей тому же самому характеристическому значе-

нию β0. Отсюда непосредственно вытекает требуемый результат.

Доказательство того, что любая собственная функция u ∈ U зада-

чи (2.1) – (2.4), отвечающая собственному значению β0 ∈ Λ
(1)
0 \D, мо-

жет быть представлена в виде потенциалов простого слоя с непрерыв-

ными по Гельдеру плотностями проводится на основе теорем един-

ственности решений внешних и внутренних задач Дирихле и Неймана

и отмеченных выше свойств потенциалов простого слоя. Из предста-

вимости собственных функций задачи (2.1) – (2.4) в виде потенциалов

простого слоя непосредственно вытекает справедливость последнего

утверждения теоремы 2.3.

Доказательство. Докажем первое утверждение теоремы 2.3.

Прежде всего заметим, что если при некотором β ∈ Λ
(1)
0 потенциал u,

задаваемый соотношением (2.18), равен нулю в Ω, то его плотность

f+ = 0 на Γ. Действительно, предположим, что потенциал u = 0

в Ω. Следовательно, в силу непрерывности потенциала простого слоя

функция u = 0 на Γ. Потенциал u непрерывен в Ω∞, дважды непре-

рывно дифференцируем в Ω∞ и является решением следующей зада-

чи:

∆u+ χ2
+u = 0, x ∈ Ω∞,

u = 0, x ∈ Γ,

u(x) =
∞∑

l=−∞
alH

(1)
l (χ+r) exp(ilϕ), |x| ≥ R0.

В [77] доказано что при β ∈ Λ
(1)
0 (то есть при −π/2 < argχ+ < 3π/2

и Im(χ+) ≥ 0) эта задача имеет лишь тривиальное решение. Исполь-

зуя теорему о скачке нормальной производной потенциала простого

слоя:
∂u+ (x)

∂ν
− ∂u− (x)

∂ν
= −f+ (x) , x ∈ Γ,
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получаем, что f+ = 0 на Γ.

Если при некотором β ∈ Λ
(1)
0 \D потенциал u, задаваемый соот-

ношением (2.19), равен нулю в Ω∞, то его плотность f∞ = 0 на Γ.

Действительно, предположим, что потенциал u = 0 в Ω∞. Следова-

тельно, в силу непрерывности потенциала простого слоя u = 0 на Γ.

Потенциал u непрерывен в Ω, дважды непрерывно дифференцируем

в Ω и в является решением следующей задачи:

∆u+ χ2
∞u = 0, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ Γ.

При β ∈ Λ
(1)
0 \ D коэффициент χ2

∞ принимает либо комплексное,

либо отрицательное значение, следовательно, эта задача имеет лишь

тривиальное решение. Используя теорему о скачке нормальной про-

изводной потенциала простого слоя, получаем, что f∞ = 0 на Γ.

Предположим теперь, что w ∈ W является собственной функци-

ей оператор-функции A(β), отвечающей характеристическому зна-

чению β ∈ Λ
(1)
0 \ D. Функции f+, f∞, определяемые равенствами

(2.26), (2.27) принадлежат пространству C0,α. Следовательно, функ-

ция u, представленная в виде потенциалов простого слоя (2.18), (2.19),

с плотностями f+, f∞, принадлежит множеству U и удовлетворяет

условиям (2.1) – (2.4). Функция u не может быть нулевой, так как в

силу доказанного выше, в этом случае плотности f+, f∞ также были

бы равны нулю, и, следовательно,

w = (L[(f+ − f∞)|r′|], f+ + f∞) = 0,

что противоречит предположению теоремы о том, что w является соб-

ственной функцией оператор-функции A(β). Таким образом, функ-

ция u является собственной функцией задачи (2.1) – (2.4), отвечаю-

щей собственному значению β.

Докажем теперь, что любая собственная функция u задачи (2.1)

– (2.4), отвечающая собственному значению β0 ∈ Λ
(1)
0 , может быть
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представлена в виде потенциалов простого слоя (2.18), (2.19) с непре-

рывными по Гельдеру плотностями f+, f∞, соответственно. Отсю-

да непосредственно будет следовать, что, если u является собствен-

ной функцией задачи (2.1) – (2.4), отвечающей собственному значе-

нию β0 ∈ Λ
(1)
0 , то указанные плотности удовлетворяют системе инте-

гральных уравнений (2.20), (2.21), где β = β0. Плотности f+, f∞ не

могут одновременно быть тождественны нулю, так как в этом слу-

чае u ≡ 0, x ∈ R2. Следовательно,

w = (L((f+ − f∞)|r′|), f+ + f∞) ∈ W

является собственной функцией оператор-функции A(β), отвечаю-

щей характеристическому значению β0.

Покажем, что если для некоторого β ∈ Λ
(1)
0 существует собствен-

ная функция u ∈ U задачи (2.1) – (2.4), то u и ∂u/∂ν не обращаются

тождественно в нуль на контуре Γ.

Предварительно заметим, что поскольку функция u дважды

непрерывно дифференцируема в Ω, непрерывна, непрерывно диф-

ференцируема в Ω и является решением уравнения (2.1), для лю-

бого значения β ∈ Λ справедлива формула Грина (2.8). Поскольку

функция u дважды непрерывно дифференцируема в Ω∞, непрерывна,

непрерывно дифференцируема в Ω∞, является решением уравнения

(2.2) и удовлетворяет условию (2.4), для любого β ∈ Λ справедлива

формула Грина:

u(x) =

∫

Γ

[
u+(y)

∂Φ∞(β; x, y)

∂ν(y)
− ∂u+(y)

∂ν(y)
Φ∞(β; x, y)

]
dl(y), x ∈ Ω∞.

(2.28)

В справедливости формулы Грина (2.28) легко убедиться с помощью

известного равенства (см. [37], с. 35; [163]; [8]):
∫

ΓR

(
∂u(y)

∂r(y)
Φ∞(β; x, y)−

∂Φ∞(β; x, y)

∂r(y)
u(y)dy

)
= 0, R ≥ R0,
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имеющего место для любого β ∈ Λ и функции u, удовлетворяющей

условию (2.4).

Итак, докажем, что если существует собственная функция u ∈ U
задачи (2.1) – (2.4), отвечающая собственному значению β ∈ Λ

(1)
0 ,

то функция ∂u/∂ν не обращается тождественно в нуль на Γ. Для

доказательства этого факта предположим противное. Тогда решение

задачи (2.1) – (2.4) должно удовлетворять условиям:

∆u+ χ2
∞u = 0, x ∈ Ω∞,

∂u

∂ν
= 0, x ∈ Γ,

u(x) =
∞∑

l=−∞
alH

(1)
l (χ∞r) exp(ilϕ), |x| ≥ R0.

При β ∈ Λ
(1)
0 (то есть при −π/2 < argχ∞ < 3π/2, Im(χ∞) ≥ 0)

эта задача имеет лишь тривиальное решение [77]. Из формулы Грина

(2.8) и условий сопряжения (2.3) заключаем, что u = 0, x ∈ R2.

Если существует собственная функция u ∈ U задачи (2.1) – (2.4),

отвечающая собственному значению β ∈ Λ
(1)
0 , то u не обращается

тождественно в нуль на контуре Γ. Действительно, если предполо-

жить противное, то решение задачи (2.1) – (2.4) должно удовлетво-

рять условиям:

∆u+ χ2
∞u = 0, x ∈ Ω∞,

u = 0, x ∈ Γ,

u(x) =
∞∑

l=−∞
alH

(1)
l (χ∞r) exp(ilϕ), |x| ≥ R0.

В статье [77] доказано, что при β ∈ Λ
(1)
0 эта задача также имеет лишь

тривиальное решение. Из формулы Грина (2.8) и условий сопряжения

(2.3) заключаем, что u = 0, x ∈ R2.

Покажем теперь, что если u ∈ U – собственная функция задачи

(2.1) – (2.4), отвечающая собственному значению β ∈ Λ
(1)
0 , то функ-

ция ∂u/∂ν ∈ C0,α. Возьмем от выражений (2.8) и (2.28) производную
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по ν и перейдем к пределу, устремляя точку x к контуру Γ. Учитывая

условия сопряжения (2.3) и используя предельные свойства потенци-

алов простого и двойного слоя, получаем интегральное соотношение,

связывающие функции u(x) и ∂u(x)/∂ν на Γ:

∂u(x)

∂ν
=

∫

Γ

u(y)
∂

∂ν(x)

(
∂Φ∞(β; x, y)

∂ν(y)
− ∂Φ+(β; x, y)

∂ν(y)

)
dl(y)− (2.29)

−
∫

Γ

∂u(y)

∂ν(y)

∂

∂ν(x)
(Φ∞(β; x, y)− Φ+(β; x, y)) dl(y), x ∈ Γ.

Используя свойства функций Ханкеля, нетрудно убедиться, что

ядро
∂Φ∞(β; x, y)

∂ν(x)
− ∂Φ+(β; x, y)

∂ν(x)

является непрерывной функцией (x, y) ∈ Γ × Γ при любом β ∈ Λ
(1)
0 ;

ядро
∂

∂ν(x)

(
∂Φ∞(β; x, y)

∂ν(y)
− ∂Φ+(β; x, y)

∂ν(y)

)

является непрерывной функцией (x, y) ∈ {Γ × Γ} \ {x = y} и име-

ет особенность порядка ln |x − y| при любом β ∈ Λ
(1)
0 . По предпо-

ложению u непрерывна и непрерывно дифференцируема в Ω и Ω∞.

Следовательно, u ∈ C0,α на контуре Γ и ∂u/∂ν непрерывна на Γ. Из

представления (2.29) и известных свойств интегральных операторов

со слабо сингулярным ядром (см., напр., теорему 2.7 [68]) следует, что

функция ∂u/∂ν ∈ C0,α.

Докажем, что если u ∈ U – собственная функция задачи (2.1) –

(2.4), отвечающая собственному значению β ∈ Λ
(1)
0 , то u ∈ C1,α на

контуре Γ. Переходя в выражении (2.8) к пределу, устремляя точку

x к контуру Γ и используя предельные свойства потенциалов просто-

го слоя, получаем интегральное соотношение, связывающие функции

u(x) и ∂u(x)/∂ν на Γ:

1

2
u(x) = −

∫

Γ

u(y)
∂Φ+(β; x, y)

∂ν(y)
dl(y)+ (2.30)
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+

∫

Γ

∂u(y)

∂ν(y)
Φ+(β; x, y)dl(y), x ∈ Γ.

Используя свойства функций Ханкеля, нетрудно убедиться, что

функция
∂Φ+(β; x, y)

∂ν(y)

является непрерывной функцией (x, y) ∈ Γ × Γ при любом β ∈ Λ
(1)
0 ;

функция Φ+(β; x, y) является непрерывной функцией

(x, y) ∈ {Γ× Γ} \ {x = y}

и имеет особенность порядка ln |x− y| при любом β ∈ Λ
(1)
0 . По пред-

положению u непрерывна и непрерывно дифференцируема в Ω и Ω∞.

Следовательно, u ∈ C0,α на контуре Γ. В силу доказанного выше

∂u/∂ν ∈ C0,α. Из представления (2.29) и известных свойств инте-

гральных операторов, определяемых как прямые значения потенциа-

лов простого и двойного слоя на контуре Γ (см., напр., теоремы 2.30

и 2.31 [68]) следует, что u ∈ C1,α на контуре Γ.

Докажем теперь, что собственная функция u ∈ U задачи (2.1) –

(2.4), отвечающая собственному значению β ∈ Λ
(1)
0 \D, представима

в области Ω∞ в виде потенциала простого слоя (2.19) c непрерывной

по Гельдеру плотностью f∞. В силу доказанного выше нормальная

производная функции u не равна тождественно нулю и непрерывна

по Гельдеру на контуре Γ. Обозначим ∂u(x)/∂ν = g(x), x ∈ Γ. Функ-

ция u должна удовлетворять, таким образом, следующим условиям:

∆u+ χ2
∞u = 0, x ∈ Ω∞, (2.31)

∂u

∂ν
= g, x ∈ Γ, (2.32)

u(x) =
∞∑

l=−∞
alH

(1)
l (χ∞r) exp(ilϕ), |x| ≥ R0, (2.33)

где g ∈ C0,α.
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Будем разыскивать решение этой задачи в виде потенциала про-

стого слоя (2.19) c непрерывной по Гельдеру плотностью f∞. Пере-

ходя в (2.19) к пределу, устремляя точку x к контуру Γ, получаем

интегральное уравнение:

−1

2
f∞(x) +

∫

Γ

∂Φ∞(β; x, y)

∂ν(x)
f∞(y)dl(y) = g(x), x ∈ Γ. (2.34)

Покажем теперь, что однородное уравнение, соответствующее (2.34),

для любого β ∈ Λ
(1)
0 \D имеет лишь тривиальное решение. В статье

[77] доказано, что при β ∈ Λ
(1)
0 (то есть при −π/2 < argχ∞ < 3π/2,

Im(χ∞) ≥ 0) и g = 0, x ∈ Γ, однородная задача Неймана (2.31) – (2.33)

имеет лишь тривиальное решение. Разыскивая решение однородной

задачи Неймана (2.31) – (2.33) при g = 0, x ∈ Γ, в виде потенциа-

ла простого слоя (2.19) с непрерывной по Гельдеру плотностью f∞,

получаем однородное уравнение, соответствующие (2.34). Это урав-

нение может иметь лишь тривиальное решение. Действительно, если

предположить обратное, то представление (2.19) даст нетривиальное

решение однородной задачи Неймана. Потому что, как было доказа-

но выше, если при некотором β ∈ Λ
(1)
0 \D потенциал u, задаваемый

соотношением (2.19), равен нулю в Ω∞, то его плотность f∞ = 0 на

контуре Γ.

Используя свойства функций Ханкеля, нетрудно убедиться, что

функция
∂Φ∞(β; x, y)

∂ν(x)

является непрерывной функцией (x, y) ∈ Γ× Γ, а ее производная по

x является непрерывной функцией (x, y) ∈ {Γ×Γ}\{x = y} и имеет

особенность порядка ln |x − y| при любом β ∈ Λ
(1)
0 . Следовательно,

интегральный оператор в (2.34) является вполне непрерывным опе-

ратором, действующим в пространстве C0,α. В силу альтернативы

Фредгольма имеем, что для любой правой части g ∈ C0,α уравне-

ние (2.34) имеет решение f∞ ∈ C0,α. Таким образом, любая собствен-
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ная функция задачи (2.1) – (2.4), отвечающая собственному значению

β ∈ Λ
(1)
0 \D, представима в области Ω∞ в виде потенциала простого

слоя (2.19) с непрерывной по Гельдеру плотностью f∞.

Покажем теперь, что любая собственная функция задачи (2.1) –

(2.4), отвечающая собственному значению β ∈ Λ
(1)
0 \D, представима

в области Ω в виде потенциала простого слоя (2.18) с непрерывной по

Гельдеру плотностью f+.

Рассмотрим две внутренние задачи — однородную задачу Дири-

хле:

∆u+ χ2
+u = 0, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ Γ,

и однородную задачу Неймана:

∆u+ χ2
+u = 0, x ∈ Ω,

∂u

∂ν
= 0, x ∈ Γ.

На Λ
(1)
0 \D коэффициент χ2

+ принимает положительные значения при

всех β ∈ G, и у этих задач могут существовать нетривиальные реше-

ния. Обозначим σ(D(+)) и σ(N (+)) множества собственных чисел за-

дач Дирихле и Неймана соответственно. Как известно, эти множества

не пересекаются, σ(D(+))
⋂
σ(N (+)) = ∅.

Докажем, что если u ∈ U – собственная функция задачи (2.1) –

(2.4), отвечающая собственному значению β ∈ Λ
(1)
0 \

(
D
⋃
σ(N (+))

)
,

то функция u представима в области Ω в виде потенциала простого

слоя (2.18) с непрерывной по Гельдеру плотностью f+. В силу дока-

занного выше, при любом β ∈ Λ
(1)
0 функция ∂u/∂ν не равна тож-

дественно нулю и непрерывна по Гельдеру на контуре Γ. Обозначим

∂u(x)/∂ν = g(x), x ∈ Γ. Функция u должна удовлетворять, таким

образом, условиям:

∆u+ χ2
+u = 0, x ∈ Ω, (2.35)
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∂u

∂ν
= g, x ∈ Γ, (2.36)

где g ∈ C0,α.

Будем разыскивать решение этой задачи в виде потенциала про-

стого слоя (2.18) c непрерывной по Гельдеру плотностью f+. Переходя

в (2.18) к пределу, устремляя точку x к контуру Γ, получаем инте-

гральное уравнение:

1

2
f+(x) +

∫

Γ

∂Φ+(β; x, y)

∂ν(x)
f+(y)dl(y) = g(x), x ∈ Γ. (2.37)

Покажем теперь, что однородное уравнение, соответствующее (2.37),

для любого β ∈ Λ
(1)
0 \

(
D
⋃
σ(N (+))

)
имеет лишь тривиальное реше-

ние. Однородная задача Неймана (2.35), (2.36) при

β ∈ Λ
(1)
0 \

(
D
⋃

σ(N (+))
)

и g = 0, x ∈ Γ, имеет лишь тривиальное решение. Разыскивая реше-

ние этой однородной задачи Неймана в виде потенциала простого слоя

(2.18) с непрерывной по Гельдеру плотностью f+, получаем однород-

ное уравнение, соответствующие (2.37). Это уравнение может иметь

лишь тривиальное решение. Действительно, если предположить об-

ратное, то представление (2.18) даст нетривиальное решение однород-

ной задачи Неймана. Потому что, как было доказано выше, если при

некотором β ∈ Λ
(1)
0 потенциал u, задаваемый соотношением (2.18),

равен нулю в Ω, то его плотность f+ = 0 на Γ.

Используя свойства функций Ханкеля, нетрудно убедиться, что

функция
∂Φ+(β; x, y)

∂ν(x)

является непрерывной функцией (x, y) ∈ Γ× Γ, а ее производная по

x является непрерывной функцией (x, y) ∈ {Γ×Γ}\{x = y} и имеет

особенность порядка ln |x − y| при любом β ∈ Λ
(1)
0 . Следовательно,

интегральный оператор в (2.37) является вполне непрерывным опе-

ратором, действующим в пространстве C0,α. В силу альтернативы
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Фредгольма имеем, что для любой правой части g ∈ C0,α уравне-

ние (2.37) имеет решение f+ ∈ C0,α. Таким образом, любая собствен-

ная функция задачи (2.1) – (2.4), отвечающая собственному значению

β ∈ Λ
(1)
0 \

(
D
⋃
σ(N (+))

)
, представима в области Ω в виде потенциала

простого слоя (2.18) с непрерывной по Гельдеру плотностью f+.

Докажем теперь, что если u ∈ U – собственная функция задачи

(2.1) – (2.4), отвечающая собственному значению

β ∈ Λ
(1)
0 \

(
D
⋃

σ(D(+))
)
,

то функция u представима в области Ω в виде потенциала простого

слоя (2.18) с непрерывной по Гельдеру плотностью f+. В силу дока-

занного выше, при любом β ∈ Λ
(1)
0 функция u не равна тождественно

нулю и непрерывно дифференцируема по Гельдеру на контуре Γ. Обо-

значим u(x) = g(x), x ∈ Γ. Функция u должна удовлетворять, таким

образом, условиям:

∆u+ χ2
+u = 0, x ∈ Ω, (2.38)

u = g, x ∈ Γ, (2.39)

где g ∈ C1,α.

Будем разыскивать решение этой задачи в виде потенциала про-

стого слоя (2.18) c непрерывной по Гельдеру плотностью f+. Переходя

в (2.18) к пределу, устремляя точку x к контуру Γ, получаем инте-

гральное уравнение:
∫

Γ

Φ+(β; x, y)f+(y)dl(y) = g(x), x ∈ Γ. (2.40)

Переходя к переменной интегрирования t параметрического опреде-

ления контура Γ, выделяя логарифмическую особенность ядра, запи-

шем это уравнение в виде:

Lp+B(β)p = f, t ∈ [0, 2π], (2.41)

77



где

Lp = − 1

2π

∫ 2π

0

ln | sin t− τ

2
|p(τ)dτ, t ∈ [0, 2π],

B(β)p =
1

2π

∫ 2π

0

h(β; t, τ)p(τ)dτ, t ∈ [0, 2π],

h(β; t, τ) = Φ+(β; x, y) +
1

2π
ln | sin t− τ

2
|,

p(t) = f+(x)|r′(t)| ∈ C0,α, g(t) ∈ C1,α,

x ≡ x(t), y ≡ y(τ).

Известно (см., напр., [15], с. 10), что оператор L : C0,α → C1,α непре-

рывно обратим и, следовательно, если оператор B : C0,α → C1,α

вполне непрерывен и однородное уравнение, соответствующее (2.41),

имеет только нулевое решение, то оператор A ≡ L+ B : C0,α → C1,α

непрерывно обратим.

Используя свойства функций Ханкеля, нетрудно убедиться, что

функция h(β; t, τ) является дважды непрерывно дифференцируемой

по t функцией (t, τ) ∈ [0, 2π] × [0, 2π] при любом β ∈ Λ
(1)
0 . Следо-

вательно, интегральный оператор B является вполне непрерывным

оператором, действующим из пространства C0,α в C1,α.

Покажем теперь, что однородное уравнение, соответствующее

(2.41), для любого β ∈ Λ
(1)
0 \

(
D
⋃
σ(D(+))

)
имеет лишь тривиаль-

ное решение. Однородная задача Дирихле (2.38), (2.39) при

β ∈ Λ
(1)
0 \

(
D
⋃

σ(D(+))
)

и g = 0, x ∈ Γ, имеет лишь тривиальное решение. Разыскивая реше-

ние однородной задачи Дирихле (2.38), (2.39) при g = 0, x ∈ Γ, в виде

потенциала простого слоя (2.18) с непрерывной по Гельдеру плот-

ностью f+, получаем однородное уравнение, соответствующие (2.41).

Это уравнение может иметь лишь тривиальное решение. Действи-

тельно, если предположить обратное, то представление (2.18) даст

нетривиальное решение однородной задачи Дирихле. Поскольку, как
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было доказано выше, если при некотором β ∈ Λ
(1)
0 потенциал u, зада-

ваемый соотношением (2.18), равен нулю в Ω, то его плотность f+ = 0

на Γ.

Имеем теперь, что для любой правой части g ∈ C1,α уравнение

(2.41) имеет решение f+ ∈ C0,α. Таким образом, любая собственная

функция задачи (2.1) – (2.4), отвечающая собственному значению

β ∈ Λ
(1)
0 \

(
D
⋃
σ(D(+))

)
, представима в области Ω в виде потенциала

простого слоя (2.18) с непрерывной по Гельдеру плотностью f+.

В силу того, что множества σ(D(+)) и σ(N (+)) не пересекаются,

из доказанного выше непосредственно следует, что любая собственная

функция задачи (2.1) – (2.4), отвечающая собственному значению

β ∈ Λ
(1)
0 \D,

представима в области Ω в виде потенциала простого слоя (2.18) с

непрерывной по Гельдеру плотностью f+.

Подведем итог доказанному. Любая собственная функция u ∈ U

задачи (2.1) – (2.4), отвечающая собственному значению β0 ∈ Λ
(1)
0 \D,

может быть представлена в виде потенциалов простого слоя (2.18),

(2.19) с непрерывными по Гельдеру плотностями f+, f∞, соответ-

ственно. Из построения оператор-функции A(β) очевидным образом

вытекает, что функция

w = (L((f+ − f∞)|r′|), f+ + f∞) ∈ W

является собственной функцией оператор-функции A(β), отвечаю-

щей характеристическому значению β0. ¤

Теорема 2.4. Регулярное множество оператор-функции A(β),

определенной в (2.24), не пусто, а именно, C
(1)
0

⋃
B ⊂ ρ(A). Харак-

теристическое множество σ(A) оператор-функции A(β) может

состоять лишь из изолированных точек, являющихся характери-

стическими значениями оператор-функции A(β). Каждое характе-

ристическое значение β оператор-функции A(β) непрерывно зави-
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сит от параметров (ω, n+, n∞) ∈ R3
+. Кроме того, с изменением па-

раметров (ω, n+, n∞) ∈ R3
+ характеристические значения оператор-

функции A(β) могут появляться и исчезать только на границе Λ,

то есть в точках ±kn+,±kn∞ и на бесконечности.

Доказательство. В силу фредгольмовости оператора A(β)

при каждом фиксированном (β;ω, n+, n∞) ∈ Λ×R3
+, установленной в

теореме 2.2, теоремы 2.1 о локализации собственных значений задачи

(2.1) – (2.4) и теоремы 2.3 о связи решений задач (2.1) – (2.4) и (2.24),

оператор A(β;ω, n+, n∞) обратим для любых

(β;ω, n+, n∞) ∈ (C
(1)
0

⋃
B)× R3

+.

Таким образом, справедливость настоящей теоремы непосредственно

следует из установленных в теореме 2.2 свойств оператор функции

A(β;ω, n+, n∞), теоремы И.Ц. Гохберга, М.Г. Крейна [19] об изоли-

рованности характеристических значений фредгольмовой голоморф-

ной оператор функции A(β) при наличии в области ее голоморфно-

сти хотя бы одной регулярной точки, и теоремы S. Steinberg [173] о

поведении характеристических значений такой оператор-функции в

зависимости от изменения вещественного параметра ω в случае, если

оператор-функция является совместно непрерывной функцией β и ω.

Отметим, что теорема S. Steinberg справедлива для частного случая,

когда оператор-функция A(β, ω) имеет вид A(β, ω) = I+B(β, ω), где

B(β, ω) – вполне непрерывный оператор. ¤

§ 2. Векторная задача в полной электродинамической

постановке

1. Постановка задачи и локализация собственных значе-

ний. Сформулируем задачу о собственных волнах цилиндрического

диэлектрического волновода с произвольным контуром поперечно-

го сечения и произвольным постоянным показателем преломления.
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Пусть область поперечного сечения волновода Ω ограничена дважды

непрерывно дифференцируемым контуром Γ. Показатель преломле-

ния n является кусочно-постоянной функцией, а именно, – равен кон-

станте n+ в области Ω, а в области Ω∞ = R2 \ Ω – константе n∞;

0 < n∞ < n+. Будем считать, что постоянная распространения β –

неизвестный комплексный параметр, ω > 0 – заданная частота элек-

тромагнитных колебаний. Задача сводится (см. параграф 1 главы 1)

к отысканию таких значений параметра β, при которых существуют

нетривиальные решения E, H системы уравнений:

rotβE =iωµ0H, rotβH =− iωε0n
2E, x ∈ R2 \ Γ, (2.42)

где ε0 – диэлектрическая проницаемость свободного пространства,

µ0 – магнитная проницаемость свободного пространства, векторная

операция rotβ определена равенством (1.4), с. 33.

Обозначим через U множество функций непрерывных и непре-

рывно дифференцируемых в Ω и Ω∞, дважды непрерывно диффе-

ренцируемых в Ω и Ω∞. Будем разыскивать нетривиальные решения

{E,H} системы (2.42) в пространстве U 6 = U × . . .× U .

Потребуем, чтобы на контуре Γ векторы E, H удовлетворяли усло-

виям сопряжения (см. параграф 1 главы 1), которые заключаются в

том, что при переходе через эту границу касательные составляющие

векторов E, H должны быть непрерывны:

ν × E+ = ν × E−, x ∈ Γ, (2.43)

ν × H+ = ν × H−, x ∈ Γ. (2.44)

Здесь E+ – предельное значение функции E из области Ω∞, куда на-

правлен вектор нормали ν, E− – предельное значение функции E из

области Ω; ν × E – векторное произведение векторов.

Следуя результатам параграфа 1 главы 1, будем предполагать,

что функции E, H удовлетворяют “парциальным” условиям излуче-

ния, то есть существует такая константа R0, что для всех x : |x| ≥ R0
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функции E, H разлагаются в равномерно и абсолютно сходящиеся

ряды: [
E

H

]
=

∞∑

l=−∞

[
Al

Bl

]
H

(1)
l (χ∞r) exp (ilϕ) . (2.45)

Здесь χ∞ =
√
k2n2∞ − β2, k2 = ε0µ0ω

2.

При этом будем предполагать, что постоянные распростране-

ния β принадлежат множеству Λ – пересечению римановых поверх-

ностей Λ+ и Λ∞ функций lnχ+(β) и lnχ∞(β), соответственно:

Λ = Λ+

⋂
Λ∞. (2.46)

Здесь χ+ =
√
k2n2+ − β2.

Строение поверхности Λ∞ подробно рассмотрено в параграфе 1

главы 1 (там она была обозначена Λ). Строение поверхности Λ+ аб-

солютно аналогично. Пусть

Λ
(1)
0 = Λ

(1)
+0

⋂
Λ
(1)
∞0

– пересечение главных (“физических”) листов этих поверхностей,

определяемых условиями:

−π/2 < argχ+(β) <3π/2, Im (χ+(β)) ≥ 0, β ∈ Λ
(1)
+0, (2.47)

−π/2 < argχ∞(β) <3π/2, Im (χ∞(β)) ≥ 0, β ∈ Λ
(1)
∞0. (2.48)

Обозначим вещественную ось листа Λ
(1)
0 символом R

(1)
0 . Пусть G

– объединение двух интервалов на оси R
(1)
0 :

G =
{
β ∈ R(1)

0 : kn∞ < |β| < kn+

}
.

Обозначим символом D множество:

D =
{
β ∈ Λ

(1)
0 : Reβ = 0

}⋃{
β ∈ R(1)

0 : |β| < kn∞
}
,

символом C
(1)
0 – множество:

C
(1)
0 =

{
β ∈ Λ

(1)
0 : Reβ 6= 0

}
\ R(1)

0 ,
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а символом B – множество:

B =
{
β ∈ R(1)

0 : |β| > kn+

}
.

Определение 2.7. Ненулевой вектор {E,H} ∈ U 6, будем назы-

вать собственным вектором задачи (2.42) – (2.45) отвечающим соб-

ственному значению β ∈ Λ, если выполнены условия (2.42) – (2.45).

Теорема 2.5. Мнимая и вещественная оси листа Λ
(1)
0 за исклю-

чением множества G не содержат собственных значений задачи

(2.42) – (2.45).

Доказательство. Вещественная и мнимая оси листа Λ
(1)
0 пред-

ставляют собой объединение трех множеств B, D и G. Докажем, что

множества B и D свободны от собственных значений задачи (2.42) –

(2.45). Предположим, что {E,H} – собственный вектор задачи (2.42)

– (2.45), отвечающий собственному значению β ∈ B
⋃
D. Согласно

утверждению 1.1, с. 34, для всех x из R2 \ Γ имеет место равенство:

rotβ (rotβE) = k2n2E, (2.49)

Введем следующие обозначения:

ΩR = {x ∈ Ω∞ : |x| < R} ,

ΓR = {x ∈ Ω∞ : |x| = R} ,

где R ≥ R0. Умножая скалярно обе части уравнения (2.49 ) на Ē,

интегрируя по области Ω
⋃

ΩR, применяя формулу интегрирования

по частям и используя граничные условия (2.43), (2.44), получаем

равенство:
∫

Ω
⋃

ΩR

|rotβE|2 dx+

∫

ΓR

ν × rotβE · Ēdx = k2
∫

Ω
⋃

ΩR

n2 |E|2 dx. (2.50)
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Для любой функции E, разлагающийся в ряд (2.45), и любого

β ∈ D (то есть при χ∞ > 0) справедливо равенство:

Im

∫

ΓR

ν × rotβE · Ēdx = −4
∞∑

l=−∞
|Al|2 . (2.51)

В этом можно убедиться непосредственными вычислениями. Из двух

последних равенств следует, что Al = 0 для всех l и R ≥ R0. Сле-

довательно, E = 0 при |x| ≥ R0. Как было доказано в утверждении

1.2, с. 35, функция E удовлетворяет в области Ω∞ уравнению Гельм-

гольца (1.16) с постоянным коэффициентом, следовательно, является

аналитической по x в Ω∞. Таким образом,

E = 0, x ∈ Ω∞. (2.52)

Следовательно,

H = 1/(iωµ0)rotβE = 0, x ∈ Ω∞. (2.53)

Докажем теперь, что вектор {E,H} равен нулю и в области Ω.

Согласно утверждению 1.4, с. 37, все компоненты этого вектора в

рассматриваемом случае выражаются через две функции E3 и H3,

удовлетворяющие в области Ω уравнению Гельмгольца (1.23), с. 37, с

постоянным коэффициентом. Из (2.52), (2.53) и условий сопряжения

(1.28), с. 38, получаем следующие предельные значения:

E3
− = 0,

∂E3

∂ν

−
= 0, H3

− = 0,
∂H3

∂ν

−
= 0, x ∈ Γ. (2.54)

Применяя в области Ω к функциям E3 и H3 третью формулу Гри-

на (2.8), с. 58, выражающую решение уравнения Гельмгольца (1.23),

с. 37, в Ω через предельное значение решения и его нормальной произ-

водной на Γ, заключаем что E3 = 0 и H3 = 0 в области Ω. Используя

представления (1.20), (1.21), с. 36, для остальных компонент вектора

{E,H}, заключаем, что он равен нулю в Ω. В силу предположения о

гладкости {E,H} этот вектор равен нулю и на контуре Γ. Итак, мы
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доказали что при β ∈ D вектор {E,H} обращается в нуль на всей

плоскости R2. Это противоречит предположению о том, что вектор

{E,H} является собственным вектором задачи (2.42) – (2.45) отве-

чающим собственному значению β ∈ D. Следовательно, множество

β ∈ D свободно от собственных значений задачи (2.42) – (2.45).

Для любого β ∈ B и любой функции E, разлагающийся в ряд

(2.45), в силу асимптотики (1.36), с. 44, подынтегральные выражения

в равенстве (2.50) экспоненциально убывают при |x| → ∞. Переходя

в (2.50) к пределу при R→∞, получаем следующее равенство:
∫

Ω
⋃

Ω∞

|rotβE|2 dx = k2
∫

Ω
⋃

Ω∞

n2 |E|2 dx. (2.55)

Используя уравнения (1.9) и (1.13), с. 34, формулу интегрирования

по частям и условие сопряжения (2.43), получаем равенство:
∫

Ω
⋃

Ω∞

|rotβE|2 dx =

∫

Ω
⋃

Ω∞

|∇E|2 dx+ β2

∫

Ω
⋃

Ω∞

|E|2 dx. (2.56)

Объединяя (2.55) и (2.56), получаем неравенство:
∫

Ω
⋃

Ω∞

|∇E|2 dx+ (β2 − k2n2+)

∫

Ω
⋃

Ω∞

|E|2 dx ≤ 0. (2.57)

Для любого β ∈ B коэффициент при втором слагаемом в неравенстве

(2.57) больше нуля, следовательно,

E = 0, H = 1/(iωµ0)rotβE = 0, x ∈ R2.

Это противоречит предположению о том, что вектор {E,H} является

собственным вектором задачи (2.42) – (2.45), отвечающим собствен-

ному значению β ∈ B. Таким образом, множество β ∈ B свободно от

собственных значений задачи (2.42) – (2.45). ¤

Отметим, что доказать отсутствие собственных значений β зада-

чи (2.42) – (2.45) в области G с помощью неравенства (2.57) нельзя
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в силу того, что для любого β ∈ G коэффициент при втором сла-

гаемом в неравенстве (2.57) меньше нуля. Также нельзя доказать с

помощью этого неравенства и отсутствие собственных значений вне

вещественной оси листа Λ
(1)
0 , так как формула (2.56), из которой выте-

кает неравенство (2.57), справедлива лишь для вещественных β ∈ B.

Вещественным β ∈ G соответствуют поверхностные волны, существо-

вание которых мы докажем в параграфе 2 главы 4. Комплексным

β ∈ C(1)
0 отвечают комплексные собственные волны. Теорема 2.5 обоб-

щает результаты [64] и [7] о локализации спектра собственных волн

диэлектрического волновода кругового сечения, полученные на осно-

ве анализа характеристического уравнения метода разделения пере-

менных (см. пункт 1 параграфа 3 главы 1).

2. Нелинейная спектральная задача для системы сингу-

лярных интегральных уравнений по контуру поперечного

сечения волновода. Сведем теперь задачу (2.42) – (2.45) к нели-

нейной спектральной задаче для системы сингулярных интегральных

уравнений по контуру поперечного сечения волновода. Пусть вектор

{E,H} ∈ U 6, является собственным вектором задачи (2.42) – (2.45)

отвечающим собственному значению β ∈ Λ. Напомним, что точки

ветвления β = ±kn+, β = ±kn∞ не принадлежат поверхности Λ.

Следовательно, как было доказано в утверждении 1.4, с. 37, суще-

ствуют потенциальные функции u, v ∈ U , такие, что

E1 =
i

k2n2 − β2

(
µ0ω

∂v

∂x2
+ β

∂u

∂x1

)
,

E2 =
−i

k2n2 − β2

(
µ0ω

∂v

∂x1
− β

∂u

∂x2

)
,

E3 = u,

(2.58)

H1 =
i

k2n2 − β2

(
β
∂v

∂x1
− ε0n

2ω
∂u

∂x2

)
,

H2 =
i

k2n2 − β2

(
β
∂v

∂x2
+ ε0n

2ω
∂u

∂x1

)
,

H3 = v.

(2.59)
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Потенциальные функции u(x) и v(x) для всех x ∈ R2 \ Γ удовлетво-

ряют уравнениям Гельмгольца:

[
∆+

(
k2n2+ − β2

)]
[
u

v

]
= 0, x ∈ Ω, (2.60)

[
∆+

(
k2n2∞ − β2

)]
[
u

v

]
= 0, x ∈ Ω∞. (2.61)

Как было доказано в утверждении 1.5, с. 37, на контуре Γ должны

выполняться условия сопряжения:

u+ = u−, v+ = v−, x ∈ Γ,
1

k2n2+ − β2

(
β
∂v

∂τ
+ ε0n

2
+ω

∂u−

∂ν

)
=

=
1

k2n2∞ − β2

(
β
∂v

∂τ
+ ε0n

2
∞ω

∂u+

∂ν

)
, x ∈ Γ,

1

k2n2+ − β2

(
β
∂u

∂τ
− µ0ω

∂v−

∂ν

)
=

=
1

k2n2∞ − β2

(
β
∂u

∂τ
− µ0ω

∂v+

∂ν

)
, x ∈ Γ.

(2.62)

Из разложения (2.45) следует, что для всех x : |x| ≥ R0 функции

u, v разлагаются в равномерно и абсолютно сходящиеся ряды:
[
u

v

]
=

∞∑

l=−∞

[
A3,l

B3,l

]
H

(1)
l (χ∞r) exp (ilϕ) . (2.63)

Очевидно, что если при некотором β0 ∈ Λ будет найдено нетриви-

альное решение {u, v} ∈ U 2 задачи (2.60) – (2.63), то вектор, постро-

енный по формулам (2.58) (2.59), будет собственным вектором задачи

(2.42) – (2.45), отвечающим собственному значению β0. Решения за-

дачи (2.60) – (2.63) будем разыскивать в виде потенциалов простого

слоя: [
u(x)

v(x)

]
=

∫

Γ

Φ+(β; x, y)

[
f+(y)

g+(y)

]
dl(y), x ∈ Ω, (2.64)

[
u(x)

v(x)

]
=

∫

Γ

Φ∞(β; x, y)

[
f∞(y)

g∞(y)

]
dl(y), x ∈ Ω∞, (2.65)
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с плотностями f+, f∞, g+, g∞, принадлежащими пространству непре-

рывных по Гельдеру функций C0,α. Здесь

Φ+ (β; x, y) =
i

4
H

(1)
0 (χ+ (β) |x− y|) , (2.66)

Φ∞ (β; x, y) =
i

4
H

(1)
0 (χ∞ (β) |x− y|) . (2.67)

При всех β ∈ Λ и f+, f∞, g+, g∞ ∈ C0,α функции u, v, задавае-

мая равенствами (2.64), (2.65), удовлетворяют требуемым свойствам

гладкости и уравнениям (2.60), (2.61). С помощью разложения (2.14)

нетрудно убедиться, что функции u, v удовлетворяют условию (2.63).

Используем теперь граничные условия (2.62) для того, чтобы по-

лучить нелинейную спектральную задачу для системы интегральных

уравнений. Граничные условия (2.62) содержат предельные значения

касательных производных функций u, v на контуре Γ. По аналогии

с [78], с. 56, можно показать, что для любого β ∈ Λ касательные

производные потенциалов простого слоя (2.64) с непрерывными по

Гельдеру плотностями при x → z ∈ Γ представимы сингулярными

интегралами с ядром Коши:

lim
x→z∈Γ

∂u(x)

∂τ
=

∫

Γ

∂

∂τ(x)
Φ+(β; z, y)f+(y)dl(y), z ∈ Γ,

lim
x→z∈Γ

∂v(x)

∂τ
=

∫

Γ

∂

∂τ(x)
Φ+(β; z, y)g+(y)dl(y), z ∈ Γ.

Используя граничные условия (2.62), предельные свойства потенци-

алов простого слоя, их нормальных и касательных производных, по-

лучаем нелинейную спектральную задачу для системы интегральных

уравнений:

(A(β)f) (x) = 0, x ∈ Γ. (2.68)
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Здесь

Af =




A(1,1) A(1,2) 0 0

0 0 A(2,3) A(2,4)

A(3,1) A(3,2) A(3,3) 0

A(4,1) 0 A(4,3) A(4,4)







f+

f∞

g+

g∞



,

(
A(1,1)(β)f+

)
(x) =

∫

Γ

Φ+ (β; x, y) f+ (y) dl (y) , x ∈ Γ,

(
A(1,2)(β)f∞

)
(x) = −

∫

Γ

Φ∞ (β; x, y) f∞ (y) dl (y) , x ∈ Γ,

(
A(2,3)(β)g+

)
(x) =

∫

Γ

Φ+ (β; x, y) g+ (y) dl (y) , x ∈ Γ,

(
A(2,4)(β)g∞

)
(x) = −

∫

Γ

Φ∞ (β; x, y) g∞ (y) dl (y) , x ∈ Γ,

(
A(3,1)(β)f+

)
(x) =

=
ε0n

2
+ω

χ2
+(β)


f+(x)

2
+

∫

Γ

∂Φ+ (β; x, y)

∂ν (x)
f+ (y) dl (y)


 , x ∈ Γ,

(
A(3,2)(β)f∞

)
(x) =

= −ε0n
2
∞ω

χ2
∞(β)


−f∞(x)

2
+

∫

Γ

∂Φ∞ (β; x, y)

∂ν (x)
f∞ (y) dl (y)


 , x ∈ Γ,

(
A(3,3)(β)g+

)
(x) =

=

(
β

χ2
+(β)

− β

χ2∞(β)

)∫

Γ

∂Φ+ (β; x, y)

∂τ (x)
g+ (y) dl (y), x ∈ Γ,

(
A(4,1)(β)f+

)
(x) =

=

(
β

χ2
+(β)

− β

χ2∞(β)

)∫

Γ

∂Φ+ (β; x, y)

∂τ (x)
f+ (y) dl (y), x ∈ Γ,
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(
A(4,3)(β)g+

)
(x) =

= − µ0ω

χ2
+(β)


g+(x)

2
+

∫

Γ

∂Φ+ (β; x, y)

∂ν (x)
g+ (y) dl (y)


 , x ∈ Γ,

(
A(4,4)(β)g∞

)
(x) =

=
µ0ω

χ2
∞(β)


−g∞(x)

2
+

∫

Γ

∂Φ∞ (β; x, y)

∂ν (x)
g∞ (y) dl (y)


 , x ∈ Γ.

Функции Φ+(β; x, y), Φ∞(β; x, y) имеют логарифмическую особен-

ность при x = y. Ядра интегральных операторов, содержащих нор-

мальные производные этих функций непрерывны. Операторы, яд-

ра которых содержат касательные производные функций Φ+(β; x, y),

Φ∞(β; x, y), – сингулярные интегральные операторы с ядром Коши.

Пусть контур Γ задан параметрически r = r(t), t ∈ [0, 2π]. Переходя

к переменной интегрирования t, и выделяя явно особенности ядер,

преобразуем систему (2.68) к виду:

(C(β)w)( t) + (B(β)w)( t) = 0, t ∈ [0, 2π]. (2.69)

Здесь вектор w =
(
w(j)

)4
j=1

– это вектор с компонентами:

w(1)(t) = (f+(x)− f∞(x))|r′(t)|,

w(2)(t) = (g+(x)− g∞(x))|r′(t)|,
w(3)(t) = f+(x)|r′(t)|,
w(4)(t) = g+(x)|r′(t)|.

Интегральные операторы C и B определены с помощью следующих

равенств:

C(β)w =




I 0 0 0

0 I 0 0

c3,1(β)I c3,2(β)S c3,3(β)I c3,4(β)S

c4,1(β)S c4,2(β)I c4,3(β)S c4,4(β)I







w(1)

w(2)

w(3)

w(4)



, (2.70)
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c3,1(β) =
ωε0n

2
∞

χ2
∞ (β)

, c3,2(β) = c4,1(β) =
β

χ2
∞ (β)

,

c3,3(β) =
ωε0n

2
+

χ2
+ (β)

+
ωε0n

2
∞

χ2∞ (β)
, c3,4(β) = c4,3(β) =

β

χ2
+ (β)

− β

χ2∞ (β)
,

c4,2(β) = −
ωµ0
χ2
∞ (β)

c4,4(β) = −
ωµ0
χ2
+ (β)

− ωµ0
χ2
∞ (β)

,

B(β)w =




B(1,1) (β) 0 B(1,3) (β) 0

0 B(2,2) (β) 0 B(2,4) (β)

B(3,1) (β) B(3,2) (β) B(3,3) (β) B(3,4) (β)

B(4,1) (β) B(4,2) (β) B(4,3) (β) B(4,4) (β)







w(1)

w(2)

w(3)

w(4)



,

(2.71)

B(1,1) (β) = B(2,2) (β) = L−1B(1)
∞ (β) ,

B(1,3) (β) = B(2,4) (β) = L−1
(
B

(1)
+ (β)−B(1)

∞ (β)
)
,

B(3,1) (β) = −ωε0n
2
∞

χ2∞ (β)
B(2)
∞ (β) ,

B(3,2) (β) = B(4,1) (β) =
β

χ2
∞ (β)

B(3)
∞ (β) ,

B(3,3)(β) = −ωε0n
2
+

χ2
+ (β)

B
(2)
+ (β)− ωε0n

2
∞

χ2
∞ (β)

B(2)
∞ (β) ,

B(3,4)(β) = B(4,3)(β) =
β

χ2
+ (β)

B
(3)
+ (β)− β

χ2
∞ (β)

B(3)
∞ (β) ,

B(4,2)(β) =
ωµ0
χ2∞ (β)

B(2)
∞ (β) ,

B(4,4)(β) =
ωµ0
χ2
+ (β)

B
(2)
+ (β) +

ωµ0
χ2∞ (β)

B(2)
∞ (β) .

Здесь I – единичный оператор в пространстве C0,α, остальные опера-

торы имеют следующий вид:

Lu = − 1

2π

2π∫

0

ln |sin t− τ

2
|u(τ)dτ, t ∈ [0, 2π], (2.72)

Su =
1

2π

2π∫

0

ctg
τ − t

2
u(τ)dτ +

i

2π

2π∫

0

u(τ)dτ, t ∈ [0, 2π], (2.73)
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B
(k)
+/∞(β)u =

1

2π

2π∫

0

h
(k)
+/∞(β; t, τ)u(τ)dτ, t ∈ [0, 2π], k = 1, 2, 3,

где

h
(1)
+/∞(β; t, τ) = 2πΦ+/∞(β; x, y) + ln |sin t− τ

2
|,

h
(2)
+/∞(β; t, τ) = 4π|r′(τ)|∂Φ+/∞(β; x, y)

∂ν(x)
,

h
(3)
+/∞(β; t, τ) = 2|r′(τ)|

∂h
(1)
+/∞(β; t, τ)

∂τ(x)
− i,

x ≡ x(t), y ≡ y(τ).

Известно, что линейный непрерывный оператор L : C0,α → C1,α,

определенный равенством (2.72), непрерывно обратим (см., напр.,

[15], c. 10). При любом β ∈ Λ операторы

B
(1)
+/∞(β) : C

0,α → C1,α,

B
(2)
+/∞(β), B

(3)
+/∞(β), : C

0,α → C0,α,

вполне непрерывны в силу того, что ядра h
(2)
+/∞, h

(3)
+/∞ не имеют осо-

бенности при t = τ , а ядра h
(1)
+/∞ являются дважды непрерывно диф-

ференцируемыми по t функциями (t, τ) ∈ [0, 2π] × [0, 2π]. В этом

нетрудно убедиться, используя свойства функций Ханкеля. Следова-

тельно, для любого β ∈ Λ оператор B(β), определенный равенством

(2.71), является вполне непрерывным оператором, действующим в ба-

наховом пространстве

W = C0,α × C0,α × C0,α × C0,α.

Линейный непрерывный оператор S : C0,α → C0,α, определенный

равенством (2.73), непрерывно обратим (см., напр., [78], с. 118). Точ-

ки ветвления β = ±kn+, β = ±kn∞ не принадлежат поверхности Λ.

Следовательно, линейный непрерывный оператор C : W → W , опре-

деленный равенством (2.70), непрерывно обратим в W при любом

значении β ∈ Λ.
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Таким образом, система интегральных уравнений (2.69) эквива-

лентна операторному уравнению:

A(β)w ≡ (I +B(β))w = 0, (2.74)

где вполне непрерывный оператор B, действующий в банаховом про-

странстве W , определяется при помощи равенства:

B(β) = C−1(β)B(β),
а I – единичный оператор в W .

Обозначим R+ = {x ∈ R : x > 0}.
Теорема 2.6. При каждом фиксированном

(β;ω, n+, n∞) ∈ Λ× R3
+

оператор A(β;ω, n+, n∞) : W → W фредгольмов. При каждом фик-

сированном (ω, n+, n∞) ∈ R3
+ оператор-функция A(β;ω, n+, n∞) го-

ломорфна по β ∈ Λ. Оператор-функция A(β;ω, n+, n∞) непрерывна

по (β;ω, n+, n∞) ∈ Λ× R3
+.

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоре-

мы 2.2, с. 66.

Таким образом, задача (2.74) является спектральной задачей для

фредгольмовой голоморфной оператор-функции.

Определение 2.8. Ненулевую функцию w ∈ W будем называть

собственной функцией оператор-функции A(β), отвечающей харак-

теристическому значению β ∈ Λ, если выполнено уравнение (2.74).

Характеристическим множеством оператор-функции A(β) будем на-

зывать множество чисел β ∈ Λ, для которых оператор A(β) не имеет

ограниченного обратного вW . Это множество будем обозначать σ(A).

3. Дискретность характеристического множества и зави-

симость характеристических значений от параметров. От-

носительно эквивалентности задач (2.42) – (2.45) и (2.74) справедлива

следующая теорема, доказательство которой аналогично доказатель-

ству теоремы 2.3, с. 67.
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Теорема 2.7. Если w ∈ W является собственной функцией

оператор-функции A(β), отвечающей характеристическому значе-

нию β0 ∈ Λ
(1)
0 \ D, то вектор {E,H}, построенный по формулам

(2.58), (2.59), где функции u, v определяются равенствами (2.64),

(2.65), β = β0,

f+ = w(3)/|r′|,

f∞ =
(
w(3) − w(1)

)
/|r′|,

g+ = w(4)/|r′|,

g∞ =
(
w(4) − w(2)

)
/|r′|,

принадлежит множеству U 6 и является собственным вектором

задачи (2.42) – (2.45), отвечающим собственному значению β0. Ес-

ли вектор {E,H} является собственным вектором задачи (2.42) –

(2.45), отвечающим собственному значению β0 ∈ Λ
(1)
0 \ D, то по-

тенциальные функции u = E3 и v = H3 могут быть представлены

в виде потенциалов простого слоя (2.64), (2.65) с непрерывными по

Гельдеру плотностями f+, f∞ и g+, g∞, соответственно. При этом

функция

w = ((f+ − f∞)|r′|, (g+ − g∞)|r′|, f+|r′|, g+|r′|) ∈ W

является собственной функцией оператор-функции A(β), отвечаю-

щей характеристическому значению β0.

Из теорем 2.5, 2.6 и 2.7 и результатов [19], [173] непосредственно

следует

Теорема 2.8. Регулярное множество оператор-функции A(β),

определенной в (2.74), не пусто, а именно, B ⊂ ρ(A). Характе-

ристическое множество σ(A) оператор-функции A(β) может со-

стоять лишь из изолированных точек, являющихся характеристи-

ческими значениями оператор-функции A(β). Каждое характери-

стическое значение β оператор-функции A(β) непрерывно зависит
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от параметров (ω, n+, n∞) ∈ R3
+. Кроме того, с изменением пара-

метров (ω, n+, n∞) ∈ R3
+ характеристические значения оператор-

функции A(β) могут появляться и исчезать только на границе Λ,

то есть в точках ±kn+,±kn∞ и на бесконечности.
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Глава 3

ОБЩИЕ ЗАДАЧИ О СОБСТВЕННЫХ ВОЛНАХ

ВОЛНОВОДОВ С РАЗМЫТОЙ ГРАНИЦЕЙ

§ 1. Скалярная задача в приближении

слабонаправляющего волновода

1. Постановка задачи и локализация собственных значе-

ний. Сформулируем задачу о собственных волнах цилиндрического

диэлектрического волновода с размытой границей, имеющего пере-

менный показатель преломления близкий к показателю преломления

окружающей среды. Обозначим символом R2 плоскость поперечного

сечения волновода {x3 = const}. Обозначим через C2(R2) простран-

ство комплекснозначных дважды непрерывно дифференцируемых в

R2 функций. Пусть Ω – ограниченная, не обязательно односвязная об-

ласть на плоскости R2. Относительно показателя преломления вол-

новода n предположим следующее: n – вещественная функция, не

зависящая от x3;

n = n∞ = const, x /∈ Ω;

n+ = max
x∈Ω

n(x) > n∞ > 0.

Будем считать, что постоянная распространения β – неизвестный

комплексный параметр, ω > 0 – заданная частота электромагнитных

колебаний. В скалярном приближении слабонаправляющего волно-

вода (см. параграф 2 главы 1) задача сводится к отысканию таких

значений параметра β, при которых существуют нетривиальные ре-

шения уравнения Гельмгольца:

[
∆+

(
k2n2 − β2

)]
u = 0, x ∈ R2. (3.1)



Здесь k2 = ω2ε0µ0, ε0 – электрическая постоянная, µ0 – магнитная

постоянная.

Всюду в этой главе будем предполагать, что волновод имеет раз-

мытую границу, а именно, что n ∈ C2(R2). Это предположение суще-

ственно используется в следующем параграфе при решении вектор-

ной задачи о собственных волнах. Результаты настоящего параграфа

справедливы [57] для более общего случая: n ∈ C1(Ω), граница Γ об-

ласти Ω – липшицева кривая, на Γ функция u ∈ U удовлетворяет

условиям сопряжения (2.3), с. 54. Однако, в целях единства изложе-

ния материала, ограничимся предположением, что n ∈ C2(R2) и в

настоящем параграфе.

Будем разыскивать нетривиальные решения u(x) задачи (3.1),

(3.2) в пространстве C2(R2). Будем предполагать, что функция u

удовлетворяет на бесконечности “парциальным” условиям излучения

(1.58), с. 49, то есть при достаточно большом R0 для всех |x| ≥ R0

представима в виде абсолютно и равномерно сходящегося ряда:

u(r, ϕ) =
∞∑

l=−∞
alH

(1)
l (χ∞r) exp(ilϕ), (3.2)

где x1 = r cos(ϕ), x2 = r sin(ϕ), H
(1)
l – функции Ханкеля первого рода

порядка l,

χ∞(β) =
√
kn2∞ − β2.

Будем предполагать, что постоянные распространения β принад-

лежат римановой поверхности Λ функции lnχ∞(β). Строение поверх-

ности Λ подробно рассмотрено в параграфе 1 главы 1. Обозначим

через G объединение двух интервалов на вещественной оси главного

листа Λ
(1)
0 римановой поверхности Λ:

G =
{
β ∈ Λ

(1)
0 : Imβ = 0, kn∞ < |β| < kn+

}
.

Обозначим через B бесконечный интервал на вещественной оси ли-

ста Λ
(1)
0 :

B =
{
β ∈ Λ

(1)
0 : Imβ = 0, |β| > kn+

}
.
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Обозначим через D разрез, вдоль которого соединены листы Λ
(1)
0

и Λ
(2)
0 :

D =
{
β ∈ Λ

(1)
0 : Reβ = 0

}⋃{
β ∈ Λ

(1)
0 : Imβ = 0, |β| < kn∞

}
.

Определение 3.9. Ненулевую функцию u ∈ C2(R2) будем назы-

вать собственной функцией задачи (3.1), (3.2), отвечающей собствен-

ному значению β ∈ Λ, если выполнены условия (3.1), (3.2).

Теорема 3.9. На Λ
(1)
0 собственные значения задачи (3.1), (3.2)

могут принадлежать лишь множеству G.

Доказательство. Пусть u – собственная функция задачи (3.1),

(3.2), отвечающая собственному значению β ∈ D. Применим в обла-

сти ΩR, R ≥ R0, к функциям u и u формулу Грина:
∫

ΩR

(u∆u− u∆u)dx =

∫

ΓR

(
u
∂u

∂r
− u

∂u

∂r

)
dl.

Получим равенство:
∫

ΓR

(
u
∂u

∂r
− u

∂u

∂r

)
dl = 0, R ≥ R0,

так как k2n2 > β2 при β ∈ D. Отсюда, используя условие (3.2) и

ортогональность тригонометрических функций, для любого R ≥ R0

получим:

2πχ∞R
∞∑

l=−∞

[
H

(1)
l (χ∞R)H

(2)′
l (χ∞R)−H

(2)
l (χ∞R)H

(1)′
l (χ∞R)

]
×

× |al|2 = 0,

где al – коэффициенты ряда (3.2), в который разлагается функция u.

Хорошо известно (см., напр., [108]), что выражение, стоящее в этой

сумме в квадратных скобках, от l не зависит, а именно:

H
(1)
l (χ∞R)H

(2)′
l (χ∞R)−H

(2)
l (χ∞R)H

(1)′
l (χ∞R) =

4

iπχ∞R
,
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где l = 0,±1,±2, . . . Следовательно, для любого x ∈ R2 \ ΩR0 все ко-

эффициенты al в разложении (3.2) обращаются в нуль. А это значит,

что u = 0 при x ∈ R2 \ΩR0. Оператор Гельмгольца (3.1) имеет внутри

области ΩR0 фундаментальное решение (см., напр., [29]). Обозначим

его через Φ(β; x, y). Используя третью формулу Грина, выражающую

решение уравнения (3.1) в ΩR0 через значение решения и его нормаль-

ной производной на ΓR0,

u(x) = −
∫

ΓR0

[
u−(y)

∂Φ(β; x, y)

∂ν(y)
− ∂u−(y)

∂ν(y)
Φ(β; x, y)

]
dl(y), x ∈ ΩR0,

(3.3)

найдем, что u = 0 при x ∈ ΩR0. Итак, задача (3.1), (3.2) при β ∈ D

имеет только тривиальное решение.

При остальных β ∈ Λ
(1)
0 из условий (3.1), (3.2) и асимптотической

формулы (1.36), с. 44, нетрудно получить равенство:
∫

R2

|∇u|2dx+

∫

R2

(β2 − k2n2)|u|2dx = 0. (3.4)

Для этого надо применить в ΩR формулу Грина:
∫

ΩR

∇u · ∇udx+
∫

ΩR

u∆udx =

∫

ΓR

u
∂u

∂r
dl

и устремить R к бесконечности. При этом надо учесть, что согласно

асимптотике (1.36), с. 44, все подынтегральные выражения в этой

формуле экспоненциально убывают на бесконечности при любом

β ∈ Λ
(1)
0 \D.

При вещественных β, лежащих в интервале B, равенству (3.4) удо-

влетворяет лишь нулевая функция u. Действительно, если β ∈ B и

|β| > kn+, то из этого равенства сразу вытекает, что u = 0 на всей

плоскости. А, если β ∈ B и |β| = kn+, то из него следует, что ∇u = 0

в R2, то есть u всюду принимает постоянное значение. Но из асимп-

тотики (1.36), с. 44, вытекает, что на бесконечности u обращается в
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нуль. Значит u равняется нулю всюду. Возьмем от левой и правой

частей равенства (3.4) мнимую часть, получим:

Imβ2

∫

R2

|u|2dx = 0.

Следовательно, собственные значения β задачи (3.1), (3.2) на Λ
(1)
0 не

могут иметь одновременно мнимую и вещественную части отличными

от нуля, то есть принадлежать множеству Λ
(1)
0 \ (B⋃D

⋃
G). ¤

2. Нелинейная спектральная задача для интегрального

уравнения по области поперечного сечения волновода. Све-

дем задачу (3.1), (3.2) к спектральной задаче для интегральной фред-

гольмовой голоморфной по β ∈ Λ и непрерывной по

(β;ω, n∞) ∈ Λ× R2
+

оператор-функции с целью изучения качественных свойств спектра.

Лемма 3.1. Пусть u – собственная функция задачи (3.1), (3.2),

отвечающая собственному значению β ∈ Λ. Тогда

u(x) = (B(β)u) (x), x ∈ R2, (3.5)

где (B(β)u) (x) =

∫

Ω

Φ∞ (β; x, y) p(y)u(y)dy, p(y) = k2n2(y)−k2n2∞,

Φ∞ (β; x, y) =
i

4
H

(1)
0 (χ∞(β) |x− y|) , x ∈ R2, y ∈ Ω.

Доказательство. Запишем уравнение (3.1) в виде:

[
∆+

(
k2n2∞ − β2

)]
u = −pu.

Далее рассуждения проводятся на основе стандартного метода (см.,

напр., [21]) построения интегрального представления решения неод-

нородного уравнения Гельмгольца с помощью формулы Грина. При-

менить этот метод для всех β ∈ Λ можно в силу известного равенства
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(см. [37], с. 35; [163]; [8]):
∫

ΓR

(
∂u(y)

∂|y| Φ∞(β; x, y)−
∂Φ∞(β; x, y)

∂|y| u(y)

)
dl(y) = 0, R ≥ R0,

справедливого для любого β ∈ Λ и произвольной u ∈ C2(R2), удо-

влетворяющей условию (3.2). Отметим также, что фундаментальное

решение уравнения Гельмгольца Φ∞ (β; x, y) удовлетворяет “парци-

альным” условиям излучения (3.2) при любом β ∈ Λ. В этом легко

убедиться с помощью теоремы сложения Графа [79], с. 201. ¤

При фиксированном β ∈ Λ положим

(K(β)v) (x) =

∫

Ω

Φ∞(β; x, y)p
1/2(x)p1/2(y)v(y)dy. (3.6)

Будем рассматривать оператор K(β), как оператор, действующий в

пространстве комплекснозначных функций L2(Ω). Пусть

A(β) = I −K(β),

где I – единичный оператор в L2(Ω). При всех β ∈ Λ ядро оператора

K(β) слабополярно, следовательно, оператор A(β) фредгольмов.

Определение 3.10. Ненулевую функцию v ∈ L2 (Ω) будем на-

зывать собственной функцией оператор-функции A(β), отвечающей

характеристическому значению β ∈ Λ, если выполнено уравнение:

A(β)v = 0. (3.7)

Характеристическим множеством оператор-функции A(β) будем на-

зывать множество чисел β ∈ Λ, для которых оператор A(β) не имеет

ограниченного обратного в L2(Ω).

3. Дискретность характеристического множества и за-

висимость характеристических значений от параметров.

Сформулируем и докажем теорему о спектральной эквивалентности

задачи о собственных волнах слабонаправляющего волновода (3.1),

(3.2) и спектральной задачи (3.7) для оператор-функции A(β).
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Теорема 3.10. Если u ∈ C2(R2) является собственной функци-

ей задачи (3.1), (3.2), отвечающей собственному значению β0 ∈ Λ,

то

v = p1/2u ∈ L2(Ω)

есть собственная функция оператор-функции A(β), отвечающая

характеристическому значению β0. Если v ∈ L2(Ω) является соб-

ственной функцией оператор-функции A(β), отвечающей характе-

ристическому значению β0 ∈ Λ, то

u = B(β0)
(
p−1/2v

)
∈ C2(R2)

есть собственная функция задачи (3.1), (3.2), отвечающая соб-

ственному значению β0.

Доказательство. Первое утверждение теоремы непосредственно

следует из леммы 3.1. Докажем второе утверждение. Пусть v ∈ L2 (Ω)

– собственная функция оператор-функции A(β), отвечающая харак-

теристическому значению β0 ∈ Λ. Ядро Φ∞(β; x, y) слабополярно при

любом β ∈ Λ. Следовательно, функция u = B(β0)
(
p−1/2v

)
непрерыв-

на в Ω (см., напр., [11], с. 327). В силу известных свойств потенциала

площади (см., напр., [11], с. 463) функция u дважды непрерывно диф-

ференцируема в R2; число β0 и функция u удовлетворяют уравнению

(3.1). С помощью теоремы сложения Графа (см., напр., [79], с. 201)

нетрудно убедиться, что число β0 и функция u удовлетворяют усло-

вию (3.2). ¤

Теорема 3.11. Регулярное множество оператор-функции A(β),

определенной в (3.7), не пусто, а именно, Λ
(1)
0 \G ⊂ ρ(A). Характе-

ристическое множество оператор-функции A(β) может состоять

лишь из изолированных точек, являющихся характеристическими

значениями оператор-функции A(β). Каждое характеристическое

значение β оператор-функции A(β) непрерывно зависит от пара-

метров (ω, n∞) ∈ R2
+. Кроме того, с изменением (ω, n∞) ∈ R2

+
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характеристические значения оператор-функции A(β) могут появ-

ляться и исчезать только на границе поверхности Λ, то есть в

точках ±kn∞ и на бесконечности.

Доказательство. Рассуждая аналогично [37], с. 71, нетрудно

показать, что оператор-функция A(β) голоморфна по β ∈ Λ и непре-

рывна как функция трех переменных β ∈ Λ, ω > 0 и n∞ > 0. В

силу фредгольмовости оператора A(β), теоремы 3.9 о локализации

собственных значений задачи (3.1), (3.2) и теоремы 3.10 о спектраль-

ной эквивалентности задач (3.1), (3.2) и (3.7) оператор A(β) обратим

для любых ω, n∞ > 0 и β ∈ Λ
(1)
0 \ G. Таким образом справедливость

теоремы вытекает из результатов [19] и [173]. ¤

4. Существование собственных значений. Относительно

существования собственных значений задачи (3.1), (3.2) справедли-

ва следующая

Теорема 3.12. Задача (3.1), (3.2) имеет по крайней мере од-

но простое положительное собственное значение β, принадлежа-

щее множеству G, которому отвечает положительная собствен-

ная функция.

Доказательство. Пусть оператор K(β) при фиксированных

β ∈ G определяется равенством (3.6) и рассматривается, как действу-

ющий в пространстве вещественных функций L2(Ω). При фиксиро-

ванных β ∈ G введем в рассмотрение задачу:

v = γK(β)v.

Решения этой задачи γ = γ(β) и v 6= 0 называются характеристи-

ческим значением и собственной функцией оператора K(β), соответ-

ственно. Заметим, чтоK(β) при любом β ∈ G является интегральным

оператором с симметричным слабополярным положительным ядром

(см., напр., [11], с. 327).

Ясно, что, если при некотором β0 ∈ G функция v является соб-

ственной функцией оператора K(β), отвечающей характеристическо-
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му значению γ = 1, то v является собственной функцией оператор-

функции A(β), отвечающей характеристическому значению β0.

При фиксированном положительном β ∈ G оператор K(β) име-

ет счетное множество положительных характеристических значений.

Для минимального из них справедливо равенство (см., напр., [11], с.

326):

γ1(β) = inf
f∈L2(Ω)

(f, f)

(K(β)f, f)
, (3.8)

где (·, ·) скалярное произведение в L2(Ω). Покажем теперь, что су-

ществует такое β ∈ G, при котором γ1(β) = 1. В силу непрерывной

зависимости Φ∞(β; x, y) от β ∈ Λ функция γ1 = γ1(β) непрерывна.

Из (3.8) и предельного соотношения Φ∞(β; x, y) → ∞ при β → kn∞

получаем, что γ1(β)→ 0 при β → kn∞.

Докажем, что γ1(kn+) > 1. Пусть v ∈ L2 (Ω) – собственная функ-

ция оператора K(β) отвечающая характеристическому значению γ1

при фиксированном β = kn+. Для функции

u = γ1B (kn+)
(
p−1/2v

)
,

рассуждая так же, как и при доказательстве теорем 3.9, 3.10, полу-

чаем равенство:
∫

R2

|∇u|2 dx+
(
k2n2+ − k2n2∞

) ∫

R2

|u|2 dx− γ1

∫

Ω

p |u|2 dx = 0.

Очевидно, что при γ1 ≤ 1 функция u может быть только нулевой.

Поэтому γ1(kn+) > 1.

Обозначим через β1 решение уравнения γ1(β) = 1. По теореме

Ентча (см., напр., [11], с. 329) γ1(β1) есть простое характеристическое

значение, и ему отвечает положительная собственная функция v1.

Следовательно, β1 является простым собственным значением задачи

(3.1), (3.2), которому отвечает положительная собственная функция

u1 = B (β1)
(
p−1/2v1

)
. ¤

104



Отметим, что в данном случае в силу симметрии рассматривае-

мых задач по β относительно начала координат результат этой тео-

ремы остается справедливым и для отрицательного β ∈ G. Положи-

тельное значение β ∈ G, и отвечающая ему собственная функция

u, существование которых доказано в этой теореме определяют соб-

ственную волну, которая в теории волноводов носит название основ-

ной.

§ 2. Векторная задача

1. Постановка задачи и локализация собственных значе-

ний. Сформулируем задачу о собственных волнах цилиндрическо-

го диэлектрического волновода с размытой границей и произволь-

ным переменным показателем преломления. Обозначим через C2(R2)

пространство комплекснозначных дважды непрерывно дифференци-

руемых в R2 функций. Пусть Ω – ограниченная область на плоскос-

ти R2. Относительно показателя преломления волновода n предполо-

жим следующее: n – вещественная функция из C2(R2) не зависящая

от x3;

n = n∞ = const, x /∈ Ω;

n+ = max
x∈Ω

n(x) > n∞ > 0.

Будем считать, что постоянная распространения β – неизвестный

комплексный параметр, ω > 0 – заданная частота электромагнитных

колебаний. Задача сводится (см. параграф 1 главы 1) к отысканию та-

ких значений параметра β, при которых существуют нетривиальные

решения E, H системы уравнений:

rotβE =iωµ0H, rotβH =− iωε0n
2E, x ∈ R2, (3.9)

где ε0 – диэлектрическая проницаемость свободного пространства,

через µ0 обозначена магнитная проницаемость свободного простран-

ства, векторная операция rotβ определена равенством (1.4), с. 33. Бу-
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дем разыскивать нетривиальные решения {E,H} системы (3.9) в про-

странстве [C2(R2)]6.

Следуя результатам параграфа 1 главы 1, будем предполагать,

что функции E, H удовлетворяют “парциальным” условиям излуче-

ния, то есть существует такая константа R0, что для всех x : |x| ≥ R0

функции E, H разлагаются в равномерно и абсолютно сходящиеся

ряды: [
E

H

]
=

∞∑

l=−∞

[
Al

Bl

]
H

(1)
l (χ∞r) exp (ilϕ) . (3.10)

Здесь χ∞ =
√
k2n2∞ − β2, k2 = ω2ε0µ0. При этом будем предполагать,

что постоянные распространения β принадлежат римановой поверх-

ности Λ функции lnχ∞(β). Строение поверхности Λ подробно рас-

смотрено в параграфе 1 главы 1. Обозначим через G объединение

двух интервалов на вещественной оси главного листа Λ
(1)
0 римановой

поверхности Λ:

G =
{
β ∈ Λ

(1)
0 : Imβ = 0, kn∞ < |β| < kn+

}
.

Обозначим через B бесконечный интервал на вещественной оси ли-

ста Λ
(1)
0 :

B =
{
β ∈ Λ

(1)
0 : Imβ = 0, |β| > kn+

}
.

Обозначим через D разрез, вдоль которого соединены листы Λ
(1)
0

и Λ
(2)
0 :

D =
{
β ∈ Λ

(1)
0 : Reβ = 0

}⋃{
β ∈ Λ

(1)
0 : Imβ = 0, |β| < kn∞

}
.

Определение 3.11. Ненулевой вектор {E,H} ∈
[
C2(R2)

]6
будем

называть собственным вектором задачи (3.9), (3.10), отвечающим соб-

ственному значению β ∈ Λ, если выполнены условия (3.9), (3.10).

Если известен собственный вектор {E,H} задачи (3.9), (3.10), от-

вечающий собственному значению β ∈ Λ, то собственная волна вол-

новода определяется по формуле (1.2), с. 32. Следовательно, поиск
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собственных волн сводится к решению нелинейной векторной спек-

тральной задачи (3.9), (3.10).

Теорема 3.13. Области B и D главного листа Λ
(1)
0 римано-

вой поверхности Λ не содержат собственных значений задачи (3.9),

(3.10).

Доказательство. Пусть {E,H} – собственный вектор задачи

(3.9), (3.10), отвечающий собственному значению β ∈ B. Тогда имеет

место равенство (1.12), с. 34. Умножим его скалярно на H и проинте-

грируем по R2. Мы имеем право это делать в силу условия (3.10) и

асимптотики (1.36), с. 44. В результате получим:

k2
∫

R2

|H|2dx =

∫

R2

(
rotβ

(
1

n2
rotβH

))
· Hdx =

=

∫

R2

(
1

n2
rotβH

)
· rotβHdx >

>
1

n2+

∫

R2

rotβH · rotβHdx =

=
1

n2+

∫

R2

(rotβ (rotβH)) · Hdx.

Используя равенство (1.14), формулу (1.9), с. 34, и формулу интегри-

рования по частям, продолжим:

k2
∫

R2

|H|2dx > 1

n2+

∫

R2

(
−∆H+ β2H

)
· Hdx =

=
1

n2+

∫

R2

|∇H|2dx+
β2

n2+

∫

R2

|H|2dx.

В итоге получим неравенство:

(
β2 − k2n2+

) ∫

R2

|H|2dx+

∫

R2

|∇H|2dx 6 0.
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Из этого неравенства следует, что значениям β ∈ B отвечает толь-

ко нулевое решение задачи (3.9), (3.10). Действительно, если β ∈ B

и |β| > kn+, то H = 0 в R2. Следовательно, и

E = −1/(iωε0n2)rotβH = 0

в R2. Если же β ∈ B и |β| = kn+, то функция H принимает посто-

янное значение в R2. Но из условия излучения (3.10) и асимптотики

(1.36), с. 44, для любого β ∈ B следует, что H обращается в нуль

на бесконечности. Значит, H = 0 в R2 и E = 0 в R2 при β ∈ B,

что противоречит предположению о том, что вектор {E,H} является

собственным вектором задачи (3.9), (3.10), отвечающим собственному

значению β ∈ B. Следовательно область B свободна от собственных

значений задачи (3.9), (3.10).

Пусть {E,H} – собственный вектор задачи (3.9), (3.10), отвеча-

ющий собственному значению β ∈ D. Тогда имеет место равенство

(1.11), с. 34. Умножим его скалярно на E и проинтегрируем по ΩR,

где R ≥ R0. Для всех x : |x| ≥ R0 справедливо разложение (3.10). По-

этому, используя формулу (1.9), формулу интегрирования по частям,

и равенство (1.13), получим:

k2
∫

ΩR

n2 |E|2dx =

∫

ΩR

(rotβ (rotβE)) · Edx =

=

∫

ΩR

(
−∆E+ β2E + gradβ (divβE)

)
· Edx =

= −
∫

ΩR

|divβE|2dx+

∫

ΩR

|∇E|2dx−
∫

ΓR

∂E

∂ |x| · Edx+ β2

∫

ΩR

|E|2dx.

Возьмем от левой и правой части полученного равенства мнимую

часть:

Im

∫

ΓR

∂E

∂ |x| · Edx = 0, R > R0.

Отсюда, используя условие (3.10) и ортогональность тригонометри-
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ческих функций, для любого R ≥ R0 получим:

2πχ∞R
∞∑

l=−∞
Im
[
H

(2)
l (χ∞R)H

(1)′

l (χ∞R)
]
|Al|2 = 0.

Легко видеть, что мнимая часть выражения, стоящего в этой сумме

в квадратных скобках, не зависит от l, а именно:

Im
[
H

(2)
l (χ∞R)H

(1)′

l (χ∞R)
]
=

2

πχ∞R
, l = 0,±1,±2, . . .

Следовательно, для любого x ∈ R2 \ ΩR0 все коэффициенты Al в

разложении (3.10) функции E обращаются в нуль. А это значит, что

E = 0 при x ∈ R2 \ΩR0. В силу гладкости показателя преломления n,

функция E должна обращаться в нуль всюду в R2 (см. [141], с. 190).

Значит, и

H = 1/(iωµ0)rotβE = 0

в R2. Итак, значениям β ∈ D отвечает только нулевое решение зада-

чи (3.9), (3.10), что противоречит предположению о том, что вектор

{E,H} является собственным вектором задачи (3.9), (3.10), отвечаю-

щим собственному значению β ∈ D. Следовательно область D сво-

бодна от собственных значений задачи (3.9), (3.10). ¤

2. Нелинейная спектральная задача для системы слабо-

сингулярных интегральных уравнений по области попереч-

ного сечения волновода. Для изучения качественных свойств

спектра сведем задачу (3.9), (3.10) к спектральной задаче для инте-

гральной оператор-функции. При этом мы будем использовать элек-

тромагнитные потенциалы, введенные в параграфе 1 главы 1.

Лемма 3.2. Пусть {E,H} – собственный вектор задачи (3.9),

(3.10), отвечающий собственному значению β ∈ Λ. Тогда справед-

лива формула:

E(x) = (B(β)E) (x), x ∈ R2, (3.11)
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где

(B(β)E) (x) = k2
∫

Ω

(
n2(y)− n2∞

)
Φ∞(β; x, y)E(y)dy+

+gradβ

∫

Ω

(
E · gradn

2

n2

)
(y)Φ∞(β; x, y)dy, (3.12)

Φ∞ (β; x, y) =
i

4
H

(1)
0 (χ∞(β) |x− y|) , x ∈ R2, y ∈ Ω.

Доказательство. Вектор Герца Π удовлетворяет неоднородному

уравнению Гельмгольца (1.19), с. 36. Следовательно, рассуждая ана-

логично доказательству леммы 3.1, запишем решение этого уравне-

ния в виде:

Π(x) =
1

n2∞

∫

Ω

(
n2(y)− n2∞

)
Φ∞(β; x, y)E(y)dy, x ∈ R2.

Отсюда и из равенства (1.17), с. 36, для x ∈ R2 получим:

E(x) =
(
k2n2∞ + gradβdivβ

) 1

n2∞

∫

Ω

(
n2(y)− n2∞

)
Φ∞(β; x, y)E(y)dy.

Воспользуемся теперь теоремой о дивергенции [120]:

divβ

∫

Ω

(
n2(y)− n2∞

)
Φ∞(β; x, y)E(y)dy =

=

∫

Ω

divβ

[(
n2(y)− n2∞

)
E(y)

]
Φ∞(β; x, y)dy, x ∈ R2, (3.13)

и следующей очевидной формулой:

divβ

((
n2 − n2∞

)
E
)
= n2∞E · (n−2gradn2). (3.14)

В итоге получим требуемое равенство. ¤

При фиксированном β ∈ Λ будем рассматривать оператор B(β),

определенный равенством (3.12), как оператор, действующий в про-

странстве комплекснозначных функций [L2(Ω)]
3. Пусть

A(β) = I −B(β), (3.15)
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где I – единичный оператор в [L2(Ω)]
3. При всех β ∈ Λ ядро операто-

ра B(β) слабополярно, следовательно, оператор A(β) фредгольмов.

Определение 3.12. Ненулевой вектор F ∈ [L2 (Ω)]
3 будем на-

зывать собственным вектором оператор-функции A(β), отвечающим

характеристическому значению β ∈ Λ, если выполнено уравнение:

A(β)F = 0. (3.16)

Характеристическим множеством оператор-функции A(β) будем на-

зывать множество чисел β ∈ Λ, для которых оператор A(β) не имеет

ограниченного обратного в [L2(Ω)]
3.

3. Дискретность характеристического множества и за-

висимость характеристических значений от параметров.

Сформулируем и докажем теорему о спектральной эквивалентности

задачи о собственных волнах волновода с размытой границей (3.9),

(3.10) и спектральной задачи (3.16) для оператор-функции A(β).

Теорема 3.14. Если вектор {E,H} ∈ [C2(R2)]6 является соб-

ственным вектором задачи (3.9), (3.10), отвечающим собственно-

му значению β0 ∈ Λ, то

F = E ∈ [L2(Ω)]
3

есть собственный вектор оператор-функции A(β), отвечающий ха-

рактеристическому значению β0. Если F ∈ [L2(Ω)]
3 является соб-

ственным вектором оператор-функции A(β), отвечающим харак-

теристическому значению β0 ∈ Λ, и это β0 не является собствен-

ным значением задачи (3.1), (3.2), то вектор {E,H} ∈ [C2(R2)]6,

где

E = B(β0)F, H = (iωµ0)
−1rotβ0E,

есть собственный вектор задачи (3.9), (3.10), отвечающий соб-

ственному значению β0.
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Доказательство. Первое утверждение теоремы непосред-

ственно следует из леммы 3.2. Докажем второе утверждение. Пусть

вектор F ∈ [L2 (Ω)]
3 – собственный вектор оператор-функции A(β),

отвечающий характеристическому значению β ∈ Λ. Ядро интеграль-

ного оператора B(β) слабополярно при любом β ∈ Λ. Следовательно,

вектор E = B(β)F принадлежит пространству [C(Ω)]3 (см., напр.,

[11], с. 327). В силу известных свойств потенциала площади (см.,

напр., [11], с. 463) вектор E принадлежит пространству [C2(R2)]3.

По построению вектор E удовлетворяет равенству (3.11). Приме-

няя к левой и правой частям этого равенства операцию rotβ, учитывая

формулу (1.5), с. 34, и теорему о дивергенции (3.13), получим:

divβE(x) = k2
∫

Ω

divβ

[(
n2(y)− n2∞

)
E(y)

]
Φ∞(β; x, y)dy+

+
(
∆− β2

) ∫

Ω

(
E · gradn

2

n2

)
(y)Φ∞(β; x, y)dy, x ∈ R2

Добавляя и вычитая к правой части этого равенства слагаемое

k2n2∞

∫

Ω

(
E · gradn

2

n2

)
(y)Φ∞(β; x, y)dy,

и учитывая формулу Пуассона для потенциала площади:

[
∆+ (k2n2∞ − β2)

] ∫

Ω

(
E · gradn

2

n2

)
(y)Φ∞(β; x, y)dy =

= −
(
E · gradn

2

n2

)
(x), x ∈ R2, (3.17)

получим равенство:

divβE(x) = k2
∫

Ω

divβ

[(
n2(y)− n2∞

)
E(y)

]
Φ∞(β; x, y)dy− (3.18)

−k2n2∞
∫

Ω

(
E · gradn

2

n2

)
(y)Φ∞(β; x, y)dy−

(
E · gradn

2

n2

)
(x), x ∈ R2.
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Далее, в силу линейности операции divβ и формулы (1.7), с. 34, имеем:

divβ

[(
n2 − n2∞

)
E
]
= divβ

(
n2E

)
− n2∞divβE,

E · gradn
2

n2
= n−2divβ

(
n2E

)
− divβE.

Используя два предыдущих равенства и равенство (3.18), нетрудно

видеть, что функция u = n−2divβ

(
n2E

)
удовлетворяет уравнению:

u =

∫

Ω

k2
(
n2(y)− n2∞

)
Φ∞(β; x, y)u(y)dy, x ∈ R2,

которое совпадает с уравнением (3.5). В пункте 2 было показано, что

если β не является собственным значением задачи (3.1), (3.2), то u = 0

в R2. Итак, мы получили, что для вектора E справедлива формула:

divβ

(
n2E

)
= 0, x ∈ R2, (3.19)

и уравнение (3.11) может быть переписано в виде:

E(x) = k2
∫

Ω

(
n2(y)− n2∞

)
Φ∞(β; x, y)E(y)dy−

−gradβ

∫

Ω

Φ∞(β; x, y)divβE(y)dy, x ∈ R2. (3.20)

Пусть вектор H определяется следующим равенством (то есть век-

торы E и H удовлетворяют первому из уравнений (3.9)):

H = (iωµ0)
−1rotβ0E, x ∈ R2.

Из уравнения (3.20) и формулы (1.8), с. 34, имеем:

H(x) = −iωε0rotβ
∫

Ω

(
n2(y)− n2∞

)
Φ∞(β; x, y)E(y)dy, x ∈ R2.

(3.21)

Отсюда следует, в частности, что если E∈ [C2(R2)]3, то и H∈ [C2(R2)]3.

Докажем, что векторы E и H удовлетворяют второму из уравнений
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(3.9). Применим к обеим частям уравнения (3.21) операцию rotβ и

полученное равенство почленно сложим с равенством (3.20), умно-

женным на iωε0n
2
∞:

rotβH+iωε0n
2
∞E = −iωε0rotβrotβ

∫

Ω

(
n2(y)− n2∞

)
Φ∞(β; x, y)E(y)dy+

+iωε0n
2
∞k

2

∫

Ω

(
n2(y)− n2∞

)
Φ∞(β; x, y)E(y)dy−

−iωε0n2∞gradβ

∫

Ω

Φ∞(β; x, y)divβE(y)dy, x ∈ R2.

Продолжим равенство, используя формулу (1.9), с. 34, и теорему о

дивергенции (3.13):

rotβH+iωε0n
2
∞E =

= iωε0
[
∆+ (k2n2∞ − β2)

] ∫

Ω

(
n2(y)− n2∞

)
Φ∞(β; x, y)E(y)dy−

−iωε0gradβ

∫

Ω

divβ

[(
n2(y)− n2∞

)
E(y)

]
Φ∞(β; x, y)dy−

−iωε0n2∞gradβ

∫

Ω

Φ∞(β; x, y)divβE(y)dy, x ∈ R2.

Из этого равенства, уравнения (3.19) и формулы Пуассона (3.17) окон-

чательно получаем:

rotβH+iωε0n
2
∞E = −iωε0

(
n2 − n2∞

)
E, x ∈ R2.

Следовательно, векторы E и H удовлетворяют второму из уравне-

ний (3.9). Из (3.20), (3.21) с помощью теоремы сложения Графа (см.,

напр., [79], с. 201) легко получить, что векторы E и H удовлетворяют

“парциальным” условиям излучения (3.10). ¤

Теорема 3.15. Регулярное множество оператор-функции A(β),

определенной в (3.16), не пусто, а именно, B
⋃
D ⊂ ρ(A). Характе-

ристическое множество оператор-функции A(β) может состоять
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лишь из изолированных точек, являющихся характеристическими

значениями оператор-функции A(β). Каждое характеристическое

значение β оператор-функции A(β) непрерывно зависит от пара-

метров (ω, n∞) ∈ R2
+. Кроме того, с изменением (ω, n∞) ∈ R2

+

характеристические значения оператор-функции A(β) могут появ-

ляться и исчезать только на границе Λ, то есть в точках ±kn∞
и на бесконечности.

Доказательство. Рассуждая аналогично [37], с. 71, нетруд-

но показать, что оператор-функция A(β) голоморфна по β ∈ Λ и

непрерывна как функция трех переменных β ∈ Λ, n∞ > 0 и ω > 0.

В силу фредгольмовости оператора A(β), теоремы 3.13 о локализа-

ции спектра задачи (3.9), (3.10) и теоремы 3.14 о спектральной экви-

валентности задач (3.9), (3.10) и (3.16) оператор A(β) обратим для

любых n∞ > 0, ω > 0 и β ∈ B
⋃
D. Таким образом, справедливость

настоящей теоремы следует из результатов [19] и [173] . ¤
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Глава 4

ЗАДАЧИ О ПОВЕРХНОСТНЫХ

СОБСТВЕННЫХ ВОЛНАХ

§ 1. Скалярная задача в вариационной постановке

1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу о поверхностных

собственных волнах слабонаправляющего диэлектрического волново-

да. При известных предположениях (см. параграф 2 главы 1) она сво-

дится к отысканию нетривиальных экспоненциально убывающих на

бесконечности решений u следующей задачи, понимаемой в класси-

ческом смысле:

−∆u+ β2u = k2n2u, x ∈ Ω
⋃

Ω∞, (4.1)

u+ = u−,
∂u+

∂ν
=
∂u−

∂ν
, x ∈ Γ. (4.2)

Здесь β – вещественная постоянная распространения; k =
√
ω2ε0µ0 –

продольное волновое число, ω > 0 – частота электромагнитных коле-

баний, ε0 – диэлектрическая проницаемость свободного пространства,

µ0 – магнитная проницаемость свободного пространства; n = n(x) –

показатель преломления волновода при x ∈ Ω и окружающей среды

при x ∈ Ω∞, n(x) = n∞ = const в Ω∞; ∂u/∂ν – производная по внеш-

ней нормали к границе Γ ограниченной, не обязательно односвязной

области Ω на плоскости R2; Ω∞ = R2 \Ω; u+(u−) – предельное значе-

ние функции u извне (изнутри) контура Γ. Будем считать, что начало

координат лежит в Ω; n – вещественная функция из C(Ω),

min
x∈Ω

n(x) > n∞, n+ = max
x∈Ω

n(x) > n∞ > 0;

каждая связная компонента границы Γ является липшицевой кривой.



Рис. 1. Поведение функций k2 = k2
l (β

2)

В качестве искомых параметров, при которых существуют нетри-

виальные решения задачи (4.1), (4.2), выберем k2 и β2. Этот выбор

обусловлен тем, что при заданной геометрии и показателе прелом-

ления уравнения задачи (4.1), (4.2) зависят лишь от квадратов про-

дольного волнового числа k и постоянной распространения β. Хоро-

шо известно точное решение задачи (4.1), (4.2) в случае однородного

волновода (n2(x) = const, x ∈ Ω) кругового поперечного сечения (см.

параграф 3 главы 1). Значения параметров k2 и β2, при которых су-

ществуют нетривиальные решения задачи, заполняют на плоскости

(β2, k2) счетное множество дисперсионных кривых k2 = k2l (β
2). На

рисунке 1 показаны дисперсионные кривые для n∞ = 1, n+ =
√
2.

Эти кривые являются гладкими и лежат в области Λ, ограниченной

двумя прямыми k2 = β2/n2∞ и k2 = β2/n2+. Ниже будет показано, что

такое поведение дисперсионных кривых сохраняется и в рассматри-

ваемом в этом параграфе общем случае.

Опишем множество допустимых значений параметров β2 и k2. Ес-

ли u – классическое решение задачи (4.1), (4.2) при некоторых (β2, k2),
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то в области Ω∞ выполнятся уравнение:

−∆u+ (β2 − k2n2∞)u = 0, x ∈ Ω∞. (4.3)

Оно имеет экспоненциально убывающие на бесконечности решения

только тогда, когда k2 < β2/n2∞ (см., напр., [8]). Умножая уравнение

(4.1) на функцию u и интегрируя по x ∈ R2, получаем:
∫

R2

(|∇u|2 + β2u2)dx = k2
∫

R2

n2u2dx < k2n2+

∫

R2

u2dx,

откуда следует, что k2 > β2/n2+. Таким образом, условие

(β2, k2) ∈ Λ, Λ =
{
(β2, k2) : β2/n2+ < k2 < β2/n2∞, β

2 > 0
}
,

является необходимым для разрешимости задачи (4.1), (4.2) и мы

всегда будем предполагать его выполненным.

2. Обобщенное решение в неограниченной области. Ис-

следуем существование обобщенных решений задачи (4.1), (4.2). Да-

дим два определения обобщенного решения. Первое из них является

традиционным и будет использовано при установлении свойств соб-

ственных функций. Второе – новое и позволяет исследовать разреши-

мость задачи на основе теории самосопряженных компактных опера-

торов в гильбертовом пространстве.

Введем в рассмотрение пространство Соболева H1 = W 1
2 (R

2) c

нормой

‖u‖21,R2 =
∫

R2

(|∇u|2 + u2)dx.

Рассмотрим задачу: найти все такие пары (β2, k2) ∈ Λ, при которых

существуют ненулевые функции u ∈ H1, удовлетворяющие для любой

функции v ∈ H1 тождеству:
∫

R2

(∇u · ∇v + β2uv)dx = k2
∫

R2

n2uvdx. (4.4)
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Здесь символом “·” обозначено скалярное произведение векторов в R2.

Если (β2, k2, u) является решением задачи (4.1), (4.2), то спра-

ведливо тождество (4.4). В этом легко убедиться, следуя [112], если

умножить уравнение (4.1) на произвольную функцию v ∈ H1 и вос-

пользоваться формулой интегрирования по частям. Верно и обрат-

ное утверждение. Выбирая в (4.4) функцию v с носителем в Ω (Ω∞),

получаем, что уравнение (4.1) в области Ω (Ω∞) удовлетворяется в

смысле распределений, а следовательно, в силу регулярности реше-

ний краевых задач, и в классическом смысле. Выбирая функцию v

произвольной на Γ, получаем второе равенство в (4.2). Первое равен-

ство в (4.2) справедливо для любой функции из H1. Далее, поскольку

функция u удовлетворяет уравнению (4.3) в классическом смысле, то

она является экспоненциально убывающей на бесконечности в силу

условия (β2, k2) ∈ Λ (см., напр., [8]).

3. Обобщенное решение в ограниченной области. Обо-

значим через ΩR открытый круг радиуса R с центром в начале коор-

динат такой, что Ω ⊂ ΩR. Пусть ΓR – граница ΩR и ΩR,∞ = R2 \ ΩR.

Введем пространства:

V = W 1
2 (ΩR), V∞ = W 1

2 (ΩR,∞), V 0
∞ = {v ∈ V∞ : v|ΓR = 0}.

Через (·, ·) обозначим скалярное произведение в V .

Пусть u ∈ W
1/2
2 (ΓR), σ = const > 0. Функцию uσ ∈ V∞ назовем

метагармоническим продолжением u в область ΩR,∞, если uσ|ΓR = u,

и ∫

ΩR,∞

(∇uσ · ∇v + σ2uσv)dx = 0 ∀v ∈ V 0
∞.

Очевидно, указанное продолжение существует и определяется един-

ственным образом при σ > 0.

Введем оператор SΓR(σ) : V → V , порождаемой билинейной фор-
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мой:

(SΓR(σ)u, v) =

∫

ΩR,∞

(∇uσ · ∇vσ + σ2uσvσ)dx, σ > 0, (4.5)

где u и v – произвольные функции из V , uσ и vσ – метагармонические

продолжения в область ΩR,∞ следов функций u и v на ΓR.

Тождество (4.4) представим в виде:
∫

ΩR

(∇u·∇v+β2uv)dx+

∫

ΩR,∞

(∇u·∇v+σ2uv)dx = k2
∫

ΩR

n2uvdx ∀v ∈ H1,

(4.6)

где

σ =
√
β2 − k2n2∞.

Выбирая v ∈ H1 такое, что v = 0 в ΩR, из тождества (4.6) получаем:
∫

ΩR,∞

(∇u · ∇v + σ2uv) dx = 0 ∀v ∈ V 0
∞,

то есть u = uσ в области ΩR,∞. Ограничиваясь в тождестве (4.6) толь-

ко такими v ∈ H1, что v = vσ в ΩR,∞, и учитывая, что любая функция

из V допускает метагармоническое продолжение ее следа, получаем,

что решение задачи (4.4), если оно существует, удовлетворяет тожде-

ству:
∫

ΩR

(∇u · ∇v + β2uv)dx+ (SΓR(σ)u, v) = k2
∫

ΩR

n2uvdx ∀v ∈ V. (4.7)

Очевидно, верно и обратное утверждение, а именно: пусть (β2, k2, u)

удовлетворяет тождеству (4.7). Осуществим метагармоническое про-

должение функции u c области ΩR в ΩR,∞. Полученную функцию,

определенную в R2, обозначим опять через u. Очевидно, u ∈ H1.

Пользуясь определением формы (SΓR(σ)u, v) и замечая, что, в силу

определения метагармонического продолжения,
∫

ΩR,∞

(∇uσ · ∇vσ + σ2uσvσ)dx =

∫

ΩR,∞

(∇uσ · ∇v + σ2uσv)dx ∀v ∈ H1,
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из (4.7) приходим к (4.6). Эквивалентность задач (4.4) и (4.7) будем

понимать именно в указанном смысле.

4. Явный вид оператора SΓR
(σ). Область ΩR была выбра-

на в виде круга для того, чтобы можно было получить явный вид

оператора SΓR(σ). Оператор SΓR(σ) симметричен, определен на всем

пространстве V и, следовательно, непрерывен (см., напр., [76, с. 29]).

Так как множество бесконечно дифференцируемых функций плот-

но в V , то достаточно указать явный вид SΓR(σ) лишь для гладких

функций. Интегрированием по частям тождества (4.5) убеждаемся,

что

−∆uσ + σ2uσ = 0, x ∈ ΩR,∞, (4.8)

uσ = u(R,ϕ), x ∈ ΓR, (4.9)

и

(SΓR(σ)u, v) = −
∫

ΓR

∂uσ

∂r
vdx. (4.10)

Здесь – (r, ϕ) полярные координаты точки x. Решение задачи (4.8),

(4.9) легко находится с помощью метода разделения переменных и

имеет вид:

uσ(r, ϕ) =
∞∑

l=0

′ Kl(σr)

Kl(σR)
[al(u) cos(lϕ) + bl(u) sin(lϕ)] ,

где для l = 0, 1, . . .

al(u) =
1

π

2π∫

0

u(R,ϕ) cos(lϕ)dϕ, bl(u) =
1

π

2π∫

0

u(R,ϕ) sin(lϕ)dϕ,

Kl(z) – модифицированная функция Бесселя порядка l (см., напр.,

[108]), штрих у суммы означает, что нулевой член умножается на 1/2.

Следовательно,

∂uσ

∂r
|r=R = − 1

R

∞∑

l=0

′Hl(Rσ) [al(u) cos(lϕ) + bl(u) sin(lϕ)] , (4.11)
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Hl(z) = −zK ′
l(z)/Kl(z).

Известно, что модифицированные функции Бесселя Kl(z) положи-

тельны при вещественных z > 0, l > 0,

K ′
l(z) = −Kl−1(z)−

l

z
Kl(z), l > 1, K ′

0(z) = −K1(z).

Таким образом, при z > 0 имеем:

Hl(z) = l + z
Kl−1(z)

Kl(z)
> 0, l > 1, H0(z) = z

K1(z)

K0(z)
> 0.

Подставляя (4.11) в (4.10), получаем явный вид оператора SΓR(σ):

(SΓR(σ)u, v) =
∞∑

l=0

′Hl(Rσ)[al(u)al(v) + bl(u)bl(v)].

5. Операторная формулировка задачи. Определим для

всех (β2, k2) ∈ Λ операторы A0, S(σ), B0, B : V → V посредством

тождеств:

(A0u, v) =

∫

ΩR

∇u · ∇vdx+
∞∑

l=1

′l [al(u)al(v) + bl(u)bl(v)] ,

(S(σ)u, v) =
1

2
Rσ

K1(Rσ)

K0(Rσ)
[a0(u)a0(v) + b0(u)b0(v)] +

+
∞∑

l=1

Rσ
Kl−1(Rσ)

Kl(Rσ)
[al(u)al(v) + bl(u)bl(v)] ,

(B0u, v) =

∫

ΩR

uvdx, (Bu, v) =

∫

ΩR

n2uvdx,

где u, v – произвольные функции из пространства V ,

σ =
√
β2 − k2n2∞.

Введем в рассмотрение оператор:

Aβ2(k
2) = A0 + β2B0 + S(σ).
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Задача (4.7) может быть сформулирована теперь следующим обра-

зом: найти все (β2, k2) ∈ Λ, при которых существуют нетривиальные

решения задачи:

u ∈ V : Aβ2(k
2)u = k2Bu. (4.12)

При фиксированном β2 задача (4.12) представляет собой симмет-

ричную задачу на собственные значения вида:

A(λ)u = λBu,

в которую спектральный параметр λ = k2 входит нелинейно. Нам бу-

дет удобно сначала рассмотреть абстрактную задачу подобного типа.

6. Существование решений задачи A(λ)u = λBu. Пусть

H – гильбертово пространство со скалярным произведением (·, ·) и

нормой ‖ · ‖, H0 = H \ {0}, I – тождественный оператор в H. Опе-

раторные неравенства A > B и A > B, как обычно, понимают-

ся в том смысле, что для любых u ∈ H0 выполнены неравенства

(Au, u) > (Bu, u) и (Au, u) > (Bu, u) соответственно.

Пусть ∆ = [λ−, λ+], где λ+ > λ− > 0. Рассмотрим задачу отыска-

ния пар (λ, u) ∈ ∆×H0 таких, что

A(λ)u = λBu, (4.13)

где A(λ) при λ ∈ ∆ и B – линейные самосопряженные операторы,

действующие в H. Введем в рассмотрение отношение Рэлея:

R(λ, u) =
(A(λ)u, u)

(Bu, u)
, λ ∈ ∆, u ∈ H0.

Теорема 4.16. Пусть выполнены следующие условия:

1. Оператор B компактный, B > 0 и 0 6 A(λ) 6 mI, где m > 0

и не зависит от λ.

2. Оператор-функция A(λ) непрерывна на ∆.

3. Для любого u ∈ H0 функция R (λ, u) убывает по λ на ∆.
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4. Задача на собственные значения

(γ, u) ∈ ∆×H0 : A(λ+)u = γBu (4.14)

в интервале (0, λ+] имеет N собственных значений γ+i (с учетом

их кратности):

0 < γ+1 6 γ+2 6 . . . 6 γ+N 6 λ+.

5. R(λ−, u) > λ− для любого u ∈ H0.

Тогда существует N и только N спектральных пар (λi, ui) за-

дачи (4.13) таких, что

λ− < λ1 6 . . . 6 λN 6 λ+.

При этом λN = λ+, если γ+N = λ+, и λN < λ+, если γ+N < λ+. Далее,

если

λl−1 < λl < λl+1,

то ul определяется однозначно (с точностью до множителя); если

же

λl−1 < λl = λl+1 = . . . = λl+m−1 < λl+m,

то векторы ui, i = l, . . . , l +m − 1, могут быть выбраны ортонор-

мированными:

(Bui, uj) = δij, i, j = l, . . . , l +m− 1.

Каждое число λ = λl, l > 1, является единственным корнем урав-

нения:

λ = min
Hl⊂H

max
u∈Hl

R(λ, u),

где Hl есть l-мерное подпространство H без нулевого элемента.

Доказательство. Фиксируем произвольно λ ∈ ∆ и рассмот-

рим задачу на собственные значения:

(γ, u) ∈ R×H0 : A(λ)u = γBu, (4.15)
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в которую спектральный параметр γ = γ(λ) входит линейно. Соглас-

но спектральной теории компактных операторов (см., напр., [84]), эта

задача имеет счетное множество положительных собственных значе-

ний, каждое из которых имеет конечную кратность. Занумеруем их

в порядке возрастания:

0 < γ1(λ) 6 . . . 6 γl(λ) 6 . . . , lim
l→∞

γl (λ) =∞,

указывая каждое число столько раз, какова его кратность. Соответ-

ствующие собственные элементы ul(λ), l = 1, 2, . . ., образуют базис в

пространстве H, при этом можно считать, что

(Buk(λ), ul(λ)) = δkl, k, l = 1, 2, . . . .

В силу принципа Куранта имеем:

γl (λ) = min
Hl⊂H

max
v∈Hl

R (λ, v) .

Пусть ϕl (λ) = γl(λ)− λ. Таким образом, корни λl уравнений

ϕl (λ) = 0, l = 1, 2, . . . , λ ∈ ∆, (4.16)

и только они, являются собственными значениями задачи (4.13).

Покажем, что каждое из уравнений (4.16) имеет решение, и при-

том только одно. Отсюда будет следовать первое утверждение теоре-

мы. Воспользуемся при этом леммой, которую докажем позже.

Лемма 4.3. Функции γl(λ), l = 1, 2, . . ., являются непрерывны-

ми, положительными и строго убывающими на ∆.

Из леммы 4.3 следует, что функции ϕl(λ) являются непрерыв-

ными убывающими на ∆. Далее, в силу принципа Куранта и усло-

вий 4, 5 они имеют разные знаки на концах отрезка ∆: ϕl(λ−) > 0,

ϕl(λ+) 6 0, если l = 1, 2, . . . , N . Отсюда следует однозначная раз-

решимость каждого из уравнений (4.16). Отметим, что, по условию

теоремы, γl(λ+) − λ+ > 0 для l > N , поэтому уравнения γl(λ) = λ

не имеют решений для l > N . Заключительное утверждение теоремы

очевидно. ¤
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Доказательство. Докажем лемму 4.3. Убывание функций

γl(λ) на отрезке ∆ вытекает из принципа Куранта и условия 3. По-

ложительность их очевидна. Докажем, что они непрерывны. Имеем:

|R(λ, v)−R(η, v)| 6 ‖A(λ)− A(η)‖ ||v||
2

(Bv, v)
.

Обозначим через El(η) подпространство, натянутое на собственные

векторы, отвечающие собственным значениям γ1(η), . . . , γl(η) задачи

(4.15). Тогда

γl(λ) = min
Hl⊂H

max
v∈Hl

R (λ, v) 6 max
v∈El(η)

R (λ, v) 6

6 max
v∈El(η)

R(η, v) + max
v∈El(η)

|R(λ, v)−R(η, v)| 6

6 γl(η) + ‖A(λ)− A(η)‖max
v∈Hl

||v||2
(Bv, v)

.

Отсюда следует непрерывность функций γl(λ):

|γl (λ)− γl(η)| 6 ‖A(λ)− A(η)‖max
v∈Hl

||v||2
(Bv, v)

→ 0, λ→ η.

¤

7. Определение оператора Aβ2(k2) для (β2, k2) ∈ Λ̄. Опе-

ратор Aβ2(k
2) задачи (4.12) был определен лишь для (β2, k2) ∈ Λ,

где Λ – открытое множество. Чтобы воспользоваться результатами

предыдущего пункта, необходимо доопределить его на замкнутом

множестве Λ̄. Поскольку от k2 зависит только оператор S(σ), изучим

прежде всего его свойства. При этом нам будет удобно нормировать

пространство W
1/2
2 (ΓR) следующим образом:

‖u‖21/2,ΓR =
∞∑

l=0

′(l + 1)
[
a2l (u) + b2l (u)

]
. (4.17)

Известно (см., напр., [71, с. 29]), что существует не зависящая от u

постоянная c1/2 такая, что

‖u‖1/2,ΓR 6 c1/2‖u‖1,ΩR
∀u ∈ W 1

2 (ΩR).
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Лемма 4.4. Для любого σ > 0 оператор S(σ) самосопряжен-

ный, неотрицательно-определенный и компактный,

‖S(σ)‖ → 0 при σ → 0.

Оператор-функция S(σ) непрерывно дифференцируема при σ > 0.

Доказательство. Симметрия и неотрицательность S(σ) оче-

видны. Докажем его компактность. Доказательство компактности

оператора S(σ) можно провести, опираясь на общие теоремы вложе-

ния соболевских пространств. В ходе приводимого ниже элементар-

ного доказательства получена полезная в дальнейшем оценка опера-

тора S(σ).

В силу свойств функций Бесселя, функции Kl−1(z)/Kl(z), l > 1,

являются непрерывными монотонно возрастающими от нуля до еди-

ницы на [0,∞). Далее, функция H0(z) = zK1(z)/K0(z) также явля-

ется непрерывной монотонно возрастающей от нуля на [0,∞). Обо-

значим

m(σ) = max{H0(Rσ), Rσ}.

Тогда, в силу равенства Парсеваля справедлива оценка:

(S(σ)u, u) 6 m(σ)
∞∑

l=0

′ [a2l (u) + b2l (u)
]
= m(σ)‖u‖2L2(ΓR).

Поскольку вложение W 1
2 (ΩR) ⊂ L2(ΓR) компактно и

‖u‖L2(ΓR) 6 cΓR‖u‖1,ΩR

для любого u ∈ W 1
2 (ΩR), то отсюда следует компактность оператора

S(σ) и оценка:

‖S(σ)‖ 6 c2ΓRm(σ). (4.18)

Отметим, что на [0,∞) функция m(σ) непрерывна и в нуле ведет

себя, как −1/ ln(Rσ). Таким образом, ‖S(σ)‖ → 0 при σ → 0.
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Докажем дифференцируемость S(σ). Простые вычисления пока-

зывают, что при z > 0 и l > 1 справедливы неравенства:

0 < H ′
l(z) =

H2
l (z)− z2 − l2

z
6 2l 6 2(l + 1), H ′

0(z) > 0.

Полагая c(σ) = Rmax{2, H ′
0(Rσ)}, имеем:

0 <
d

dσ
(S(σ)u, u) =

∞∑

l=0

′RH ′
l(Rσ)

[
a2l (u) + b2l (u)

]
6

6 c(σ)
∞∑

l=0

′(l + 1)
[
a2l (u) + b2l (u)

]
= c(σ)‖u‖21/2,ΓR 6 c21/2c(σ)‖u‖21,ΩR

.

Функция c(σ) непрерывно зависит от σ при σ > 0 и имеет особенность

вида −(σ lnσ)−1 при σ → 0. ¤

Из леммы следует, что оператор-функцию S(σ) можно продол-

жить по непрерывности на полуось [0,∞). Для этого достаточно по-

ложить S(0) = 0. Полученное продолжение непрерывно:

‖S(σ)− S(η)‖ → 0 при σ → η, σ, η ∈ [0,∞).

Говоря далее об операторе S(σ) при σ ∈ [0,∞) и об операторе Aβ2(k
2)

при (β2, k2) ∈ Λ̄, мы всегда будем иметь в виду указанное продолже-

ние.

8. Уравнение отсечки и точки отсечки. Основную труд-

ность при применении теоремы 4.16 для доказательства существова-

ния решений задачи (4.12), очевидно, представляет проверка усло-

вия 4. Обозначим через ∆β2 отрезок [k2−(β
2), k2+(β

2)], где

k2−(β
2) = β2/n2+, k2+(β

2) = β2/n2∞.

Задача на собственные значения (4.14) в рассматриваемом нами слу-

чае принимает следующий вид:

(γ, u) ∈ ∆β2 × V : A0u+ β2B0u = γBu. (4.19)
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Действительно, при фиксированном β2 > 0 и k2 = k2+(β
2) параметр

σ обращается в нуль и S(σ) = 0. Задача (4.19) играет ключевую роль

при доказательстве существования решений задачи (4.12). Исследуем

свойства решений задачи (4.19).

Для любого β2 > 0 задача (4.19) имеет счетное множество соб-

ственных значений конечной кратности. Занумеруем их в порядке

неубывания:

0 6 γ1(β
2) 6 . . . 6 γl(β

2) 6 . . . , γl(β
2)→∞, l→∞,

указывая каждое число столько раз, какова его кратность. Этим чис-

лам соответствуют собственные элементы ul(β
2), образующие базис

в V и такие, что

(Bui(β
2), uj(β

2)) = δij, i, j > 1.

В силу принципа Куранта для любого l ≥ 1 имеем:

γl(β
2) = min

Vl⊂V
max
u∈Vl

Rβ2(u), Rβ2(u) =
(A0u+ β2B0u, u)

(Bu, u)
.

Отметим следующие свойства функций γl(β
2).

Лемма 4.5. Функции γl(β
2), l = 1, 2, . . ., – возрастающие непре-

рывные функции параметра β2 > 0. Причем,

0 = γ1(0) < γ2(0), k
2
−(β

2) < γ1(β
2) < k2+(β

2) ∀β2 > 0,

lim
β2→∞

γl(β
2)

β2
=

1

n2+
, l = 1, 2, . . . . (4.20)

Доказательство. Проверка непрерывности функций γl(β
2)

проводится аналогично доказательству соответствующего утвержде-

ния леммы 4.3. Из монотонности отношения Рэлея по параметру β2

следует возрастание функций γl(β
2). Однократность числа γ1(0) сле-

дует из того, что ядро оператора A0 состоит только из функций, тож-

дественно равных постоянной в области ΩR. Далее, из представления

γ1(β
2) = min

u∈V






(A0u, u) + β2

∫

ΩR

(1− n2/n2+)u
2dx


 (Bu, u)−1



+

β2

n2+
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следует оценка снизу γ1(β
2) > k2−(β

2). Оценка сверху для γ1(β
2) сле-

дует из неравенств:

γ1(β
2) = min

u∈V
Rβ2(u) 6 Rβ2(1) = β2|ΩR|



∫

ΩR

n2dx



−1

< k2+(β
2).

Докажем справедливость равенств (4.20). Заметим, что при l ≥ 1

γl(β
2)

β2
− 1

n2+
>
γ1(β

2)

β2
− 1

n2+
> 0.

Пусть

n+ = max
x∈Ω

n(x) = n(x0), n− = min
x∈Ω

n(x),

Ωρ – круг радиуса ρ с центром в точке x0, Ωρ ⊂ ΩR,

δρ = max
x∈Ωρ

n2+ − n2(x)

n2(x)
,

Vρ – множество функций из V , равных нулю вне Ωρ. Для функций

u ∈ Vρ имеем:

Rβ2(u) =


(A0u, u) + β2

∫

Ωρ

(1− n2/n2+)u
2dx


 (Bu, u)−1 +

β2

n2+
6

6
(A0u, u)

(Bu, u)
+
β2δρ
n2+

+
β2

n2+
6



∫

Ωρ

|∇u|2dx





n2−

∫

Ωρ

u2dx




−1

+
β2δρ
n2+

+
β2

n2+
.

Обозначим через λρ
l собственные значения оператора Лапласа в кру-

ге Ωρ при краевых условиях Дирихле. Поскольку λρ
l = ρ−2λ1l , то из

предыдущей оценки следует, что

γl(β
2) = min

Vl⊂V
max
u∈Vl

Rβ2(u) 6 min
Vl⊂Vρ

max
u∈Vl

Rβ2(u) 6
λ1l
ρ2n2−

+
β2δρ
n2+

+
β2

n2+
.

Таким образом,

0 <
γl(β

2)

β2
− 1

n2+
6

λ1l
ρ2β2n2−

+
δρ
n2+
.
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Переходя здесь к пределу при β2 →∞, ρ→ 0 так, чтобы ρ2β2 →∞,

получаем (4.20). ¤

Лемма 4.6. Для каждого l = 1, 2, . . . уравнение

γl(β
2) = k2+(β

2) (4.21)

имеет единственное решение β2
l , причем,

0 = β2
1 < β2

2 6 β2
3 6 . . . 6 β2

l 6 . . . , β2
l →∞, l →∞.

Числа β2
l являются собственными значениями задачи:

u ∈ V \ {0} : A0u = β2Cu, C =
1

n2∞
B −B0. (4.22)

Доказательство. Воспользуемся предыдущей леммой. Урав-

нение (4.21) при l = 1 имеет единственное решение β2
1 = 0. Пусть для

всех l > 2 определены функции:

νl(β
2) = γl(β

2)/β2 − 1/n2∞.

Каждая функция νl непрерывна при β2 > 0,

lim
β2→0

νl(β
2) =∞, lim

β2→∞
νl(β

2) =
1

n2+
− 1

n2∞
< 0.

Отсюда следует, что уравнение (4.21) имеет решение β2
l > 0 при зна-

чениях l > 2. Покажем, что β2
l определяется единственным образом.

Для этого перепишем уравнение (4.19) тождественно в виде:

u ∈ V : A0u− β2Cu = β2νl(β
2)Bu. (4.23)

Отсюда следует, что корнями уравнения (4.21) могут быть только соб-

ственные значения задачи (4.22). Далее, из принципа Куранта для

задачи (4.23) следует, что функция β2νl(β
2) не возрастает (так как

C > 0), следовательно, функция νl строго убывает и имеет един-

ственный корень. ¤

Качественное поведение кривых γl(β
2) показано на рисунке 2.
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Рис. 2. Поведение функций γ = γl(β
2)

Задачу на собственные значения (4.22) назовем уравнением от-

сечки, а собственные значения β2
l – точками отсечки. Для β2 > 0

определим целочисленную функцию

N(β2) = max{l : β2
l < β2}. (4.24)

Из лемм 4.5 и 4.6 следует

Теорема 4.17. Пусть β2
l , l = 1, 2, . . ., – точки отсечки, функ-

ция N(β2) определена формулой (4.24). Тогда для любого β2 > 0 зада-

ча (4.19) в интервале (k2−(β
2), k2+(β

2)] имеет N(β2) и только N(β2)

(с учетом кратности) собственных значений γl(β
2),

k2−(β
2) < γ1(β

2) 6 . . . 6 γN(β2)(β
2) 6 k2+(β

2),

соответствующие им собственные векторы ортонормированы:

(Bui(β
2), uj(β

2)) = δij, i, j = 1, . . . , N(β2).

Причем, N(β2) ≥ 1 для любого β2 > 0 и N(β2) = 1 для β2 ∈ (0, β2
2 ].
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9. Существование решений и их свойства. На основе по-

лученных выше результатов мы можем теперь сформулировать и до-

казать основные утверждения параграфа. Следующая теорема опи-

сывает все множество решений задачи (4.12).

Теорема 4.18. Пусть β2
l , l = 1, 2, . . ., – точки отсечки; функ-

ция N(β2) определена формулой (4.24). Тогда для любого β2 > 0 зада-

ча (4.12) имеет N(β2), и только N(β2), решений (β2, k2i (β
2), ui(β

2)),

k2−(β
2) < k21(β

2) 6 . . . 6 k2N(β2)(β
2) < k2+(β

2).

Если

k2l−1(β
2) < k2l (β

2) < k2l+1(β
2),

то ul(β
2) определяется однозначно (с точностью до множителя);

если же

k2l−1(β
2) < k2l (β

2) = k2l+1(β
2) = . . . = k2l+m−1(β

2) < k2l+m(β
2),

то векторы ui(β
2), i = l, . . . , l +m− 1, могут быть выбраны орто-

нормированными:

(Bui(β
2), uj(β

2)) = δij, i, j = l, . . . , l +m− 1.

Каждое число k2 = k2l (β
2), l > 1, является единственным корнем

уравнения:

k2 = min
Hl⊂V

max
v∈Hl

R2
β(k

2, u), R2
β(k

2, u) =
(A0u+ β2B0u+ S(σ)u, u)

(Bu, u)
.

Доказательство. При фиксированном β2 > 0 задача поис-

ка ненулевых функций u ∈ V и k2 ∈ ∆β2, удовлетворяющих (4.12),

совпадает с задачей, изученной в разд. 3, если положить

H = V, ‖ · ‖ = ‖ · ‖1,ΩR
, λ = k2, A(λ) = Aβ2(k

2), ∆ = ∆β2.

Покажем, что все условия теоремы 4.16 выполнены. Отсюда будут

следовать утверждения доказываемой теоремы.
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1. Симметричность и неотрицательность Aβ2(k
2) вытекают из

определения. Далее (см. (4.18)),

(Aβ2(k
2)u, u) 6 ‖|∇u|‖2L2(ΩR)

+ ‖u‖21/2,ΓR + β2‖u‖2L2(ΩR)
+m(σ)‖u‖20,ΓR.

Отсюда следует, что Aβ2(k
2) 6 m2

βI, где

m2
β = max

k2∈∆̄β2

[
1 + β2 + c21/2 + c2ΓRm(σ)

]
.

Очевидно также, что B > 0, B – самосопряженный компактный опе-

ратор. Это следует из ограниченности функции n(x) в области ΩR и

компактности вложения W 1
2 (ΩR) ⊂ L2(ΩR).

2. Непрерывность оператор-функции Aβ2(k
2) по k2 ∈ ∆β2 следует

из непрерывности оператор-функции S(σ) при σ > 0.

3. Отношение Рэлея R(λ, u) имеет вид:

R(λ, u) = Rβ2(k
2, u) =

(A0u+ β2B0u, u)

(Bu, u)
+

(S(σ)u, u)

(Bu, u)
, u 6= 0.

От k2 зависит только второе слагаемое. Поскольку функции

zKl−1(z)/Kl(z), l ≥ 1, H0(z), z ∈ [0,∞),

являются монотонно возрастающими, то (S(σ)u, u) монотонно возрас-

тает по σ и монотонно убывает по k2 ∈ ∆β2. Итак, Rβ2(k
2, u) убывает

по k2 при любом фиксированном u.

4. Количество N(β2) собственных значений γl(β
2) задачи (4.19)

определяется соотношением (4.24) (см. теорему 4.17).

5. Неравенство

Rβ2(k
2
−(β

2), u) > k2−(β
2) ∀u ∈ V \ {0}

в силу неотрицательности оператора S вытекает из леммы 4.5. Более

того, для любого k2 ∈ ∆β2 имеем:

Rβ2(k
2, u) >

(A0u+ β2B0u, u)

(Bu, u)
> γ1(β

2) >
β2

n2+
= k2−(β

2).
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Таким образом, все условия теоремы 4.16 выполнены. Из нее следует,

что для любого β2 > 0 задача (4.12) имеет ровно N(β2) решений вида

(β2, k2i (β
2), ui(β

2)), причем,

k2−(β
2) < k21(β

2) 6 . . . 6 k2N(β2)(β
2) < k2+(β

2).

Отметим, что числа k2l (β
2) определены для любого β2 > β2

l . ¤

10. Свойства дисперсионных кривых. В теореме 4.18 фак-

тически доказано, что множество всех (β2, k2), при которых существу-

ют нетривиальные решения задачи (4.12), состоит из дисперсионных

кривых k2 = k2l (β
2), β2 ∈ (β2

l ,∞). Укажем основные их свойства. Для

всех l > 1 введем в рассмотрение функции:

fl(β
2, k2) = min

Hl⊂V
max
u∈Hl

Rβ2(k
2, u).

Нетрудно видеть, что функции fl(β
2, k2), l > 1, возрастают по β2,

убывают по k2 и являются локально липшицевыми по совокуп-

ности аргументов. Для доказательства последнего свойства доста-

точно использовать рассуждения, аналогичные приведенным в до-

казательстве леммы 4.3, и учесть дифференцируемость оператор-

функции S(σ) при σ > 0.

Теорема 4.19. Дисперсионные кривые k2 = k2l (β
2), определен-

ные на (β2
l ,∞), при всех l > 1 являются локально липшицевыми,

возрастающими и имеет место равенство:

lim
β2→∞

k2l (β
2)

β2
=

1

n2+
. (4.25)

Доказательство. Функции fl(β
2, k2), l > 1, возрастают по β2.

При каждом β2 ∈ (β2
l ,∞) значение k2l является решением уравнения

k2 = fl(β
2, k2). Следовательно, функции k2l = k2l (β

2), l > 1, возраста-

ют по β2. Далее, пусть β̂2 > β2. Тогда

0 < k2l (β̂
2)− k2l (β

2) = [fl(β̂
2, k2l (β̂

2))− fl(β̂
2, k2l (β

2))]+
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+[fl(β̂
2, k2l (β

2))− fl(β
2, k2l (β

2))] 6

6 fl(β̂
2, k2l (β

2))− fl(β
2, k2l (β

2)) 6 c(β̂2 − β2),

и, следовательно, функции k2 = k2l (β
2), l > 1, являются локаль-

но липшицевыми. Доказательство равенства (4.25) проводится ана-

логично доказательству соответствующего утверждения леммы 4.5.

¤

11. Свойства собственных функций. Информацию о соб-

ственных функциях задачи (4.4) легко получить, если воспользовать-

ся теоремой 4.18 и эквивалентностью задач (4.12) и (4.4).

Пусть (k2l (β
2), ul(β

2)) – решения задачи (4.12) при фиксирован-

ном β2. Осуществим метагармоническое продолжение следа функ-

ции ul(β
2) c контура ΓR в ΩR,∞. Полученную функцию, определен-

ную на плоскости R2, обозначим через ul(β2), ul(β2) ∈ H1. Для любой

функции v ∈ H1 имеем:∫

R2

(∇ul(β2) · ∇v + β2ul(β2)v)dx = k2l (β
2)

∫

R2

n2ul(β2)vdx.

На основе теоремы 4.18 и единственности метагармонического про-

должения, стандартными рассуждениями доказывается

Теорема 4.20. Собственные функции ul(β2), соответствую-

щие различным собственным значениям k2l (β
2), ортогональны:

∫

R2

n2ul(β2)um(β2)dx = 0, если k2l (β
2) 6= k2m(β

2).

Если

k2l−1(β
2) < k2l (β

2) < k2l+1(β
2)

то ul(β2) определяется однозначно (с точностью до постоянного

множителя); если же

k2l−1(β
2) < k2l (β

2) = k2l+1(β
2) = . . . = k2l+m−1(β

2) < k2l+m(β
2),

то функции ui(β2), i = l, . . . , l +m− 1, могут быть выбраны орто-

нормированными.
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§ 2. Векторная задача в вариационной постановке

1. Постановка задачи. Приведем постановку задачи о по-

верхностных собственных волнах цилиндрического диэлектрическо-

го волновода. Пусть Ω – ограниченная, не обязательно односвязная

область на плоскости R2, содержащая начало координат, – область

поперечного сечения волновода. Каждая связная компонента ее гра-

ницы Γ является липшицевой кривой. Относительно показателя пре-

ломления n предположим следующее: n = n∞ = const при x /∈ Ω; n –

непрерывна на Ω;

min
x∈Ω

n(x) > n∞, n+ = max
x∈Ω

n(x) > n∞ > 0.

Будем считать, что постоянная распространения β и частота элек-

тромагнитных колебаний ω – положительные вещественные парамет-

ры. Задача сводится (см. параграф 1 главы 1) к отысканию таких

значений параметров β и ω, при которых существуют нетривиальные

экспоненциально убывающие на бесконечности решения E, H следу-

ющих, понимаемых в классическом смысле, уравнений:

rotβE =iωµ0H, rotβH =− iωε0n
2E, x ∈ R2 \ Γ, (4.26)

ν × E+ = ν × E−, ν × H+ = ν × H−, x ∈ Γ, (4.27)

где векторная операция rotβ определена равенством (1.4), с. 33.

Введем ряд обозначений. Для скалярного поля ϕ, векторных по-

лей F = (F1,F2)
T, F = (FT,F3)

T, и D ⊆ R2 примем:

rotF = ∂F2/∂x1 − ∂F1/∂x2, divF = ∂F1/∂x1 + ∂F2/∂x2,

∇ϕ =

[
∂ϕ/∂x1

∂ϕ/∂x2

]
, rotϕ =

[
∂ϕ/∂x2

−∂ϕ/∂x1

]
,

aD(F,F
′) =

∫

D

(
1

n2
rotF rotF′ +

1

n2∞
divF divF′ +

1

n2
∇F3 · ∇F

′

3

)
dx,
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bD(F,F
′) =

∫

D

(
1

n2∞
− 1

n2

)
F · F′ dx,

cD(F,F
′) = i

∫

D

(
1

n2
− 1

n2∞

)(
F · ∇F

′

3 −∇F3 · F′

)
dx,

dD(F,F
′) =

∫

D

F · F′ dx,

c(β; F,F′) =

∫

R2

( 1
n2

rotβ F · rotβ F′ +
1

n2∞
divβ F divβ F

′
)
dx,

где символ “·” означает скалярное произведение векторов.

Пусть V =
[
W 1

2 (R
2)
]
3 – пространство Соболева комплексно-

значных функций c нормой:

‖F‖21,R2 =
∫

R2

(|∇F|2 + |F|2) dx,

где |F|2 = F · F, |∇F|2 =
2∑

i=1

3∑
j=1

|∂Fj/∂xi|2.
В работе [112] получена вариационная формулировка задачи

(4.26), (4.27): найти все такие пары (β, k) ∈ R2
+, при которых су-

ществуют ненулевые вектора H ∈ V , являющиеся решениями урав-

нения:

c(β; H,H
′

) = k2dR2(H,H
′

) ∀H′ ∈ V, (4.28)

где k2 = µ0ε0ω
2.

В работе [112] доказано, что нетривиальные решения задачи (4.28)

могут существовать только при

(β, k) ∈ Λ = {(β, k) : β/n+ < k < β/n∞, β > 0} .

Итак, задача о собственных волнах цилиндрического диэлектриче-

ского волновода формулируется следующим образом [112]: найти все

(β, k) ∈ Λ и H ∈ V \ {0} удовлетворяющие уравнению (4.28).
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2. Оператор SΓR
. Пусть ΩR – открытый круг радиусаR такой,

что Ω ⊂ ΩR; ν = (ν1, ν2) – единичный вектор внешней нормали к

границе ΓR области ΩR; τ = (−ν2, ν1) – касательный вектор к ΓR;

ΩR,∞ = R2 \ΩR. Введем пространства комплексно-значных функций:

VΩR
=
[
W 1

2 (ΩR)
]
3, V∞ =

[
W 1

2 (ΩR,∞)
]
3,

V 0
∞ = {H ∈ V∞ : H|ΓR = 0},

и пусть (·, ·) – скалярное произведение в VΩR
:

(
H,H

′

)
=

∫

ΩR

(
∇H · ∇H′ +H · H′

)
dx .

Пусть σ2 = β2−k2n2∞ > 0. Вектор Hσ ∈ V∞ назовем метагармони-

ческим продолжением вектора H ∈
[
W

1/2
2 (ΓR)

]
3 в область ΩR,∞, если

Hσ

∣∣
ΓR

= H, и

sΩR,∞
(σ; Hσ,H

′

) = 0 ∀H′ ∈ V 0
∞,

где

sΩR,∞
(σ,H,H

′

) = aΩR,∞
(H,H

′

) +
β2

n2∞
dΩR,∞

(H,H
′

)− k2dΩR,∞
(H,H

′

) =

=

∫

ΩR,∞

1

n2∞

(
rotHrotH′ + divHdivH′ +∇H3 · ∇H

′

3 + σ2H · H′

)
dx.

(4.29)

С помощью формулы интегрирования по частям нетрудно пока-

зать, что метагармоническое продолжение удовлетворяет тождеству:
∫

ΩR,∞

(∇Hσ · ∇H′ + σ2Hσ · H′ ) dx = 0 ∀H′ ∈ V 0
∞. (4.30)

Следовательно, указанное продолжение существует, определяется

единственным образом и, кроме того, имеет место равенство [72]:
∫

ΩR,∞

(
|∇Hσ|2 + σ2|Hσ|2

)
dx = (4.31)
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= inf
H′∈V∞, H′ |ΓR=H

∫

ΩR,∞

(
|∇H

′|2 + σ2|H′|2
)
dx.

Определим оператор SΓR(σ) : VΩR
→ VΩR

по формуле:
(
SΓR(σ)H,H

′

)
= sΩR,∞

(σ; Hσ,H
′

σ), (4.32)

где H, H
′

– произвольные элементы VΩR
, Hσ, H

′

σ – метагармонические

продолжения в область ΩR,∞ следов векторов H и H
′

на ΓR. Изучим

свойства оператора SΓR(σ).

Лемма 4.7. Для любого σ > 0 оператор SΓR(σ) является огра-

ниченным, самосопряженным и неотрицательно определенным опе-

ратором:

SΓR(σ) = S∗ΓR(σ) > 0.

Доказательство. Поскольку для любого σ > 0 форма

sΩR,∞
(σ; ·, ·) – эрмитова на V∞ × V∞ и неотрицательна, то достаточно

доказать ограниченность оператора SΓR. Воспользуемся следующими

эквивалентными нормировками пространства
[
W

1/2
2 (ΓR)

]
3 (см., напр.,

[72, с.55]):

‖H‖1/2,ΓR = inf
H′∈VΩR , H′ |ΓR=H

‖H′‖1,ΩR
,

‖H‖1/2,ΓR = inf
H′∈V∞, H′ |ΓR=H

‖H′‖1,ΩR,∞
.

Учитывая (4.29) и (4.31), нетрудно показать, что

(SΓR(σ)H,H) 6 c

∫

ΩR,∞

(
|∇Hσ|2 + σ2|Hσ|2

)
dx =

= c inf
H′∈V∞, H′ |ΓR=H

∫

ΩR,∞

(
|∇H

′|2 + σ2|H′|2
)
dx 6

6 cσ inf
H′∈V∞, H′ |ΓR=H

‖H′‖21,ΩR,∞
= cσ‖H‖21/2,ΓR 6 cσ‖H‖21,Ω.

¤
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Укажем явный вид оператора SΓR. Поскольку оператор SΓR непре-

рывен, а пространство
[
C∞(ΩR)

]
3 плотно в VΩR

, то достаточно опре-

делить SΓR лишь на функциях из
[
C∞(ΩR)

]
3. Интегрированием по

частям в формуле (4.32) получим:

(SΓR(σ)H,H
′

) =

∫

ΩR,∞

1

n2∞
(−∆Hσ + σ2Hσ) · H′

σ dx− (4.33)

−
∫

ΓR

1

n2∞

∂Hσ

∂ν
· H′ dx+

∫

ΓR

1

n2∞

(
∂H1

∂τ
H

′

2 +H2
∂H

′

1

∂τ

)
dx.

Методом разделения переменных получим решение уравнения (4.30):

Hσ(x) =
∞∑

l=−∞

Kl(σr)

Kl(σR)
al(H) e

ilϕ, al(H) =
1

2π

2π∫

0

H(R,ϕ) e−ilϕ dϕ.

(4.34)

С учетом (4.30) и (4.34), из (4.33) получим:

(SΓR(σ)H,H
′

) =
2π

n2∞

∞∑

l=−∞
Al(σR) al(H) · al(H′) +

+
2πi

n2∞

∞∑

l=−∞
l
(
al(H1) al(H

′

2)− al(H2) al(H
′

1)
)
,

где Al(z) = −zK ′

l(z)/Kl(z).

Известно, что модифицированные функции Бесселя Kl(z) поло-

жительны при вещественных z > 0, l > 0, имеют место равенства:

Kl(z) = K−l(z), K
′

l(z) = −Kl−1(z)−
l

z
Kl(z), l > 1,

K
′

l(z) = −Kl+1(z) +
l

z
Kl(z), l 6 −1, K

′

0(z) = −K1(z).

Отсюда следует справедливость представлений:

Al(z) = |l|+ zK|l|−1(z)/K|l|(z) > 0, l = 0,±1,±2, . . .

Определим операторы S(σ), S0 : VΩR
→ VΩR

по формулам:

(S(σ)H,H
′

) =
2πσR

n2∞

∞∑

l=−∞

K|l|−1(σR)

K|l|(σR)
al(H) · al(H′), σ > 0, (4.35)
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(S0H,H
′

) =
2π

n2∞

∞∑

l=−∞
|l|al(H) · al(H′) +

+
2πi

n2∞

∞∑

l=−∞
l
(
al(H1) · al(H′

2)− al(H2) · al(H′

1)
)
.

Оператор SΓR(σ) – есть сумма этих двух операторов:

SΓR(σ) = S(σ) + S0 ∀σ > 0. (4.36)

Лемма 4.8. Для любого σ > 0 оператор S(σ) – компактный;

S(σ) = S∗(σ) > 0; ‖S(σ)‖ → 0 при σ → 0; оператор-функция S(σ)

является непрерывно дифференцируемой по σ > 0, а функция

σ → (S(σ)H,H)

– неубывающей по σ > 0 при любом фиксированном H ∈ VΩR
. Кроме

того, S0 = S∗0 > 0.

Доказательство. Симметрия и неотрицательность S(σ) оче-

видны. Докажем его компактность. В силу свойств функций Бессе-

ля, функции K|l|−1(z)/K|l|(z), l 6= 0, являются непрерывными мо-

нотонно возрастающими от нуля до единицы на [0,∞), функция

A0(z) = zK1(z)/K0(z) также является непрерывной монотонно воз-

растающей от нуля на [0,∞). Пусть c1(σ) = 2πmax{Rσ,A0(Rσ)}/n2∞.

В силу равенства Парсеваля имеем:

(S(σ)H,H) 6 c1(σ)
∞∑

l=−∞
|al(H)|2 = c1(σ)‖H‖2[L2(ΓR)]3.

Поскольку вложение VΩR
⊂
[
L2(ΓR)

]
3 компактно и

‖H‖[L2(ΓR)]3 6 cΓR‖H‖1,ΩR

для любого H ∈ VΩR
, то отсюда следует компактность S(σ) и оценка:

‖S(σ)‖ 6 c2ΓRc1(σ).
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Отметим, что на [0,∞) функция c1(σ) непрерывна и в нуле ведет

себя, как −1/ ln(Rσ). Таким образом, ‖S(σ)‖ → 0 при σ → 0.

Нетрудно видеть, что ряд (4.35) при любых H, H
′ ∈ VΩR

мож-

но почленно дифференцировать по σ > 0. Следовательно, оператор-

функция S(σ) является непрерывно дифференцируемой по σ > 0.

Докажем монотонность S(σ). При этом нам будет удобно нормиро-

вать пространство
[
W

1/2
2 (ΓR)

]
3 следующим образом:

‖H‖21/2,ΓR =
∞∑

l=−∞
(|l|+ 1)|al(H)|2.

Известно (см., напр., [71, с.29]), что существует не зависящая от H

постоянная c1/2 такая, что

‖H‖1/2,ΓR 6 c1/2‖H‖1,ΩR
∀H ∈ VΩR

.

Простые вычисления показывают, что при z > 0 и l 6= 0

0 < A′l(z) =
A2

l (z)− z2 − l2

z
6 2|l| 6 2(|l|+ 1), A′0(z) > 0.

Полагая c2(σ) = 2πmax{2, A′0(Rσ)}/n2∞, имеем:

0 ≤ d

dσ
(S(σ)H,H) =

2π

n2∞

∞∑

l=−∞
A′l(Rσ)|al(H)|2 6

6 c2(σ)
∞∑

l=−∞
(|l|+ 1)|al(H)|2 = c2(σ)‖H‖21/2,ΓR 6 c21/2c2(σ)‖H‖21,ΩR

.

Функция c2(σ) непрерывно зависит от σ при σ > 0 и имеет особен-

ность порядка −(σ lnσ)−1 при σ → 0. Итак, функция σ → (S(σ)H,H)

является неубывающей по σ > 0 при любом фиксированном H ∈ VΩR
.

Самосопряженность S0 очевидна. Проверим его неотрицатель-

ность. Пусть al,i = al(Hi), a
′

l,i = Re al,i, a
′′

l,i = Im al,i. Тогда

(S0H,H) =

=
2π

n2∞

∑

l 6=0

|l|
(
|al,3|2 +

(
a

′′

l,1 −
|l|
l
a

′

l,2

)2
+
(
a

′

l,1 +
|l|
l
a

′′

l,2

)2) ≥ 0
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для любого H ∈ VΩR
. ¤

Из леммы 4.8 следует, что оператор-функцию S(σ) можно про-

должить по непрерывности на полуось [0,∞), для этого достаточно

положить S(0) = 0. Полученное продолжение непрерывно:

‖S(σ)− S(η)‖ → 0 при σ → η, σ, η ∈ [0,∞).

Далее, говоря об операторе S(σ) при σ ∈ [0,∞), мы всегда будем

иметь в виду указанное продолжение.

3. Задача в ограниченной области. Сведем задачу (4.28) к

задаче в круге ΩR. В задаче (4.28) числовыми неизвестными являются

параметры β и k. Однако нам будет удобно в качестве спектрального

параметра использовать

σ =
√
β2 − k2n2∞

и искать (β, σ) вместо (β, k).

Определим для всех пар (β, k) ∈ Λ, операторы A0, B0, C,B :

VΩR
→ VΩR

посредством следующих тождеств:

(A0H,H
′

) = aΩR
(H,H

′

), (B0H,H
′

) = bΩR
(H,H

′

),

(CH,H
′

) = cΩR
(H,H

′

), (BH,H
′

) = dΩR
(H,H

′

),

где H, H
′

– произвольные функции из VΩR
. Пусть A = A0 + S0.

Рассмотрим задачу: найти все (β, σ) ∈ R2
+ и H ∈ VΩR

\ {0}, удо-

влетворяющие уравнению:

(
A+ βC − β2B0 + S(σ)

)
H = −(σ2/n2∞)BH. (4.37)

Теорема 4.21. Пусть (β, k; H∗) ∈ Λ × V \ {0} – решение зада-

чи (4.28), H – сужение H∗ на область ΩR, σ =
√
β2 − k2n2∞. Тогда

(β, σ; H) – решение задачи (4.37). Обратно, пусть

(β, σ; H) ∈ R2
+ × VΩR

\ {0}
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– решение задачи (4.37), вектор H∗ в области ΩR совпадает с H и в

области ΩR,∞ равен метагармоническому продолжению Hσ векто-

ра H|ΓR. Тогда

σ <
√

1− (n∞/n+)2β, (4.38)

и тройка (β, k; H∗), где k =
√
β2 − σ2/n∞, – решение задачи (4.28).

Доказательство. Пусть (β, k; H∗) ∈ Λ × V \ {0} – решение

задачи (4.28). Для всех H, H
′ ∈ V верны равенства:

cΩR,∞
(H,H

′

) = 0, bΩR,∞
(H,H

′

) = 0,

c(β; H,H
′

) = aR2(H,H
′

) + βcR2(H,H
′

)− β2bR2(H,H
′

) +
β2

n2∞
dR2(H,H

′

).

Тождество (4.28) представим в виде:

aΩR
(H,H

′

) + βcΩR
(H,H

′

)− β2bΩR
(H,H

′

) + (β2/n2∞)dΩR
(H,H

′

)+ (4.39)

+sΩR,∞
(σ; H,H

′

) = k2dΩ(H,H
′

) ∀H′ ∈ V.
Полагая H

′

= 0 в области ΩR, получим, что решение задачи (4.28)

равно Hσ в области ΩR,∞. Ограничиваясь в тождестве (4.39) только

такими H
′ ∈ V , что H

′

= H
′

σ в ΩR,∞, получим, что если решение

задачи (4.28) существует, то оно удовлетворяет тождеству:

aΩR
(H,H

′

) + βcΩR
(H,H

′

)− β2bΩR
(H,H

′

) + (β2/n2∞)dΩR
(H,H

′

)+ (4.40)

+
(
SΓR(σ)H,H

′
)
= k2dΩR

(H,H
′

) ∀H′ ∈ VΩR
.

Запишем тождество (4.40) в операторном виде:

(A0 + βC − β2B0 + SΓR(σ) + (β2/n2∞)B)H = k2BH. (4.41)

Подставляя (4.36) в (4.41), получим (4.37).

Докажем второе утверждение теоремы. Пусть

(β, σ; H) ∈ R2
+ × VΩR

\ {0}

– решение задачи (4.37). Определим параметр k равенством:

k =
√
β2 − σ2/n∞.
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Тогда (4.37) равносильно уравнению (4.41), и, следовательно, уравне-

нию (4.40). Определим по H|ΓR метагармоническое продолжение Hσ.

Вектор, совпадающий в области ΩR с H, и в области ΩR,∞ равный Hσ,

обозначим через H∗. Очевидно, H∗ ∈ V \{0}. Пользуясь определением

оператора SΓR(σ), и замечая, что в силу определения метагармониче-

ского продолжения sΩR,∞
(σ; H∗,H

′

σ) = sΩR,∞
(σ; H∗,H

′

), получаем, что

H∗ удовлетворяет (4.39) и (4.28). Итак, тройка (β, k; H∗) – решение

задачи (4.28). Следовательно, число k – вещественное, k > β/n+, и

справедливо (4.38). ¤

Из теоремы 4.21 следует, что если решение (β, σ; H) задачи (4.37)

существует, то (β, σ) принадлежат множеству:

K =
{
(β, σ) : β > 0, 0 < σ <

√
1− (n∞/n+)2β

}
.

Введем в рассмотрение следующие операторы:

M(β) = (1/β)A+ C − βB0, G(β, σ) =M(β) + (1/β)S(σ).

Запишем задачу (4.37) в виде:

(β, σ; H) ∈ R2
+ × VΩR

\ {0} : G(β, σ)H = −(σ2/(βn2∞))BH,

и сформулируем ее так: найти все решения (β, σ) ∈ R2
+ уравнения

γ(β, σ) = −σ2/(βn2∞),

где γ(β, σ) – собственные значения линейной спектральной задачи:

(γ,H) ∈ R× VΩR
\ {0} : G(β, σ)H = γ(β, σ)BH. (4.42)

Найденные (β, σ) и собственные векторы H, отвечающие собственным

значениям γ(β, σ) при этих (β, σ), будут решениями задачи (4.37).

Лемма 4.9. Для любых β > 0, σ > 0 оператор G(β, σ) – са-

мосопряженный, B – компактный, B = B∗ > 0, и имеет место

оценка:

M(β) + λβB ≥ 1/(2β)A ≥ 0, (4.43)
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где λ = δ + 2δ2n2∞, δ = max
x∈ΩR

∣∣1/n2∞ − 1/n2
∣∣.

Доказательство. Очевидно, что для любого β > 0 оператор

M(β) самосопряженный. Для любого σ > 0 оператор S(σ) самосопря-

женный в силу леммы 4.8. Следовательно, первое утверждение лем-

мы справедливо. Утверждения относительно оператора B очевидны.

Докажем справедливость неравенства (4.43). Легко проверить спра-

ведливость неравенств:

|(CH,H)| 6 2δ
(∫

ΩR

|∇H3|2dx
)1/2(∫

ΩR

|H|2dx
)1/2

6

6
1

2n2∞β

∫

ΩR

|∇H3|2dx+ 2n2∞βδ
2(BH,H),

(B0H,H) 6 δ(BH,H), (AH,H) >
1

2
(AH,H) +

1

2n2∞

∫

ΩR

|∇H3|2dx,

где H – произвольная функция из VΩR
. Следовательно,

((M(β) + λβB)H,H) = (((1/β)A+ C − βB0 + λβB)H,H) ≥

≥ 1/(2β)(AH,H) + (λ− δ − 2n2
∞δ

2)β(BH,H) = 1/(2β)(AH,H) > 0.

¤

Задача (4.42) в силу леммы 4.9 для любых фиксированных β > 0,

σ > 0 имеет счетное множество решений (γi,Hi). Собственные функ-

ции Hi нормируем так, что

(BHi,Hj) = δij, i, j = 1, 2, . . . .

Пронумеруем γl по возрастанию (с учетом кратности):

−λβ ≤ γ1 ≤ γ2 ≤ . . . ≤ γn ≤ . . . , γn →∞.

По теореме Куранта для l = 1, 2, . . . имеем:

γl(β, σ) = min
Vl⊂VΩR

max
H∈Vl

R(β, σ; H), R(β, σ; H) =
(A(β, σ)H,H)

(BH,H)
, (4.44)

где минимум берется по всем l-мерным подпространствам простран-

ства VΩR
без нулевого элемента.
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Лемма 4.10. Равенство (AH,H) = 0 справедливо тогда и толь-

ко тогда, когда H = const в ΩR.

Доказательство. Пусть H = const в ΩR. Тогда, очевидно,

справедливо равенство (AH,H) = 0. Наоборот, из последнего равен-

ства и леммы 4.8 следует, что (S0H,H) = 0, и

I ≡ 1

n2∞

∫

ΩR

(
|rotH|2 + |divH|2 + |∇H3|2

)
dx = 0.

Отсюда интегрированием по частям легко получить равенство:

0 = I + (S0H,H) =
1

n2∞

∫

ΩR

|∇H|2 dx+
2π

n2∞

∞∑

l=−∞
|l| |al(H)|2 .

Следовательно, H = const в ΩR. Лемма доказана.

Лемма 4.11. Каждая функция γl(β, σ), l = 1, 2, . . ., при лю-

бом фиксированном σ ≥ 0 является непрерывной невозрастающей

функцией β > 0, а при любом фиксированном β > 0 – непрерыв-

ной неубывающей функцией σ ≥ 0. Кроме того, для любого σ ≥ 0

справедливы оценки:

lim
β→∞

(γl(β, σ)/β) 6 1/n2+ − 1/n2∞ < 0, l = 1, 2, . . . . (4.45)

Доказательство. Все утверждения леммы, кроме оценок

(4.45), непосредственно следуют из определения (4.44) функций γl,

неотрицательности операторов A, B0 и леммы 4.8. Докажем справед-

ливость неравенств (4.45). Пусть η – произвольное положительное

число. В силу свойств функции n существует такая точка x0 ∈ ΩR и

такое число ρ, что

1

ρ2

∫

Ωρ

(
1

n2
− 1

n2+

)
dx 6 η,

где Ωρ = {x ∈ ΩR : |x−x0| < ρ}. Обозначим через µ
(l)
ρ , l = 1, 2, . . . ,m,

первые m собственных чисел оператора Лапласа в области Ωρ при
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граничном условии Дирихле, а через w
(l)
ρ – соответствующие им соб-

ственные функции, продолженные нулем вне Ωρ и удовлетворяющие

условиям ‖w(l)
ρ ‖L2(ΩR) = 1. Положим

H(2l−1)
ρ =

(
w(l)

ρ , 0, 0
)T

, H(2l)
ρ =

(
0, w(l)

ρ , 0
)T

, l = 1, 2, . . . ,m.

Обозначим через W̃ρ – m-мерное подпространство W 1
2 (ΩR), натяну-

тое на w
(1)
ρ , . . ., w

(m)
ρ , а через Wρ – 2m-мерное подпространство VΩR

,

натянутое на H
(1)
ρ , . . . ,H

(2m)
ρ . Для любого вектора H ∈ Wρ имеем:

(S0H,H) = 0, (S(σ)H,H) = 0, (CH,H) = 0,

(A0H,H) 6
1

n2∞

∫

ΩR

|∇H|2 dx,

−(B0H,H) =

∫

ΩR

(
1

n2
− 1

n2+

)
|H|2 dx+

(
1

n2+
− 1

n2∞

)
.

Таким образом,

γ2m/β − (1/n2+ − 1/n2∞) ≤ αm(β, ρ), (4.46)

где

0 ≤ αm(β, ρ) = max
H∈Wρ

(
1

n2∞β2

∫

ΩR

|∇H|2 dx+

∫

ΩR

(
1

n2
− 1

n2+

)
|H|2 dx

)
6

6
µ
(m)
ρ

n2∞β
2
+ ηρ2 max

v∈W̃ρ, ‖v‖L2(ΩR)=1
‖v‖2L∞(ΩRρ)

.

Хорошо известно, что

µ(l)ρ = µ
(l)
1 /ρ

2,
∥∥w(l)

ρ

∥∥
L∞(Ωρ)

=
∥∥w(l)

1

∥∥
L∞(Ω1)

/ρ, l = 1, 2, . . . .

Следовательно, для любого β > 1/(ρ
√
η) верна оценка:

αm(β, ρ) ≤ cmη,

где константа cm не зависит от ρ, η, β. Переходя в последнем нера-

венстве и в неравенстве (4.46) к пределу по η → 0, β →∞, получаем

неравенство (4.45) для любого четного l. Но так как γ2m−1 ≤ γ2m, то

это неравенство справедливо и для всех целых l. ¤
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4. Разрешимость задачи. Исходная задача (4.28) согласно

теореме 4.21 эквивалентна задаче (4.37). Для того, чтобы решить за-

дачу (4.37) при фиксированном β > 0 необходимо определить все

решения σ ≥ 0 уравнений:

γl(β, σ) = −σ2/(βn2∞), l = 1, 2, . . . , (4.47)

где функции γl(β, σ) определены равенствами (4.44). Так как функ-

ции γl(β, σ) при фиксированном β > 0 непрерывны и не убывают по

σ ≥ 0 (см. лемму 4.11), то число уравнений (4.47), имеющих решение,

равно

N(β) = max {l : γl(β, 0) < 0} , β > 0, (4.48)

где γl(β, 0) – собственные значения задачи (4.42) при σ = 0. Пред-

ставление о поведении функций σ → γl(β, σ) дает рис. 3, иллюстри-

рующий их свойства, установленные в лемме 4.11.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

σ

−σ2/(n∞
2 β)

σ
1
 

γ
n(β)

(β,σ) 

σ
n(β)

 

γ
2
(β,σ) 

σ
2
 

γ
1
(β,σ) 

Рис. 3. Типичное поведение функций σ → γl(β, σ)
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Если при некотором l = 1, 2, . . ., и β > 0 решение уравнения (4.47)

существует, то оно, очевидно, единственно. Обозначим его через σl(β).

Итак, при фиксированном β > 0 задача (4.37) имеет N(β) решений

(β, σl(β)), причем,

0 < σN(β)(β) ≤ σN(β)−1(β) ≤ . . . ≤ σ1(β) < β
√

1− (n∞/n+)2.

Последняя оценка здесь следует из теоремы 4.21.

Дадим более удобный способ определения числа N(β). Пусть

H∗3 = (0, 0, 1)T при x ∈ ΩR,

V0 =
{
H ∈ VΩR

: (BH,H∗3) =

∫

ΩR

H3 dx = 0
}
.

Рассмотрим задачу:

(β,H) ∈ R+ × V0 \ {0} :
(
A+ βC − β2B0

)
H = 0. (4.49)

Теорема 4.22. Задача (4.49) имеет счетное множество реше-

ний {β0
l }∞l=1,

0 = β0
1 = β0

2 < β0
3 ≤ . . . ≤ β0

l ≤ . . . , β0
l →∞, l →∞. (4.50)

Число решений задачи (4.37) при фиксированном β > 0 равно

N(β) = max{l : β0
l < β, l = 1, 2, . . .}. (4.51)

Доказательство. Согласно (4.48) количество решений задачи

(4.37) равно числу отрицательных собственных значений γl(β, 0). Так

как при любом β > 0 справедливо равенство M(β)H∗3 = 0, то среди

этих собственных значений есть нулевое. Исключим его, потребовав,

чтобы собственные векторы H задачи (4.42) при σ = 0 принадлежали

пространству V0. Тогда собственные значения γl(β, 0) будут согласно

(4.44) определяться равенствами:

γl(β, 0) = min
Vl⊂V0

max
H∈Vl

R(β,H), R(β,H) =
(M(β)H,H)

(BH,H)
,
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где минимум берется по всем l-мерным подпространствам простран-

ства V0 без нулевого элемента. Все функции γl(β, 0) непрерывны при

β > 0 и монотонно убывают. Действительно, для H ∈ V0 имеем:

dR(β,H)

dβ
= −(1/β2)(AH,H) + (B0H,H)

(BH,H)
< 0.

Как было доказано в лемме 4.11,

lim
β→∞

γl(β, 0) = −∞, l = 1, 2, . . . . (4.52)

Изучим поведение функций γl(β, 0) при β → 0. Пусть H∗1 = (1, 0, 0)T,

H∗2 = (0, 1, 0)T при x ∈ ΩR, V2 – линейная оболочка множества

{H∗1,H∗2}. Для любого вектора H = c1H
∗
1 + c2H

∗
2 ∈ V2 имеем:

AH = 0, CH = 0, (BH,H) = |ΩR|(|c1|2 + |c2|2),

(B0H,H) = (|c1|2 + |c2|2)
∫

ΩR

(
1

n2∞
− 1

n2

)
dx.

Следовательно,

γ2(β, 0) ≤ max
H∈V2

R(β,H) = − β

|ΩR|

∫

ΩR

(
1

n2∞
− 1

n2

)
dx. (4.53)

Далее, из леммы 4.9 для любого β > 0 следует неравенство:

R(β,H) ≥ 1

(2β)

(AH,H)

(BH,H)
− λβ, (4.54)

где H – произвольный вектор из V0, а параметр λ > 0 определен в

условии леммы 4.9. В частности, R(β,H) ≥ −λβ. Отсюда следует, что

γ1(β, 0) = min
H∈V0

R(β,H) ≥ −λβ. (4.55)

Объединяя неравенства (4.53) и (4.55), для любого β > 0 получаем:

−λβ ≤ γ1(β, 0) ≤ γ2(β, 0) ≤ −cβ,

где константа c > 0 не зависит от β. Таким образом, функции γ1(β, 0)

и γ2(β, 0) можно продолжить по непрерывности при β = 0, полагая

γ1(0, 0) = γ2(0, 0) = 0. (4.56)
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Из (4.54) следует неравенство:

γ3(β, 0) ≥
1

2β
γ∗ − λβ, γ∗ = min

V3⊂V0
max
H∈V3

(AH,H)

(BH,H)
,

где минимум берется по всем трехмерным подпространствам про-

странства V0 без нулевого элемента. В силу леммы 4.10, очевидно,

γ∗ > 0. Следовательно,

lim
β→0

γ3(β, 0) = +∞.

Для любого β > 0, l = 4, 5, . . ., функции γl(β, 0) ≥ γ3(β, 0), следова-

тельно,

lim
β→0

γl(β, 0) = +∞, l = 3, 4, . . . . (4.57)

Итак, мы показали, что функции γl(β, 0), l = 1, 2, . . ., непрерывны,

монотонно убывают при β > 0, и справедливы равенства (4.52), (4.56),

(4.57). Следовательно, каждое уравнение

γl(β, 0) = 0, l = 1, 2, . . . , (4.58)

имеет единственный корень β0
l ∈ [0,∞) (см. рис. 4, который иллю-

стрирует доказанные выше свойства функций γl(β, 0)). Таким обра-

зом, мы можем определить число решений задачи (4.37) равенством

(4.51), где β0
l – корни уравнений (4.58). Множество чисел β0

l счетно,

они удовлетворяют условию (4.50).

Покажем теперь, что числа β0
l и только они являются решениями

задачи (4.49). Пусть Hl(β
0
l ) ∈ V0 – собственный вектор задачи (4.42)

при σ = 0, отвечающий собственному значению γl(β
0
l , 0). Рассмат-

ривая (4.42) при σ = 0, β = β0
l и H = Hl(β

0
l ), получаем, что пара

(β0
l ,Hl(β

0
l )) – решение задачи (4.49). Обратно, пусть (β∗,H∗) – реше-

ние задачи (4.49), и β∗ > 0. Это означает, что A(β∗)H∗ = 0, то есть

задача (4.42) при σ = 0 и β = β∗ имеет нулевое собственное значе-

ние, или γl(β∗, 0) = 0 при некотором l. В силу единственности корней

уравнений (4.58), получаем β∗ = β0
l , и пара (γl(β∗, 0),H∗) – решение
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Рис. 4. Число решений задачи (4.37)

задачи (4.42) при σ = 0. При β = 0 задача (4.49) имеет только две

линейно независимые собственные функции H1 = c1H
∗
1, H2 = c2H

∗
2,

где c1, c2 – произвольные комплексные числа, следовательно, (0,H1),

(0,H2) – решения при σ = 0, β = 0 задачи, которая получается умно-

жением левой и правой частей уравнения (4.42) на β. ¤

Из теоремы 4.22 следует, что задача (4.37) (а, следовательно, за-

дача (4.28)) при любом β > 0 имеет по крайней мере два решения.

Число всех решений увеличивается с ростом β и стремится к беско-

нечности при β →∞. Для каждого конечного значения β существует

не более конечного числа решений. Это число равно N(β) и опреде-

ляется значениями β = β0
l , которые называются точками отсечки

и являются решениями уравнения (4.49). Это уравнение называется

уравнением отсечки. Справедлива следующая

Теорема 4.23. Пусть β0
l , l = 1, 2, . . ., – точки отсечки; функ-
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ция N(β) определена формулой (4.51). Тогда для любого β > 0 задача

(4.37) имеет N(β), и только N(β), решений (β, σl(β),Hl(β)).

Дадим более удобный способ определения точек отсечки. Све-

дем задачу (4.49) к задаче на собственные значения с линейным

вхождением спектрального параметра. Для этого определим опера-

тор C0 : VΩR
→ VΩR

по правилу:

(C0H,H) = a0(H3)a0(H3),

где a0(H3) – нулевой коэффициент Фурье (4.34) функции H3. Очевид-

но, C0 – самосопряженный неотрицательный оператор. Рассмотрим

задачу: найти такие β ≥ 0, H ∈ VΩR
\ {0}, что выполняется равен-

ство: (
A+ C0 + βC − β2B0

)
H = 0. (4.59)

Нетрудно проверить, что задачи (4.49) и (4.59) имеют одно и то же

множество решений β0
l . Действительно, пусть (β,H) – решение задачи

(4.49). Представим вектор H в виде H = cH∗3 + H0, где H∗3 = (0, 0, 1)T

в области ΩR, c = a0(H3). Тогда, очевидно, C0H
0 = 0. Учитывая это

равенство и то, что вектор H∗3 при любом β ≥ 0 принадлежит ядру

оператора A+ βC − β2B0, получаем цепочку равенств:

0 = (A+βC−β2B0)H = (A+βC−β2B0)H
0 = (A+C0+βC−β2B0)H

0,

то есть (β,H0) – решение задачи (4.59). Пусть теперь (β,H) – соб-

ственная пара задачи (4.59). Умножая обе части равенства (4.59) ска-

лярно на вектор H∗3, убеждаемся, что a0(H3) = 0, то есть

(A+ βC − β2B0)H = 0.

Представим вектор H в виде H = cH∗3 +H0,

c =

∫

ΩR

H3dx/|ΩR|.

Тогда H0 ∈ V0, и

(A+ βC − β2B0)H
0 = 0,
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то есть (β,H0) – решение задачи (4.49).

Пусть V̂ΩR
=
[
W 1

2 (ΩR)
]
2. Введем в рассмотрение операторы Â,

B̂0 : V̂ΩR
→ V̂ΩR

, Ĉ0 : V̂ΩR
→ W 1

2 (ΩR), L : W 1
2 (ΩR) → W 1

2 (ΩR) и

Ĉ1 : W 1
2 (ΩR) → V̂ΩR

при помощи следующих тождеств, понимая со-

ответствующим образом операторные скобки:

(ÂH,H
′

) =

∫

ΩR

(
1

n2
rotH rotH′ +

1

n2∞
divH divH′

)
dx+

+
2π

n2∞

∞∑

l=−∞
|l|al(H) · al(H′)+

+
2πi

n2∞

∞∑

l=−∞
l
(
al(H1) · al(H′

2)− al(H2) · al(H′

1)
)
,

(B̂0H,H
′

) =

∫

ΩR

(
1/n2∞ − 1/n2

)
H ·H′ dx,

(Ĉ0H, η) = i

∫

ΩR

( 1
n2
− 1

n2∞

)
H · ∇ηdx,

(Ĉ1η,H) = −i
∫

ΩR

( 1
n2
− 1

n2∞

)
∇η ·Hdx,

(Lη, η′) =

∫

ΩR

1

n2
∇η · ∇ η′ dx+

2π

n2∞

∞∑

l=−∞
|l|al(η)al(η′) + a0(η)a0(η′).

Уравнение (4.59) может быть записано теперь в следующем виде:
(

Â βĈ1

βĈ0 L

)(
H

H3

)
= β2

(
B̂0 0

0 0

)(
H

H3

)
.

Оператор L положительно определен. Исключая H3, получим линей-

ную задачу на собственные значения:

ÂH = β2(B̂0 + Ĉ1L
−1Ĉ0)H

относительно спектрального параметра β2. Очевидно, собственные

значения этой задачи равны квадратам точек отсечки β0
l .
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5. Поведение дисперсионных кривых. Дисперсионными

кривыми будем называть функции σl(β), l = 1, 2, . . ., определенные на

интервалах (β0
l ,∞), где β0

l – точки отсечки. При заданном β > β0
l зна-

чение функции σl(β) определяется как единственное решение уравне-

ния (4.47). Изучим свойства функций σl(β). В качестве иллюстрации

на рис. 5 приведены дисперсионные кривые для однородного волно-

вода кругового поперечного сечения, построенные на основе решения

характеристического уравнения (1.61), с. 51 при n∞ = 1, n+ =
√
2.
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Рис. 5. Дисперсионные кривые для однородного волновода кругового поперечного се-

чения.

Лемма 4.12. Для любого l = 1, 2, . . . функция βγl(β, σ), где

γl(β, σ) определена равенством (4.44), локально липшицева по β на

множестве

D = {β ≥ 0, σ ≥ 0 : γl(β, σ) ≤ 0}.

Точнее, существует такая константа c, не зависящая от β и σ,
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что

|βγl(β, σ)− β̂γl(β̂, σ)| ≤ cmax{β, β̂}|β − β̂| (4.60)

для любых β, β̂, σ из множества D.

Доказательство. Пусть β, β̂, σ — произвольные числа из мно-

жества D. По определению (4.44) имеем:

βγl(β, σ) = min
Vl⊂VΩR

max
H∈Vl,(BH,H)=1

Rσ(β,H), (4.61)

где Rσ(β,H) = ((A+βC−β2B0+S(σ))H,H). Справедливо равенство:

Rσ(β̂,H)−Rσ(β,H) = (β̂ − β)(CH,H)− (β̂2 − β2)(B0H,H).

Пусть (BH,H) = 1. Согласно лемме 4.9 имеем:

Rσ(β,H) + λβ2 ≥ 1

2
(AH,H),

(B0H,H) ≤ δ, |(CH,H)| ≤ 2δ

(∫

ΩR

|∇H3|2dx
)1/2

≤ 2δn∞(AH,H)
1/2,

где параметры δ, λ определен в условии леммы 4.9. Используя эти

неравенства, получаем:

|(CH,H)| ≤ 4δn∞
(
Rσ(β,H) + λβ2

)1/2
.

Следовательно,

Rσ(β̂,H) ≤ Rσ(β,H) + δ|β̂ − β|
(
4n∞

(
Rσ(β,H) + λβ2

)1/2
+ (β̂ + β)

)
.

Из этого неравенства и равенства (4.61) имеем:

β̂γl(β̂, σ) ≤ βγl(β, σ) + δ|β̂ − β|
(
4n∞

(
βγl(β, σ) + λβ2

)1/2
+ (β̂ + β)

)
.

По предположению γl(β, σ) ≤ 0, следовательно,

β̂γl(β̂, σ)− βγl(β, σ) ≤ δ(4n∞
√
λ+ 2)max{β, β̂}|β̂ − β|.

Меняя здесь местами β и β̂, получаем оценку (4.60). ¤
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Теорема 4.24. Для любого l = 1, 2, . . ., справедливы утвержде-

ния:

a) функция σl(β) не убывает по β на интервале (β0
l ,∞);

b) функция σ2
l (β) локально липшицева по β на интервале

(β0
l ,∞);

c) lim
β→∞

σl(β)/β =
(
1− (n∞/n+)2

)1/2
.

Доказательство. Докажем свойство a). Согласно лемме 4.11,

для любого l = 1, 2, . . . функция γl(β, σ) является непрерывной невоз-

растающей функцией β > 0. Пусть β̂ > β. Заметим, что решение

уравнения (4.47) существует лишь при γl < 0. Учитывая это, получа-

ем цепочку неравенств:

−σ2
l (β̂)/n

2
∞ = β̂γl(β̂, σl(β̂)) ≤ βγl(β̂, σl(β̂)) ≤ βγl(β, σl(β̂)) =

= β
(
γl(β, σl(β̂))− γl(β, σl(β))

)
− σ2

l (β)/n
2
∞.

Итак, справедливо неравенство:
(
σ2
l (β̂)− σ2

l (β)
)
/n2∞ ≥ β

(
γl(β, σl(β))− γl(β, σl(β̂))

)

Согласно лемме 4.11, для любого l = 1, 2, . . . функция γl(β, σ) явля-

ется непрерывной неубывающей функцией σ ≥ 0. Следовательно, из

последнего неравенства заключаем, что σl(β̂) ≥ σl(β).

Докажем теперь свойство b). Не ограничивая общности, предпо-

ложим, что β̂ > β > 0. Из свойства a) и оценки (4.60) следует:

0 ≤
(
σ2
l (β̂)− σ2

l (β)
)
/n2∞ = βγl(β, σl(β))− β̂γl(β̂, σl(β̂)) ≤

6 βγl(β, σl(β))− β̂γl(β̂, σl(β)) ≤ cmax{β, β̂}|β̂ − β|,
поскольку функция γl(β, σ) не убывает по σ.

Докажем свойство c). Из равенства

−σ2
l (β)/β

2 = n2∞γl(β, σl(β))/β

и неравенства (4.45) следует оценка:

lim
β→∞

σ2
l (β)

β2
> 1− n2∞

n2+
.
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С другой стороны, согласно теореме 4.21, если (β, σ,H) – решение за-

дачи (4.37), то справедливо неравенство (4.38). Отсюда следует спра-

ведливость свойства c). ¤

Только что доказанная лемма обобщает свойства решений задачи,

хорошо известные в частном случае волновода кругового поперечного

сечения с постоянным показателем преломления [91].

Дальнейшее развитие идеи, заложенные в этом параграфе, на-

шли в статьях [47], [48], [134], в которых исходная векторная задача

эквивалентным образом сводится к линейной обобщенной задаче на

собственные значения вида:

C(σ)H = β2D(σ)H,

где H = (H1,H2), C(σ) – ограниченный а D(σ) – компактный самосо-

пряженные операторы, зависящие только от параметра σ. Квадраты

постоянных распространения β2 собственных волн и собственные век-

тора H получаются в результате решения этой задачи при σ > 0, а

квадраты точек отсечки β0
l – при σ = 0. В работах [47], [48], [134]

предлагается алгоритм вычисления постоянных распространения β

для любого σ > 0, основанный на методе конечных элементов.
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Глава 5

ЗАДАЧА О СОБСТВЕННЫХ ВОЛНАХ

ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОГО

ВОЛНОВОДА В ПЛОСКО-СЛОИСТОЙ СРЕДЕ

§ 1. Сведение задачи к нелинейной спектральной задаче

для двумерного сингулярного интегрального уравнения

Сформулируем задачу о собственных волнах цилиндрического ди-

электрического волновода в плоско-слоистой среде. Схематическое

изображение такого волновода приведено на рис. 1.

Рис. 1. Геометрия цилиндрического диэлектрического волновода в плоско-слоистой

окружающей среде

Пусть все трехмерное пространство

{(x1, x2, x3) : −∞ < x1, x2, x3 <∞}

занято изотропной средой без источников, и пусть показатель прелом-

ления n = n(x1, x2) является положительной вещественной функцией



не зависящей от продольной координаты x3. Пусть существует огра-

ниченная область Ω на плоскости R2 такая, что

n(x) = n∞(x2), x = (x1, x2) ∈ Ω∞ = R2 \ Ω,

где n∞(x2) зависит только от координаты x2. Для определенности

положим

n∞(x2) =





n1, x2 > d,

n2, 0 < x2 < d,

n3, x2 < 0.

Можно предположить без потери общности рассуждений, что

n2 ≥ n3 ≥ n1 > 0.

Обозначим через n+ максимум функции n в области Ω, и предполо-

жим, что

n+ > n2.

Введем следующие обозначения:

Ω1 = {(x1, x2) : −∞ < x1 <∞, x2 > d},

Ω2 = {(x1, x2) : −∞ < x1 <∞, 0 < x2 < d},

Ω3 = {(x1, x2) : −∞ < x1 <∞, x2 < 0}.

Предположим, что Ω ⊂ Ω2 и также, что n(x) является непрерыв-

ной функцией в бесконечной области Ω2, то есть, что волновод имеет

размытую границу. Обозначим через Γ1 и Γ2 границы области Ω2:

Γ1 = {(x1, x2) : −∞ < x1 <∞, x2 = d},
Γ2 = {(x1, x2) : −∞ < x1 <∞, x2 = 0}.

Для простоты рассуждений мы рассматриваем трехслойную сре-

ду, где возмущение показателя преломления находится целиком в цен-

тральном слое, но, в действительности, методами, используемыми в

данном параграфе, может быть исследована задача с произвольным
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конечным числом параллельных слоев, если возмущение целиком на-

ходится в одном из них и волновод имеет размытую границу.

Задача о собственных волнах волновода может быть сформули-

рована как векторная спектральная задача для системы уравнений

Максвелла (1.1), с. 31, в предположении, что векторы напряженно-

сти электрического и магнитного поля имеют вид (1.2), с. 32. Мы

рассматриваем постоянную распространения β как неизвестный ве-

щественный параметр и ω > 0 как заданный параметр. Для полей,

имеющих форму (1.2), система уравнений Максвелла (1.1) сводится

к следующей системе уравнений:

rotβE = iωµ0H, x ∈ R2 \ (Γ1 ∪ Γ2) , (5.1)

rotβH = −iωε0n2E, x ∈ R2 \ (Γ1 ∪ Γ2) , (5.2)

где векторная операция rotβ определена равенством (1.4), с. 33.

Обозначим через U множество функций, непрерывных и непре-

рывно дифференцируемых в Ω1, Ω2 и Ω3, дважды непрерывно диф-

ференцируемых в Ω1, Ω2 и Ω3, экспоненциально убывающих при

|x| → ∞ по любому направлению, не параллельному прямым Γj, и

ограниченных при |x| → ∞ параллельно прямым Γj. Будем разыски-

вать нетривиальные решения {E,H} системы уравнений (5.1), (5.2) в

пространстве U 6. На границах раздела сред векторы E и H должны

удовлетворять условиям сопряжения (см. параграф 1 главы 1):

ν × E+ = ν × E−, ν × H+ = ν × H−, x ∈ Γj, j = 1, 2. (5.3)

Здесь ν – вектор нормали к Γj, f
+(f−) – предел функции f сверху

(снизу) прямой Γj, j = 1, 2.

Обозначим Λ
(1)
0 главный (“физический”) лист римановой поверх-

ности функции lnχ(β), где

χ(β) =
√
k2n22 − β2,

который определяется следующими условиями:

−π/2 < argχ(β) < 3π/2, Im(χ(β)) ≥ 0, β ∈ Λ
(1)
0 .
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Определение 5.13. Ненулевой вектор {E,H} ∈ U 6 будем на-

зывать собственным вектором задачи (5.1) – (5.3), отвечающим соб-

ственному значению

β ∈ Λ̂
(1)
0 = {β ∈ Λ

(1)
0 : Imβ = 0, |β| > kn2},

если выполнены условия (5.1) – (5.3).

Получим интегральное представление для любого собственного

вектора {E,H} задачи (5.1) – (5.3), отвечающего собственному зна-

чению β ∈ Λ̂
(1)
0 . Это представление будет использовано для сведения

задачи (5.1) – (5.3) к нелинейной спектральной задаче для двумерного

сингулярного интегрального уравнения.

Определение 5.14. Вектор-функция Π называется вектором

Герца, или поляризационным потенциалом векторного поля {E,H},
если для x ∈ R2 \ (Γ1 ∪ Γ2) справедливо следующее представление:

E =
(
k2n2∞ + gradβdivβ

)
Π, (5.4)

H = −iωε0n2∞rotβΠ. (5.5)

Лемма 5.13. Для любого собственного вектора {E,H} зада-

чи (5.1) – (5.3), отвечающего собственному значению β ∈ Λ̂
(1)
0 ,

существует поляризационный потенциал Π ∈ U 3, который для

x ∈ R2 \ (Γ1 ∪ Γ2) удовлетворяет уравнению:

[
4+

(
k2n2∞ − β2

)]
Π = − 1

n2∞

(
n2 − n2∞

)
E, (5.6)

и для x ∈ Γ1 ∪ Γ2 удовлетворяет следующим граничным условиям:

Π+
l = N 2Π−l , l = 1, 2, 3, (5.7)

∂Π+
l

∂x2
= N 2∂Π

−
l

∂x2
, l = 1, 2, (5.8)

(
∂Π+

2

∂x2
− ∂Π−2
∂x2

)
=
(
1−N 2

)(∂Π−1
∂x1

+ iβΠ−3

)
, (5.9)
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где N = ni+1/ni для x ∈ Γi; f
+(f−) – предел функции f сверху (сни-

зу) на прямой Γi. Для x ∈ R2 поляризационный потенциал Π имеет

следующее интегральное представление:

Π(x) =
1

n2∞

∫

Ω

(
n2(y)− n2∞

)
G(β; x, y)E(y)dy, (5.10)

где

G(β; x, y) = Φ (β; x, y) +Gs(β; x, y),

Φ (β; x, y) =
i

4
H

(1)
0 (χ(β) |x− y|) ,

Gs (β; x, y) =



Gn (β; x, y) ∂Gc (β; x, y) /∂x1 iβGc (β; x, y)

0 Gt (β; x, y) 0

0 0 Gt (β; x, y)


 ,

Gα (β; x, y) =
1

2π

∞∫

−∞

Rα (β; x2, y2;λ)
exp (iλ (x1 − y1))

2
√
λ2 + β2 − k2n22

dλ,

α = t, n, c.

Функции Rα определяются геометрией задачи и для трехслойной

окружающей среды представлены в приложении А, с. 174; H
(1)
0 –

функция Ханкеля первого рода индекса 0.

Доказательство. Существование вектора Π такого, что пред-

ставление (5.4), (5.5) и уравнение (5.6) справедливы хорошо известно

(см., напр., [119]). Если поляризационный потенциал Π удовлетворя-

ет условиям (5.7) – (5.9), то векторы E и H, имеющие представление

(5.4), (5.5) удовлетворяют условиям (5.3). Задача (5.6) – (5.9) имеет

решение в виде (5.10) [110]. Функция G(β; x, y) – хорошо известная

тензорная функция Грина для поляризационного потенциала [111].

Используя представление (5.10) для поляризационного потенциала Π

можно доказать, что Π ∈U 3 для любого β ∈ Λ̂
(1)
0 . ¤
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Используя (5.4) и (5.10), получаем интегральное представление

для любого собственного вектора {E,H} задачи (5.1) – (5.3), отвеча-

ющего собственному значению β ∈ Λ̂
(1)
0 :

E(x) =
(
k2n2∞ + gradβdivβ

) 1

n2∞

∫

Ω

(
n2(y)− n2∞

)
G(β; x, y)E(y)dy,

(5.11)

H(x) = −iωε0rotβ
∫

Ω

(
n2(y)− n2∞

)
G(β; x, y)E(y)dy,

где x ∈ R2 \ (Γ1 ∪ Γ2).

Сведем теперь задачу (5.1) – (5.3) к нелинейной спектральной

задаче для двумерного сингулярного интегрального уравнения ана-

логичного [110], [113], [152], [172]. Это уравнение часто используется

на практике потому, что оно точно учитывает поведение поля в окру-

жающей слоистой среде.

Лемма 5.14. Пусть {E,H} – собственный вектор задачи (5.1)

– (5.3), отвечающий собственному значению β ∈ Λ̂
(1)
0 . Тогда

(Q(β)E) (x) = 0, x ∈ Ω, (5.12)

где

(Q(β)E) (x) = E(x) +
1

2
η(x)E(x)−

−
∫

Ω

T (β; x, y)

((
n2(y)

n2∞
− 1

)
E(y)

)
dy−

−
∫

Ω

T1 (x, y)

((
n2(y)

n2∞
− 1

)
E(y)

)
dy−

−
∫

Ω

L (β; x, y)

((
n2(y)

n2∞
− 1

)
E(y)

)
dy,

TF =




(KF)1 + iβF3∂Φ/∂x1

(KF)2 + iβF3∂Φ/∂x2

iβF1∂Φ/∂x1 + iβF2∂Φ/∂x2 +
(
k2n2∞ − β2

)
F3Φ


 ,

166



T1F =
2∑

l=1




Fl∂
2Φ1/∂xl∂x1

Fl∂
2Φ1/∂xl∂x2

0


,

η(x) =



n2(x)Án2∞ − 1 0 0

0 n2(x)Án2∞ − 1 0

0 0 0


 ,

K(β; x, y)F(y) = k2n2∞F(y)Φ(β; x, y)+

+
2∑

l=1

[
Fl∂

2Φ0/∂xl∂x1

Fl∂
2Φ0/∂xl∂x2

]
,

Φ1(x, y) = −
1

2π
ln |x− y| ,

Φ0(β; x, y) = Φ(β; x, y)− Φ1(x, y),

L(β; x, y)F(y) =
(
k2n2∞ + gradβdivβ

)
Gs(β; x, y)F(y),

F = (F1,F2)
T .

Утверждение леммы доказывается непосредственными вычисле-

ниями, внося оператор gradβdivβ под знак интеграла в соотношении

(5.11) и используя правило дифференцирования слабо сингулярных

интегралов (см., напр, [155, с. 242]). Отметим, что применение этих

преобразований обосновано, так как плотности возникающих сингу-

лярных интегралов равны нулю вне области Ω, и принадлежат про-

странству L2(Ω) в силу гладкости E и n. Отметим также, что для

любого β ∈ Λ̂
(1)
0 и y ∈ Ω функции Gs(β; x, y) и Φ0(β; x, y) дважды

непрерывно дифференцируемы по x ∈ Ω.

Для всех β ∈ Λ̂
(1)
0 оператор Q(β), определенный равенством

(5.12), будем рассматривать как оператор в пространстве комплексно-

значных функций [L2(Ω)]
3. Для всех β ∈ Λ̂

(1)
0 оператор Q(β) имеет

сильно сингулярное ядро T1(x, y).
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§ 2. Фредгольмовость сингулярного интегрального

оператора

Теорема 5.25. При любом β ∈ Λ̂
(1)
0 оператор Q(β) фредгольмов.

Доказательство. Пусть β – фиксированное число, принадле-

жащее Λ̂
(1)
0 . Через Q∗(β) обозначим оператор, сопряженный с Q(β).

Непосредственными вычислениями для x ∈ Ω получаем:

(Q∗(β)E) (x) = E(x) +
1

2
η(x)E(x)−

−
(
n2(x)

n2∞
− 1

)∫

Ω

T p (β; x, y) E(y)dy− (5.13)

−
(
n2(x)

n2∞
− 1

)∫

Ω

T1 (x, y) E(y)dy−

−
(
n2(x)

n2∞
− 1

)∫

Ω

Lp (β; x, y) E(y)dy,

T pF =




(KF)1 + iβF1∂Φ/∂x1

(KF)2 + iβF2∂Φ/∂x2

iβF3∂Φ/∂x1 + iβF3∂Φ/∂x2 +
(
k2n2∞ − β2

)
F3Φ


 ,

LpF =
(
k2n2∞ + gradβdivβ

)
Gs(β; y, x)

T
F(y),

где gradβ и divβ означает, что множитель (iβ) заменяется множителем

(−iβ); GT – матрица транспонированная к G.

Заметим, что ядро T1(x, y) сильно сингулярное, самосопряженное

и не зависит от β; ядра T (β; x, y), T p (β; x, y) слабо полярные для

любого β ∈ Λ̂
(1)
0 ; ядра L (β; x, y) и Lp (β; x, y) непрерывны по x, y ∈ Ω

для любого β ∈ Λ̂
(1)
0 .

Докажем теперь, что оператор Q(β) фредгольмов. Будем исполь-

зовать общие результаты теории многомерных интегральных сингу-

лярных матричных операторов (см., напр., [155, с. 368]). Положим

(D(β)E) (x) = E(x) +
1

2
η(x)E(x)− (5.14)
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−p(x)
∫

R2

(T (β; x, y) + L (β; x, y))

((
n2(y)

n2∞
− 1

)
E(y)

)
dy− (5.15)

−
∫

R2

T1 (x, y)

((
n2(y)

n2∞
− 1

)
E(y)

)
dy, (5.16)

где x ∈ R2, и p(x) – бесконечно дифференцируемая вещественно-

значная функция, имеющая компактный носитель в R2, и тожде-

ственно равная единице для x ∈ Ω. Для всех β ∈ Λ̂
(1)
0 оператор

D(β) будем рассматривать как оператор в пространстве комплексно-

значных функций [L2(R
2)]3. Непосредственными вычислениями для

x ∈ R2 получаем:

(D∗(β)E) (x) = E(x) +
1

2
η(x)E(x)− (5.17)

−
(
n2(x)

n2∞
− 1

)∫

R2

p(y) (T p (β; x, y) + Lp (β; x, y)) E(y)dy− (5.18)

−
(
n2(x)

n2∞
− 1

)∫

R2

T1 (x, y) E(y)dy. (5.19)

Интегральные операторы, определенные слагаемыми (5.15) и (5.18),

в силу гладкости их ядер вполне непрерывны в [L2(R
2)]3 для всех

β ∈ Λ̂
(1)
0 . Обозначим их через C(β) и C∗(β), соответственно. Положим

для x ∈ R2:

(SE) (x) = E(x) +
1

2
η(x)E(x)− (5.20)

−
∫

R2

T1 (x, y)

((
n2(y)

n2∞
− 1

)
E(y)

)
dy,

тогда

(S∗E) (x) = E(x) +
1

2
η(x)E(x)− (5.21)

−
(
n2(x)

n2∞
− 1

)∫

R2

T1 (x, y) E(y)dy,

и

D(β) = C(β) + S, D∗(β) = C∗(β) + S∗,
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где оператор S∗ – матричный интегральный оператор:

S∗ =
[
S∗l,m

]3
l,m=1

.

Непосредственными вычислениями для x ∈ R2 и l,m = 1, 2, получа-

ем: (
S∗l,mEm

)
(x) =

(
1 +

1

2

(
n2(x)

n2∞
− 1

))
δl,mEm(x)−

−
(
n2(x)

n2∞
− 1

)∫

R2

(2αl(ϕ)αm(ϕ)− δl,n)
Em(y)

2π |x− y|2
dy,

(
S∗3,3E3

)
(x) = E3(x),

(
S∗l,3E3

)
(x) = 0,

(
S∗3,mEm

)
(x) = 0,

где δl,m – символ Кронекера; α1(ϕ) и α2(ϕ) – декартовы координаты

точки α = (y − x) / |x− y|. Точка α принадлежит окружности

Θ =
{
x ∈ R2 : |x| = 1

}
,

и

α1(ϕ) = cosϕ, α2(ϕ) = sinϕ, (5.22)

где ϕ – угловая координата точки α. Функция n непрерывна в Ω2,

и n(x) = n∞ для x ∈ R2 \ Ω. Следовательно, характеристики опе-

раторов S∗l,n непрерывны в R2 и не зависят от x для x ∈ R2 \ Ω.

Непосредственными вычислениями получаем представление матрич-

ного символа Ψ∗(x, α) оператора S∗:

Ψ∗(x, α) =




1 +
(

n2(x)
n2
∞

− 1
)
α2
1(ϕ)

(
n2(x)
n2
∞

− 1
)
α1(ϕ)α2(ϕ) 0(

n2(x)
n2
∞

− 1
)
α1(ϕ)α2(ϕ) 1 +

(
n2(x)
n2
∞

− 1
)
α2
2(ϕ) 0

0 0 1




(5.23)

для x ∈ R2, α ∈ Θ. Функция n вещественна, следовательно матрич-

ный символ Ψ(x, α) сингулярного интегрального оператора S равен

Ψ∗(x, α),

Ψ(x, α) = Ψ∗(x, α), x ∈ R2, α ∈ Θ. (5.24)
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Очевидно, имеют место следующие неравенства:

inf
x∈R2, α∈Θ

|detΨ(x, α)| > 0,

inf
x∈R2, α∈Θ

∣∣∣∣∣det
(

Ψ1,1(x, α) Ψ1,2(x, α)

Ψ2,1(x, α) Ψ2,2(x, α)

)∣∣∣∣∣ > 0,

inf
x∈R2, α∈Θ

|Ψ1,1(x, α)| > 0.

(5.25)

Следовательно, (см., напр, [155, с. 368]) оператор D(β) фредгольмов.

Докажем теперь, что индекс оператора Q(β) равен индексу опе-

ратора D(β) для всех β ∈ Λ̂
(1)
0 . Пусть вектор-функция W(x), x ∈ R2,

принадлежит множеству N(D) нулей оператора D(β). Нетрудно ви-

деть, что для всех x ∈ Ω справедливо равенство:

(D(β)W)(x) = (Q(β)W)(x) = 0, x ∈ Ω. (5.26)

Следовательно, для всех x ∈ Ω вектор-функция W(x) совпадает с

некоторой вектор-функцией V(x), x ∈ R2, принадлежащей множеству

N(Q) нулей оператора Q(β):

W(x) = V(x), x ∈ Ω. (5.27)

По определению оператора D(β) имеем для всех x ∈ R2 следующее

равенство:

(D(β)W) (x) = W(x) +
1

2
η(x)W(x)− (5.28)

−p(x)
∫

R2

(T (β; x, y) + L (β; x, y))

((
n2(y)

n2∞
− 1

)
W(y)

)
dy− (5.29)

−
∫

R2

T1 (x, y)

((
n2(y)

n2∞
− 1

)
W(y)

)
dy. (5.30)

Из двух последних равенств, учитывая то, что n(x) = n∞ при

x ∈ Ω∞, получаем представление вектор-функции W(x) для x ∈ Ω∞

через V(x):

W(x) = p(x)

∫

Ω

(T (β; x, y) + L (β; x, y))

((
n2(y)

n2∞
− 1

)
V(y)

)
dy+

(5.31)
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+

∫

Ω

T1 (x, y)

((
n2(y)

n2∞
− 1

)
V(y)

)
dy. (5.32)

Таким образом, нули оператора D(β) взаимно однозначно связаны

с нулями оператора Q(β), и, следовательно, размерности множеств

нулей этих операторов совпадают:

dimN(D) = dimN(Q). (5.33)

Пусть теперь вектор-функция W∗(x), x ∈ R2, принадлежит мно-

жеству N(D∗) нулей оператора D∗(β). Учитывая явный вид этого

оператора (5.17) – (5.19), получаем следующее равенство:

(D∗(β)W∗) (x) = W∗(x) = 0, x ∈ Ω∞. (5.34)

Из этого равенства и равенств (5.17) – (5.19), (5.13) имеем:

(D∗(β)W∗) (x) = (Q∗(β)W∗) (x) = 0, x ∈ Ω. (5.35)

Следовательно, для всех x ∈ Ω вектор-функция W∗(x) совпадает с

некоторой вектор-функцией V∗(x), x ∈ R2, принадлежащей множе-

ству N(Q∗) нулей оператора Q∗(β):

W∗(x) = V∗(x), x ∈ Ω. (5.36)

Таким образом, нули оператора D∗(β) взаимно однозначно связаны

с нулями оператора Q∗(β), и, следовательно, размерности множеств

нулей этих операторов совпадают:

dimN(D∗) = dimN(Q∗). (5.37)

Окончательно, используя (5.33) и (5.37), для всех β ∈ Λ̂
(1)
0 имеем

равенство индексов оператора Q(β) и оператора D(β):

IndD = dimN(D)− dimN(D∗) = dimN(Q)− dimN(Q∗) = IndQ.
(5.38)

Согласно доказанному выше, индекс оператора D(β) равен нулю.

Следовательно, равен нулю и индекс оператора Q(β).

172



Оператор D(β) фредгольмов, а значит, нормально разрешим. До-

кажем теперь, что оператор Q(β) также нормально разрешим. Рас-

смотрим уравнение:

(Q(β)W)(x) = W0(x), x ∈ Ω, (5.39)

где вектор правой части W0 ортогонален множеству N(Q∗) нулей

оператора Q∗(β). Пусть вектор-функция U0 ∈ (L2(R
2))3 совпадает с

вектор-функцией W0(x) для всех x ∈ Ω и тождественно равна ну-

лю в Ω∞. Учитывая представления (5.34), (5.36) для нулей опера-

тора D∗(β), приходим к заключению, что вектор-функция U0 орто-

гональна множеству нулей оператора D∗(β). Следовательно, в силу

фредгольмовости оператора D(β) существует решение U ∈ (L2(R
2))3

уравнения:

(D(β)U)(x) = U0(x), x ∈ R2. (5.40)

Представим вектор-функцию U(x) в виде суммы двух вектор-

функций:

U(x) = V(x) +W(x), x ∈ R2, (5.41)

где V(x) = 0 при x ∈ Ω, а W(x) = 0 при x ∈ Ω∞. Заметим, что для

такой вектор-функции W(x) справедливо равенство (5.26), а вектор-

функция U(x) удовлетворяет уравнению (5.40). Следовательно, при

x ∈ Ω имеем цепочку равенств:

W0(x) = U0(x) = (5.42)

= (D(β)U)(x) = (D(β)W)(x) = (Q(β)W)(x), x ∈ Ω. (5.43)

Таким образом, для любой вктор-функции W0, ортогональной мно-

жеству N(Q∗) нулей оператора Q∗(β), существует решение W из

(L2(Ω))
3 уравнения (5.39). А это значит, что оператор Q(β) нормаль-

но разрешим для всех β ∈ Λ̂
(1)
0 . Итак, для всех β ∈ Λ̂

(1)
0 оператор

Q(β) нормально разрешим, индекс его равен нулю, следовательно,

по определению он фредгольмов. ¤
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Определение 5.15. Ненулевой вектор F ∈ [L2 (Ω)]
3 будем на-

зывать собственным вектором оператор-функции Q(β), отвечающим

характеристическому значению β ∈ Λ̂
(1)
0 , если выполнено уравнение

Q(β)F = 0. (5.44)

Теорема 5.26. Пусть {E,H} ∈ U 6 – собственный вектор зада-

чи (5.1)-(5.3), отвечающий собственному значению β0 ∈ Λ̂
(1)
0 . Тогда

F = E ∈ [L2(Ω)]
3, x ∈ Ω,

– собственный вектор оператор-функции Q(β), отвечающий тому

же самому характеристическому значению β0.

Утверждение теоремы непосредственно следует из леммы 5.14.

Приложение А. Приведем явный вид функций

Rα (β; x2, y2;λ) , α = t, n, c,

для (x, y) ∈ Ω2
2. Способ их построения методом преобразования Фурье

изложен, например, в статье [122].

Rt =
R1

t e
p2(x2−y2) +R2

t e
−p2(x2−y2) +R3

t e
p2(x2+y2) +R4

t e
−p2(x2+y2)

ZH
,

Rn =
R1

ne
p2(x2−y2) +R2

ne
−p2(x2−y2) +R3

ne
p2(x2+y2) +R4

ne
−p2(x2+y2)

ZE
,

Rc =
R1

ce
p2(x2−y2) +R2

ce
−p2(x2−y2) +R3

ce
p2(x2+y2) +R4

ce
−p2(x2+y2)

ZEZH
.

Для трехслойной геометрии имеем:

ZH (β, λ) =

(
1 +

p3
p2

)(
1 +

p1
p2

)
e2p2d −

(
1− p3

p2

)(
1− p1

p2

)
,

ZE (β, λ) =

(
1 +

p3
p2N 2

32

)(
1 +

p1
p2N 2

12

)
e2p2d

−
(
1− p3

p2N 2
32

)(
1− p1

p2N 2
12

)
,
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R1
t (β, λ) = R2

t (β, λ) =

(
1− p3

p2

)(
1− p1

p2

)
,

R3
t (β, λ) =

(
1 +

p3
p2

)(
1− p1

p2

)
,

R4
t (β, λ) =

(
1− p3

p2

)(
1 +

p1
p2

)
e2p2d,

R1
n (β, λ) = R2

n (β, λ) =

(
1− p3

p2N 2
32

)(
1− p1

p2N 2
12

)
,

R3
n (β, λ) =

(
1 +

p3
p2N 2

32

)(
1− p1

p2N 2
12

)
,

R4
n (β, λ) =

(
1− p3

p2N 2
32

)(
1 +

p1
p2N 2

12

)
e2p2d,

R1
c (β, λ) = e2p2d

2
(
1−N 2

23

)

p2

(
1 +

p1
p2

)(
1− p1

p2N 2
12

)

− e2p2d
2
(
1−N 2

21

)

p2

(
1 +

p3
p2N 2

32

)(
1− p3

p2

)
,

R2
c (β, λ) = e2p2d

2
(
1−N 2

23

)

p2

(
1− p1

p2

)(
1 +

p1
p2N 2

12

)

− e2p2d
2
(
1−N 2

21

)

p2

(
1− p3

p2N 2
32

)(
1 +

p3
p2

)
,

R3
c (β, λ) =

2
(
1−N 2

23

)

p2

(
1− p1

p2

)(
1− p1

p2N 2
12

)

− e2p2d
2
(
1−N 2

21

)

p2

(
1 +

p3
p2

)(
1 +

p3
p2N 2

32

)
,

R4
c (β, λ) =

2
(
1−N 2

23

)

p2

(
1 +

p1
p2

)(
1 +

p1
p2N 2

12

)
e4p2d

− e2p2d
2
(
1−N 2

21

)

p2

(
1− p3

p2

)(
1− p3

p2N 2
32

)
,

pj =
√
λ2 + β2 − k2n2j , Re (pj) > 0, Nij =

ni
nj
.
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Приведем явный вид функций Rα (β; x2, y2;λ) , α = t, n, c для

трехслойной геометрии и y ∈ Ω2, x ∈ Ω1.

Rt = e−p1(x2−d)

(
e−p2y2 +

1

Rt
32

ep2y2
)

1

T t
12F

t

(
Rt

21 +
1

Rt
12

)
ep2d,

Rn = e−p1(x2−d)N 2
21e

p2y2

(
e−p2d + Λn

33e
p2d

Fn
+ e−p2d

)
,

+e−p1(x2−d)N 2
21e

−p2y2ep2d
(1 + Λn

11)

Fn
,

Rc = e−p1(x2−d)
(
ep2y2C1 + e−p2y2C2

)
,

C1 =
N 2

21

Fn

(
a5e

p2d (1 + Λn
11) + b5

1

Rt
32

(
1 + Λn

33e
2p2d
))

,

C2 =
N 2

21

Fn

(
a5e

3p2d
1

Rt
12

(1 + Λn
11) +

(
1 + Λn

33e
2p2d
))

,

F t = e2p2d
1

Rt
32

1

Rt
12

− 1,

Fn = e2p2dΛn
33Λ

n
11 − 1,

a5 =

(
N 2

32 − 1
) (

p2+p3
p2−p3

+ p3−p2
p3+p2

)

2p3
p3+p2

F t (N 2
32p2 − p3)

,

b5 =
N 2

12

(
N 2

21 − 1
) (

2p2
p2−p1

)
ep2d

F t (p2N 2
12 − p1)

,

Λn
33 =

N 2
32p2 + p3

N 2
32p2 − p3

, Λn
11 =

N 2
12p2 + p1

N 2
12p2 − p1

,

T t
αβ =

2N 2
αβpα

pα + pβ
, Rt

αβ =
pβ − pα
pβ + pα

,

pj =
√
λ2 + β2 − k2n2j , Re (pj) > 0, Nij =

ni
nj
.
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Глава 6

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

СПЕКТРАЛЬНОЙ ТЕОРИИ

ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ВОЛНОВОДОВ

§ 1. Метод Галеркина решения общих задач о собственных

волнах

1. Сходимость проекционных методов решения задач на

собственные значения с нелинейным вхождением спектраль-

ных параметров. Для численного решения задач на собственные

значения с нелинейным вхождением спектральных параметров в ин-

тегральные операторы (2.24) и (2.74) будем применять метод Галер-

кина. Теоретическое обоснование сходимости метода проведем на ос-

нове общих результатов статьи [4], посвященной исследованию схо-

димости проекционных методов решения нелинейных спектральных

задач. Приведем некоторые определения и необходимые нам форму-

лировки теорем из этой работы.

Пусть даны банаховы пространства U и Un, n ∈ N , где N – мно-

жество всех натуральных чисел. Через N ′, N ′′ и т. д. будем обозна-

чать бесконечные подмножества множества натуральных чисел N .

Под сходимостью zn → z, n ∈ N ′, будем понимать сходимость при

n → ∞, когда индекс n пробегает множество N ′. Пусть операторы

pn : U → Un удовлетворяют условиям:

‖pnu‖Un
→ ‖u‖U , n ∈ N, ∀u ∈ U, (6.1)

‖pn(αu+ α′u′)− (αpnu+ α′pnu
′)‖Un

→ 0, n ∈ N, ∀u, u′ ∈ U, (6.2)

где α, α′ – произвольные комплексные константы.



Последовательность {un}n∈N ′ где un ∈ U называется дискретно

сходящейся к пределу u ∈ U , если ‖un − pnu‖ → 0, n ∈ N ′. Будем

обозначать это так: un → u, n ∈ N ′.

Последовательность {un}n∈N ′ называется дискретно компактной

или P -компактной, если для каждого N ′′ ⊆ N ′ существует такое

N ′′′ ⊆ N ′′, что последовательность {un}n∈N ′′′ сходится к некоторому

пределу u ∈ U .

Пусть даны банаховы пространства V и Vn, n ∈ N , и операторы

qn : V → Vn, удовлетворяющие условиям:

‖qnv‖Vn → ‖v‖V , n ∈ N, ∀v ∈ V, (6.3)

‖qn(αv + α′v′)− (αqnv + α′qnv
′)‖Vn → 0, n ∈ N, ∀v, v′ ∈ V, (6.4)

где α, α′ – произвольные комплексные константы. Аналогично при-

веденным выше определениям вводятся понятия Q-сходимости и Q-

компактности.

Пусть даны некоторые операторы A : U → V и An : Un → Vn.

Будем говорить, что последовательность операторов {An}n∈N ′ соб-

ственно сходится к оператору A, если выполнены условия:

un → u, n ∈ N ′ ⇒ Anun → Au, n ∈ N ′, (6.5)

‖un‖ 6 const, {Anun}n∈N ′ Q−компактна ⇒ {un}n∈N ′ P −компактна.

(6.6)

Обозначим через ρ(A) = {β : β ∈ Λ, ∃A(β)−1 : V → U} множе-

ство регулярных точек оператора A(β), σ(A) = Λ \ ρ(A) – множество

сингулярных точек оператора A(β), соответственно;

ρ(An) = {β : β ∈ Λ, ∃An(β)
−1 : Vn → Un}, σ(An) = Λ \ ρ(An).

Справедливы следующие теоремы [4].

Теорема 6.27. Предположим, что при n ∈ N выполнены усло-

вия:

178



1. Операторы pn : U → Un, qn : V → Vn удовлетворяют услови-

ям (6.1), (6.2) и (6.3), (6.4).

2. Λ – область (открытое связное множество) в комплексной

плоскости, A(β) и An(β) – голоморфные на Λ оператор-функции,

A : U → V , An : Un → Vn.

3. При каждом фиксированном β ∈ Λ операторы A(β), An(β)

фредгольмовы.

4. An(β)→ A(β) собственно ∀β ∈ Λ.

5. Нормы ‖An(β)‖ ограничены равномерно по n и β на каждом

компакте Λ0 ⊂ Λ.

6. Множество ρ(A) 6= ®, то есть σ(A) 6= Λ.

Пусть β0 ∈ σ(A), тогда существует такая последовательность

{βn}n∈N , βn ∈ σ(An), что βn → β0, n ∈ N . Пусть {βn}n∈N –

некоторая последовательность точек из Λ, такая что βn ∈ σ(An),

βn → β0 ∈ Λ. Тогда β0 ∈ σ(A).
Теорема 6.28. Предположим, что выполнены условия 1 – 6

теоремы 6.27. Пусть {βn}n∈N – некоторая последовательность то-

чек из Λ и {un}n∈N – некоторая последовательность нормирован-

ных векторов, ‖un‖ = 1, таких что βn ∈ σ(An), An(βn)un = 0,

βn → β0 ∈ Λ, un → u0. Тогда β0 ∈ σ(A) и A(β0)u0 = 0, ‖u0‖ = 1.

Отметим, что эти результаты носят локальный характер и, сле-

довательно, справедливы и в том случае, когда Λ – не область ком-

плексной плоскости, а риманова поверхность.

2. Метод Галеркина решения задачи со слабосингуляр-

ным оператором. Опишем численный метод решения задачи

(2.24), с. 65. При построении и исследовании численного метода опе-

раторное уравнение (2.24) удобно трактовать как уравнение в гиль-

бертовом пространстве

H = W 1
2 × L2.
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При этом будем использовать известное (см., напр., [15], с. 10) выра-

жение для оператора L−1 : W 1
2 → L2:

L−1(u; t) =
c0(u)

ln 2
+ 2

∞∑

k=−∞
|k|ck(u)eikt, u ∈ W 1

2 , (6.7)

где

ck(u) =
1

2π

2π∫

0

u(τ)e−ikτdτ

– коэффициенты Фурье функции u. Отметим, что

‖L−1‖ = 2. (6.8)

Приближенное решение wn = (w
(1)
n , w

(2)
n ) уравнения (2.24) будем

искать в виде:

w(j)
n (t) =

n∑

k=−n

α
(j)
k eikt, n ∈ N, j = 1, 2.

Коэффициенты α
(j)
k будем определять с помощью метода Галеркина:

2π∫

0

(Awn)
(k)(t)e−ijtdt = 0, j = −n, ..., n, k = 1, 2. (6.9)

В силу (6.7) имеем:

L−1(w(1)
n ; t) =

α
(1)
0

ln 2
+ 2

n∑

k=−n

|k|α(1)
k eikt,

поэтому равенства (6.9) эквивалентны системе линейных алгебраиче-

ских уравнений:

α
(1)
j +

n∑

k=−n

h
(1,1)
jk (β)djα

(1)
k +

n∑

k=−n

h
(1,2)
jk (β)α

(2)
k = 0, j = −n, ..., n, (6.10)

α
(2)
j +

n∑

k=−n

h
(2,1)
jk (β)djα

(1)
k +

n∑

k=−n

h
(2,2)
jk (β)α

(2)
k = 0, j = −n, ..., n. (6.11)
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Здесь dj = {1/ ln 2 при j = 0, 2|j| при j 6= 0},

h
(l,m)
jk (β) =

1

4π2

2π∫

0

2π∫

0

h(l,m)(β; t, τ)e−ijteikτdtdτ.

Напомним, что ядра h(l,m) не имеют особенности при t = τ . Таким об-

разом, применение метода Галеркина с тригонометрическим базисом

позволяет обратить главную часть сингулярных операторов аналити-

чески.

Пусть HT
n – множество всех тригонометрических полиномов по-

рядка не выше n. Обозначим через Hn подпространство H элементов

вида (w
(1)
n , w

(2)
n ), w

(1)
n , w

(2)
n ∈ HT

n . Введем в рассмотрение оператор

проектирования pn : H → Hn:

pnw = (Φnw
(1), Φnw

(2)), w = (w(1), w(2)) ∈ H, (6.12)

где Φn – оператор Фурье:

Φn(u; t) =
n∑

k=−n

ck(u)e
ikt.

Ясно, что

‖pn‖ = 1. (6.13)

Система линейных алгебраических уравнений (6.10), (6.11) экви-

валентна линейному операторному уравнению:

An(β)wn ≡ pnA(β)wn ≡ (I + pnB(β))wn ≡ (I +Bn(β))wn = 0. (6.14)

Здесь An : Hn → Hn, I – единичный оператор в пространстве Hn.

Обозначим σ(An) множество сингулярных точек оператораAn(β).

Приближенные значения βn постоянных распространения β будем ис-

кать как сингулярные точки оператора An(β). Относительно сходи-

мости описанного метода, справедлива следующая теорема.
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Теорема 6.29. Пусть β0 ∈ σ(A), тогда существует такая по-

следовательность {βn}n∈N , βn ∈ σ(An), что βn → β0, n ∈ N . Пусть

{βn}n∈N – некоторая последовательность точек из Λ, такая, что

βn ∈ σ(An), βn → β0 ∈ Λ. Тогда β0 ∈ σ(A). Пусть {βn}n∈N – неко-

торая последовательность точек из Λ и {wn}n∈N – некоторая по-

следовательность нормированных векторов, ‖wn‖ = 1, такие, что

βn ∈ σ(An), An(βn)wn = 0, βn → β0 ∈ Λ, wn → w0. Тогда β0 ∈ σ(A) и

A(β0)w0 = 0, ‖w0‖ = 1.

Доказательство. Доказательство теоремы заключается в про-

верке условий 1-6 теорем 6.27 и 6.28 в рассматриваемом случае.

1. Оператор pn : H → Hn обладает свойствами (6.1), (6.2). Первое

свойство выполняется в силу очевидных предельных соотношений:

‖Φnu‖ → ‖u‖, n ∈ N, u ∈ L2, W
1
2 .

Второе – очевидное следствие линейности оператора pn.

2. Оператор-функции A(β) и An(β) голоморфны на Λ. Голоморф-

ность оператор-функции A(β) доказана в теореме 2.2. Следовательно,

таким же свойством обладает и An(β) = pnA(β).

3. При любом β ∈ Λ операторы A(β) и An(β) фредгольмовы. Это

непосредственно вытекает из полной непрерывности оператора

B(β) : H → H

и конечномерности оператора Bn(β) при β ∈ Λ.

4. Для любого β ∈ Λ последовательность операторов {An(β)}n∈N
собственно сходится к оператору A(β). Для доказательства этого

утверждения проверим выполнимость условий (6.5), (6.6).

Верна оценка:

‖A(β)‖ 6 c(β), β ∈ Λ, (6.15)

где c(β) – непрерывная в области Λ функция:

c(β) = 1+2(c211(β)+d
2
11(β))

1/2+(c212(β)+d
2
12(β))

1/2+2c21(β)+ c22(β).
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Здесь

c2ij(β) =
1

4π2

2π∫

0

2π∫

0

|h(i,j)(β; t, t0)|2dtdt0, i, j = 1, 2,

d21j(β) =
1

4π2

2π∫

0

2π∫

0

| d
dt
h(1,j)(β; t, t0)|2dtdt0, j = 1, 2.

Справедливость оценки (6.15) следует из неравенства:

‖A(β)‖ 6 1+(‖B(1,1)(β)‖+‖B(2,1)(β)‖)‖L−1‖+‖B(1,2)(β)‖+‖B(2,2)(β)‖,

равенства (6.8) и очевидных оценок:

‖B(2,j)(β)‖ 6 c2,j(β), B
(2,j)(β) : L2 → L2,

‖B(1,j)(β)‖2 6 c21,j(β) + d21,j(β), B
(1,j)(β) : L2 → W 1

2 , j = 1, 2.

Из определения оператора An(β) и равенства (6.13) вытекает

оценка:

‖An(β)‖ 6 ‖A(β)‖, n ∈ N, β ∈ Λ. (6.16)

P -сходимость {wn}n∈N к w ∈ H, означает, что

‖wn − pnw‖ → 0, n ∈ N.

Справедливость условия (6.5) вытекает, таким образом, из оценки:

‖Anwn − pnAw‖ 6 ‖An‖‖wn − pnw‖+ ‖pn‖‖A‖‖pnw − w‖, n ∈ N,

оценок (6.15), (6.16), равенства (6.13) и очевидного предельного соот-

ношения:

‖pnw − w‖ → 0, n ∈ N.
Проверим условие (6.6). P -компактность последовательности

{Anwn}n∈N означает, что для любого N ′ ⊆ N существует такое

N ′′ ⊆ N ′, что последовательность {Anwn = wn + Bnwn}n∈N ′′ P -

сходится к z ∈ H. Если ‖wn‖ 6 const, n ∈ N ′′, то существует сла-

бо сходящаяся подпоследовательность {wn}n∈N ′′′, N ′′′ ⊂ N ′′. Вполне
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непрерывный оператор B, как известно, переводит ее в сильно сходя-

щуюся:

‖Bwn − u‖ → 0, n ∈ N ′′′, u ∈ H.
Отсюда в силу неравенства

‖Bnwn − pnu‖ 6 ‖pn‖‖Bwn − u‖

и равенства (6.13) следует, что последовательность {Bnwn}n∈N ′′′ P -

сходится к u ∈ H. Таким образом, {wn}n∈N ′′′ P -сходится к вектору

w = z − u ∈ H, и условие (6.6) выполнено.

5. Нормы ‖An(β)‖ ограничены равномерно по n и β на каждом

компакте Λ0 ⊂ Λ. Справедливость этого утверждения непосредствен-

но следует из оценок (6.15) и (6.16).

6. Множество ρ(A) не пусто, то есть σ(A) 6= Λ. Справедливость

этого утверждения доказано в теореме 2.4, с. 79. ¤

3. Метод Галеркина решения задачи с ядром Гильберта.

Опишем теперь численный метод решения задачи (2.74), с. 93. При

построении и исследовании численного метода операторное уравнение

(2.74) удобно трактовать как уравнение в гильбертовом пространстве

H = L2 × L2 × L2 × L2.

Уравнение (2.74) по сравнению с уравнением (2.24) помимо инте-

гральных операторов с гладкими ядрами, оператора L с логарифми-

ческой особенностью ядра, содержит оператор S с ядром Гильберта

(2.73). Будем использовать известное выражение (см., напр., [16]) для

оператора S−1 : L2 → L2:

S−1(u; t) = −i
∞∑

k=−∞
sign(k)ck(u)e

ikt, u ∈ L2, (6.17)

где

ck(u) =
1

2π

2π∫

0

u(τ)e−iktτdτ
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– коэффициенты Фурье функции u. При этом мы полагаем, что

sign(0)=1. Известно также, что

S−1 = −S, ‖S−1‖ = ‖S‖ = 1. (6.18)

Приближенное решение wn = (w
(1)
n , w

(2)
n , w

(3)
n , w

(4)
n ) уравнения

(2.74) будем искать в виде:

w(j)
n (t) =

n∑

k=−n

α
(j)
k eikt, n ∈ N, j = 1, 2, 3, 4.

Коэффициенты α
(j)
k будем определять с помощью метода Галеркина:

2π∫

0

(Awn)
(j)(t)e−iktdt = 0, k = −n, ..., n, j = 1, 2, 3, 4. (6.19)

В силу (6.7) и (6.17) действие операторов L−1 и S−1 на базисные функ-

ции выражается в явном виде (тригонометрические функции являют-

ся собственными функциями этих операторов, отвечающими извест-

ным собственным значениям). Равенства (6.19) представляют собой

систему линейных алгебраических уравнений относительно неизвест-

ного вектора {α(j)
k }, k = −n, ..., n, j = 1, 2, 3, 4. Элементы матри-

цы этой системы определяются собственными значениями операторов

L−1 и S−1 и интегралами вида

1

4π2

2π∫

0

2π∫

0

h
(l)
+/∞(β; t, τ)e

−ijteikτdtdτ, l = 1, 2, 3,

от функций h
(l)
+/∞(β; t, τ), не имеющих особенности при t = τ .

Исследуем сходимость метода Галеркина. Пусть HT
n – множество

всех тригонометрических полиномов порядка не выше n. Обозна-

чим через Hn подпространство H элементов (w
(1)
n , w

(2)
n , w

(3)
n , w

(4)
n ),

w
(1)
n , w

(2)
n , w

(3)
n , w

(4)
n ∈ HT

n . Введем в рассмотрение оператор проек-

тирования pn : H → Hn:

pnw = (Φnw
(1), Φnw

(2), Φnw
(3), Φnw

(4)),
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w = (w(1), w(2), w(3), w(4)) ∈ H,
где Φn – оператор Фурье:

Φn(u; t) =
n∑

k=−n

ck(u)e
ikt.

Ясно, что

‖pn‖ = 1.

Система уравнений метода Галеркина (6.19) эквивалентна линей-

ному операторному уравнению:

An(β)wn ≡ pnA(β)wn ≡ (I + pnB(β))wn ≡ (I +Bn(β))wn = 0. (6.20)

Здесь An : Hn → Hn, I – единичный оператор в пространстве Hn.

Обозначим σ(An) множество сингулярных точек оператораAn(β).

Приближенные значения βn постоянных распространения β будем ис-

кать как сингулярные точки оператора An(β). Относительно сходи-

мости описанного метода, справедлива следующая теорема, доказа-

тельство которой аналогично доказательству теоремы 6.29.

Теорема 6.30. Пусть β0 ∈ σ(A), тогда существует такая по-

следовательность {βn}n∈N , βn ∈ σ(An), что βn → β0, n ∈ N . Пусть

{βn}n∈N – некоторая последовательность точек из Λ, такая, что

βn ∈ σ(An), βn → β0 ∈ Λ. Тогда β0 ∈ σ(A). Пусть {βn}n∈N – неко-

торая последовательность точек из Λ и {wn}n∈N – некоторая по-

следовательность нормированных векторов, ‖wn‖ = 1, такие, что

βn ∈ σ(An), An(βn)wn = 0, βn → β0 ∈ Λ, wn → w0. Тогда β0 ∈ σ(A) и

A(β0)w0 = 0, ‖w0‖ = 1.

4. Метод обратных итераций с невязкой решения нели-

нейных конечномерных спектральных задач. В предыдущем

параграфе методом Галеркина для численного решения задач (2.1) –

(2.4), с. 54, и (2.42) – (2.45), с. 81, были построены конечно-мерные

нелинейные спектральные задачи вида:

A(β)u = 0, (6.21)
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где A – матрица, элементы которой являются комплексно-значными

функциями комплексного параметра β, u – собственный вектор с ком-

плексными компонентами. Решение этих задач мы проводили с помо-

щью варианта метода обратных итераций с невязкой, предложенного

в работе [161]. Приведем алгоритм этого метода, следуя [161].

Пусть известно некоторое приближение σ ∈ Λ (где Λ – область на

комплексной плоскости) к искомому характеристическому значению

β такое, что матрица A(σ) обратима. Обозначим ‖u‖ – максимум нор-

му вектора u, e(u) – единичный вектор с единицей в позиции макси-

мального по модулю значения вектора u. Алгоритм приближенного

решения нелинейной спектральной задачи (6.21) состоит в следую-

щем.

Шаг 1. Пусть l = 0. Выберем начальное приближение u(0) к u.

Шаг 2. Вычислим очередное приближение βl+1 к характеристиче-

скому значению β, как ближайший к значению βl корень уравнения:(
e(u(l)), A−1(σ)A(βl+1)u

(l)
)
= 0.

Шаг 3. Вычислим невязку:

r(l) = A(βl+1)u
(l).

Шаг 4. Решим следующее уравнение:

A(σ)û(l) = r(l).

Вычислим очередное приближение u(l+1) к собственному вектору u:

ū(l+1) = u(l) − û(l), u(l+1) = ū(l+1)/‖ū(l+1)‖.
Шаг 5. Итерационный процесс останавливается, если относитель-

ная ошибка характеристического значения достигает заданной точ-

ности ε:
|βl+1 − βl|
|βl|

≤ ε.

В противном случае увеличим l на единицу и вернемся к шагу 2.

Относительно сходимости этого метода справедлива следующая

теорема [161].
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Теорема 6.31. Пусть элементы матрицы A(β) являются два-

жды непрерывно дифференцируемыми функциями параметра β ∈ Λ.

Пусть вектор u является нормализованным собственным векто-

ром, отвечающим простому (в геометрическом смысле) изолиро-

ванному характеристическому значению β задачи (6.21). Тогда ме-

тод обратных итераций с невязкой решения задачи (6.21) сходится

для любого начального приближения σ достаточно близкого к β.

Справедливы следующие оценки скорости сходимости:

‖u(l+1) − u‖/‖u(l) − u‖ = O (σ − β) , |βl+1 − β| = O
(
‖u(l) − u‖

)
.

Отметим, что эти результаты носят локальный характер и, сле-

довательно, справедливы и в том случае, когда Λ – не область ком-

плексной плоскости, а риманова поверхность. В рассматриваемых на-

ми случаях решения задач (2.1) – (2.4), с. 54, и (2.42) – (2.45), с. 81,

описанным методом, элементы матрицы A(β) являются аналитиче-

скими функциями параметра β на римановой поверхности Λ. Следо-

вательно, предположение теоремы 6.31 о гладкости элементов матри-

цы A(β) выполняется.

В теореме 6.31 доказана сходимость метода в случае поиска соб-

ственного вектора, отвечающего простому изолированному характе-

ристическому значению β задачи (6.21). Однако, метод обратных ите-

раций с невязкой мы применяли и для поиска собственных векто-

ров отвечающих характеристическим значениям β кратности равной

двум. Такая ситуация возникает, когда одному значению постоянной

распространения β соответствуют две собственные волны. Это спра-

ведливо, например, для основных волн волноводов кругового и квад-

ратного поперечного сечений. Хотя в этих случаях теорема 6.31 и не

гарантирует сходимости, наблюдалась устойчивая сходимость метода.

При этом на первом шаге алгоритма выбирались два ортогональных

друг другу начальных приближения.
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5. Результаты вычислений. Приведем результаты численно-

го решения ряда конкретных спектральных задач теории диэлектри-

ческих волноводов, подтверждающие практическую эффективность

предлагаемых методов.

Задача (2.42) – (2.45), с. 81, решалась для волноводов кругового и

квадратного сечений, то есть для таких волноводов, для которых либо

известны точные решения, либо имеются экспериментальные данные,

а также результаты вычислений, полученные другими методами.

Ранее метод интегральных уравнений для численного решения за-

дачи (2.42) – (2.45) применялся в работах [24] и [75] в частном случае

поиска поверхностных собственных волн, амплитуды которых экспо-

ненциально затухают на бесконечности, а постоянные распростране-

ния β лежат в интервале (kn∞, kn+). Для аппроксимации построен-

ных с помощью формулы Грина систем интегродифференциальных

уравнений с логарифмической особенностью ядер в [24], [75] приме-

нялся метод механических квадратур. При вычислении несобствен-

ных интегралов в [75] особенности ядер выделялись аналитически, а

в [24] – численно, путем сгущения сетки. В качестве тестового при-

мера в [24], [75] решалась задача о поиске постоянных распростране-

ния поверхностных собственных волн волновода кругового сечения.

В этом случае точные значения постоянных распространения β опре-

деляются, как корни характеристических уравнений (1.61), с. 51.

В наших расчетах значения параметров задачи были выбраны

такими же как в [24]: n+ =
√
2, n∞ = 1, kR = 4. В этом случае корни

β ∈ (kn∞, kn+) имеют лишь уравнения (1.61) при l = 0, 1, 2. Всего

таких корней пять. Результаты вычислений, h = β/k, представлены

в таблице.

l 0 0 1 1 2

1.200026 1.164818 1.020626 1.320590 1.167256

h 1.200026 1.164819 1.020628 1.320590 1.167256

1.1995 1.1643 1.0216 1.3202 1.1870
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В первой строке таблицы помещены номера l уравнений (1.61), во

второй – корни этих уравнений, в третьей – решения, полученные с

помощью метода Галеркина (6.19), в четвертой – результаты работы

[24]. Результаты наших вычислений, представленные в таблице, полу-

чены при использовании пяти базисных функций в методе Галерки-

на (6.19). Дальнейшее увеличение их числа не привело к изменению

точности вычислений. Отметим, что в [24] вычисления фактически

сводились к поиску характеристических значений задачи вида (6.21)

с матрицей размерности равной 64, в наших расчетах матрица име-

ет размерность равную 20. В [75] точность аналогичных вычислений

составила 0,1 процента.

Решение задачи (2.42) – (2.45) для волновода квадратного сечения

было основано на аппроксимации контура Γ кривой (см., напр., [135]):

r(t) =

((
cos t

a

)2m

+

(
sin t

a

)2m
)−1/2m

, t ∈ [0, 2π]. (6.22)

При m = 1 эта кривая представляет собой окружность радиуса a, а

при m→∞ она стремится к квадрату со стороной 2a.

Результаты расчетов сравнивались с экспериментальными данны-

ми из работы [38]. Как и в [38], были получены дисперсионные кри-

вые, показывающие зависимость величины h = β/k от p = ka/π

при фиксированных n+ =
√
2.08, n∞ = 1. Результаты расчетов пред-

ставлены на рисунке 1, с. 203, сплошной линией. Квадратиками на

рисунке 1 обозначены экспериментальные данные из работы [38].

Разыскивались также собственные векторы задачи (2.42) – (2.45)

отвечающие комплексным собственным значениям β ∈ C (1)
0 . Для вол-

новода кругового поперечного сечения радиуса R результаты сравни-

вались с результатами, полученными в статье [143]. В этой работе

применялся итерационный метод, предложенный в [144], суть кото-

рого заключается в том, что приближенное решение задачи ищет-

ся в виде разложения по собственным векторам симметричной части
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соответствующего ей дифференциального оператора. Теоретического

обоснования сходимости этого метода получено не было.

Следуя [143], были построены дисперсионные кривые для ком-

плексных собственных значений – графики зависимости веществен-

ной и мнимой части параметра h = β/(kn∞) от V = kR
√
n2+ − n2∞

при фиксированном значении (n2
+−n2∞)/(2n2∞) = 30. Результаты вы-

числений представлены на рисунке 2, с. 203. Непрерывными линиями

изображены точные решения, полученные как корни уравнения (1.61)

с номером l = 1 (верхний график — Im(h), нижний — Re(h)). Кружоч-

ками на рисунке 2 отмечены результаты наших вычислений, которые

с графической точностью совпали с результатами работы [143]. На

рисунках 3 и 4 изображены линии уровня функций |E3| и |H3|, соот-

ветственно, при V = 2.

Помимо комплексных собственных волн волновода кругового по-

перечного сечения, для демонстрации эффективности предлагаемо-

го метода разыскивались также комплексные собственные волны ди-

электрического волновода квадратного поперечного сечения. На ри-

сунке 2 квадратиками отмечены значения Im(h) и Re(h), а на рисун-

ках 5 и 6 при V = 2 изображены линии уровня функций |E3| и |H3|
для волновода квадратного сечения.

Для демонстрации внутренней сходимости метода было изучено

поведение функции:

e(M) =
‖α(M)− α(M + 10)‖

‖α(M + 10)‖ ,

где α – вектор коэффициентов метода Галеркина (6.19), M – число

базисных функций этого метода. На рисунке 7 для различных значе-

ний параметра m, определяющего степень аппроксимации квадрата

гладкой кривой (6.22), изображены графики функции:

max
h

e(M),

где максимум брался по параметру h, принадлежавшему множеству
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тех значений h, для которых были получены дисперсионные кривые,

изображенные на рисунках 1 и 2.

Отметим, что все остальные вычисления, а именно, вычисление

коэффициентов метода Галеркина (6.19) стандартным методом, осно-

ванным на алгоритме быстрого преобразования Фурье, вычисление

характеристических значений и собственных векторов конечномер-

ных нелинейных спектральных задач методом обратных итераций с

невязкой проводились с точностью 10−9. Результаты вычислений для

волновода квадратного поперечного сечения, изображенные на ри-

сунках 1, 2, 5 и 6 получены при m = 20 и M = 201. Отметим также,

что результаты вычислений для волновода кругового поперечного се-

чения, изображенные на рисунках 2, 3 и 4 получены при M = 3, а

дальнейшее увеличение M не повлияло на точность вычислений.

§ 2. Метод конечных элементов решения задач о

поверхностных собственных волнах

1. Построение метода. Опишем приближенное решение за-

дачи (4.12), с. 123, методом конечных элементов. Приближенное ре-

шение векторной задачи (4.37), с. 144, строится аналогично. Прежде

чем определить дискретизацию задачи (4.12), опишем предваритель-

но аппроксимацию пространств V = W 1
2 (ΩR) и VΓR = W

1/2
2 (ΓR). Для

этого окружность ΓR разобьем на MΓR равных частей длины h:

γi = {(R,ϕ) : φi < ϕ < φi+1}, i = 1, ...,MΓR, φMΓR
+1 = φ1.

Ломанную, полученную соединением соседних узлов на ΓR, обозна-

чим через Γh. Далее, область ΩR разобьем на треугольники τ макси-

мального диаметра h так, чтобы два соседних треугольника имели ли-

бо общую сторону, либо общую вершину. Множество всех полученных

треугольников обозначим через Th. Звенья ломаной Γh включаются
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в число сторон треугольников Th. Введем следующие обозначения:

Ωh =
⋃

τ∈Th

τ ⊂ ΩR, ∂Ωh = Γh.

Множество вершин треугольников из Th будем называть узлами сет-

ки. Занумеруем узлы конечных элементов, считая, что внутренние

узлы нумеруются после граничных. Общее число узлов сетки обо-

значим через M ; через MΩR
обозначим число внутренних узлов;

MΓR =M −MΩR
.

Пусть V h
ΓR

– множество непрерывных на ΓR функций, линейных

на каждом элементе γi. Базис Лагранжа в нем обозначим через

{ψi, i = 1, ...,MΓR}.

Таким образом,

uh =

MΓR∑

i=1

uiψi ∀uh ∈ V h
ΓR
. (6.23)

Пусть, далее, Vh – множество непрерывных в области Ωh функций,

линейных на каждом конечном элементе τ ∈ Th. Базис Лагранжа в

нем обозначим через {ϕi, i = 1, ...,M}, так что

uh =
M∑

i=1

uiϕi ∀uh ∈ Vh. (6.24)

Отметим, что функции uh и uh совпадают в граничных узлах сетки,

и uh однозначно определяется по uh.

Определим операторы, действующие в RM :

〈
Ah,L

0 u, v
〉
=

∫

Ωh

∇uh · ∇vhdx+
L∑

l=1

l
(
al(u

h)al(v
h) + bl(u

h)bl(v
h)
)
,

〈
Sh,L(σ)u, v

〉
=

L∑

l=0

′Dl(σ)
(
al(u

h)al(v
h) + bl(u

h)bl(v
h)
)
,

Dl(σ) = σR
Kl−1(σR)

Kl(σR)
, l > 1, D0(σ) = σR

K1(σR)

K0(σR)
,
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〈
Bh

0u, v
〉
=

∫

Ωh

uhvhdx,
〈
Bhu, v

〉
=

∫

Ωh

n2uhvhdx,

где 〈·, ·〉 – каноническое скалярное произведение в RM ; u, v – векторы

узловых параметров длины M с компонентами ui, vi; функции uh, vh,

uh, vh определяются согласно формулам (6.23), (6.24).

Сформулируем теперь дискретный аналог задачи (4.12), с. 123,:

найти все такие пары (β2, k2h) ∈ Λ, при которых существуют

нетривиальные решения задачи:

u ∈ RM : Ah,L
β2 (k

2
h)u = k2hB

hu, (6.25)

Ah,L
β2 (k

2
h) = Ah,L

0 + β2Bh
0 + Sh,L(σh), σh =

√
β2 − k2hn

2
∞.

Величина L в определении приближенного решения является допол-

нительным параметром и выбирается из соображений точности ре-

шения.

Отметим, что матрицы Bh, Bh
0 и матрица, соответствующая пер-

вому слагаемому в определении матрицы AhL
0 , могут быть сконстру-

ированы на основе стандартного алгоритма “сборки”. Укажем способ

вычисления матрицы ShL, имеющей вид:

ShL(σ) =

[
G 0

0 0

]
, G = {gij(σ)}MΓR

i,j=1,

где

gij(σ) =
L∑

l=0

′Dl(σ) (al(ψi)al(ψj) + bl(ψi)bl(ψj)) .

Для этого введем матрицы:

D(σ) = diag

(
1

2
D0(σ), D1(σ), ..., DL(σ)

)
,

Qa = {aj(ψi), i = 1, ...,MΓR, j = 0, ..., L},

Qb = {bj(ψi), i = 1, ...,MΓR, j = 0, ..., L}.
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Тогда, очевидно,

G = QaD(σ)QT
a +QbD(σ)QT

b .

Элементы прямоугольных матриц Qa и Qb легко вычисляются по яв-

ным формулам и не зависят от параметров k2 и β2. Аналогичные

формулы справедливы и для соответствующей составляющей в опре-

делении AhL
0 . Отметим также, что при естественной нумерации узлов

сетки, матрицы AhL
β2 (k

2) и Bh являются ленточными с одинаковой

шириной ленты.

Использованный способ аппроксимации позволяет легко доказать

аналоги теорем 4.18 и 4.19 для операторов дискретной задачи. Обо-

значим через β2
l
h

собственные числа задачи:

Ahm
0 u = β2hChu, Ch =

1

n2∞
Bh −Bh

0 ,

являющиеся аппроксимациями точек отсечки, занумерованные с уче-

том кратности:

0 = β2
1
h
< β2

2
h
6 β2

3
h
6 ... 6 β2

l
h
, β2

l
h →∞, h→ 0.

Для β2 > 0 определим целочисленную функцию – приближе-

ние N(β2):

Nh(β2) = max{l : β2
l
h
< β2}.

Аналогично теоремам 4.18 и 4.19 доказывается

Теорема 6.32. Пусть h достаточно мало. Тогда для любого

β2 > 0 задача (6.25) имеет ровно Nh(β2) решений:

(β2, k2i
h
(β2), uh

i (β
2)),

k2−(β
2) < k21

h
(β2) 6 k22

h
(β2) 6 ... 6 k2

h
Nh(β2)(β

2) < k2+(β
2).

Если

k2
h
l−1(β

2) < k2l
h
(β2) = k2

h
l+1(β

2) = ... = k2
h
l+m−1(β

2) < k2
h
l+m(β

2),
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то собственные функции uh
i (β

2), i = l, ..., l + m − 1, могут быть

выбраны ортонормированными. Каждое число k2h = k2l
h
(β2), l > 1,

является единственным корнем уравнения:

k2h = fl(k
2
h), k2h ∈ Λ, (6.26)

fl(k
2
h) = min

Hl⊂RM
max
v∈Hl

〈
Ahm

0 u+ β2Bh
0u+ Shm(σh)u, u

〉

〈Bhu, u〉 .

При всех l > 1 дисперсионные кривые k2 = k2l
h
(β2), определенные на

(β2
l
h
,∞), являются липшицевыми, возрастающими функциями.

Для приближенного решения дискретной задачи (6.25), которую

при фиксированном β2 запишем в виде:

A(k2)u = k2Bu, k2 ∈ Λ,

можно использовать хорошо известные методы (см., напр., обзор [139]

и цитированную там литературу). Однако, с нашей точки зрения, эти

методы недостаточно эффективны для рассматриваемой задачи, ха-

рактерная особенность которой заключается в симметричности зада-

чи и монотонности оператора A(k2) по параметру k2.

Для задач сравнительно небольшой размерности полезным может

оказаться метод, основанный на решении уравнений (cм. (6.26)):

k2 = fl(k
2), k2 ∈ Λ,

для нахождения l-того собственного значения. Для вычисления функ-

ции fl(k
2) при заданном k2 в этом случае необходимо отыскивать l-тое

собственное значение γl (и собственную функцию ul) обычной спек-

тральной задачи:

A(k2)u = γBu.

Отметим, что функции fl(k
2) являются дифференцируемыми и мо-

нотонно убывающими. После отыскания корня k2l с требуемой точно-

стью, пара (γl, ul), будет искомой собственной парой.
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2. Численные эксперименты. Приведем результаты числен-

ного решения ряда конкретных спектральных задач теории диэлек-

трических волноводов, подтверждающие практическую эффектив-

ность предлагаемого метода.

Пусть контур Γ – окружность радиуса ρ и функция n(x) в об-

ласти Ω тождественно равна константе n+. Тогда задачу (4.1), (4.2)

нетрудно решить методом разделения переменных (см. параграф 3

главы 1). Нетривиальные решения задачи (4.1), (4.2) в этом случае су-

ществуют при k > 0 и β ∈ G = (kn∞, kn+), удовлетворяющих харак-

теристическим уравнениям (1.62), с. 52. При ρk = 1, n2
+ = 2, n2∞ = 1

характеристические уравнения (1.62) с номерами l = 1, 2, 3, . . . кор-

ней β ∈ G не имеют. Характеристическое уравнение (1.62) с номером

l = 0 имеет единственный корень β ∈ G, β̂2 =
(
β2/k2

)
= 1.04095.

Вычислялись приближенные значения β̂2 при различном числе

узлов сетки M , контур ΓR был выбран совпадающим с контуром Γ.

Результаты вычислений представлены в таблице.

M 9 25 81 289 1089 4225

kh 0.78540 0.39270 0.19635 0.09817 0.04909 0.02454

ε 0.01484 0.00433 0.00107 0.00026 0.00007 0.00002

Здесь kh – максимальный размер стороны треугольника, ε – абсо-

лютная ошибка вычисления β̂2, модуль разности между точным зна-

чением β̂2 и вычисленным приближенно при данном M . Рисунок 8,

с. 207, иллюстрирует квадратичную зависимость ε от h, ε = O(h2).

На этом рисунке непрерывной линией изображен график функции

ε = 0, 025(kh)2, кружочками обозначены результаты наших вычис-

лений, представленные в таблице. Расчеты проводились при разном

числе слагаемых в ряде Фурье, L = 1, . . . , 20. Ошибка вычислений ε

в данном эксперименте от величины L не зависела.

Приведем результаты расчетов для постоянного показателя пре-

ломления n(x) = n+, x ∈ Ω, и контура Γ в форме прямоугольника
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с отношением сторон равным 2. Результаты расчетов мы сравнивали

с данными, полученными в работе [135]. В этой работе для числен-

ного решения задачи (4.1), (4.2) использован метод контурного инте-

грального уравнения. Однородное уравнение с логарифмической осо-

бенностью ядра построено с помощью формулы Грина. Для его дис-

кретизации использован метод Галеркина. Таким образом, построена

задача поиска нулей определителя матрицы, коэффициенты которой

нелинейно зависят от постоянной распространения β.

Так же, как и в работе [135], при фиксированных значениях

V = (bk/π)
√
n2+ − n2∞ разыскивались P 2 = ((β/k)2−n2∞)/(n2+−n2∞).

Здесь 2bk – минимальная сторона прямоугольника. В качестве ΓR бы-

ла выбрана окружность с центром в точке пересечения диагоналей

прямоугольника и безразмерным радиусом равным 2.6bk. Наблюда-

лась устойчивая сходимость метода по параметрам M и L. В таблице

приведены значения P 2 основной волны, найденные при V = 0.5,

M = 259, kh = 0.2 и различных L от 1 до 20.

L 1 3 5 7 10 20

P 2 0.51379 0.50895 0.50889 0.50888 0.50888 0.50888

Следующая таблица показывает зависимость параметра P 2 от числа

узлов M и максимальной величины стороны треугольника kh. Вы-

числения проводились при V = 0.5 и L = 7 для основной волны.

M 432 920 1130 1424 1888 2572 3634

kh 0.15 0.1 0.09 0.08 0.07 0.06 0.05

P 2 0.51040 0.51154 0.51166 0.51186 0.51201 0.51215 0.51225

Наблюдалось хорошее согласование наших результатов с данными

[135]. В этой таблице сравниваются P 2 основной волны, полученные

нами и в [135] для различных V :
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V 0.5 1 1.5 2 2.5 3

P 2
Eyges79 0.5124 0.8118 0.9021 0.9402 0.9597 0.9711

P 2 0.5123 0.8112 0.9015 0.9397 0.9593 0.9707

ε 1.95e-4 7.39e-4 6.65e-4 5.32e-4 4.17e-4 4.12e-4

В первой строке таблицы приведены значения параметра V , во вто-

рой – результаты работы [135], в третьей – значения P 2, вычисленные

нашим методом, в четвертой – относительная разница полученных

величин, ε = |P 2
Eyges79 − P 2|/P 2

Eyges79. Число слагаемых в ряде Фу-

рье было равным семи, L = 7, количество узлов сетки M = 2572,

максимальный размер стороны треугольника kh = 0.06.

Так же, как и в статье [135], мы построили дисперсионные кривые

для первых семи собственных волн, графики зависимости P 2 от V .

На рисунке 9 сплошными линиями приведены результаты наших рас-

четов, кружочки – данные [135]. На рисунках 10, 11 построены линии

уровня квадратов собственных функций, u2, в расчетной области ΩR

для V = 1. При обозначении собственных функций мы использовали

классификацию собственных волн прямоугольного слабонаправляю-

щего волновода [138].

Приведем результаты расчетов для контура Γ в форме равносто-

роннего треугольника и постоянного при x ∈ Ω показателя прелом-

ления n(x) = n+. Эта задача ранее численно исследовалась в работе

[146] методом согласования по точкам и в работе [150] с помощью

вариационного анализа интегрального уравнения [63] по области по-

перечного сечения волновода. В основе метода согласования по точ-

кам [146] лежит представление искомого поля внутри области и его

аналитического продолжения за ее пределами в виде конечных рядов

в некотором базисе и наложения на эти представления граничных

условий в ряде дискретных точек границы.

Следуя [150], [146], для равностороннего треугольника со сторо-

ной ak = 2.693547 разыскивались P 2 = ((β/k)2 − n2∞)/(n
2
+ − n2∞)
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при фиксированных значениях V = (ak/2)
√
n2+ − n2∞. В качестве ΓR

была выбрана окружность с центром в центре тяжести треугольника

и безразмерным радиусом равным 0.5ak. Как и в предыдущем слу-

чае наблюдалась устойчивая сходимость метода по параметрам M

и L. Наблюдалось хорошее согласование наших результатов с дан-

ными [150], [146]. Так же как и в статьях [150], [146] мы построили

дисперсионную кривую для фундаментальной волны, график зависи-

мости P 2 от V . На рисунке 12 сплошной линией приведены результа-

ты наших расчетов, кружочки – данные [146], квадратики – данные

[150].

Приведем результаты расчетов для контура Γ в форме окружно-

сти радиуса ρ и переменного показателя преломления, изменяющего-

ся в Ω по степенному закону:

n2 = n2+

(
1− n2+ − n2∞

n2+

(
r

ρ

)p)
, x ∈ Ω.

На рисунке 13 представлены графики функции n2 для p = 1/4, 1/2,

1, 2, 4. Результаты вычислений мы сравнивали с данными, получен-

ными в работе [91] c помощью метода разделения переменных. Так

же как и в [91], при фиксированных значениях V = ρk
√
n2+ − n2∞

разыскивались U = ρk
√
n2+ − (β/k)2. В качестве ΓR была выбрана

окружность, совпадающая с Γ. Наблюдалась устойчивая сходимость

метода по параметрам M и L. В таблице приведены значения U ос-

новной волны, найденные при V = 8, p = 2, M = 554, kh = 0.1 и

различных L от 0 до 15.

L 0 1 2 7 15

U 4.01099731 4.01138959 4.01137959 4.01137960 4.01137963

Следующая таблица показывает зависимость параметра U от числа

узлов M и максимальной величины стороны треугольника kh. Вы-

числения проводились при V = 8, p = 2 и L = 7 для основной волны.
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M 554 693 886 1117 1502 2166 3456

kh 0.1 0.09 0.08 0.07 0.06 0.05 0.04

U 4.01138 4.00917 4.00716 4.00562 4.00390 4.00259 4.00153

Было получено хорошее согласование наших результатов с данными

[91]. Так же как и в [91], при p = 1/4, 1/2, 1, 2, 4 мы построили диспер-

сионные кривые для фундаментальной волны, графики зависимости

U от V . На рисунке 14 сплошной линией приведены результаты на-

ших расчетов, кружочки – данные [91].

Приведем результаты расчетов для области Ω, состоящей из трех

касающихся друг друга кругов c центрами в вершинах равносторон-

него треугольника со сторонами ρ и постоянным показателем пре-

ломления n(x) = n+, x ∈ Ω. Радиус R окружности ΓR был выбран

равным 1.3ρ. Вычислялись значения U = ρk
√
n2+ − (β/k)2 при фик-

сированных V = ρk
√
n2+ − n2∞. Наблюдалась устойчивая сходимость

метода по параметрам M и L. В таблице приведены девять значений

U , найденных при V = 3, M = 268, kh = 0.2 и различных L от 1

до 21.

L 1 7 14 21

U1 1.4524 1.4540 1.4540 1.4540

U2 1.8570 1.8644 1.8644 1.8644

U3 1.8613 1.8687 1.8687 1.8687

U4 2.4556 2.4732 2.4732 2.4732

U5 2.5536 2.5859 2.5859 2.5859

U6 2.5565 2.5889 2.5889 2.5889

U7 2.8659 2.9115 2.9116 2.9116

U8 2.9203 2.9327 2.9328 2.9328

U9 2.9242 2.9363 2.9363 2.9363

Следующая таблица показывает зависимость параметра U для пер-

вых девяти собственных волн от числа узловM и максимальной вели-
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чины стороны треугольника kh. Вычисления проводились при V = 3,

L = 7.

M 188 268 436 954 1660 2570

kh 0.25 0.2 0.15 0.1 0.075 0.06

U1 1.4585 1.4540 1.4369 1.4213 1.4162 1.4132

U2 1.8676 1.8644 1.8569 1.8505 1.8482 1.8466

U3 1.8718 1.8687 1.8578 1.8513 1.8484 1.8468

U4 2.4614 2.4732 2.4720 2.4704 2.4697 2.4690

U5 2.5776 2.5859 2.5767 2.5786 2.5775 2.5772

U6 2.5797 2.5889 2.5776 2.5793 2.5781 2.5774

U7 2.9007 2.9115 2.9066 2.9152 2.9159 2.9161

U8 2.9184 2.9327 2.9379 2.9485 2.9511 2.9519

U9 2.9212 2.9363 2.9397 2.9493 2.9514 2.9520

На рисунке 15 построены дисперсионные кривые, показывающие за-

висимость U от V , для первых девяти собственных волн. Вычисления

проводились при M = 268, kh = 0.2 L = 7. Дисперсионные кривые

для U2 и U3, U5 и U6, U8 и U9 совпали с графической точностью. Веро-

ятно, соответствующие собственные значения β являются кратными.

На рисунках 16, 17, 18 построены линии уровня квадратов собствен-

ных функций, u2, в расчетной области Ω для V = 3. Вычисления

проводились при M = 1660, kh = 0.075, L = 7.
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Рис. 1. Дисперсионные кривые для поверхностных собственных волн волновода квад-

ратного поперечного сечения, h = β/k, p = ka/π. Сплошные линии — результаты рас-

четов методом Галеркина. Квадратиками обозначены экспериментальные данные [38].

Рис. 2. Дисперсионные кривые для комплексных собственных волн, h = β/(kn∞),

V = kR
√
n2

+ − n2
∞

(верхний график — Im(h), нижний — Re(h)). Сплошные линии

— точные решения для волновода кругового сечения. Кружочками и квадратиками

обозначены результаты расчетов методом Галеркина для волноводов кругового и квад-

ратного поперечного сечения, соответственно.
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Рис. 3. Линии уровня функции |E3| для волновода кругового поперечного сечения.

Рис. 4. Линии уровня функции |H3| для волновода кругового поперечного сечения.
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Рис. 5. Линии уровня функции |E3| для волновода квадратного поперечного сечения.

Рис. 6. Линии уровня функции |H3| для волновода квадратного поперечного сечения.
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Рис. 7. Зависимость относительной ошибки e метода Галеркина от числа базисных

функций M и параметра m, определяющего “гладкость” контура Γ.
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Рис. 8. Квадратичная зависимость точности вычислений ε собственных значений мето-

дом конечных элементов от максимального размера стороны треугольника kh. Сплош-

ная линия — график функции ε = 0, 025(kh)2, кружочки – результаты вычислений

методом конечных элементов.

Рис. 9. Дисперсионные кривые для поверхностных собственных волн волновода прямо-

угольного поперечного сечения, P 2 = ((β/k)2 − n2
∞
)/(n2

+ − n2
∞
), V = (bk/π)

√
n2

+ − n2
∞

.

Сплошные линии — результаты расчетов методом конечных элементов, кружочками

обозначены данные из работы [135].
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Рис. 10. Линии уровня квадратов собственных функций задачи (4.12), с. 123, для вол-

новода прямоугольного поперечного сечения.

Рис. 11. Линии уровня квадратов собственных функций задачи (4.12), с. 123, для вол-

новода прямоугольного поперечного сечения.
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Рис. 12. Дисперсионная кривая для основной волны волновода треугольного попереч-

ного сечения, P 2 = ((β/k)2 − n2
∞
)/(n2

+ − n2
∞
), V = (ak/2)

√
n2

+ − n2
∞

. Сплошная линия

— результаты расчетов методом конечных элементов, кружочки — данные [146], квад-

ратики — данные [150].
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Рис. 13. Степенной закон изменения показателя преломления. Графики функции

n2 = n2
+

(
1− (r/ρ)p (n2

+ − n2
∞
)/n2

+

)
для p = 1/4, 1/2, 1, 2, 4.

Рис. 14. Дисперсионные кривые для основных собственных волн волноводов кругового

поперечного сечения с показателем преломления, изменяющимся по степенному закону

для p = 1/4, 1/2, 1, 2, 4. Здесь U = ρk
√
n2

+ − (β/k)2, V = ρk
√
n2

+ − n2
∞

. Сплошные

линии — результаты расчетов методом конечных элементов, кружочками обозначены

данные из работы [91].
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Рис. 15. Дисперсионные кривые, построенные методом конечных элементов, для девя-

ти собственных волн волновода, состоящего из трех стержней кругового поперечного

сечения, U = ρk
√
n2

+ − (β/k)2, V = ρk
√
n2

+ − n2
∞

.

Рис. 16. Линии уровня квадрата собственной функции задачи (4.12), с. 123, для основ-

ной собственной волны волновода, состоящего из трех стержней кругового поперечного

сечения.
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Рис. 17. Линии уровня квадратов собственных функций задачи (4.12), с. 123, для вол-

новода, состоящего из трех стержней кругового поперечного сечения.

Рис. 18. Линии уровня квадратов собственных функций задачи (4.12), с. 123, для вол-

новода, состоящего из трех стержней кругового поперечного сечения.
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