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Лемма 3.2. Пусть F1, F2 : V → R1 – выпуклые функционалы, λ1,
λ2 – неотрицательные числа. Тогда функционал λ1 F1 + λ2 F2 также
является выпуклым.

Доказательство. Справедливость данного утверждения непосред-
ственно следует из неравенства Иенсена.

Лемма 3.3. Пусть F : V → R1 – собственный выпуклый функци-
онал. Тогда F является непрерывным в точке u0 ∈ V в том и только
том случае, когда F ограничен сверху в некотором шаре Br(u0).

Доказательство. Если функционал F непрерывен в точке u0 ∈ V ,
то он, очевидно, ограничен сверху на некотором шаре Br(u0).

Пусть, наоборот, F ограничен сверху на шаре Br(u0):

F (u) ≤ c < +∞ ∀u ∈ Br(u0).

Заменяя, если нужно, Br(u0) на Br(u0) − u0 = Br(0)
12) и F (u) на

F (u + u0) − F (u0), можно считать, что u0 = 0, и F (0) = 0. Выберем
0 < ε ≤ c и положим

Uε =
ε

c
Br(0) = { η ∈ V : ∥η∥ ≤ ε

c
r }.

Покажем, что для u ∈ Uε выполняется неравенство |F (u)| ≤ ε, что,
в силу произвольности ε, и означает непрерывность функционала F в
нуле.

Действительно, пусть u ∈ Uε. Тогда
c

ε
u ∈ Br(0), и F

(
c

ε
u

)
≤ c, следо-

вательно, в силу неравенства Иенсена

F (u) = F

(
ε

c

c

ε
u+

(
1− ε

c

)
0

)
≤

≤ ε

c
F

(
c

ε
u

)
+

(
1− ε

c

)
F (0) ≤ ε

c
c = ε.

С другой стороны, − c

ε
u ∈ Br(0), а значит, F

(
− c

ε
u

)
≤ c. Далее,

поскольку

0 =
1

1 + ε/c
u+

ε/c

1 + ε/c

(
− c

ε
u

)

12) Для множеств M,N и числа λ ∈ R1 через M + N , λM и λ + M мы обозначаем
множества всех элементов вида u + η, λu и λ + u соответственно, где u ∈ M , η ∈ N –
произвольные элементы.
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и
1

1 + ε/c
+

ε/c

1 + ε/c
= 1,

то в силу неравенства Иенсена

0 = F (0) ≤ 1

1 + ε/c
F (u) +

ε/c

1 + ε/c
F

(
− c

ε
u

)
.

Тогда

F (u) ≥ −ε/c
1 + ε/c

(1 + ε/c)F

(
− c

ε
u

)
≥ − ε

c
c = −ε.

Таким образом, |F (u)| ≤ ε для всех u, ∥u∥ ≤ εr/c, т.е. функционал F
непрерывен в нуле.

Определение 3.3. Выпуклый функционал F : V → R1 называется
строго выпуклым, если из равенства

F (αu+ (1− α) η) = αF (u) + (1− α)F (η), α ∈ (0, 1), (3.3)

следует что u = η. ♢

Можно дать и другое определение строго выпуклого функционала.

Лемма 3.4. Выпуклый функционал F : V → R1 является строго
выпуклым тогда и только тогда, когда из равенства

F

(
u+ η

2

)
=
F (u) + F (η)

2
(3.4)

следует что u = η.

Доказательство. Очевидно, что для строго выпуклого функционала
из равенства (3.4) следует, что u = η.

Докажем обратное утверждение. Пусть для u, η выполнено равенство
(3.3). Если α ∈ (0, 1/2), т.е. 2α ∈ (0, 1), то

αu+ (1− α) η = 2α
u+ η

2
+ (1− 2α) η,

следовательно, в силу (3.3)

αF (u) + (1− α)F (η) = F (αu+ (1− α) η) ≤

≤ 2αF

(
u+ η

2

)
+ (1− 2α)F (η) ≤
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≤ αF (u) + αF (η) + (1− 2α)F (η) = αF (u) + (1− α)F (η).

Отсюда следует, что

2αF

(
u+ η

2

)
+ (1− 2α)F (η) = αF (u) + αF (η) + (1− 2α)F (η),

т.е. справедливо равенство (3.4), а значит, u = η.
Если же α ∈ ( 1/2, 1 ), то, полагая µ = 1 − α ∈ ( 0, 1/2 ) и применяя

проведенные выше рассуждения для µ, снова получим, что u = η.

Пример 3.3. Функционал F : V → R1, F (u) = ∥u∥2 является
строго выпуклым.

Действительно, как это следует из примера 3.2 с A = E 13), функци-
онал F является выпуклым. Далее, из тождества параллелограмма (1.2)
вытекает, что∥∥∥∥∥ u+ η

2

∥∥∥∥∥
2

+
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2

∥∥∥∥∥
2

=
1

2
∥u∥2 + 1

2
∥η∥2 ∀u, η ∈ V.

Поэтому, если∥∥∥∥∥ u+ η

2

∥∥∥∥∥
2

= F

(
u+ η

2

)
=
F (u) + F (η)

2
=

1

2
∥u∥2 + 1

2
∥η∥2,

то u = η, т.е. F – строго выпуклый функционал.

4 Слабая сходимость.

Определение 4.1. Будем говорить, что последовательность
{un}+∞

n=1 ⊂ V сходится слабо к u ∈ V при n→ +∞, если

lim
n→+∞

(un − u, η) = 0 ∀ η ∈ V.

В дальнейшем слабую сходимость будем обозначать следующим обра-
зом: un ⇀ u при n→ +∞. ♢

Название "слабая сходимость" оправдывается следующим резуль-
татом.

Лемма 4.1. Если un → u при n→ +∞, то un ⇀ u при n→ +∞.
13) Через E : V → V мы обозначаем единичный, или тождественный оператор, т.е. Au ≡ u

для любого u ∈ V .


