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1 Êîëüöà, àëãåáðû è ãîìîìîðôèçìû

Àáåëåâà ãðóïïà A ñî ñëîæåíèåì + íàçûâàåòñÿ ïðåäêîëüöîì, åñëè A

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé îòíîñèòåëüíî äîïîëíèòåëüíîé îïåðàöèè óìíî-

æåíèÿ · è

(x+ y) · z = x · z + y · z è z · (x+ y) = z · x+ z · y

äëÿ âñåõ x, y, z ∈ A. Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà A ñî ñëîæåíèåì + íàçûâàåò-

ñÿ àääèòèâíîé ãðóïïîé ïðåäêîëüöà A. Ìíîæåñòâî N âñåõ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîëüöîì îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî ñëîæåíèÿ è óìíî-

æåíèÿ, ïîñêîëüêó íå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ. Ïðåäêîëüöî A ñî

ñëîæåíèåì + è óìíîæåíèåì · íàçûâàåòñÿ êîëüöîì, åñëè A îáëàäàåò íåé-

òðàëüíûì ýëåìåíòîì îòíîñèòåëüíî ·. Ìíîæåñòâî 2Z âñåõ ÷åòíûõ öåëûõ

÷èñåë ñ îáû÷íûìè ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ïðåä-

êîëüöà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ êîëüöîì.

Åñëè A � ïðåäêîëüöî è B � òàêîå ïîäìíîæåñòâî â A, ÷òî b1 + b2 ∈ B è

b1b2 ∈ B äëÿ âñåõ b1, b2 ∈ B, òî B íàçûâàåòñÿ ïîäïðåäêîëüöîì â A. Åñëè

A � êîëüöî è B � òàêîå ïîäïðåäêîëüöî êîëüöà A, ÷òî B � êîëüöî, òî

B íàçûâàåòñÿ ïîäêîëüöîì êîëüöà A. Ïîäïðåäêîëüöî 2Z â êîëüöå öåëûõ

÷èñåë Z íå ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì â Z.
Åñëè B � ïîäêîëüöî êîëüöà A, ñîäåðæàùåå åäèíèöó êîëüöà A, òî B

íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì ïîäêîëüöîì â A. Åñëè A � êîëüöî âñåõ (n × n)-

ìàòðèö íàä êîëüöîì A, n > 1, è eii � ìàòðè÷íàÿ åäèíèöà, òî eiiAeii �

ïîäêîëüöî ñ åäèíèöåé eii â A, íå ÿâëÿþùååñÿ óíèòàðíûì ïîäêîëüöîì â

êîëüöå A.

Åñëè A � êîëüöî, ñîäåðæàùåå öåíòðàëüíîå ïîäêîëüöî R, òî A íàçûâà-

åòñÿ àëãåáðîé íàä R èëè R-àëãåáðîé. Òåëî ãàìèëüòîíîâûõ êâàòåðíèîíîâ

H ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R, íî íå àëãåáðîé
íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C.

Ýëåìåíò a êîëüöà A íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì ñïðàâà (ñîîòâ., ñëåâà),

åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ab = 1 (ñîîòâ., ba = 1) äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ A.
Ýëåìåíò îáðàòèìûé ñïðàâà è ñëåâà íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì. Ìíîæåñòâî

âñåõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç U(A). Íàïðè-

ìåð, U(Z) = {1,−1}. Åñëè A � êîëüöî âñåõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
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áåñêîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ñ áàçèñîì v1, v2, . . . è a,

b � òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ N èìååì a(vi) = vi+1,

b(vi+1) = vi, b(v1) � íóëåâîé âåêòîð, òî ba � òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâà-

íèå è a � îáðàòèìûé ñëåâà ýëåìåíò êîëüöà A. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

a íå îáðàòèì ñïðàâà.

Öåíòðîì êîëüöà A íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî {c ∈ A | ac = ca, ∀a ∈
A}, îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç C(A). Êàæäîå ïîäìíîæåñòâî â C(A) íàçûâàåòñÿ

öåíòðàëüíûì ïîäìíîæåñòâîì â A. Ýëåìåíò e ∈ A íàçûâàåòñÿ èäåìïî-

òåíòîì, åñëè e = e2. Èäåìïîòåíò e ∈ A íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì, åñëè

e ∈ C(A).

Ýëåìåíò a ∈ A íàçûâàåòñÿ ïðàâûì (ëåâûì) äåëèòåëåì íóëÿ â A, åñëè

`A(a) 6= 0 (rA(a) 6= 0). Ýëåìåíò a ∈ A íàçûâàåòñÿ íåäåëèòåëåì íóëÿ â A,

åñëè rA(a) = `A(a) = 0. Êîëüöî íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ, åñëè ïðîèçâåäåíèå

ëþáûõ äâóõ åãî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ íå ðàâåí íóëþ.

Ïóñòü A � ïðåäêîëüöî. Ýëåìåíò a ∈ A íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíûì,

åñëè an = 0 äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N. Ìíîæåñòâî âñåõ íèëüïîòåíòíûõ

ýëåìåíòîâ êîëüöà R îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Nil(R). Êîëüöî Z èëè ëþáîå

ïîëå íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ. Ïîäìíîæåñòâî

B ⊆ A íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå n ∈ N, ÷òî
b1 . . . bn = 0 äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ b1, . . . , bn ∈ B (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

Bn = 0). Ïðåäêîëüöî íàçûâàåòñÿ íèëüêîëüöîì, åñëè âñå åãî ýëåìåí-

òû íèëüïîòåíòíû. Ïðàâûé (ëåâûé) èäåàë íàçûâàåòñÿ ïðàâûì (ëåâûì)

íèëü-èäåàëîì, åñëè âñå åãî ýëåìåíòû íèëüïîòåíòíû. Êîëüöî A íàçûâàåò-

ñÿ êîëüöîì èíäåêñà 6 n, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå n ∈ N, ÷òî an = 0 äëÿ

êàæäîãî íèëüïîòåíòíîãî ýëåìåíòà a ∈ A. Êîëüöî A íàçûâàåòñÿ êîëü-

öîì îãðàíè÷åííîãî èíäåêñà, åñëè A � êîëüöî èíäåêñà 6 n äëÿ íåêîòîðîãî

n ∈ N. Êîëüöî áåç íåíóëåâûõ íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ðå-

äóöèðîâàííûì êîëüöîì.

Èäåàëû, ôàêòîðêîëüöà è ôàêòîðàëãåáðû

1.1. Îïèøèòå èäåàëû â ñëåäóþùèõ êîëüöàõ:

1) Z;
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2) P � ïîëå;

3) P1 × . . .× Pn, ãäå P1, . . . , Pn � ïîëÿ;

4) R1 × . . .×Rn, ãäå R1, . . . , Rn � êîëüöà;

5) P [x], ãäå P � ïîëå;

6) Mn(P ), ãäå P � ïîëå;

7) Mn(R), ãäå R � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî;

8) CFMI(P ), ãäå P � ïîëå.

1.2. Ïîñòðîéòå ôàêòîðêîëüöà.

1) Z[i]/(2);

2) Z[i]/(5);

3) Z[i]/(3);

4) Z[i]/(7);

5) Z[i]/(1 + i);

6) Z[
√

3]/(1 +
√

3);

7) Z[
√

3i]/(1 + 2
√

3i);

8) Z[x]/(x);

9) Z[x]/(x2 − 3);

10) Z[x]/(x2 − 3, 2x+ 4);

11) Z[x]/(1− 2x);

12 Z2[x]/(x2);

13) Z2[x]/(x2 + x+ 1);

14) Z2[x]/(x(x+ 1)).
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1.3. Äîêàæèòå èëè îïðîâåðãíèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè I � ìèíèìàëüíûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà R, òî Mn(I) � ìèíè-

ìàëüíûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà Mn(R);

2) åñëè I � ìàêñèìàëüíûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà R, òî Mn(I) � ìàêñè-

ìàëüíûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà Mn(R);

3) åñëè I � ìèíèìàëüíûé èäåàë êîëüöà R, òî Mn(I) � ìèíèìàëüíûé

èäåàë êîëüöà Mn(R);

4) åñëè I � ìàêñèìàëüíûé èäåàë êîëüöà R, òî Mn(I) � ìàêñèìàëüíûé

èäåàë êîëüöà Mn(R).

1.4. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ èäåàëà I êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâ-

íîñèëüíû:

1) I � ìàêñèìàëüíûé èäåàë;

2) R/I � ïðîñòîå êîëüöî.

1.5. Ïóñòü R � íåíóëåâîå êîëüöî. Òîãäà

1) âñÿêèé ñîáñòâåííûé èäåàë êîëüöà R ñîäåðæèòñÿ â ìàêñèìàëüíîì

èäåàëå;

2) âñÿêèé ñîáñòâåííûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà R ñîäåðæèòñÿ â ìàêñè-

ìàëüíîì ïðàâîì èäåàëå.

1.6. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ CI-êîëüöîì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû èäåàëîâ

A,B êîëüöà R âûïîëíåíî ðàâåíñòâî AB = BA.

1) Åñëè R � CI-êîëüöî, òî Mn(R) � CI-êîëüöî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-

íîãî n.

2) Åñëè R � CI-êîëüöî è e = e2 ∈ R, òî eRe � CI-êîëüöî äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî.

3) Åñëè R � ïðîñòîå êîëüöî, òî R[x] � CI-êîëüöî.

4) Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè CI-êîëüöîì êîëüöî Mn(R)[x], ãäå R � êîì-

ìóòàòèâíîå êîëüöî.

5) Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè CI-êîëüöîì êîëüöî R[x], ãäå R � CI-êîëüöî.
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Îñíîâíûå îïåðàöèè íàä èäåàëàìè

1.7. Ïóñòü A,B,C � èäåàëû êîëüöà R. Äîêàæèòå, ÷òî

1) A(B + C) = AB + AC;

2) A ∩ (B + C) ⊇ A ∩B + A ∩ C;

3) åñëè B ⊆ A, òî A ∩ (B + C) = B + A ∩ C;

4) åñëè R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî è R = A+B, òî A ∩B = AB.

1.8. Ïóñòü A,B,C � èäåàëû êîëüöà Z. Äîêàæèòå, ÷òî

1) A ∩ (B + C) = A ∩B + A ∩ C;

2) åñëè A = (a), B = (b), òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

AB = (ab), A+B = ((a, b)), A ∩B = ([a, b]),

ãäå ÷åðåç (a, b) è [a, b] îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íàèáîëüøèé îá-

ùèé äåëèòåëü è íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ýëåìåíòîâ a è b.

Ñåìåéñòâî èäåàëîâ I1, . . . , In êîëüöà R íàçûâàåòñÿ êîìàêñèìàëüíûì,

åñëè Is + It = R äëÿ êàæäîé ïàðû ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ s, t.

1.9. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè I1, . . . , In � êîìàêñèìàëüíîå ñåìåéñòâî èäåàëîâ

êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R, òî I1 ∩ . . . ∩ In = I1 . . . In.

1.10. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû äëÿ ñåìåéñòâà

èäåàëîâ I1, . . . , In êîëüöà R :

1) I1, . . . , In � êîìàêñèìàëüíîå ñåìåéñòâî;

2) R = I1 + I2 . . . In = I2 + I1I3 . . . In−1 = . . . = In + I1 . . . In−1;

3) R = I2 . . . In + I1I3 . . . In + . . .+ I1I2 . . . In−1;

4) Ims
s + Imt

t = R, ãäå s, t � ðàçëè÷íûå èíäåêñû è ms,mt ∈ N.

Îáðàòèìûå è íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû
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1.11. Ïóñòü R � êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè:

1) n ∈ Nil(R), òî 1 + n ∈ U(R);

2) ab ∈ Nil(R), òî ba ∈ Nil(R).

1.12 (Ëåììà Äæåêîáñîíà). Ýëåìåíò 1 + ab êîëüöà R îáðàòèì

ñëåâà (ñîîòâ., ñïðàâà) â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ýëåìåíò 1 + ba îáðàòèì

ñëåâà (ñîîòâ., ñïðàâà).

1.13. Ïóñòü a, b, c � ýëåìåíòû êîëüöà R. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè aba = acà,

òî èìåþò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòè:

1) 1 + ab � îáðàòèìûé ñïðàâà ýëåìåíò ⇔ 1 + ca � îáðàòèìûé ñïðàâà

ýëåìåíò;

2) ab � îáðàòèìûé ñïðàâà ýëåìåíò⇔ ac � îáðàòèìûé ñïðàâà ýëåìåíò;

3) r(1 + ab) = 0 ⇔ r(1 + ca) = 0;

4) l(ab) = 0 ⇔ l(ac) = 0.

Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì ïî Äåäåêèíäó, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëå-

ìåíòîâ r, s ∈ R èç ðàâåíñòâà rs = 1 ñëåäóåò sr = 1.

1.14. Ïîêàæèòå, ÷òî â êàæäîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ êîëüöî R ÿâ-

ëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïî Äåäåêèíäó:

1) R � êîíå÷íîå êîëüöî;

2) R � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì P ;

3) R � êîëüöî îãðàíè÷åííîãî èíäåêñà;

4) R � ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî;

5) R � êîëüöî áåç íåíóëåâûõ íèëüïîòåíòíûõ èäåàëîâ;

6) â êîëüöå R âûïîëíåíî óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè (ìàêñèìàëüíîñòè)

äëÿ ãëàâíûõ ïðàâûõ èäåàëîâ ïîðîæäåííûõ èäåìïîòåíòàìè;

7) â êîëüöå R âûïîëíåíî óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè (ìàêñèìàëüíîñòè)

äëÿ ïðàâûõ àííóëÿòîðíûõ èäåàëîâ.

1.15. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè R � êîëüöî êîíå÷íîå ïî Äåäåêèíäó è e2 =

e ∈ R, òî eRe � êîëüöî êîíå÷íîå ïî Äåäåêèíäó.

1.16. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà R ÷åðåç φ(R) îáîçíà÷èì îòîáðàæåíèå

φ(R) : Nil(R) → U(R), äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó n 7→ 1 + n. Ïîêàæèòå,

÷òî:
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1) φ(Zn) ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà n = 2k äëÿ íåêî-

òîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k;

2) åñëè φ(R) � áèåêöèÿ, òî φ(R[x]) òàêæå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé;

3) åñëè φ(R) � áèåêöèÿ è e � èäåìïîòåíò êîëüöàR, òî φ(eRe) � áèåêöèÿ;

4) åñëè n ∈ Z è n > 1, òî îòîáðàæåíèå φ(Mn(R)) íå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

1.17. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî è f ∈ R[x1, . . . , xn]. Ïîêàæèòå,

÷òî:

1) f ∈ U(R[x1, . . . , xn]) â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ñâîáîäíûé ÷ëåí ìíîãî-

÷ëåíà f îáðàòèì, à îñòàëüíûå åãî êîýôôèöèåíòû � íèëüïîòåíòíûå ýëå-

ìåíòû;

2) f ∈ Nil(R[x1, . . . , xn]) â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà âñå êîýôôèöèåíòû

ìíîãî÷ëåíà f � íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû.

1.18. Ïóñòü R � íåíóëåâîå êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè:

1) â êîëüöå R ìíîæåñòâî R \ U(R) àääèòèâíî çàìêíóòî, òî R \ U(R)

� èäåàë êîëüöà R, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ êàæäûé ñîáñòâåííûé îäíîñòî-

ðîííèé èäåàë êîëüöà R;

2) â êîëüöå R ìíîæåñòâî Nil(R) àääèòèâíî çàìêíóòî, òî Nil(R) � ïîä-

ïðåäêîëüöî êîëüöà R.

1.19. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ íåíóëåâàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà áåç

äåëèòåëåé íóëÿ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ñ äåëåíèåì.

1.20. 1) Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà

A ∈Mn(R) îáðàòèìà â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà det(A) ∈ U(R).

2) Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå ïîäêîëüöî êîëüöà S (íå îáÿçàòåëüíî êîì-

ìóòàòèâíîãî). Ïîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà A ∈ Mn(R) îáðàòèìà â êîëüöå

Mn(S) â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà det(A) ∈ U(S).

Èäåìïîòåíòû

1.21. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ èäåìïîòåíòà e êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) e � öåíòðàëüíûé èäåìïîòåíò;
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2) er = re = ere äëÿ êàæäîãî r ∈ R;

3) eR(1− e) = (1− e)Re = 0;

4) Re, eR � èäåàëû êîëüöà R;

5) e êîììóòèðóåò ñî âñåìè èäåìïîòåíòàìè êîëüöà R;

6) e êîììóòèðóåò ñî âñåìè íèëüïîòåíòíûìè ýëåìåíòàìè êîëüöà R;

7) e êîììóòèðóåò ñî âñåìè îáðàòèìûìè ýëåìåíòàìè êîëüöà R.

Èäåìïîòåíò e êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïîëóöåíòðàëüíûì ñïðàâà (ñîîòâ.,

ñëåâà), åñëè er = ere (ñîîòâ., re = ere) äëÿ êàæäîãî r ∈ R.

1.22. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ èäåìïîòåíòà e êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) e � ïîëóöåíòðàëüíûé ñïðàâà èäåìïîòåíò;

2) 1− e � ïîëóöåíòðàëüíûé ñëåâà èäåìïîòåíò;

3) Re � èäåàë êîëüöà R;

4) (1− e)R � èäåàë êîëüöà R;

5) eR(1− e) = 0.

1.23. Ïóñòü e, f, g � ïîëóöåíòðàëüíûå ñëåâà èäåìïîòåíòû êîëüöà R.

Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) e + f − ef � ïîëóöåíòðàëüíûé ñëåâà èäåìïîòåíò è eR + fR = (e +

f − ef)R;

2) ef � ïîëóöåíòðàëüíûé ñëåâà èäåìïîòåíò è eR ∩ fR = efR;

3) gR ∩ (eR + fR) = gR ∩ eR + gR ∩ fR.

1.24. Ïóñòü E1 � ìíîæåñòâî âñåõ ëåâûõ åäèíèö ïðåäêîëüöà R è E2 �

ìíîæåñòâî âñåõ ïðàâûõ åäèíèö ïðåäêîëüöà R. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) åñëè E1, E2 � íåïóñòûå ìíîæåñòâî, òî R � êîëüöî;
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2) åñëè E1 � íåïóñòîå ìíîæåñòâî è E2 = ∅, òî | E1 |> 1.

1.25. Ïóñòü e � èäåìïîòåíò ïðîñòîãî êîëüöà R. Ïîêàæèòå, ÷òî êîëüöî

eRe ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Ãîâîðÿò, ÷òî èäåìïîòåíòû êîëüöà R ïîäíèìàþòñÿ ïî ìîäóëþ èäåàëà

I, åñëè äëÿ êàæäîãî èäåìïîòåíòà r+I ∈ R/I íàéäåòñÿ òàêîé èäåìïîòåíò
e ∈ R, ÷òî r + I = e+ I.

1.26. Ïóñòü R � êîëüöî è r ∈ R. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè r2−r íèëüïîòåíò,
òî ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ Z[x], ÷òî f(r)2 = f(r) è f(r)− r ∈
R � íèëüïîòåíòûé ýëåìåíò.

1.27. Ïóñòü I � èäåàë êîëüöàR. Òîãäà â êàæäîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ

èäåìïîòåíòû ïîäíèìàþòñÿ ïî ìîäóëþ èäåàëà I:

1) I � íèëü-èäåàë;

2) I � èäåàë, êîòîðûé ïîðîæäàåòñÿ öåíòðàëüíûìè èäåìïîòåíòàìè.

1.28. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè â êîëüöå R âñÿêèé ýëåìåíò ïðåäñòàâèì â

âèäå ñóììû èäåìïîòåíòà è îáðàòèìîãî ýëåìåíòà, òî èäåìïîòåíòû êîëüöà

R ïîäíèìàþòñÿ ïî ìîäóëþ êàæäîãî èäåàëà.

1.29. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî.

1) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè I � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé èäåàë êîëüöà R è

I2 = I, òî äëÿ íåêîòîðîãî èäåìïîòåíòà e ∈ R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

I = eR.

2) Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R, â êîòîðîì ñóùåñòâóåò

íåêîíå÷íî ïîðîæäåííûé èäåàë I, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

I2 = I.

3) Ïóñòü I � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé èäåàë êîëüöà R, J � íèëü-èäåàë

êîëüöà R è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî IJ = I. Ïîêàæèòå, ÷òî I = 0

1.30 (Ëåììà Áðàóýðà). Ïóñòü I � ìèíèìàëüíûé ïðàâûé èäåàë

êîëüöà R. Òîãäà ëèáî I2 = 0, ëèáî I = eR, ãäå e � èäåìïîòåíò êîëüöà R.
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1.31. Åñëè I � èäåàë êîëüöà R, êîòîðûé ïîðîæäàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñ-

ëîì öåíòðàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ, òî I = eR äëÿ íåêîòîðîãî öåíòðàëüíîãî

èäåìïîòåíòà e ∈ R.

1.32. Ïóñòü I = eR � ìèíèìàëüíûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà R è e �

èäåìïîòåíò êîëüöà R. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) eRe � òåëî;

2) åñëè ëåâûé èäåàë Re íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ íèëüïîòåíòíûõ ëåâûõ

èäåàëîâ êîëüöà R, òî Re � ìèíèìàëüíûé ëåâûé èäåàë.

1.33. Ïóñòü e, f � èäåìïîòåíòû êîëüöà R. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) eR = fR;

2) R(1− e) = R(1− f);

3) ef = f, fe = e;

4) äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà r ∈ R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f = e+ er(1− e);

5) l(e) = l(f).

1.34. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîëüöà R, â êîòîðîì ñóùåñòâóþò òàêèå èäåì-

ïîòåíòû e è f, ÷òî eR = fR,Re 6= Rf.

1.35. Ïóñòü R � êîëüöî, e = e2, f 2 = f ∈ R è 1 − (f − e)2 ∈ U(R).

Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà u ∈ U(R) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

f = ueu−1.

Ïåðèîäè÷åñêèå ýëåìåíòû

Ïóñòü k ∈ N \ {1} è R � êîëüöî. Ýëåìåíò a èç R íàçûâàåòñÿ k-

ïîòåíòîì (k > 1), åñëè a = ak. Ìíîæåñòâî âñåõ k-ïîòåíòûõ ýëåìåíòîâ

êîëüöà R îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

R(k) = {a ∈ R : ak = a}.
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Ýëåìåíò a èç êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè am = an äëÿ

íåêîòîðûõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m è n. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ

ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè êàæäûé åãî ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì.

1.36. Ïóñòü R � êîëüöî è k, n ∈ N \ {1}. Ïîêàæèòå, ÷òî:
1) R(n)

⋂
R(n+k−1) ⊂ R(k);

2) R(k) ∩R(n) = R((k−1,n−1)+1);

3) R(k) ⊂ R(n), åñëè n− 1 = m(k − 1) äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ N;
4) ak−1 ∈ R(2), åñëè a ∈ R(k);

5) an(m−n) ∈ R(2), åñëè am = an(m > n).

1.37. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäûé ïåðèîäè÷åñêèé ýëåìåíò a èç êîëüöà R

îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå a = e + p, ãäå e � k-ïîòåíòíûé ýëåìåíò

äëÿ íåêîòðîãî k ∈ N, p � íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò è ep = pe = 0.

Ýëåìåíò e êîëüöà R íàçûâàåòñÿ òðèïîòåíòîì , åñëè âûïîëíåíî ðà-

âåíñòâî e3 = e.

1.38. Ïóñòü A � àëãåáðà íàä ïîëåì P è charP 6= 2. Òîãäà êàæäûé

òðèïîòåíò àëãåáðû A îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçíîñòè äâóõ îðòî-

ãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ.

1.39. ÏóñòüA � àëãåáðà íàä ïîëåì P , k ∈ N è k > 3. Åñëè charP - k−1

è ïîëå P ñîäåðæèò âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà xk−1−1, òî âñÿêèé k-ïîòåíòíûé

ýëåìåíò a ∈ A îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå a =
∑k−2

i=0 ε
i
k−1ei, ãäå

e0, . . . , ek−2 îðòîãîíàëüíûå èäåìïîòåíòû àëãåáðû A è εk−1 � ïðèìèòèâ-

íûé êîðåíü ñòåïåíè(k − 1) èç åäèíèöû.

Íèëüïîòåòíûå èäåàëû è íèëü-èäåàëû

1.40. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóììà íèëü-èäåàëîâ â ïðîèçâîëüíîì êîëüöå

ÿâëÿåòñÿ íèëü-èäåàëîì.

1.41. Ïóñòü I, J � èäåàëû êîëüöà R è I ⊂ J. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ èäåàëà

J ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) J � íèëü-èäåàë (ñîîòâ., íèëüïîòåíòíûé èäåàë);
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2) I � íèëü-èäåàë (ñîîòâ., íèëüïîòåíòíûé èäåàë) è J/I � íèëü-èäåàë

(ñîîòâ., íèëüïîòåíòíûé èäåàë) êîëüöà R/I.

1.42. Ïóñòü R � êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) êîíå÷íàÿ ñóììà íèëüïîòåíòíûõ ïðàâûõ èäåàëîâ êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ

íèëüïîòåíòíûì ïðàâûì èäåàëîì;

2) ñóììà âñåõ íèëüïîòåíòíûõ ïðàâûõ èäåàëîâ êîëüöàR ÿâëÿåòñÿ íèëü-

èäåàëîì;

3) êàæäûé ïðàâûé íèëüïîòåíòíûé èäåàë êîëüöà R ñîäåðæèòñÿ â íèëü-

ïîòåíòíîì èäåàëå.

1.43. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîëüöà, â êîòîðîì ñóùåñòâóåò íåíèëüïîòåíò-

íûé èäåàë, ïðåäñòàâèìûé â âèäå ñóììû íèëüïîòåíòíûõ èäåàëîâ.

Ñóììà âñåõ íèëü-èäåàëîâ êîëüöà R îáîçíà÷àåòñÿ N(R) è íàçûâàåòñÿ

âåðõíèì íèëüðàäèêàëîì êîëüöà R.

1.44. Ïóñòü R � êîëüöî. Òîãäà N(R) � íàèáîëüøèé íèëü-èäåàë è

N(R/N(R)) = 0.

1.45. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì P,

òî N(A) � íàèáîëüøèé íèëüïîòåíòíûé èäåàë àëãåáðû A.

Ðàçëîæåíèÿ êîëåö

Ìíîæåñòâî èäåìïîòåíòîâ {e1, . . . , en} èç êîëüöà R íàçûâàåòñÿ îðòî-

ãîíàëüíûì, åñëè eiej = 0 äëÿ âñåõ 1 6 i, j 6 n. Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ

{eij}16i,j6n èç êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ìàòðè÷íûõ åäèíèö, åñ-

ëè eijest = δjseit äëÿ âñåõ 1 6 i, j, s, t 6 n. Ñèñòåìà ìàòðè÷íûõ åäèíèö

{eij}16i,j6n èç êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïîëíîé â R, åñëè e11 +e22 + . . .+enn =

1.

1.46. Ïóñòü A1, . . . , An � ïðàâûå èäåàëû êîëüöà R. Ïîêàæèòå, ÷òî

R = A1 ⊕ . . . ⊕ An â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà

îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ e1, . . . , en èç êîëüöà R, â ñóììå äàþùèå

åäèíèöó, âûïîëíåíû ðàâåíñòâà A1 = e1R, . . . , An = enR.
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1.47. Ïóñòü A1, . . . , An � èäåàëû êîëüöà R. Ïîêàæèòå, ÷òî R =

A1 ⊕ . . . ⊕ An â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà îð-

òîãîíàëüíûõ öåíòðàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ e1, . . . , en èç êîëüöà R, â ñóììå

äàþùèå åäèíèöó, âûïîëíåíû ðàâåíñòâà A1 = e1R, . . . , An = enR.

1.48. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè êîëüöî R ñîäåðæèò ïîëíóþ ñèñòåìó ìàò-

ðè÷íûõ åäèíèö {eij}16i,j6n, òî R ∼= Mn(e11Re11).

1.49 (Ðàçëîæåíèå Ïèðñà). Ïóñòü 1 = e1 +e2 + . . .+en � ðàçëîæåíèå

åäèíèöû êîëüöà R. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) ìíîæåñòâî ìàòðèö

A =


e1Re1 e1Re2 . . . e1Ren

e2Re1 e2Re2 . . . e2Ren

. . . . . . . . . . . .

enRe1 enRe2 . . . enRen

 .

ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì îòíîñèòåëüíî îáûêíîâåííûõ ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé

ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ;

2) îòîáðàæåíèå φ : R→ A, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó

r 7→


e1re1 e1re2 . . . e1ren

e2re1 e2re2 . . . e2ren

. . . . . . . . . . . .

enre1 enre2 . . . enren

 ,

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì êîëåö.

1.50. 1) Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì

P, êîòîðàÿ êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò áàçèñîì ñîñòîÿùèì èç

èäåìïîòåíòîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà A èçîìîðôíà êîíå÷íîìó ïðÿìîìó

ïðîèçâåäåíèþ ïîëÿ P.

2) Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå êîíå÷íîå êîëüöî, â êîòîðîì âûïîëíåíî òîæ-

äåñòâî x2 = x, èçîìîðôíî êîíå÷íîìó ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ïîëÿ F2.

3) Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ êîíå÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà B èçîìîðôíà áó-

ëåâîé àëãåáðå ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíî-

æåñòâà.
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1.51 (Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ). Ïóñòü I1, . . . , In � èäåàëû

êîëüöà R, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó Is + It = R äëÿ êàæäîé ïàðû

ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ s, t. Äîêàæèòå, ÷òî

1) îòîáðàæåíèå f : R→ R/I1 × . . .×R/In, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó

r 7→ (r + I1, . . . , r + In),

ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì êîëåö;

2) èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì R/I1 ∩ . . . ∩ In ∼= R/I1 × . . .×R/In.

1.52. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì P, ó êîòîðîé

N(A) = 0. Òîãäà

1) 1 = e1 + . . . + en, ãäå e1, . . . , en � îðòîãîíàëüíûå èäåìïîòåíòû èç

àëãåáðû A è eiA � ìèíèìàëüíûé ïðàâûé èäåàë A äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 n;

2) îòíîøåíèå ∼ íà ìíîæåñòâå {e1, . . . , en}, çàäàííîå ïî ïðàâèëó

ei ∼ ej ⇔ eiAej 6= 0,

ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè;

3) åñëè ei ∼ ej, òî

dimP (eiAej) = dimP (ejAei) = dimP (eiAei) = dimP (ejAej);

4) åñëè C1, . . . , Cm � âñå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòåé îòíîøåíèÿ ∼, òî
Ik =

∑
e∈Ck eR � èäåàë àëãåáðû A äëÿ êàæäîãî 1 6 k 6 m è

A = I1 ⊕ . . .⊕ Im;

5) åñëè m = 1, òî A ∼= Mn(e1Ae1).

1.53 (Òåîðåìà Âåääåðáåðíà). Äëÿ êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû A íàä

ïîëåì P ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) N(A) = 0;

2) A èçîìîðôíî êîíå÷íîìó ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ìàòðè÷íûõ êîëåö

íàä P -àëãåáðàìè ñ äåëåíèåì.

1.54 (Òåîðåìà Ìîëèíà). Äëÿ êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû A íàä àëãåá-

ðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì P ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) N(A) = 0;

2) A èçîìîðôíî êîíå÷íîìó ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ìàòðè÷íûõ àëãåáð

íàä ïîëåì P .
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1.55 (Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà-Äåäåêèíäà). Â êîíå÷íîìåðíîé êîì-

ìóòàòèâíîé àëãåáðå A êàæäûé íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò íóëåâîé â òî÷íî-

ñòè òîãäà, êîãäà A � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîëåé.

1.56. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) â êîëüöå R êàæäûé ïðàâûé èäåàë ïðåäñòàâèì â âèäå eR, ãäå e �

èäåìïîòåíò;

2) êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ìèíèìàëüíûõ ïðàâûõ èäåàëîâ;

3) êîëüöî R èçîìîðôíî êîíå÷íîìó ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ìàòðè÷íûõ

êîëåö íàä òåëàìè.

1.57 (Òåîðåìà Âåääåðáåðíà-Àðòèíà). Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1)R � êîëüöî ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè äëÿ ïðàâûõ èäåàëîâ èN(R) =

0;

2) R � êîëüöî ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè äëÿ ëåâûõ èäåàëîâ è N(R) =

0;

2) R èçîìîðôíî êîíå÷íîìó ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ìàòðè÷íûõ êîëåö

íàä òåëàìè.

1.58. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) â êîëüöå R êàæäûé èäåàë ïðåäñòàâèì â âèäå eR, ãäå e � öåíòðàëüíûé

èäåìïîòåíò;

2) â êîëüöå R êàæäûé èäåàë ïðåäñòàâèì â âèäå eR, ãäå e � èäåìïîòåíò;

3) êîëüöî R èçîìîðôíî êîíå÷íîìó ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ïðîñòûõ êî-

ëåö.

1.59. Ïóñòü A � àëãåáðà íàä ïîëåì P è B � ïîäïðîñòðàíñòâî A,
ïîðîæäåííîå íèëüïîòåíòíûìè ýëåìåíòàìè. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè B ìóëü-

òèïëèêàòèâíî çàìêíóòî, òî Bn = 0 äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N.
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Åñëè {Ai}i∈I � òàêîå ìíîæåñòâî èäåàëîâ êîëüöà R, ÷òî ∩i∈IAi = 0,

òî R íàçûâàåòñÿ ïîäïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ôàêòîðêîëåö R/Ai. Åñëè ïå-

ðåñå÷åíèå âñåõ íåíóëåâûõ èäåàëîâ êîëüöà R íå ðàâíî íóëþ, òî êîëüöî

R íàçûâàåòñÿ ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûì. (Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

íåíóëåâîé èäåàë, ñîäåðæàùèéñÿ â êàæäîì íåíóëåâîì èäåàëå).

1.60. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ïîäïðÿìûì ïðîèçâåäå-

íèåì ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûõ êîëåö.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S(R) âñåõ ñîáñòâåííûõ èäåàëîâ êîëüöà R, ïî-

ðîæäåííûõ öåíòðàëüíûìè èäåìïîòåíòàìè. Ïî ëåììå Öîðíà ìíîæåñòâî

S(R) ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò P . Îáîçíà÷èì ÷åðåç P(R) � ìíî-

æåñòâî âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ èç S(R). Åñëè P ∈ P(R), òî ôàê-

òîðêîëüöî R/P íàçûâàåòñÿ ïèðñîâñêèì ñëîåì êîëüöà R.

Ïóñòü γ � îðäèíàë è P = {Pα|0 6 α < γ} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

èäåàëîâ â R.

Ìíîæåñòâî P íàçûâàåòñÿ ïèðñîâñêîé öåïüþ, åñëè

(i) P0 = 0;

(ii) Pα ⊆ Pβ ïðè α 6 β < γ;

(iii) R/Pβ � ïèðñîâñêèé ñëîé êîëüöà R/Pβ−1, åñëè β < γ è β � íåïðå-

äåëüíûé îðäèíàë;

(iv) Pβ =
⋃
α<β Pα, åñëè 0 < β < γ è β � ïðåäåëüíûé îðäèíàë.

Åñëè P � ÷àñòü ïèðñîâñêîé öåïè â R è ôàêòîðêîëüöî R/P íåðàçëîæè-

ìî, òîR/P íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì íåðàçëîæèìûì ôàêòîðîì êîëüöà

A.

1.61. Ïóñòü {R/Pi}i∈I � ìíîæåñòâî âñåõ ïèðñîâñêèõ ñëîåâ êîëüöà R.
Òîãäà:

1) åñëè 0 6= r ∈ R, òî r /∈ Pi äëÿ íåêîòîðîãî ïèðñîâñêîãî ñëîÿ R/Pi;
2) ∩i∈IPi = 0 (â ÷àñòíîñòè, R � ïîäïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñâîèõ ïèð-

ñîâñêèõ ñëîåâ).

1.62. Ïóñòü M(R) � ìíîæåñòâî âñåõ ìàêñèìàëüíûõ íåðàçëîæèìûõ

ôàêòîðîâ êîëüöà R. Òîãäà ∩P∈M(R)P = 0. Â ÷àñòíîñòè, R � ïîäïðÿìîå

ïðîèçâåäåíèå ñâîèõ ìàêñèìàëüíûõ íåðàçëîæèìûõ ôàêòîðîâ.
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I-êîíå÷íûå êîëüöà

Ïóñòü R � êîëüöî è e,f � èäåìïîòåíòû èç R. Ïîëîæèì e 6 f , åñëè

eRe ⊂ fRf èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ef = fe = e. Ãîâîðÿò, ÷òî êîëüöî R

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìèíèìàëüíîñòè (ñîîòâ., ìàêñèìàëüíîñòè) äëÿ

èäåìïîòåíòîâ, åñëè êàæäàÿ óáûâàþùàÿ (ñîîòâ., âîçðàñòàþùàÿ) öåïî÷êà

èäåìïîòåíòîâ èç êîëüöà R ñòàáèëèçèðóåòñÿ.

1.63. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) êàæäàÿ âîçðàñòàþùàÿ öåïî÷êà ïðàâûõ èäåàëîâ

e1R ⊂ e2R ⊂ . . . enR ⊂ . . . ,

ãäå e2
i = ei äëÿ êàæäîãî èíäåêñà i, ñòàáèëèçèðóåòñÿ;

2) êàæäàÿ óáûâàþùàÿ öåïî÷êà ïðàâûõ èäåàëîâ

e1R ⊃ e2R ⊃ . . . enR ⊃ . . . ,

ãäå e2
i = ei äëÿ êàæäîãî èíäåêñà i, ñòàáèëèçèðóåòñÿ;

3) êîëüöî R íå ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà îðòîãîíàëüíûõ íåíóëåâûõ

èäåìïîòåíòîâ;

4) êîëüöî R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìàêñèìàëüíîñòè äëÿ èäåìïîòåí-

òîâ;

5) êîëüöî R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìèíèìàëüíîñòè äëÿ èäåìïîòåíòîâ.

Êîëüöî íàçûâàåòñÿ I-êîíå÷íûì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç

ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü r1, r2, . . . , rn, . . . ýëåìåíòîâ èç êîëüöà R íàçûâàåò-

ñÿ âîçðàñòàþùåé ðåãóëÿðíîé ñïðàâà (ñîîòâåòñòâåííî óáûâàþùåé ðå-

ãóëÿðíîé ñïðàâà), åñëè äëÿ êàæäîãî èíäåêñà k âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

rk = rk+1rk (ñîîòâåòñòâåííî rk+1 = rkrk+1 ). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþò-

ñÿ âîçðàñòàþùèå ðåãóëÿðíûå ñëåâà è óáûâàþùèå ðåãóëÿðíûå ñëåâà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè. Ãîâîðÿò, ÷òî âîçðàñòàþùàÿ (ñîîòâåòñòâåííî óáûâàþ-

ùàÿ) ðåãóëÿðíàÿ ñïðàâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü r1, r2, . . . , rn, . . . ñõîäèòñÿ,
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åñëè ñòàáèëèçèðóåòñÿ âîçðàñòàþùàÿ (ñîîòâåòñòâåííî óáûâàþùàÿ) öåïî÷-

êà ïðàâûõ èäåàëîâ r1R ⊂ r2R ⊂ . . . ⊂ rnR ⊂ . . . (ñîîòâåòñòâåííî

r1R ⊃ r2R ⊃ . . . ⊃ rnR ⊃ . . .). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñõîäèìîñòü

âîçðàñòàþùèõ ðåãóëÿðíûõ ñëåâà è óáûâàþùèõ ðåãóëÿðíûõ ñëåâà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé.

1.64. Ïóñòü e1, e2, . . . , en, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èäåìïîòåíòîâ èç

êîëüöà R. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) e1, e2, . . . , en, . . . � âîçðàñòàþùàÿ ðåãóëÿðíàÿ ñïðàâà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü;

2) èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

e1R ⊂ e2R ⊂ . . . enR ⊂ . . . ;

3) 1 − e1, 1 − e2, . . . , 1 − en, . . . � óáûâàþùàÿ ðåãóëÿðíàÿ ñëåâà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü;

4) èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

R(1− e1) ⊃ R(1− e2) ⊃ . . . R(1− en) ⊃ . . . .

1.65. Ïóñòü r1, r2, . . . , rn, . . . � âîçðàñòàþùàÿ ðåãóëÿðíàÿ ñïðàâà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç êîëüöà R. Äîêàæèòå, ÷òî

1) åñëè ri îáðàòèìî ñïðàâà äëÿ íåêîòîðîãî i, òî rk = 1 äëÿ êàæäîãî

k > i;

2) åñëè k > i, òî rkri = ri;

3) åñëè rk ∈ riR äëÿ íåêîòîðîãî k > i, òî rk � èäåìïîòåíò;

4) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü r1, r2, . . . , rn, . . . ñõîäèòñÿ â òî÷íîñòè òîãäà, êî-

ãäà ñóùåñòâóåò èíäåêñ k òàêîé, ÷òî ri, rj � èäåìïîòåíòû è rirj = rj, rjri =

ri äëÿ êàæäûõ i, j > k;

5) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1−r1, 1−r2, . . . , 1−rn, . . . ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé
ðåãóëÿðíîé ñëåâà;

6) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü r1, r2, . . . , rn, . . . ñõîäèòñÿ â òî÷íîñòè òîãäà, êî-

ãäà ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1− r1, 1− r2, . . . , 1− rn, . . . ;
7) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü r1, r2, . . . , rn, . . . ñõîäèòñÿ â òî÷íîñòè òîãäà, êî-

ãäà ñòàáèëèçèðóåòñÿ óáûâàþùàÿ öåïî÷êà ëåâûõ èäåàëîâ
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l(r1) ⊃ l(r2) ⊃ . . . ⊃ l(rn) ⊃ . . . .

1.66. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) â êîëüöå R ñõîäèòñÿ âñÿêàÿ âîçðàñòàþùàÿ ðåãóëÿðíàÿ ñïðàâà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü;

2) â êîëüöå R ñõîäèòñÿ âñÿêàÿ óáûâàþùàÿ ðåãóëÿðíàÿ ñëåâà ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü.

Ðåäóöèðîâàííûå è íîðìàëüíûå êîëüöà

Êîëüöî, â êîòîðîì êàæäûé ïðàâûé èäåàë ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì, íàçûâàåò-

ñÿ èíâàðèàíòíûì ñïðàâà. Åñëè â êîëüöå êàæäûé ìàêñèìàëüíûé ïðàâûé

èäåàë ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì, òî òàêîå êîëüöî íàçûâàåòñÿ êâàçèèíâàðèàíò-

íûì ñïðàâà. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè êàæäûé èäåìïî-

òåíò êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì.

1.67. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ íîð-

ìàëüíûì.

1.68. Åñëè êîëüöî R íîðìàëüíî, òî â íåì ìíîæåñòâî âñåõ ìàêñèìàëü-

íûõ íåðàçëîæèìûõ ôàêòîðîâ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ïèðñîâñêèõ

ñëîåâ.

1.69. Äëÿ êîëüöà R ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) R � ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî;

2) âñå ïèðñîâñêèå ñëîè êîëüöà R � ðåäóöèðîâàííûå êîëüöà;

3) âñå ïèðñîâñêèå ñëîè êîëüöà R � ðåäóöèðîâàííûå êîëüöà áåç íåòðè-

âèàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ.

1.70. Ïîêàæèòå, ÷òî â êâàçèèíâàðèàíòíîì ñïðàâà êîëüöå êàæäûé

ìàêñèìàëüíûé ïðàâûé èäåàë ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ëåâûì èäåàëîì.

1.71. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðàâîãî èäåàëà A êâàçèèíâàðèàíòíîãî ñïðàâà

êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) A � ìàêñèìàëüíûé ïðàâûé èäåàë;
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2) A � ìàêñèìàëüíûé èäåàë;

3) äëÿ íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî ïðàâîãî èäåàëà B èìååò ìåñòî ðà-

âåíñòâî A = {r ∈ R | Rr ⊂ B} ò.å. A � ïðèìèòèâíûé ñïðàâà èäåàë.

1.72. Äëÿ êîëüöà R ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) R � êâàçèèíâàðèàíòíîå ñïðàâà êîëüöî;

2) åñëè X � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî R è RX = R, òî XR = R;

3) åñëè a, b ∈ R è Ra+Rb = R, òî aR + bR = R.

1.73. Ïóñòü R � êâàçèèíâàðèàíòíîå ñïðàâà êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî

åñëè:

1) ïðåñå÷åíèå âñåõ ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì

èäåàëîì, òî R � ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî.

2) R � ïðîñòîå êîëüöî, òî R ÿâëÿåòñÿ òåëîì.

1.74. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî;

2) R[x] � èíâàðèàíòíîå ñïðàâà êîëüöî.

1.75. Äëÿ ðåäóöèðîâàííîãî êîëüöà R èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ:

1) åñëè r, s ∈ R è rs = 0, òî rRs = sRr = 0;

2) äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà X êîëüöà R âûïîëíåíî ðàâåíñòâà

r(RXR) = r(X) = l(X) = l(RXR), r(X) ∩RXR = 0;

3) åñëè r1, . . . , rn ∈ R, òî r1 . . . rn = 0 â òî÷íî òîãäà, êîãäà ∩ni=1RriR =

0;

4) åñëè r1, . . . , rn ∈ R è r1 . . . rn = 0, òî äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà ýëåìåíòîâ

s1, . . . , sm, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

{Rr1R, . . . , RrnR} = {Rs1R, . . . , RsmR},

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Rs1R . . . RsmR = 0.
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ÊîëüöîR íàçûâàåòñÿ àðìåíäàðèçîâñêèì, åñëè äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ

f = anx
n + . . . + a1x + a0, g = bmx

m + . . . + b1x + b0 ∈ R[x] èç òîãî, ÷òî

fg = 0, ñëåäóþò ðàâåíñòâà aibj = 0(0 6 i 6 n, 0 6 j 6 m).

1.76. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ðåäóöèðîâàííûå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ àðìåí-

äàðèçîâñêèì.

1.77. Ïóñòü R � àðìåíäàðèçîâñêîå êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) R[x]� àðìåíäàðèçîâñêîå êîëüöî;

2) åñëè f1, . . . , fn ∈ R[x] è f1 . . . fn = 0, òî a1 . . . an = 0, ãäå ai �

êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà fi äëÿ êàæäîãî i.

Ïóñòü R êîëüöî è f ∈ R[x]. ×åðåç cr(f) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðàâûé èäå-

àë, ïîðîæäåííûé êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà f. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ

ãàóññîâûì ñïðàâà, åñëè äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ f, g ∈ R[x] âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî cr(fg) = cr(f)cr(g).

1.78. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) ãîìîìîðôíûé îáðàç ãàóññîâà ñïðàâà êîëüöà ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì

ñïðàâà;

2) ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãàóññîâûõ ñïðàâà êîëåö ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì

ñïðàâà;

3) âñÿêîå ãàóññîâî ñïðàâà êîëüöî ÿâëÿåòñÿ àðìåíäàðèçîâñêèì;

4) âñÿêîå ãàóññîâî ñïðàâà êîëüöî ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ñïðàâà.

1.79. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ãàóññîâî ñïðàâà êîëüöî;

2) R � èíâàðèàíòíîå ñïðàâà êîëüöî, ó êîòîðîãî êàæäûé ãîìîìîðôíûé

îáðàç ÿâëÿåòñÿ àðìåíäàðèçîâñêèì êîëüöîì.

Àëãåáðû êâàòåðíèîíîâ

Ïóñòü α è β � îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîììóòàòèâíîãî êîëüöà A è i, j, k

� ôîðìàëüíûå ñèìâîëû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

(
α, β

A

)
êîëüöî, îáðàçîâàííîå
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âñåìè ôîðìàëüíûìè ñóììàìè a0 + a1i + a2j + a3k (a0, a1, a2, a3 ∈ A) ñ

òàêèìè ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì, ÷òî

(a0 + a1i+ a2j + a3) + (a′0 + a′1i+ a′2j + a′3) =

= (a1 + a′0) + (a1 + a′1)i+ (a2 + a′2)j + (a3 + a′3)k,

(a0 + a1i+ a2j + a3k)(a′0 + a′1i+ a′2j + a′3k) =

= (a0a
′
0 + αa1a

′
1 + βa2a

′
2 − αβa3a

′
3) + (a0a

′
1 + a1a

′
0 + β(a3a

′
2 − a2a

′
3))i+

+(a0a
′
2 + a2a

′
0 + α(a1a

′
3 − a3a

′
1))j + (a0a

′
3 + a3a

′
0 + a1a

′
2 − a2a

′
1)k.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

(
α, β

A

)
� êîëüöî ñ åäèíèöåé 1 ∈ A; ýòî

êîëüöî íàçûâàåòñÿ (îáîáùåííîé) àëãåáðîé êâàòåðíèîíîâ íàä A. Êðîìå

òîãî,

(
α, β

A

)
� ñâîáîäíûé A-ìîäóëü ñ êàíîíè÷åñêèì áàçèñîì {1, i, j, k},

i2 = α, j2 = β, k2 = −αβ, ij = −ji = k, ik = −ki = αj, kj = −jk = βi.

Åñëè α = β = −1, òî àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ

(
−1,−1

A

)
íàçûâàåòñÿ àëãåá-

ðîé ãàìèëüòîíîâûõ êâàòåðíèîíîâ íàä A.

Ïóñòü q � êâàòåðíèîí a0 + a1i+ a2j + a3k ∈
(
α, β

A

)
. Êàíîíè÷åñêèå áà-

çèñíûå êîýôôèöèåíòû a0, a1, a2, a3 ∈ A êâàòåðíèîíà q òàêæå îáîçíà÷à-

þòñÿ ÷åðåç q0, q1, q2 è q3 ñîîòâåòñòâåííî. Êâàòåðíèîí âèäà

q0 − q1i− q2j − q3k ∈
(
α, β

A

)
íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê q êâàòåðíèîíîì, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

q∗. Ýëåìåíò q∗q = qq∗ = q2
0 − αq2

1 − βq2
2 + αβq2

3 ∈ A íàçûâàåòñÿ íîðìîé

êâàòåðíèîíà q è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |q|.

1.80. Ïóñòü α è β � îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîììóòàòèâíîãî êîëüöà A,

Q ≡
(
α, β

A

)
è q ≡ q0 + q1i+ q2j + q3k ∈ Q.

1) |q| = |q∗| = qq∗ = q∗q, q∗∗ = q.

2) Äëÿ ëþáîãî êâàòåðíèîíà t ∈ Q èìååì |qt| = |q||t|, (qt)∗ = t∗q∗, è (q+

t)∗ = q∗+t∗. Ïîýòîìó êîëüöî Q èìååò èíâîëþöèþ t→ t∗, èíäóöèðóþùóþ

èçîìîðôèçì ðåøåòêè Lat(QQ) âñåõ ïðàâûõ èäåàëîâ êîëüöà Q íà ðåøåòêó

Lat(QQ) âñåõ ëåâûõ èäåàëîâ êîëüöà Q.
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3) (x+yi+ zj)(x−yi− zj) = |x+yi+ zj| = x2−αy2−βz2 äëÿ ëþáîãî

x, y, z ∈ A.
4) Äëÿ êàæäîãî èäåàëà B êîëüöà A îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(B) èäåàë BQ

êîëüöà Q. Òîãäà äëÿ ëþáûõ èäåàëîâ B è C êîëüöà A âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

ϕ(B + C) = ϕ(B) + ϕ(C), ϕ(B ∩ C) = ϕ(B) ∩ ϕ(C),

ϕ(BC) = ϕ(B)ϕ(C), ϕ(B) = ϕ(C)⇔ B = C.

Ïîýòîìó ðåøåòêà èäåàëîâ êîëüöà A èçîìîðôíà ïîäðåøåòêå ðåøåòêè èäå-

àëîâ êîëüöà Q, îáðàçîâàííîé âñåìè èäåàëàìè â Q âèäà BQ äëÿ íåêîòî-

ðîãî èäåàëà B êîëüöà A.

5) Åñëè B � ñîáñòâåííûé èäåàë êîëüöà A è h : A→ A/B � åñòåñòâåí-

íûé êîëüöåâîé ýïèìîðôèçì, òî êîëüöî Q/BQ èçîìîðôíî àëãåáðå êâà-

òåðíèîíîâ

(
h(α), h(β)

h(A)

)
íàä êîëüöîì h(A).

7) q îáðàòèì â Q ⇔ |q| îáðàòèì â A.

8) q � íåäåëèòåëü íóëÿ â Q ⇔ q∗ � íåäåëèòåëü íóëÿ â Q ⇔ |q| � íåäå-
ëèòåëü íóëÿ â A.

9) Åñëè q ∈ C(Q), òî 2q = 2q0.

1.81. Ïóñòü α, β, λ, µ � îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîììóòàòèâíîãî êîëüöà

A. Äîêàæèòå, ÷òî

1)

(
α, β

A

)
∼=
(
β, α

A

)
;

2)

(
αλ2, βµ2

A

)
∼=
(
α, β

A

)
;

3) åñëè 2−1 ∈ A, òî
(

1, β

A

)
∼= M2(A).

Êîëüöî A ñ ýëåìåíòàìè α è β íàçûâàåòñÿ (α, β)-êîëüöîì, åñëè x = y =

z = 0 äëÿ ëþáûõ òàêèõ x, y, z ∈ A, ÷òî x2 − αy2 − βz2 = 0.

1.82. Ïóñòü α è β � îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîììóòàòèâíîãî êîëüöà A

è Q ≡
(
α, β

A

)
.

1) A � (α, β)-êîëüöî ⇔ |q| 6= 0 äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî q ∈ Q.
2) Åñëè A � (α, β)-êîëüöî, òî Q è A � ðåäóöèðîâàííûå êîëüöà.

3) Q � îáëàñòü ⇔ A � îáëàñòü è A � (α, β)-êîëüöî.

4) Q � òåëî ⇔ A � ïîëå, A � (α, β)-êîëüöî.
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1.83. Ïóñòü α è β � îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîììóòàòèâíîãî êîëüöà A,

Q ≡
(
α, β

A

)
� àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ è 2−1 ∈ A. Äëÿ êàæäîãî èäåàëà T

êîëüöà Q ÷åðåç CT îáîçíà÷àåòñÿ èäåàë êîëüöà A, ïîðîæäåííûé âñåìè

áàçèñíûìè êîýôôèöèåíòàìè t0, t1, t2 è t3 âñåõ êâàòåðíèîíîâ t ∈ T .
1) Öåíòð êîëüöà Q ñîâïàäàåò ñ A.

2) Äëÿ ëþáîãî êâàòåðíèîíà q ∈ Q èäåàë QqQ êîëüöà Q ñîäåðæèò

èäåàë CQqQ êîëüöà A. Ïîýòîìó T = CTQ äëÿ êàæäîãî èäåàëà T â Q è

CSCT = CTCS ⊆ ST ∩ TS äëÿ ëþáûõ èäåàëîâ S è T â Q.

Êðîìå òîãî, îòîáðàæåíèå B → BQ � ðåøåòî÷íûé èçîìîðôèçì èç

ðåøåòêè èäåàëîâ êîëüöà A íà ðåøåòêó èäåàëîâ êîëüöà Q è (BC)Q =

(BQ)(CQ) äëÿ ëþáûõ èäåàëîâ B è C êîëüöà A.

3) Åñëè R è S � íåíóëåâûå èäåàëû êîëüöà Q, òî äëÿ ëþáîãî òàêîãî

èäåàëà T â Q, ÷òî RS ⊆ T , ñóùåñòâóþò òàêèå íåíóëåâûå èäåàëû B è D â

A, ÷òî BD ⊆ T , B ⊆ R è D ⊆ T (â ÷àñòíîñòè, åñëè RS = 0, òî BD = 0).

4) Êàæäûé íåíóëåâîé íèëüïîòåíòíûé èäåàë êîëüöà Q ñîäåðæèò íåíó-

ëåâîé íèëüïîòåíòíûé èäåàë êîëüöà A.

5) Q � ïðîñòîå êîëüöî ⇔ A � ïîëå.

6) Q � ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî ⇔ A � (α, β)-êîëüöî.

1.84. Ïóñòü T � òåëî, P = C(T ) è F � ìàêñèìàëüíîå ïîäïîëå òåëà

T, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì Ãàëóà ïîëÿ P. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî

ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a èç ïîëÿ F, äëÿ êîòîðîãî âûïîë-

íåíî ðàâåíñòâî F = P (a). Ïóñòü A ∈ EndF (TF ) � ëèíåéíûé îïåðàòîð,

äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó A(v) = av. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) TF = Vλ1 ⊕ . . .⊕ Vλn, ãäå λ1 . . . λn � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ A, Vλi = {v ∈ T | A(v) = vλi} è dim(Vλi) = 1;

2) åñëè f(x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà a îòíîñèòåëüíî ïîëÿ

P, òî f(x) = (x− λ1) . . . (x− λn);
3) dimP (T ) = n2;

4) åñëè F ′ � ïîäïîëå òåëà T è φ : F ′ → F � èçîìîðôèçì ïîëåé, êîòîðûé

òîæäåñòâåííî äåéñòâóåò íà P, òî ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé ýëåìåíò

t ∈ T, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî φ(x) = txt−1 äëÿ êàæäîãî x ∈ T ;

5) èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì Gal(F : P ) ∼= N(F )/U(F ), ãäå N(F ) =
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{t ∈ T \ {0} | tF t−1 = F} � íîðìàëèçàòîð ïîäïîëÿ F.

1.85. ÏóñòüA � öåíòðàëüíàÿ ïðîñòàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì P è Char(P ) 6=
2. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) A � àëãåáðà ñ äåëåíèåì è dimP (A) = 4;

2) ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå ýëåìåíòû α è β ïîëÿ P òàêèå, ÷òî P � (α, β)

- êîëüöî è A ∼=
(
α, β

P

)
.

1.86. Ïóñòü A � öåíòðàëüíàÿ ïðîñòàÿ àëãåáðà P è Char(P ) 6= 2.

Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) dimP (A) = 4;

2) ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå ýëåìåíòû α è β ïîëÿ P òàêèå, ÷òîA ∼=
(
α, β

P

)
.

1.87. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî

1)

(
−1, p

Q

)
� òåëî ⇔ p ≡ 1( mod 4);

2)

(
−2, p

Q

)
� òåëî ⇔ p ≡ 1( mod 8) èëè p ≡ 3( mod 8).

1.88. Ïóñòü α, β � íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ P è Char(P ) 6= 2.

Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) −1 � êâàäðàò â àëãåáðå

(
α, β

P

)
;

2) äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà γ ∈ P èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì(
α, β

P

)
∼=
(
−1, γ

P

)
.

1.89. Ïîêàæèòå, ÷òî

(
i, 2 + 3i

Q(i)

)
� àëãåáðà ñ äåëåíèåì.

1.90 (Òåîðåìà Ôðîáåíèóñà). Âñÿêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ àëãåáðà ñ äå-

ëåíèåì íàä ïîëåì R èçîìîðôíà ëèáî R, ëèáî C, ëèáî H. Â ÷àñòíîñòè,

âñÿêàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä ïîëåì R èçîìîðôíà ëèáî

R, ëèáî C, ëèáî H.

Êîììóòàòèâíîñòü êîëåö
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1.91. Ïóñòü A � àëãåáðà íàä êîììóòàòèâíîì êîëüöîì R, [A,A] �

ïîäìîäóëü ìîäóëÿ AR, ïîðîæäåííûé âñåìè ýëåìåíòàìè âèäà ab − ba, è
pn � íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà p. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäûõ

ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , an ∈ A âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

(a1 + a2 + . . .+ an)
pn = ap

n

1 + ap
n

2 + . . .+ ap
n

n + b,

ãäå b ∈ [A,A] + pA.

1.92 (Òåîðåìà Âåääåðáåðíà). Âñÿêîå êîíå÷íîå òåëî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

1.93. Ïóñòü R � òåëî, â êîòîðîì äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà r ñóùåñòâóåò

òàêîå öåëîå ÷èñëî nr(nr > 1) , ÷òî rnr = r. Ïîêàæèòå, ÷òî R � ïîëå.

1.94. Ïóñòü T � òåëî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå [T, T ] ⊂ C(T ).

Ïîêàæèòå, ÷òî T � ïîëå.

1.95. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè:

1) êîëüöî R óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (x− y)(x+ y) = x2− y2, òî R �

êîììóòàòèâíîå êîëüöî;

2) êîëüöî R óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (x− y)(x+xy+ y) = x3− y3, òî

R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî;

3) êîëüöî R óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó (xy)2 = x2y2, òî R � êîììóòà-

òèâíîå êîëüöî.

1.96. Ïóñòü êîëüöî R óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó xn = x, ãäå n �

íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïîêàæèòå, ÷òî R ÿâëÿåòñÿ

êîììóòàòèâíîì êîëüöîì â ñëó÷àÿõ, êîãäà n ∈ {2, 3, 4, 5, 6}.

2 Ïåðâè÷íûå è ïîëóïåðâè÷íûå èäåàëû

Ïåðâè÷íûå èäåàëû

Ñîáñòâåííûé èäåàë I êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïåðâè÷íûì, åñëè äëÿ êàæ-

äûõ èäåàëîâ A è B êîëüöà R èç âêëþ÷åíèÿ AB ⊂ I ñëåäóåò, ÷òî ëèáî

A ⊂ I, ëèáî B ⊂ I. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ïåðâè÷íûì, åñëè 0 � ïåðâè÷íûé
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èäåàë êîëüöà R. Åñëè R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, òî êàæäûé ïåðâè÷íûé

èäåàë êîëüöà R, êàê ïðàâèëî, íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì. Íåïóñòîå ïîäìíîæå-

ñòâî S êîëüöà R íàçûâàåòñÿ m-ñèñòåìîé, åñëè äëÿ êàæäûõ ýëåìåíòîâ

a, b ∈ S ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò c ∈ S, ÷òî c ∈ aRb.

2.1. Äëÿ ñîáñòâåííîãî èäåàëà I êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíî-

ñèëüíû:

1) I � ïåðâè÷íûé èäåàë;

2) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R èç âêëþ÷åíèÿ (a)(b) ⊂ I ñëåäóåò, ÷òî ëèáî a ⊂ I,

ëèáî b ⊂ I;

3) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R èç âêëþ÷åíèÿ aRb ⊂ I ñëåäóåò, ÷òî ëèáî a ⊂ I,

ëèáî b ⊂ I;

4) äëÿ ëþáûõ ïðàâûõ èäåàëîâ A è B êîëüöà R èç âêëþ÷åíèÿ AB ⊂ I

ñëåäóåò, ÷òî ëèáî A ⊂ I, ëèáî B ⊂ I;

5) äëÿ ëþáûõ ëåâûõ èäåàëîâ A è B êîëüöà R èç âêëþ÷åíèÿ AB ⊂ I

ñëåäóåò, ÷òî ëèáî A ⊂ I, ëèáî B ⊂ I;

6) R \ I � m-ñèñòåìà.

2.2. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè:

1) S � ïîäïîëóãðóïïà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïû êîëüöà R è A �

ìàêñèìàëüíûé èäåàë ñðåäè âñåõ òàêèõ èäåàëîâ X êîëüöà R, ÷òî X ∩S =

∅, òî A � ïåðâè÷íûé èäåàë;

2) S � m-ñèñòåìà êîëüöà R è A � ìàêñèìàëüíûé èäåàë ñðåäè âñåõ

òàêèõ èäåàëîâ X êîëüöà R, ÷òî X ∩ S = ∅, òî A � ïåðâè÷íûé èäåàë.

Èäåàë I êîëüöàR íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïåðâè÷íûì èäåàëîì, åñëè

I � ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà âñåõ ïåðâè÷íûõ èäåàëîâ.

2.3. Ïóñòü R � íåíóëåâîå êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) âñÿêèé ìàêñèìàëüíûé èäåàë êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ïåðâè÷íûì;

2) âñÿêèé ïåðâè÷íûé èäåàë êîëüöà R ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûé ïåðâè÷-

íûé èäåàë.
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2.4. Ïîêàæèòå, ÷òî êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ â òî÷íîñòè òîãäà,

êîãäà R � ïåðâè÷íîå è ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî.

2.5. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) èäåàë I êîëüöà Z[x] ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà

I = pZ[x]+f(x)Z[x], ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî è f � ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèìûé

ïî ìîäóëþ p;

2) èäåàë I êîëüöà C[x, y] ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì â òî÷íîñòè òîãäà,

êîãäà I = (x− α)C[x, y] + (y − β)C[x, y], ãäå α, β ∈ C;

3) èäåàë I êîëüöà Z(2)[x] ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì òî÷íîñòè òîãäà, êî-

ãäà ëèáî I = 2Z(2)[x] + f(x)Z(2)[x], ãäå f � ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèìûé ïî

ìîäóëþ 2, ëèáî I = f(x)Z(2)[x], ãäå f = 1 + 2g è g ∈ Z(2)[x] � ìíîãî÷ëåí

ñòåïåíè > 1.

2.6. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà ãëàâíûõ èäåàëîâ R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) â êîëüöå R ìíîæåñòâî êëàññîâ àññîöèèðîâàííûõ ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ

áåñêîíå÷íî;

2) âñÿêèé ìàêñèìàëüíûé èäåàë êîëüöà R[x] èìååò âèä pR[x] + gR[x],

ãäå p � ïðîñòîé ýëåìåíò R, g ∈ R[x] � íåðàçëîæèìûé ìíîãî÷ëåí ïî ìî-

äóëþ p;

3) âñÿêèé ìàêñèìàëüíûé èäåàë êîëüöà R[x] íå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

2.7. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà ãëàâíûõ èäåàëîâ R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) â êîëüöå R ìíîæåñòâî êëàññîâ àññîöèèðîâàííûõ ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ

êîíå÷íî;

2) â êîëüöå R ñóùåñòâóåò ãëàâíûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë;

3) êîëüöå R[x] ñóùåñòâóåò íåðàçëîæèìûé ìíîãî÷ëåí îáðàòèìûé ïî

ìîäóëþ êàæäîãî ïðîñòîãî ýëåìåíòà êîëüöà R.

4) R � ïîëóëîêàëüíîå êîëüöî.

Ïîëóïåðâè÷íûå èäåàëû
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Èäåàë A êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïîëóïåðâè÷íûì, åñëè äëÿ êàæäîãî èäå-

àëà B êîëüöà R âêëþ÷åíèå B2 ⊂ A âëå÷åò B ⊂ A. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ

ïîëóïåðâè÷íûì, åñëè 0 � ïîëóïåðâè÷íûé èäåàë êîëüöà R.

2.8. Ïóñòü R � ïåðâè÷íîå (ñîîòâ., ïîëóïåðâè÷íîå) êîëüöî è e2 = e ∈ R.
Ïîêàæèòå, ÷òî eRe � ïåðâè÷íîå (ñîîòâ., ïîëóïåðâè÷íîå) êîëüöî.

2.9. Ïóñòü e � èäåìïîòåíò ïîëóïåðâè÷íîãî êîëüöà R. Òîãäà ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) e � öåíòðàëüíûé èäåìïîòåíò;

2) eR � èäåàë êîëüöà R;

3) Re � èäåàë êîëüöà R;

4) (1− e)Re = 0;

5) eR(1− e) = 0;

6) e � ïîëóöåíòðàëüíûé ñïðàâà èäåìïîòåíò;

7) e � ïîëóöåíòðàëüíûé ñëåâà èäåìïîòåíò.

Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî S êîëüöà R íàçûâàåòñÿ n-ñèñòåìîé, åñëè äëÿ

ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ S ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò b ∈ S, ÷òî b ∈ aRa.

Äëÿ èäåàëà A êîëüöà R ââåäåì îáîçíà÷åíèå

√
A := {r ∈ R | åñëè S � n-ñèñòåìû è r ∈ S, òî S ∩ A 6= ∅}

2.10. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èäåàëà A êîëüöà R èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî

√
A = {r ∈ R | åñëè S � m-ñèñòåìû è r ∈ S, òî S ∩ A 6= ∅}.

2.11. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èäåàëà A êîììóòàòèâíîãî

êîëüöà R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

√
A = {r ∈ R | rn ∈ A äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N}.

2.12. Ïóñòü A � èäåàë êîëüöà R. Òîãäà
√
A � ïåðåñå÷åíèå âñåõ òàêèõ

ïåðâè÷íûõ èäåàëîâ B êîëüöà R, ÷òî A ⊂ B.
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2.13. Äëÿ èäåàëà I êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) I � ïîëóïåðâè÷íûé èäåàë;

2) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ R âêëþ÷åíèå (a)2 ⊂ I âëå÷åò a ∈ I;

3) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ R âêëþ÷åíèå aRa ⊂ I âëå÷åò a ∈ I;

4) R \ I � n-ñèñòåìà.

5) äëÿ ëþáîãî ïðàâîãî èäåàëà A êîëüöà R âêëþ÷åíèå A2 ⊂ I âëå÷åò

A ⊂ I;

6) äëÿ ëþáîãî ëåâîãî èäåàëà A êîëüöà R âêëþ÷åíèå A2 ⊂ I âëå÷åò

A ⊂ I;

7) äëÿ ëþáûõ èäåàëîâ A,B êîëüöà R èç âêëþ÷åíèÿAB ⊂ I ñëåäóåò

A ∩B ⊂ I;

8) I � ïåðåñå÷åíèå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâî ïåðâè÷íûõ èäåàëîâ êîëüöà R;

9)
√
I = I.

Ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïåðâè÷íûõ èäåàëîâ êîëüöàR îáçíà÷àåòñÿ ÷åðåç rad(R)

è íàçûâàåòñÿ ïåðâè÷íûì ðàäèêàëîì (èëè íèæíèì íèëüðàäèêàëîì ðàäè-

êàëîì) êîëüöà R. Ýëåìåíò a ∈ R íàçûâàåòñÿ ñòðîãî íèëüïîòåíòíûì â

R, åñëè âñå ÷ëåíû ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}∞n=0 ñ a0 = a, an+1 ∈
anRan (∀n) ðàâíû íóëþ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî èíäåêñà. Êàæäûé ñòðîãî

íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò íèëüïîòåíòåí.

2.14. Ïóñòü R � êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) rad(R) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ñòðîãî íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåí-

òîâ êîëüöà R;

2) rad(R) ñîâïàäàåò c ïåðåñå÷åíèåì âñå ïîëóïåðâè÷íûõ èäåàëîâ êîëü-

öà R;

3) rad(R) ñîâïàäàåò c ïåðåñå÷åíèåì âñå ìèíèìàëüíûõ ïåðâè÷íûõ èäå-

àëîâ êîëüöà R.

4) rad(R) � ìèíèìàëüíûé ïîëóïåðâè÷íûé èäåàë êîëüöà R.
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2.15. Ïîêàæèòå, ÷òî êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ðåäóöèðîâàííûì â òî÷íîñòè

òîãäà, êîãäà R � ïîäïðÿìîå ïðèçâåäåíèå îáëàñòåé.

2.16. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè êîëüöî R � ïåðâè÷íîå (ñîîòâ., ïîëóïåðâè÷-

íîå) êîëüöî, òî:

1) R[x1, . . . , xn] � ïåðâè÷íîå (ñîîòâ., ïîëóïåðâè÷íîå) êîëüöî;

2) Mn(R) � ïåðâè÷íîå (ñîîòâ., ïîëóïåðâè÷íîå) êîëüöî.

2.17. Ïóñòü α è β � îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîììóòàòèâíîãî êîëüöà A,

Q ≡
(
α, β

A

)
� àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ íàä A è 2−1 ∈ A.

1) Èäåàë T êîëüöà Q � ïåðâè÷íûé (ïîëóïåðâè÷íûé, ìàêñèìàëüíûé)

èäåàë ⇔ ñóùåñòâóåò òàêîé ïåðâè÷íûé (ïîëóïåðâè÷íûé, ìàêñèìàëüíûé)

èäåàë B êîëüöà A, ÷òî T = BQ.

2)Q � ïåðâè÷íîå (ïîëóïåðâè÷íîå) êîëüöî⇔A � îáëàñòü (ðåäóöèðîâàííîå

êîëüöî).

3) Â êîëüöå Q êàæäûé ïåðâè÷íûé èäåàë êîëüöà Q � ìàêñèìàëüíûé

èäåàë ⇔ â êîëüöå A êàæäûé âïîëíå ïåðâè÷íûé èäåàë � ìàêñèìàëüíûé

èäåàë.

4)Q � ïîëóïðîñòîå êîëüöî⇔A � êîíå÷íîå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîëåé.

5) Q � ïðîñòîå àðòèíîâî êîëüöî ⇔ A � ïîëå.

3 Ðàäèêàë Äæåêîáñîíà

3.1. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ýëåìåíòà r êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) äëÿ êàæäîãî s ∈ R ýëåìåíò 1− rs îáðàòèì ñïðàâà;

2) ýëåìåíò r ïðèíàäëåæèò ïðåñå÷åíèþ âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ïðàâûõ

èäåàëîâ êîëüöà R;

3) äëÿ êàæäîãî s ∈ R ýëåìåíò 1− sr îáðàòèì ñëåâà;

4) ýëåìåíò r ïðèíàäëåæèò ïðåñå÷åíèþ âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ëåâûõ èäå-

àëîâ êîëüöà R;

5) äëÿ êàæäûõ ýëåìåíòîâ s, t èç êîëüöà R ýëåìåíò 1− trs îáðàòèì.

Ðàäèêàëîì Äæåêîáñîíà êîëüöà íàçûâàåòñÿ ïðåñå÷åíèå âñåõ åãî ìàêñè-

ìàëüíûõ ïðàâûõ èäåàëîâ. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó óïðàæíåíèþ ðàäèêàë
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Äæåêîáñîíà ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ åãî ìàêñèìàëüíûõ ëåâûõ èäå-

àëîâ. Ðàäèêàë Äæåêîáñîíà êîëüöà R îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç J(R).

Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ◦, îïðåäåëåííàÿ íà êîëüöå R ñîãëàñíî ïðàâèëó

a ◦ b = a+ b− ab,

íàçûâàåòñÿ êðóãîâîé êîìïîçèöèåé. Ýëåìåíò r êîëüöà R íàçûâàåòñÿ êâà-

çèðåãóëÿðíûì ñïðàâà, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà r′ ∈ R âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî r◦r′ = 0. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå êâàçèðåãóëÿðíîãî

ñëåâà ýëåìåíòà. Ýëåìåíò r êîëüöà R íàçûâàåòñÿ êâàçèðåãóëÿðíûì, åñëè

îí êâàçèðåãóëÿðåí ñïðàâà è ñëåâà.

3.2. Ïóñòü R � êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî (R, ◦) � ìîíîèä.

3.3. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðàâîãî èäåàëà I êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) (I, ◦) � ãðóïïà;
2) êàæäûé ýëåìåíò èäåàëà I êâàçèðåãóëÿðåí ñïðàâà;

3) êàæäûé ýëåìåíò èäåàëà I êâàçèðåãóëÿðåí.

3.4. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ r1, . . . , rn êîëüöà R èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî

r1 ◦ . . . ◦ rn = 1− (1− r1) . . . (1− rn).

3.5. Ïóñòü e1, e2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èäåìïîòåíòîâ èç êîëüöà R,

ïðè÷åì eiej = 0 êàê òîëüêî i < j. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N
èìåþò ìåñòî óòâåðæäåíèÿ:

1) en ◦ . . . ◦ e1 � èäåìïîòåíò;

2) en ◦ . . . ◦ e1R = e1R + . . .+ enR;

3) en ◦ . . . ◦ e1R = Re1 + . . .+Ren;

4) åñëè en ◦ . . . ◦ e1R = en+1 ◦ en ◦ . . . ◦ e1R, òî en+1 = 0.

3.6. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäå-

íèÿ:

1) J(R) � íàèáîëüøèé êâàçèðåãóëÿðíûé ïðàâûé èäåàë;

2) J(R) � íàèáîëüøèé êâàçèðåãóëÿðíûé ëåâûé èäåàë;

3) åñëè I � íèëü-èäåàë êîëüöà R, òî I ⊂ J(R);
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3.7. Ïóñòü R � êâàçèèíâàðèàíòíîå ñïðàâà êîëüöî. Òîãäà J(R) � ïåðå-

ñå÷åíèå âñåõ ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ êîëüöà R.

3.8. Ïóñòü f : R→ S � ãîìîìîðôèçì êîëåö. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) åñëè f : R→ S � ýïèìîðôèçì, òî f(J(R)) ⊂ J(S);

2) åñëè Ker(f) ⊂ J(R) è f : R → S � ýïèìîðôèçì, òî èìåþò ìåñòî

ðàâåíñòâà

f(J(R)) = J(S), f(U(R)) = U(S), f−1(U(S)) = U(R);

3) ïðèâåäèòå ïðèìåð ãîìîìîðôèçìà f, äëÿ êîòîðîãî f(J(R)) * J(S);

4) åñëè X � òàêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî èç êîëüöà S, ÷òî

f(R)X = S, f(R) ⊂ C(X),

òî J(f(R)) ⊂ J(S).

3.9. Ïîêàæèòå, ÷òî êîëüöî R êîíå÷íî ïî Äåäåêèíäó â òî÷íîñòè òîãäà,

êîãäà R/J(R) � êîíå÷íîå ïî Äåäåêèíäó êîëüöî.

Ïóñòü A � àëãåáðà íàä ïîëåì P. Ýëåìåíò a ∈ A íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷å-

ñêèì, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ P [x] âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî f(a) = 0. Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé, åñëè êàæäûé

åå ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì.

3.10. Ïóñòü A � àëãåáðà íàä ïîëåì P. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) ýëåìåíò a ∈ J(A) ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà

a � àëãåáðàè÷åñêèé ýëåìåíò;

2) åñëè A � àëãåáðàè÷åñêàÿ àëãåáðà, òî J(A) = N(A);

3) åñëè A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà, òî J(A) � íàèáîëüøèé íèëüïî-

òåíòíûé èäåàë.

3.11. 1) Äëÿ ñåìåéñòâà êîëåö (Ri)i∈I èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

J(
∏
i∈I

Ri) =
∏
i∈I

J(Ri).

2) Äëÿ êîëüöà R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

J(Mn(R)) = Mn(J(R)).
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3) Åñëè R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, òî

J(R[x1, . . . , xn]) = Nil(R)[x1, . . . , xn].

.

4) Åñëè e � èäåìïîòåíò êîëüöà R, òî J(eRe) = eJ(R)e.

3.12. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êâàçèèíâàðèàíòíîãî ñïðàâà êîëüöà R èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî

J(R) =
⋂

A−ìàêñèìàëüíûé èäåàë R

A.

Äîêàæèòå àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî â ñëó÷àå, êîãäà R � êîíå÷íîå êîëüöî.

3.13. Ïóñòü α è β � îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîììóòàòèâíîãî êîëüöà A

è Q ≡
(
α, β

A

)
� àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ íàä A.

1) Åñëè q0 � îáðàòèìûé ýëåìåíò êîëüöà A è q1, q2, q3 ∈ J(A), òî q0 +

q1i+ q2j + q3k � îáðàòèìûé ýëåìåíò àëãåáðû Q.

2) Åñëè q0, q1, q2, q3 ∈ J(A), òî 1 − (q0 + q1i + q2j + q3k) � îáðàòèìûé

ýëåìåíò â Q.

3) J(A)Q ⊆ J(Q).

3.14. Ïóñòü e1, . . . , en; f1, . . . , fn � äâà ñåìåéñòâà îðòîãîíàëüíûõ èäåì-

ïîòåíòîâ èç êîëüöà R. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ei − fi ∈ J(R) äëÿ êàæäîãî

1 6 i 6 n, òî äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà u ∈ U(R) âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

ei = u−1fiu, 1 6 i 6 n.

3.15. Ïóñòü A � èäåàë êîëüöà R, A ⊆ J(R) è âñå èäåìïîòåíòû êîëüöà

R/A ïîäíèìàþòñÿ äî èäåìïîòåíòîâ êîëüöà R.

1) Äëÿ êàæäîãî n ∈ N ëþáîå ìíîæåñòâî îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ

ôàêòîðêîëüöà R/A, ñîñòîÿùåå èç n ýëåìåíòîâ, ïîäíèìàåòñÿ äî íåêîòî-

ðîãî ìíîæåñòâà îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ êîëüöà R, ñîñòîÿùåãî èç n

ýëåìåíòîâ.

2) Êàæäîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåí-

òîâ ôàêòîðêîëüöà R/A ïîäíèìàåòñÿ äî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà íåíóëåâûõ

îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ êîëüöà R.

3) R îðòîãîíàëüíî êîíå÷íî ⇔ R/A îðòîãîíàëüíî êîíå÷íî.
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4 Ãðóïïîâûå êîëüöà

Ïóñòü A � êîëüöî è G � ìîíîèä. Ðàññìîòðèì ñâîáîäíûé ëåâûé A-

ìîäóëü AG ñ áàçèñîì {g | g ∈ G}, ñîñòîÿùèì èç âñåõ êîíå÷íûõ ôîð-

ìàëüíûõ ñóìì
∑

g∈G agg, ãäå ag ∈ A è g ∈ G. Îïðåäåëèì óìíîæåíèå

íà AG òàê, ÷òî (
∑

g agg)(
∑

g a
′
gg) =

∑
g∈G(

∑
f,h∈G,fh=g afah)g. Ïðè òà-

êîì óìíîæåíèè ìîäóëü AG ïðåâðàùàåòñÿ â êîëüöî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ

ìîíîèäíûì êîëüöîì ìîíîèäà G ñ êîëüöîì êîýôôèöèåíòîâ A. Åñëè A �

êîììóòàòèâíîå êîëüöî, òî AG íàçûâàåòñÿ òàêæå ìîíîèäíîé A-àëãåáðîé.

Áóäåì ïèñàòü g âìåñòî 1 · g. Åäèíèöû êîëüöà A è ãðóïïû G îòîæäåñòâ-

ëÿþòñÿ è îáîçíà÷àþòñÿ îäíèì ñèìâîëîì 1. Ýëåìåíòû êîëüöà AG òàêæå

çàïèñûâàþòñÿ â âèäå
∑
aigi.

Ïóñòü x ≡
∑n

i=1 aigi ∈ AG, ãäå âñå ai 6= 0. Êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî

{g1, . . . , gn} â G íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì ýëåìåíòà x. Îáúåäèíåíèå íîñèòå-

ëåé âñåõ ýëåìåíòîâ ïîäìíîæåñòâà X â AG íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì ìíî-

æåñòâà X è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç supp(X). Äëÿ ëþáîãî ïîäìîíîèäà H â G

ïðàâûé èäåàë
∑

h∈H(1 − h)AG â AG îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ωH (èëè ÷åðåç

ωAGH).

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàâåíñòâîì ϕ(
∑
aigi) =

∑
ai, ãäå

ai ∈ A è gi ∈ G, êîððåêòíî çàäàåòñÿ ñþðúåêòèâíûé êîëüöåâîé ýïè-

ìîðôèçì ϕ : AG → A, äåéñòâóþùèé òîæäåñòâåííî íà A. Ïîýòîìó A ∼=
AG/Ker(ϕ) è Ker(ϕ) 6= AG. Èäåàë Ker(ϕ) íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëü-

íûì èäåàëîì êîëüöà AG.

Äîïóñòèì, ÷òî G � ãðóïïà. Ìîíîèäíîå êîëüöî AG íàçûâàåòñÿ ãðóï-

ïîâûì êîëüöîì ãðóïïû G ñ êîëüöîì êîýôôèöèåíòîâ A. Ïîäãðóïïà â G,

ïîðîæäåííàÿ ïîäìíîæåñòâîì X, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 〈X〉. Åñëè Y ⊆ G,

òî ìû ïèøåì 〈X, Y 〉 âìåñòî 〈{X
⋃
Y }〉. Ïîðÿäîê ïîäãðóïïû H ãðóïïû

G îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |H|. (Åñëè g ∈ G, òî ìû ïèøåì |g| âìåñòî |〈g〉|.)

4.1. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G è R � êîëüöî. Òîãäà

1) H EG ⇔ ωH � èäåàë êîëüöà RG;
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2) åñëè H EG, òî RG/H ∼= RG/ωH;

3) åñëè | H |<∞, òî l(ωH) = RG
∑

h∈H h;

4) l(ωH) 6= 0 ⇔ | H |<∞.

4.2. Ïóñòü I � èäåàë êîëüöà R è G � ãðóïïà. Ïîêàæèòå, ÷òî

(R/I)G ∼= RG/IG.

4.3. Ïóñòü R � êîëüöî è G1, G2 � ãðóïïû. Ïîêàæèòå, ÷òî

RG1 ×G2
∼= (RG1)G2.

4.4. Ïóñòü (R)i∈I � ñåìåéñòâî êîëåö è G � ãðóïïà. Ïîêàæèòå, ÷òî

(
∏
i∈I

Ri)G ∼=
∏
i∈I

RiG.

Ðàçëîæåíèÿ ãðóïïîâûõ àëãåáð

4.5. Óñòàíîâèòå èçîìîðôèçìû:

1) CCn ∼= C× · · · × C︸ ︷︷ ︸
n

;

2) CV4
∼= C× C× C× C;

3) CQ8
∼= C× C× C× C×M2(C);

4) RQ8
∼= R× R× R× R×

(
−1,−1

R

)
;

5) QCp ∼= Q×Q(εp), ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî è εp � ïðèìèòèâíûé êîðåíü

ñòåïåíè p èç åäèíèöû.

4.6. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîðÿäêà n, P � ïîëå, ó êîòîðîãî

õàðàêòåðèñòèêà íå äåëèò n. Òîãäà èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

PG ∼=
⊕
d|n

P (εd)
md,

ãäå md = nd
(P (εd):P ) , nd � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà d èç ãðóïïû G è εd

� ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè d èç åäèíèöû.

4.7. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà n, P � ïîëå, ó

êîòîðîãî õàðàêòåðèñòèêà íå äåëèò n. Òîãäà èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

PG ∼=
⊕
d|n

P (εd)
md,

39



ãäå md = nd
(P (εd):P ) , nd � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà d èç ãðóïïû G è εd

� ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè d èç åäèíèöû.

4.8. Óñòàíîâèòå èçîìîðôèçìû:

1)CDn
∼= C× C×M2(C)× · · · ×M2C)︸ ︷︷ ︸

n−1
2

, åñëè n íå÷¼òíî;

2)CDn
∼= C× C× C× C×M2(C)× · · · ×M2C)︸ ︷︷ ︸

n−2
2

, åñëè n ÷¼òíî.

4.9. Óñòàíîâèòå èçîìîðôèçì:

QDn
∼= ⊕d|nAd,

ãäå Ad
∼= Q⊕Q, åñëè d = 1, 2, è Ad = M2(Q[εd + ε−1

d ]), åñëè d > 2, ãäå εd

� ïðèìèòèâíûé êîðåíü ñòåïåíè d èç åäèíèöû.

Ïóñòü P � ïîëå è f(x) ∈ P [x]. Ìíîãî÷ëåí f ∗(x) = xdeg(f)f( 1
x) íàçûâà-

åòñÿ äâîéñòâåííûì ê ìíîãî÷ëåíó f(x).

4.10. Ïóñòü P � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ, n � íàòóðàëüíîå

÷èñëî, êîòîðîå âçàèìíî ïðîñòî ñ q, è ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà xn − 1 íà

íåðàçëîæèìûå íàä P ìíîãî÷ëåíû èìååò âèä

xn − 1 = (x− 1)f1 . . . fsg1g
′
1 . . . gtg

′
t,

åñëè n íå÷åòíî, è

xn − 1 = (x− 1)(x+ 1)f1 . . . fsg1g
′
1 . . . gtg

′
t,

åñëè n ÷åòíî, ãäå f1, . . . , fs � ñàìîäâîéñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû è ìíîãî÷ëåí

gi äâîéñòâåíåí ê ìíîãî÷ëåíó g
′
i äëÿ êàæäîãî i. Óñòàíîâèòå èçîìîðôèçìû:

1) PDn
∼= P×P×M2(Fqdeg(f1)/2)×· · ·×M2(Fqdeg(fs)/2)×· · ·×M2(Fqdeg(g1))×

· · · ×M2(Fqdeg(gt)), åñëè n íå÷¼òíî;

2) PDn
∼= P × P × P × P ×M2(Fqdeg(f1)/2)× · · · ×M2(Fqdeg(fs)/2)× · · · ×

M2(Fqdeg(g1))× · · · ×M2(Fqdeg(gt)), åñëè n ÷¼òíî.

Îñîáûå ýëåìåíòû â ãðóïïîâûõ àëãåáðàõ
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Ïóñòü R � êîëüöî è H � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Åñëè ïîðÿ-

äîê ïîäãðóïïû H îáðàòèì â êîëüöå R, òî ÷åðåç Ĥ îáçíà÷àåòñÿ ýëåìåíò

ãðóïïîâîãî êîëüöà RG âèäà

1

| H |
∑
h∈H

h.

4.11. Ïóñòü R � êîëüöî è G � ãðóïïà, H,H ′ � êîíå÷íûå ïîäãðóïïû

ãðóïïû G, ïîðÿäêè êîòîðûõ îáðàòèìû â R, è H ⊂ H ′. Òîãäà

1) Ĥ − Ĥ ′, Ĥ ′ � îðòîãîíàëüíûå èäåìïîòåíòû êîëüöà RG;

2) Ĥ ∈ C(RG)⇔ H EG;

3) åñëè H EG, òî (RG)Ĥ ∼= R(G/H) è RG(1− Ĥ) = ω(H).

4.12. ÏóñòüG � ãðóïïà, P � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0. Ïîêàæèòå, ÷òî

åñëè e =
∑

g∈G αgg ∈ PG � èäåìïîòåíòíûé ýëåìåíò, òî α1 ïðèíàäëåæèò

ïðîñòîìó ïîäïîëþ ïîëÿ P.

4.13. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, P � ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè.

Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè e =
∑

g∈G αgg ∈ PG � èäåìïîòåíòíûé ýëåìåíò, òî

α1 ∈ Q è 0 6 α1 6 1. Ïðè ýòîì α1 = 0⇔ e = 0 è α1 = 1⇔ e = 1.

4.14. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, P � ïîëå, ó êîòîðîãî õàðàêòåðèñòèêà

íå äåëèò ïîðÿäêà ãðóïïû G è {Ci}i∈I � âñå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåí-

òîâ ãðóïïû G. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè
∑

g∈G αgg � íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò,

òî
∑

g∈Ci αg = 0 äëÿ êàæäîãî i ∈ I. Â ÷àñòíîñòè, α1 = 0;

Òåîðåìà Ìàøêå

4.15. Ïóñòü P � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0 èH � íîðìàëüíàÿ ïîäãóïïà

ãðóïïû G. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè p äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû H, òî

(PG(
∑
h∈H

h))2 = 0.

4.16. Ïóñòü P � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0 è G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïî-

êàæèòå, ÷òî ãðóïïîâàÿ àëãåáðà PG ñîäåðæèò íåíóëåâîé íèëüïîòåíòíûé

èäåàë â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà p > 0 è p äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû G.
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Èç ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ è 1.53 ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ òåî-

ðåìà.

Òåîðåìà Ìàøêå. Äëÿ ïîëÿ P è ãðóïïû G ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) àëãåáðà PG èçîìîðôíà êîíå÷íîìó ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ìàòðè÷-

íûõ êîëåö íàä P -àëãåáðàìè ñ äåëåíèåì;

2) G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ P íå äåëèò ïîðÿäêà

ãðóïïû G.

4.17. Ïóñòü P � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0 è G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà H ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ íîð-

ìàëüíîé, òî J(PG) = ω(H).

4.18. Ïóñòü P � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0

è G � êîíå÷íàÿ êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) åñëè p íå äåëèò ïîðÿäêà ãðóïïû G, òî

PG ∼= P × · · · × P︸ ︷︷ ︸
n

;

2) åñëè G+ � ìíîæåñòâî âñåõ ãîìîìîðôèçìîâ èç ãðóïïû G â ìóëüòè-

ïëèêàòèâíóþ ãðóïïó P ∗ ïîëÿ P, òî { 1
n(
∑

g∈G gφ(g−1))}φ∈G+ � ìíîæåñòâî

âñåõ ïðèìèòèâíûõ èäåìïîòåíòîâ àëãåáðû PG.

Ïóñòü P � ïîëå è G � ãðóïïà. Åñëè A � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû

G, òî ÷åðåç A áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíò ãðóïïîâîé àëãåáðû PG âèäà∑
g∈A

g.

Åñëè g ∈ G, q ∈ N è (q, |G|) = 1, òî q-öèêëîòîìè÷åñêèì êëàññîì ýëåìåí-

òà g ∈ G áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî âèäà

Sg = {gqj |0 6 j 6 tg − 1},

ãäå tg � íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî qtg ≡ 1(mod (o(g)).

4.19. Ïóñòü P � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ, G � êîíå÷íàÿ àáåëåâà

ãðóïïà è (q, |G|) = 1. Ïîêàæèòå, ÷òî:
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1) ëþáûå äâà q-öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññà ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî ïåðåñå-

êàþòñÿ ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó;

2) åñëè Sg � q-öèêëîòîìè÷åñêèé êëàññ, òî â ãðóïïîâîé àëãåáðå PG

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (Sg)
q = Sg.

4.20. Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ, G � êîíå÷íàÿ àáåëåâà

ãðóïïà, ó êîòîðîé ýêñïîíåíòà ðàâíà n, è (q, |G|) = 1. Ïîêàæèòå, ÷òî

êîëè÷åñòâî öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï ãðóïïû G ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì q-

öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññîâ â ãðóïïå G â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà o(q) = φ(n)

â U(Zn).

4.21. Ïóñòü P � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ, G � êîíå÷íàÿ àáåëåâà

ãðóïïà, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (q, |G|) = 1, è {e1, ..., en} �
âñå ïðèìèòèâíûå èäåìïîòåíòû àëãåáðû PG. Â àëãåáðå PG ðàññìîòðèì

ïîäàëãåáðó

A =
n⊕
i=1

Pei.

Ïîêàæèòå, ÷òî α ∈ A â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà αq = α.

4.22. Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå è |F | = q, G � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà

òàêàÿ, ÷òî (q, |G|) = 1. Òîãäà êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ êîìïîíåíò â ðàçëî-

æåíèè Âåääåðáåðíà àëãåáðû PG ðàâíî êîëè÷åñòâó q-öèêëîòîìè÷åñêèõ

êëàññîâ ãðóïïû G.

4.23. Ïóñòü n ∈ N, q � ïîëîæèòåëüíàÿ ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà è

(n, q) = 1. Òîãäà êîëè÷åñòâî íåðàçëîæèìûõ ñîìíîæèòåëåé â ðàçëîæåíèè

ìíîãî÷ëåíà xn−1 íàä ïîëåì Fq ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì q-öèêëîòîìè÷åñêèõ

êëàññîâ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà n.

4.24. Ïóñòü P � ïîëå, p � ïðîñòîå ÷èñëî, G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà

ïîðÿäêà pn è

{1} = Gn ⊂ . . . ⊂ G1 ⊂ G0 = G

öåïü âñåõ ïîäãðóïï ãðóïïû G. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) åñëè ïîðÿäîê ãðóïïû G îáðàòèì â ïîëå P, òî èäåìïîòåíòû

e0 = Ĝ0, e1 = Ĝ1 − Ĝ0, . . . , en = Ĝn − Ĝn−1
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îðòîãîíàëüíû è e0 + e1 + . . .+ en = 1;

2) åñëè P = Q , òî ei � ïðèìèòèâíûé èäåìïîòåíò äëÿ êàæäîãî 0 6 i 6

n;

3) åñëè P � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ è (q, p) = 1, òî {e0, e1, . . . en}
� ìíîæåñòâî âñåõ ïðèìèòèâíûõ èäåìïîòåíòîâ àëãåáðû PG â òî÷íîñòè

òîãäà, êîãäà o(q) = φ(pn) â U(Zpn).

4.25. Ïóñòü P � ïîëå, p � ïðîñòîå ÷èñëî,G � êîíå÷íàÿ àáåëåâà p-ãðóïïà,

ó êîòîðîé ýêñïîíåíòà ðàâíà pn. Åñëè H � ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû

G è G/H � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî ÷åðåçH ′ îáîçíà÷èì òàêóþ îäíîçíà÷íî

îïðåäåëåííóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû G, ñîäåðæàùóþ H, ÷òî | H ′/H |= p.

Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) åñëè ïîðÿäîê ãðóïïû G îáðàòèì â ïîëå P, òî ìíîæåñòâî èäåìïî-

òåíòîâ

E = {Ĝ} ∪ {Ĥ − Ĥ ′ | H ∈ Lat(G), H 6= G,G/H − öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà}

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì è
∑

e∈E e = 1;

2) åñëè P = Q , òî E � ìíîæåñòâî âñåõ ïðèìèòèâíûõ èäåìïîòåíòîâ

àëãåáðû QG;

3) åñëè P � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ è (q, p) = 1, òî E � ìíîæåñòâî

âñåõ ïðèìèòèâíûõ èäåìïîòåíòîâ àëãåáðû PG â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà

o(q) = φ(pn) â U(Zpn).

5 Ìîäóëè, ïîäìîäóëè è ãîìîìîðôèçìû

Ïóñòü R � êîëüöî. Àáåëåâà ãðóïïàM ñî ñëîæåíèåì + íàçûâàåòñÿ ïðà-

âûì R-ìîäóëåì, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ m ∈ M è a ∈ R ñóùåñòâóåò

òàêîé åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ma ∈M , ÷òî:

1) m(ab) = (ma)b äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ R è m ∈M ;

2) m1 = m äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà m ∈M ;

3) (m+ n)a = ma+ na äëÿ ëþáûõ m,n ∈M è a ∈ R.
Áóäåì ïèñàòü MR äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òîãî, ÷òî M � ïðàâûé R-ìîäóëü.
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Àáåëåâà ãðóïïàM ñî ñëîæåíèåì + íàçûâàåòñÿ ëåâûì R-ìîäóëåì, åñëè

äëÿ ëþáûõ m ∈ M è a ∈ R ñóùåñòâóåò òàêîé åäèíñòâåííûé ýëåìåíò

am ∈M , ÷òî:

1) (ab)m = a(bm) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R è m ∈M ;

2) 1m = m äëÿ ëþáîãî m ∈M ;

3) a(m+ n) = am+ an äëÿ ëþáûõ m,n ∈M è a ∈ R.
Áóäåì ïèñàòü RM äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òîãî, ÷òî M � ëåâûé R-ìîäóëü.

Åñëè M � ïðàâûé (ëåâûé) R-ìîäóëü è N � òàêàÿ ïîäãðóïïà àääèòèâíîé

ãðóïïûM , ÷òî na ∈ N (an ∈ N) äëÿ ëþáûõ n ∈ N è a ∈ R, òî N íàçûâà-

åòñÿ ïîäìîäóëåì âM . Ïîäìîäóëü N ìîäóëÿM íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì,

åñëè M 6= N . Êîëüöî R � ïðàâûé è ëåâûé R-ìîäóëü. Ïîäìîäóëü ïðàâîãî

(ëåâîãî) R-ìîäóëÿ R íàçûâàåòñÿ ïðàâûì (ëåâûì) èäåàëîì êîëüöà R.

Êàæäûé ïðàâûé è ëåâûé èäåàë êîëüöà R íàçûâàåòñÿ èäåàëîì (èëè

äâóñòîðîííèì èäåàëîì) â R. Ïðàâûå èëè ëåâûå èäåàëû íàçûâàþòñÿ îä-

íîñòîðîííèìè èäåàëàìè.

Ïóñòü R è S � êîëüöà. Àáåëåâà ãðóïïàM íàçûâàåòñÿ S-R-áèìîäóëåì,

åñëè M � ëåâûé S-ìîäóëü è ïðàâûé R-ìîäóëü è (bm)a = b(ma) äëÿ

ëþáûõ a ∈ R, b ∈ S è m ∈ M . Îáîçíà÷åíèå SMR îçíà÷àåò, ÷òî M �

S-R-áèìîäóëü.

Îòîáðàæåíèå f : X → Y ïðàâûõ (ëåâûõ) ìîäóëåé íàä êîëüöîìR íàçû-

âàåòñÿ ìîäóëüíûì ãîìîìîðôèçìîì, åñëè f � ãîìîìîðôèçì àääèòèâíûõ

ãðóïï è f(xa) = f(x)a (f(ax) = af(x)) äëÿ ëþáûõ x ∈ X è a ∈ R.

Äëÿ êàæäîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ Z è ëþáîãî ìîäóëüíîãî ãîìîìîðôèçìà

g : Y → Z ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç gf òàêîé ãîìîìîðôèçì X → Z, ÷òî

gf(x) = g(f(x)).

Ñþðúåêòèâíûé è èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèç-

ìîì.

Ïóñòü Y ′ � ïîäìîäóëü ìîäóëÿ Y . Åñëè f : X → Y � ìîäóëüíûé ãî-

ìîìîðôèçì, òî f−1(Y ′) îáîçíà÷àåò ïîäìîäóëü {x ∈ X | f(x) ∈ Y ′} â X.

Ïîäìîäóëü f−1(0) âX íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà f è îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç Ker(f).

Ïóñòü X è Y � R-ìîäóëè è HomR(X, Y ) � ìíîæåñòâî âñåõ ìîäóëüíûõ

ãîìîìîðôèçìîâ X → Y . Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî Hom(X, Y ) �
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àääèòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ òàêèì ñëîæåíèåì, ÷òî (f + g)(x) = f(x) +

g(x) äëÿ âñåõ f, g ∈ HomR(X, Y ) è x ∈ X. Â ñëó÷àå X = Y ãðóïïà

HomR(X,X) � êîëüöî ñ òàêèì óìíîæåíèåì, ÷òî fg(x) = f(g(x)); ýòî

êîëüöî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç EndR(X) è íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ýíäîìîðôèç-

ìîâ ìîäóëÿ M . Åäèíèöà êîëüöà EndR(X) � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

1X , çàäàâàåìîå ðàâåíñòâîì 1X(x) = x. Åñëè X � S-R-áèìîäóëü è Y � T -

R-áèìîäóëü, òî HomR(X, Y ) ÿâëÿåòñÿ ëåâûì T -ìîäóëåì è ïðàâûì S - ìî-

äóëåì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé óìíîæåíèÿ fa(x) = f(ax), bf(x) = b(f(x))

äëÿ âñåõ a ∈ S, b ∈ T, f ∈ HomR(X, Y ) è x ∈ X. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî

ãîìîìîðôèçìà f ∈ HomR(X, Y ) è ýëåìåíòîâ a ∈ S, b ∈ T èìååò ìåñòî ðà-

âåíñòâî a(fb) = (af)b. Ïîýòîìó Hom(X, Y ) � S-T -áèìîäóëü. Ïîäìîäóëü

N ìîäóëÿ M íàçûâàåòñÿ âïîëíå èíâàðèàíòíûì â M , åñëè f(N) ⊆ N

äëÿ êàæäîãî f ∈ End(M)).

Ïóñòü {Xi}i∈I � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïðàâûõ ìîäóëåé íàä êîëüöîì

R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
∏

i∈I Xi ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìîäóëåé Xi, ñîñòîÿùåå

èç âñåõ òàêèõ �ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé� (xi)i∈I , ÷òî xi ∈ Xi. Ïðÿìîå ïðî-

èçâåäåíèå
∏

i∈I Xi � ïðàâûé A-ìîäóëü, ïðè÷åì (xi) + (yi) = (xi + yi) è

(xi)a = (xia) äëÿ âñåõ xi, yi ∈ Xi è a ∈ A. Äëÿ ìîäóëÿ M ïðÿìîå ïðî-

èçâåäåíèå I èçîìîðôíûõ êîïèé ìîäóëÿ M îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç M I . Äëÿ

ëþáîãî j ∈ I ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå πj :
∏

i∈I Xi → Xj, çàäàâàåìîãî

ðàâåíñòâîì πj((xi)) = xj, � R-ìîäóëüíûé ýïèìîðôèçì ñ ÿäðîì
∏

i6=jXi,

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííîé ïðîåêöèåé èç
∏

i∈I Xi íà Xj. Äëÿ äàí-

íîãî j ∈ I èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå uj : Xj →
∏

i∈I Xi, îïðåäåëÿåìîå

ðàâåíñòâàìè πj(εj(xj)) = xj è πi(εj(xj)) = 0 äëÿ âñåõ i 6= j, ÿâëÿåòñÿ

A-ìîäóëüíûì ìîíîìîðôèçìîì ñ ÿäðîì
∏

i6=jXi è íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåí-

íûì âëîæåíèåì èç Xj â
∏

i∈I Xi. Îáû÷íî êàæäûé ìîäóëü Xi îòîæäåñòâ-

ëÿåòñÿ ñ ïîäìîäóëåì ui(Xi) â
∏

i∈I Xi. Äëÿ êàæäîãî ìîäóëÿ M è ëþáîãî

ìíîæåñòâà {fi : M → Xi}i∈I ãîìîìîðôèçìîâ èç M â Xi ãîìîìîðôèçì

f : M →
∏

i∈I Xi êîððåêòíî çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì f(m) = (fi(m))i∈I .

Ïóñòü M � ïðàâûé ìîäóëü íàä êîëüöîì R è {Xi}i∈I � íåêîòîðîå ìíî-
æåñòâî ïîäìîäóëåé âM . Ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ñóìì âèäà

∑
xi (xi ∈

Xi) íàçûâàåòñÿ ñóììîé ìîäóëåé Xi, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
∑

i∈I Xi.

Ñóììà
∑

i∈I Xi � íàèìåíüøèé ïîäìîäóëü â M , ñîäåðæàùèé âñå Xi. Ïîä-
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ìíîæåñòâî {xi}i∈I ⊆M íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ ìîäóëÿM , åñ-

ëè M =
∑

i∈I xiR. Ñóììà
∑

i∈I Xi íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé ïðÿìîé ñóì-

ìîé ìîäóëåé Xi, åñëè Xi ∩ (
∑

j 6=iXj) = 0 äëÿ êàæäîãî i ∈ I. Â ýòîì

ñëó÷àå ìû ïèøåì
∑

i∈I Xi = ⊕i∈IXi äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òîãî, ÷òî
∑

i∈I Xi

� ïðÿìàÿ ñóììà. Åñëè M = ⊕i∈IXi � ïðÿìàÿ ñóììà, òî êàæäîå ñëàãàå-

ìîå Xi íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì âM . Ñóììà
∑

i∈I εi(Xi) ïîäìîäó-

ëåé εi(Xi) â
∏

i∈I Xi ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé ïðÿìîé ñóììîé ìîäóëåé εi(Xi),

íàçûâàåòñÿ âíåøíåé ïðÿìîé ñóììîé ìîäóëåé Xi è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

⊕i∈IXi. Îáû÷íî êàæäûé ìîäóëüXi îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîäìîäóëåì εi(Xi)

â ⊕i∈IXi. Ïîýòîìó ìû ïèøåì �ïðÿìàÿ ñóììà� âìåñòî �âíåøíÿÿ ïðÿìàÿ

ñóììà� èëè �âíóòðåííÿÿ ïðÿìàÿ ñóììà�. Ïðÿìàÿ ñóììà ⊕i∈IXi ñîâïàäàåò

ñî ìíîæåñòâîì âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ (xi) ∈
∏

i∈I Xi, ÷òî πj((xi)) 6= 0 äëÿ

ïî÷òè âñåõ èíäåêñîâ j; ïðÿìàÿ ñóììà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìíî-

æåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ôîðìàëüíûõ ñóìì âèäà
∑
xi, ãäå xi ∈ Xi. Ïðÿìàÿ

ñóììà ⊕i∈IXi � ïîäìîäóëü â
∏

i∈I Xi. Äëÿ ìîäóëÿ M ïðÿìàÿ ñóììà I

èçîìîðôíûõ êîïèé ìîäóëÿM îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåçM (I). Äëÿ êàæäîãî ìî-

äóëÿ M è ëþáîãî ìíîæåñòâà {fi : Xi → M}i∈I ãîìîìîðôèçìîâ èç Xi

â M ðàâåíñòâîì f(
∑
xi) =

∑
fi(xi) êîððåêòíî çàäàåòñÿ ãîìîìîðôèçì

f : ⊕i∈I Xi →M . Ýòîò ãìîìîðôèçì òàêæå îáîçí÷àåòñÿ ÷åðåç ⊕i∈Ifi.

Ìîäóëè è èõ ïîäìîäóëè

5.1. Îïèøèòå âñå Z-ìîäóëè M, ó êîòîðûõ | Lat(M) |6 5.

5.2. Ïóñòü A � àëãåáðà íàä ïîëåì F èM � ïðàâûé A-ìîäóëü, ó êîòîðî-

ãî dimF (M) = 2. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè | Lat(M) |> 5, òî êàæäîå âåêòîðíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà MF ÿâëÿåòñÿ ïîäìîäóëåì ìî-

äóëÿ M.

5.3. Ïóñòü R � êîëüöî è M � ïðàâûé R-ìîäóëü.

1) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè | Lat(M) |6 4, òî M � öèêëè÷åñêèé ìîäóëü.

2) Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåöèêëè÷åñêîãî ïðàâîãî R � ìîäóëÿ M, ó êîòî-

ðîãî | Lat(M) |= 5.

5.4. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü è n ∈ N. Ìîäóëü Mn èìååò åñòå-
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ñòâåííóþ ñòðóêòóðó ïðàâîãî Mn(R)-ìîäóëÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî

èçîìîðôèçì ðåøåòîê

Lat(MR) ∼= Lat(Mn
Mn(R)).

5.5. ÏóñòüM1 èM2 � ïîäìîäóëè ìîäóëÿM èM = M1∪M2. Ïîêàæèòå,

÷òî ëþáîãî äëÿ ïîäìîäóëÿ N ìîäóëÿ M âûïîëíåíî îäíî èç âêëþ÷åíèé:

N ⊂M1, N ⊂M2.

5.6. Ïóñòü e � íåíóëåâîé èäåìïîòåíò êîëüöàR èM � ïðàâûéR-ìîäóëü.

1) Åñëè N � ïîäìîäóëü ìîäóëÿM , òî èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì ïðàâûõ

eRe-ìîäóëåé (M/N)e ∼= Me/Ne.

2) Åñëè (Mα)α∈A � ñåìåéñòâî ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M , òî
⋂
α∈A(Mαe) =

(
⋂
α∈AMα)e è

∑
α∈A(Mαe) = (

∑
α∈AMα)e.

3) Åñëè M =
⊕

α∈AMα, òî Me =
⊕

α∈A(Mαe).

4) Ïðàâèëî ϕ(N) = Ne îïðåäåëÿåò ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ðåøå-

òîê ϕ : Lat(MR)→ Lat(MeeRe).

5) Åñëè R-ìîäóëü M ïîëóïðîñò, òî è eRe-ìîäóëü Me ïîëóïðîñò.

6) Åñëè ReR = R, òî ϕ � èçîìîðôèçì ðåøåòîê.

7) Åñëè ReR = R, òî M ïîëóïðîñò â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ïîëóïðîñò

eRe-ìîäóëü Me.

ÌîäóëüM íàçûâàåòñÿ äèñòðèáóòèâíûì, åñëè (X+Y )∩Z = X ∩Z+

Y ∩ Z äëÿ ëþáûõ ïîäìîäóëåé X, Y è Z â M , ò.å. ðåøåòêà ïîäìîäóëåé

Lat(M) äèñòðèáóòèâíà.

5.7. Äëÿ ïðàâîãî ìîäóëÿ M íàä êîëüöîì R ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) M � äèñòðèáóòèâíûé ìîäóëü;

2) (X + Z) ∩ (Y + Z) = X ∩ Y + Z äëÿ ëþáûõ ïîäìîäóëåé X, Y, Z â

M ;

3) (m+ n)R = mR∩ (m+ n)R+ nR∩ (m+ n)R äëÿ ëþáûõ m,n ∈M ;

4) äëÿ ëþáûõm,n ∈M ñóùåñòâóåò òàêîå a ∈ R, ÷òîmaR+n(1−a)R ⊆
mR ∩ nR;
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5) äëÿ ëþáûõ m,n ∈M ñóùåñòâóþò òàêèå a, b, c, d ∈ R, ÷òî 1 = a+ b,

ma = nc, nb = md;

6) R = (m : nR) + (n : mR) äëÿ ëþáûõ m,n ∈M ;

7) M íå èìååò ïîäôàêòîðîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ïðÿìûìè ñóììàìè äâóõ èçî-

ìîðôíûõ íåíóëåâûõ ìîäóëåé;

8) M íå èìååò ïîäôàêòîðîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ïðÿìûìè ñóììàìè äâóõ èçî-

ìîðôíûõ ïðîñòûõ ìîäóëåé.

Ìîäóëü íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì Áåçó, åñëè âñå åãî êîíå÷íî ïîðîæäåííûå

ïîäìîäóëè öèêëè÷íû.

5.8. Ïóñòü R � êâàçèèíâàðèàíòíîå ñïðàâà êîëüöî è M � ïðàâûé

R-ìîäóëü, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì Áåçó. Ïîêàæèòå, ÷òî M � äèñòðè-

áóòèâíûé ìîäóëü.

5.9. Ïóñòü R � êîëüöî è M � äèñòðèáóòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü.

1) Åñëèm,n ∈M èmR∩nR = 0, òîma = n(1−a) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî

a ∈ R.
2) Hom(G,H) = 0 äëÿ ëþáûõ òàêèõ ïîäìîäóëåé G è H â M , ÷òî

G ∩H = 0.

3) Êàæäîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå ìîäóëÿ M âïîëíå èíâàðèàíòíî â M .

4) End(M) � íîðìàëüíîå êîëüöî. Ïîýòîìó êàæäîå äèñòðèáóòèâíîå

ñïðàâà èëè ñëåâà êîëüöî íîðìàëüíî.

5) Äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî èäåìïîòåíòà e ∈ R ïðàâûé eRe-ìîäóëü

Me äèñòðèáóòèâåí.

Ãîìîìîðôèçìû è èçîìîðôèçìû ìîäóëåé

5.10. Ïóñòü f : B → C, g : A → B � ãîìîìîðôèçìû ìîäóëåé.

Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) Ker(fg) = g−1(Ker(f);

2) Ker(f) + Im(g) = f−1(Im(fg));

3) Ker(f) ∩ Im(g) = g((Ker(fg)));

4) Ker(f) + Im(g) = B ⇔ Im(fg) = Im(f);
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5) Ker(f) ∩ Im(g) = 0 ⇔ Ker(fg) = Ker(g);

6) fg � ýïèìîðôèçì ⇔ Ker(f) + Im(g) = B è

f � ýïèìîðôèçì;

7) fg � ìîíîìîðôèçì ⇔ Ker(f) ∩ Im(g) = 0 è g � ìîíîìîðôèçì;

8) fg � èçîìîðôèçì ⇔ Ker(f) ⊕ Im(g) = B, f � ýïèìîðôèçì è g �

ìîíîìîðôèçì.

5.11. Ïóñòü f : A → B, g : B → A � ãîìîìîðôèçìû ìîäóëåé.

Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) Ker(f − fgf) = Ker(f) + Ker(1A − gf);

2) Im(f − fgf) = Im(f) ∩ Im(1B − fg).

5.12. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü è A,B ∈ Lat(M). Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) åñëè f : A → C, g : B → C � ãîìîìîðôèçìû ïðàâûõ R-ìîäóëåé

è f|A∩B = g|A∩B, òî ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì h ∈ HomR(A + B,C), äëÿ

êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâà h|A = f, h|B = g;

2) åñëè f : C → M/A, g : C → M/B � ãîìîìîðôèçìû ïðàâûõ

R-ìîäóëåé è π1f = π2g, ãäå π1 : M/A → M/(A + B), π′2 : M/B →
M/(A+B) � åñòåñòâåííûå ãîìîìîðôèçìû, òî ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì

h ∈ HomR(C,M/A∩B), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà π′1h = f, π′2h =

g, ãäå π′1 : M/A ∩B →M/A, π′2 : M/A ∩B →M/B � åñòåñòâåííûå ãîìî-

ìîðôèçìû.

Ïóñòü M � S-R-áèìîäóëü è N � T -R-áèìîäóëü. Íà àáåëåâîé ãðóïïå

HomR(M,N) îïðåäåëèì óìíîæåíèÿ ïî ïðàâèëó

tfs(x) := tf(sx),

ãäå s ∈ S, f ∈ HomR(M,N), t ∈ T. Òîãäà HomR(M,N) ïðåâðàùàåòñÿ â

T -S-áèìîäóëü.

5.13. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü è S = EndR(M). Ïîêàæèòå, ÷òî

èìåþò ìåñòî èçîìîðôèçìû áèìîäóëåé:

1) HomR(RRR, SMR) ∼= SMR;

2) HomR(R/IR/IR, R/JR/JR) ∼= (J :R I)/J, ãäå J, I � èäåàëû êîëüöà R,

(J :R I) = {r ∈ R | rI ⊂ J};
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è àáåëåâà ãðóïïà (J :R I)/J èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó R/J-R/I-

áèìîäóëÿ;

3) HomR(R/IR/IR, SMR) ∼= (0 :M I), ãäå

(0 :M I) = {m ∈ R | mI = 0}

èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó S-R/I-áèìîäóëÿ.

5.14. Åñëè f ∈ HomR(M,N) è g ∈ HomR(N,M), òî 1M − gf îáðàòèì

â EndR(M) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 1N − fg îáðàòèì â EndR(N).

5.15. Ïóñòü e, f � èäåìïîòåíòû èç êîëüöà R. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) eR ∼= fR;

2) Re ∼= Rf ;

3) e = ab, f = ba, ãäå a, b ∈ R;

4) e = ab, f = ba, ãäå a ∈ eRf , b ∈ fRe;

5) eR = aR, Rf = Ra, ãäå a ∈ R.

Èäåìïîòåíòíû e, f èç êîëüöà R, óäîâëåòâîðÿþùèå îäíîìó èç ýêâèâà-

ëåíòíûõ óñëîâèé ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ, íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè.

5.16. Ïóñòü R � êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) åñëè e, f � èçîìîðôíûå èäåìïîòåíòû èç êîëüöà R è e � öåíòðàëüíûé

èäåìïîòåíò, òî e = f ;

2) êîëüöî R êîíå÷íî ïî Äåäåêèíäó â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà â êîëüöå R

âñÿêèé èäåìïîòåíò èçîìîðôíûé ïîëóöåíòðàëüíîìó ñïðàâà èäåìïîòåíòó

ÿâëÿåòñÿ ïîëóöåíòðàëüíûì ñïðàâà.

5.17. Ïóñòü e, f � èäåìïîòåíòû èç êîëüöà R. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) eR ∼= fR, (1− e)R ∼= (1− f)R;

2) äëÿ íåêîòîðîãî îáðàòèìîãî ýëåìåíòà u èç êîëüöà R âûïîëíåíî ðà-

âåíñòâî f = ueu−1;
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3) Re ∼= Rf,R(1− e) ∼= R(1− f).

5.18. ÏóñòüM � ïðàâûé R-ìîäóëü è e, f � èäåìïîòåíòû èç êîëüöà S =

EndR(M). Òîãäà èìåþò ìåñòî èçîìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï HomR(eM, fM) ∼=
fSe è èçîìîðôèçì êîëåö EndR(eM, eM) ∼= eSe.

5.19. Ïóñòü M,N � ïðàâûå R-ìîäóëè è e2 = e ∈ S = EndR(M),

f = f 2 ∈ T = EndR(N). Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) eM ∼= fN ;

2) äëÿ íåêîòîðûõ ãîìîìîðôèçìîâ a ∈ Hom(eM, fN), b ∈ Hom(fN, eM)

èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà e = ab, f = ba, ea = af = a, fb = be = b;

3) äëÿ íåêîòîðûõ ãîìîìîðôèçìîâ a ∈ Hom(eM, fN), b ∈ Hom(fN, eM)

èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà e = ab, f = ba.

5.20. Âåðíî ëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïðàâûõ R � ìîäóëåé A è B ñëåäó-

þùåå óòâåðæäåíèå:

åñëè ìîäóëü A èçîìîðôåí ïîäìîäóëþ ìîäóëÿ B è ìîäóëü B èçîìîðôåí

ïîäìîäóëþ ìîäóëÿ A, òî A ∼= B.

Ðàññìîòðèòå ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1) R � òåëî;

2) R = F [x], ãäå F � ïîëå;

3) R = F [x]/(x2), ãäå F � ïîëå.

5.21. Ïóñòü

A B

Ñ D

-
f

?

h

?
h′

-
g

� êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà ïðàâûõ R-ìîäóëåé. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé ãîìîìîðôèçì

f ′ : Ker(h)→ Ker(h′), äëÿ êîòîðîãî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà

Ker(h) Ker(h′)

A B,

-
f ′

?

ε1

?

ε2

-
f
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ãäå ε1, ε2 � êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ;

2) ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé ãîìîìîðôèçì

g′ : Coker(h)→ Coker(h′), äëÿ êîòîðîãî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà

C D

Coker(h) Coker(h′),

-
g

?

p1

?

p2

-
g′

ãäå p1, p2 � êàíîíè÷åñêèå ãîìîìîðôèçìû.

5.22. Ïóñòü f : A→ B � ãîìîìîðôèçì ìîäóëåé. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé ãîìîìîðôèçì f : A/Ker(f) → Im(f),

äëÿ êîòîðîãî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà

A B

A/Ker(f) Im(f),

-
f

?

g

-
f

6
ε

ãäå g � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì è ε � åñòåñòâåííîå âëîæåíèå. Êðîìå

òîãî, f ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

5.23 (Âòîðàÿ òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå èëè òåîðåìà î ïàðàëëåëî-

ãðàììå). Ïóñòü A,B � ïîäìîäóëè ìîäóëÿM. Ïîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî

èçîìîðôèçì

(A+B)/B ∼= A/A ∩B

Ïðåäûäóùèé èçîìîðôèçì ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ñëå-

äóþùåé äèàãðàììû

A+B

A B

A ∩B
5.24 (Ëåììà î áàáî÷êå). Ïóñòü A′, A′′, B′, B′′ � ïîäìîäóëè ìîäóëÿ M

è A′ ⊂ A′′, B′ ⊂ B′′. Ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû
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A′′ B′′

(A′ +B′′) ∩ A′′ (B′ + A′′) ∩B′′

A′′ ∩B′′

(A′ +B′) ∩ A′′ (B′ + A′) ∩B′′

(A′ ∩B′′) + (B′ ∩ A′′)

B′ ∩ A′′ A′ ∩B′′

HH
H

HH
H

HH
HH

��
�
��

�
��

��

��
��

�
��

��

HH
HH

H
HH

HH

�
��

�
��

�
��
�

H
HH

H
HH

H
HH

H

ïîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

(A′ +B′′) ∩ A′′/(A′ +B′) ∩ A′′ ∼= (B′ + A′′) ∩B′′/(B′ + A′) ∩B′′

5.25 (Òðåòüÿ òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå). Ïóñòü A,B,C � ïîäìîäóëè

ìîäóëÿ M è A ⊂ B ⊂ C. Ïîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

(A/C)/(B/C) ∼= A/C

Ïðÿìûå ñóììû è ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ ìîäóëåé

Ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ïîäìîäóëåé {Mi}I ìîäóëÿ M íàçûâàåòñÿ íåçà-

âèñèìûì, åñëè äëÿ êàæäîãî i ∈ I âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

Mi

⋂ ∑
i∈I\{i}

Mi = 0.
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Ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ ïîäìîäóëåé {Mi}I ìîäóëÿ M íàçûâàåòñÿ êîíå-

çàâèñèìûì, åñëè äëÿ êàæäîãî i ∈ I è êàæäîãî êîíå÷íîãî ïîäíîæåñòâà

I ′ ⊂ I \ {i} âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

Mi +
⋂

i∈I\{i}

Mi = M.

5.26. Ïóñòü {Mi}I � ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M

è {εi : Mi → M}I � ìíîæåñòâî åñòåñòâåííûõ âëîæåíèé. Ïîêàæèòå, ÷òî

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) {Mi}I � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M ;

2) ⊕i∈Iεi :
⊕

i∈IMi →M � ìîíîìîðôèçì.

5.27 (Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ äëÿ ìîäóëåé). Ïóñòü

{Mi}I � ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M è {πi : M →
M/Mi}I � ìíîæåñòâî åñòåñòâåííûõ ãîìîìîðôèçìîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè
| I |<∞, òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) {Mi}I � êîíåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M ;

2)
∏

i∈I πi : M →
⊕

i∈IM/Mi � ýïèìîðôçèì.

5.28. 1) Ïóñòü

M =
n⊕
j=1

Mj

ïðÿìàÿ ñóììà ìîäóëåé. Äëÿ êàæäîãî j ÷åðåç

εMj
: Mj →M

îáîçíà÷èì êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå è ÷åðåç

πMj
: M →Mj

îáîçíà÷èì êîíè÷åñêóþ ïðîåêöèþ. Òîãäè èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

πMj
◦ εMj

= 1Mj
,

πMi
◦ εMj

= 0 åñëè i 6= j,
n∑
j=1

εMj
◦ πMj

= 1M .
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2) Ïóñòü

E =

HomR(M1,M1) · · · HomR(Mn,M1)
...

...

HomR(M1,Mn) · · · HomR(Mn,Mn)


Ìíîæåñòâî E îòíîñèòåëüíî îáûêíîâåííûõ ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé ñëî-

æåíèÿ è óìíîæåíèÿ îáðàçóåò êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå ψ :

EndR(M)→ E, äåéñòâóþùåå îï ïðàâèëó

f 7→

π1fε1 · · · π1fεn
...

...

πnfε1 · · · πnfεn


ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì êîëåö.

5.29. ÏóñòüM � ïðàâûé R-ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N
èìåþò ìåñòî èçîìîðôèçìû êîëåö

1) EndR(Mn) ∼= Mn(EndR(M));

2) BiEnd(Mn) ∼= BiEnd(M).

5.30. Ïîêàæèòå, ÷òî èìåþò ìåñòî èçîìîðôèçìû àáåëåâûõ ãðóïï

1) Hom(Zpm,Zpn) ∼= Zpmin(m,n), ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî;

2) Hom(Zm,Zn) ∼= Z(m,n).

5.31. Ïóñòü F � ïîëå. Ïîêàæèòå, ÷òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

1) dimF (HomF [x](F [x]/(pm), F [x]/(pn))) = deg(p)min(m,n), ãäå p � íåïðè-

âîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F ;

2) dimF (HomF [x](F [x]/(f), F [x]/(g))) = deg((f, g)).

5.32. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) äëÿ êàæäîãî íåðàçëîæèìîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿM ñóùåñòâóåò òàêîé

èäåàë P ∈ P(R), ÷òî P ⊆ Ann(M);

2) äëÿ êàæäîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî⋂
P∈P(R)

MP = 0;
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3) äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿM ñóùåñòâóåò òàêîé ïèð-

ñîâñêèé ñëîé R/P , ÷òî M 6= MP .

4) åñëè M � íåíóëåâîé ïðàâûé R-ìîäóëü, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé

ñóììîé äâóõ íåíóëåâûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäìîäóëåé, òî MP = 0 äëÿ

íåêîòîðîãî P ∈M(R);

5) äëÿ êàæäîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî⋂
P∈M(R)

MP = 0.

5.33. 1) Ïóñòü M � ìîäóëü è M1,M2 � åãî ïîäìîäóëè. Ïîêàæèòå,

÷òî åñëè M = M1 + M2,M1 ∩M2 6d M, òî M1,M2 � ïðÿìûå ñëàãàåìûå

ìîäóëÿ M.

2) Ïóñòü M � ìîäóëü è M1,M2,M3 � åãî ïîäìîäóëè. Ïîêàæèòå, ÷òî

åñëè M = M1 +M2, M1 ∩M2 6M3 6M2 è M3 6d M, òî M2 6d M.

Åñëè A,B � ïðàâûå R-ìîäóëè è f ∈ HomR(A,B), òî ïîäìîäóëü ìîäóëÿ

A ⊕ B âèäà {a + f(a) | a ∈ A} îáîçí÷àåòñÿ ÷åðåç < f > è íàçûâàåòñÿ

ãðàôèêîì ãîìîìîðôèçìà f. Ïóñòü B′ � ïîäìîäóëü ìîäóëÿ B è f : A →
B/B′ � ãîìîìîðôèçì ìîäóëåé. Òîãäà {a+b | a ∈ A, b ∈ f(a)} � ïîäìîäóëü
ìîäóëÿ A⊕B è ýòîò ïîäìîäóëü äàëåå áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç [f ].

5.34. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìîäóëÿ X ìîäóëÿ A⊕ B
îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû ïîäìîäóëè A′ ∈ Lat(A), B′ ∈ Lat(B) è ãîìîìîð-

ôèçì f : A′ → B/B′ òàêèå, ÷òî X = [f ].

5.35. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî è n ∈ N. Êîëè÷åñòâî k-ìåðíûõ ïîä-

ïðîñòðàíñòâ â m-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì F èç q = pn

ýëåìåíòîâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [
m

k

]
q

.

Ñ ïîìîùüþ ïðåäûäóùåãî óïðàæåíèÿ ïîêàæèòå, ÷òî:

1) [
m

k

]
q

=

[
m− 1

k − 1

]
q

+ qk

[
m− 1

k

]
q

.
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2) [
m

k

]
q

=
m!q

k!q(m− k)!q
,

ãäå k!q = 1 + q + . . .+ qk−1.

3) | Lat(Zpn ⊕ Zpn) |= F (p), ãäå

F (x) =
xn+2 + xn+1 + (−3− 2n)x+ 2n+ 1

(x− 1)2
.

5.36. Ïóñòü A,B � ïðàâûå R-ìîäóëè. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîäìîäóëÿ

X ìîäóëÿ A⊕B ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) X ⊕B = A⊕B
2) äëÿ íåêîòîðîãî ãîìîìîðôèçìà f ∈ HomR(A,B) èìååò ìåñòî ðàâåí-

ñòâî X =< f > .

5.37. Ïóñòü A,B � ïðàâûå R-ìîäóëè. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîäìîäóëÿ

X ìîäóëÿ A⊕B ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) X ∩B = 0

2) äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìîäóëÿA′ ìîäóëÿA è ãîìîìîðôèçìà f ∈ HomR(A′, B)

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî X =< f > .

5.38. Ïóñòü A,B � ïðàâûå R-ìîäóëè, X, Y � ïîäìîäóëè ìîäóëÿ A ⊕
B, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà X ∩ B = Y ∩ B = 0. Ñîãëàñíî

ïðåäûäóùåìó óïðàæíåíèþ ñóùåñòâóþò òàêèå ïîäìîäóëè A′, A′′ ìîäóëÿ

A è ãîìîìîðôèçìû f ∈ HomR(A′, B), g ∈ HomR(A′′, B), ÷òî X =< f >,

Y =< g > . Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) X ⊂ Y ;

2) A′ ⊂ A′′ è äèàãðàììà

A′ A′′

B
?

f

-ι

�
�

�
�	

g

êîììóòàòèâíà, ãäå ι : A′ → A′′ � åñòåñòâåííîå âëîæåíèå.

5.39. Ïóñòü A,B � ïðàâûå R-ìîäóëè. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîäìîäóëÿ

X ìîäóëÿ A⊕B ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
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1) X +B = A⊕B;

2) ñóùåñòâóþò ïîäìîäóëü B′ ìîäóëÿ B è ãîìîìîðôèçì f : A→ B/B′

òàêèå, ÷òî X = [f ].

5.40. Ïóñòü A,B � ïðàâûå R-ìîäóëè, X, Y � ïîäìîäóëè ìîäóëÿ A⊕B,
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà X + B = Y + B = A ⊕ B. Ñîãëàñíî
ïðåäûäóùåìó óïðàæíåíèþ ñóùåñòâóþò òàêèå ïîäìîäóëè B′, B′′ ìîäóëÿ

B è ãîìîìîðôèçìû f ∈ HomR(A,B/B′), g ∈ HomR(A,B/B′′), ÷òî X =

[f ], Y = [g]. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) X ⊂ Y ;

2) B′ ⊂ B′′ è äèàãðàììà

B/B′ B/B′′

A

-π

@
@
@

@
@@I

g
6

f

êîììóòàòèâíà, ãäå π : B/B′ → B/B′′ � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì.

5.41. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü è S = EndR(M). Ïîêàæèòå, ÷òî

åñëè äëÿ íàòóðàëüíîãî n è ïðàâîãî R-ìîäóëÿ N âûïîëíåí èçîìîðôèçì

Mn ∼= RR ⊕N ìîäóëü SM êîíå÷íî ïîðîæäåí.

Òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîäóëüíûõ ãîìîìîðôèçìîâ

. . . Mn−1 Mn Mn+1 . . .- -
fn−1 -

fn -
fn+1

íàçûâàåòñÿ òî÷íîé â ÷ëåíå Mn, åñëè f(Mn−1) = Ker(fn). Ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ãîìîìîðôèçìîâ íàçûâàåòñÿ òî÷íîé, åñëè îíà òî÷íà â êàæäîì

ñâîåì ÷ëåíå.

5.42. Ïóñòü â êîììóòàòèâíîé äèàãðàììå
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0

D

0 A B C 0

H

0

?

?

γ
@
@
@@R

β

-
�
�
���α

-δ

@
@
@@R

η

-ε

?

ζ

-

�
�
���

ν

?

ñòðîêà è ñòîëáåö òî÷íû. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) β = 0, η = 0;

2) α, ν � èçìîðôèçìû.

5.43 (Ëåììà î çìåå). Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ïðà-

âûõ R-ìîäóëåé

A B C

A′ B′ C ′

-
f1

?

h1

-
f2

?

h2

?

h3

-
g1 -

g2

Ñîãëàñíî 5.21 ãîìîìîðôèçìû f1, f2 èíäóöèðóþò ñîîòåòñòâåííî ãîìî-

ìîðôèçìû

f ′1 : Ker(h1)→ Ker(h2), f
′
2 : Ker(h2)→ Ker(h3)

è ãîìîìîðôèçìû g1, g2 èíäóöèðóþò ñîîòâåòñòâåííî ãîìîìîðôèçìû

g′1 : Coker(h1)→ Coker(h2), g
′
2 : Coker(h2)→ Coker(h3).

Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè:

1) g1 � ìîíîìîðôèçì, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Ker(h1) Ker(h2) Ker(h3)-
f ′1 -

f ′2
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òî÷íàÿ;

2) f2 � ýïèìîðôèçì, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Coker(h1) Coker(h2) Coker(h3)-
g′1 -

g′2

òî÷íàÿ;

3) g1 � ìîíîìîðôèçì è f2 � ýïèìîðôèçì, òî ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì

d : Ker(h3)→ Coker(h1), äëÿ êîòîðîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Ker(h2) Ker(h3) Coker(h1) Coker(h2)-
f ′2 -d -

g′1

òî÷íàÿ.

5.44. Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ïðàâûõ R-ìîäóëåé

A B C D

A′ B′ C ′ D′,

-
f1

?

h1

-
f2

?

h2

-
f3

?

h3

?

h4

-
g1 -

g2 -
g3

â êîòîðîé ñòðîêè òî÷íûå Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè h1 � ýïèìîðôèçì è h4 �

ìîíîìîðôèçì, òî

Ker(h3) = f2(Ker(h2)), Im(h2) = g−1
2 (Im(h3)).

5.45 (Ëåììà î ïÿòè ãîìîìîðôèçìàõ). Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâ-

íóþ äèàãðàììó ïðàâûõ R-ìîäóëåé

A B C D H

A′ B′ C ′ D′ H ′,

-
f1

?

h1

-
f2

?

h2

-
f3

?

h3

-
f4

?

h4

?

h5

-
g1 -

g2 -
g3 -

g4

â êîòîðîé ñòðîêè òî÷íûå Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè:

1) h1 � ýïèìîðôèçì è h2, h4 � ìîíîìîðôèçìû, òî h3 � ìîíîìîðôèçì;

2) h5 � ìîíîìîðôèçì è h2, h4 � ýïèìîðôèçìû, òî h3 � ýïèìîðôèçì;

3) h1 � ýïèìîðôèçì, h5 � ìîíîìîðôèçì è h2, h4 � èçîìîðôèçìû, òî h3

� èçîìîðôèçì.
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5.46. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòðîêè êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû ïðàâûõ

R-ìîäóëåé

0 A B C 0

0 A′ B′ C ′ 0

- -
f1

?

h1

-
f2

?

h2

-

?

h3

- -
g1 -

g2 -

ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè:

1) h1 è h3 ýïèìîðôèçìû, òî h2 ýïèìîðôèçì;

2) h1 è h3 ìîíîìîðôèçìû, òî h2 ìîíîìîðôèçì;

3) h1 è h3 èçîìîðôèçìû, òî h2 èçîìîðôèçì.

Ïðîñòûå ìîäóëè è ïðèìèòèâíûå èäåàëû

Èäåàë I êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâûíì ñïðàâà, åñëè äëÿ íåêî-

òîðîãî ïðîñòîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M âûïîëíåíî ðàâåíñòâî rR(M) = I.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå ïðèìèòèâíîãî ñëåâà èäåàëà. Åñëè íàä

êîëüöîì R ñóùåñòâóåò òî÷íûé ïðîñòîé ïðàâûé ìîäóëü, òî êîëüöî R íà-

çûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì ñïðàâà.

5.47 (Ëåììà Øóðà). Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè M,N � ïðîñòûå ïðàâûå

R-ìîäóëè, òî âñÿêèé ãîìîìîðôèçì èç HomR(M,N) ÿâëÿåòñÿ ëèáî íóëå-

âûì, ëèáî èçîìîðôèçìîì. Â ÷àñòíîñòè, êîëüöî ýíîìîðôèçìîâ êàæäîãî

ïðîñòîãî ìîäóëÿ � òåëî.

5.48. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåïðîñòîãî R-ìîäóëÿM , ó êîòîðîãî EndR(M)

� òåëî.

5.49. Ïîêàæèòå, ÷òî íàä êîëüöîì R âñÿêèé ïðîñòîé ïðàâûé R-ìîäóëü

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R � ïðîñòîå êîëüöî.

Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ïðàâûì CSL-êîëüöîì, åñëè äëÿ êàæäîãî ïðàâîãî

R-ìîäóëÿ M âûïîëíåíà ýêâèâàëåíòíîñòü

M � ïðîñòîé ìîäóëü ⇔ EndR(M) � òåëî.
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5.50. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîíå÷íîãî êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) êîëüöî R èçîìîðôíî êîíå÷íîé ïðÿìîé ñóììå ïîëíûõ ìàòðè÷íûõ

êîëåö êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ íàä ëîêàëüíûìè êîëüöàìè;

2) R � CSL-êîëüöî.

5.51. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ïðèìèòèâíûé ñïðàâà èäåàë ÿâëÿåòñÿ

ïåðâè÷íûì.

5.52. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðåñå÷åíèå âñåõ ïðèìèòèâíûõ ñïðàâà èäåàëîâ

êîëüöà R ñîâïàäàåò ñ ðàäèêàëîì Äæåêîáñîíà êîëüöà R.

5.53. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäîå êâàçèèíâàðèàíòíîå ñïðàâà ïðèìèòèâíîå

ñïðàâà êîëüöî ÿâëÿåòñÿ òåëîì.

5.54. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ïðèìèòèâíîå ñïðàâà êîëüöî, êîòîðîå ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûé

ïðàâûé èäåàë;

2) R � ïðèìèòèâíîå ñïðàâà êîëüöî, êîòîðîå ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûé

ëåâûé èäåàë;

3) R � ïåðâè÷íîå êîëüöî, êîòîðîå ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûé ïðàâûé èäå-

àë;

4) R � ïåðâè÷íîå êîëüöî, êîòîðîå ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûé ëåâûé èäå-

àë.

5.55. Ïóñòü r1, r2, . . . � ðåãóëÿðíàÿ ñïðàâà óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ýëåìåíòîâ èç êîëüöà R. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè êàæäûé ýëåìåíò ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè r1, r2, . . . íåíóëåâîé, òî ñóùåñòâóåò ïðèìèòèâíûé ñëåâà

èäåàë P êîëüöà R òàêîé, ÷òî rn /∈ P äëÿ êàæäîãî n.

Ìîäóëè íà îáëàñòÿìè ãëàâíûõ èäåàëîâ.

5.56. Ïóñòü R � åâêëèäîâî êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî:
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1) âñÿêàÿ (n×m)-ìàòðèöà A íàä R ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå âèäà

diag(a1, a2 . . . , ak, 0 . . . , 0),

ãäå ai | ai+1 è ak 6= 0.

2) âñÿêàÿ îáðàòèìàÿ (n × n)-ìàòðèöà A íàä R ïðåäñòàâèìà â âèäå

ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö.

5.57. Ïóñòü R � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîé

(n × m) � ìàòðèöû A íàä R ñóùåñòâóþò ìàòðèöû C ∈ GLn(R), D ∈
GLm(R) òàêèå, ÷òî CAD = diag(a1, a2 . . . , ak, 0 . . . , 0), ãäå ai | ai+1 è

ak 6= 0. Ïðè ýòîì íàáîð èäåàëîâ (a1), (a2) . . . , (ak) íå çàâèñèò îò âûáîðà

îáðàòèìûõ ìàòðèö C è D.

5.58. Ïóñòü R � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ è F � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé

ñâîáîäíûé R-ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïîäìîäóëÿ G ìîäóëÿ

F ñóùåñòâóþò áàçèñ e1, e2, . . . , en ìîäóëÿ F è ýëåìåíòû a1, a2 . . . , ak ∈ R,
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ: e1a1, e2a2, . . . , ekak � áàçèñ ìîäóëÿ G,

ai | ai+1 è ak 6= 0. Ïðè ýòîì íàáîð èäåàëîâ (a1), (a2) . . . , (ak) íå çàâèñèò

îò âûáîðà áàçèñà ìîäóëÿ F.

5.59. Ïóñòü R � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ è F � ñâîáîäíûé R-ìîäóëü.

Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ F ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì.

5.60. Âñÿêèé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü M íàä êîëüöîì ãëàâíûõ

èäåàëîâ R èçîìîðôåí ìîäóëþ âèäà

Rn ⊕R/(pn11 )⊕R/(pn22 )⊕ . . .⊕R/(pnkk ),

ãäå p1, p2, . . . , p1 � íåðàçëîæèìûå ýëåìåíòû êîëüöà R. Äâà òàêèõ ìîäóëÿ

Rn ⊕R/(pn11 )⊕R/(pn22 )⊕ . . .⊕R/(pnkk )

è

Rm ⊕R/(qm1
1 )⊕R/(qm2

2 )⊕ . . .⊕R/(qml

l )

èçîìîðôíû â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà n = m, k = l è (pi) = (qπ(i)),

ni = mπ(i), i = 1 . . . n, äëÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè π íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

i = 1, . . . , n.
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Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì P è A ∈ EndP (V ). Îïå-

ðàöèÿ

v(
n∑
i=1

xiαi) =
n∑
i=1

Ai(v)αi(v ∈ V )

ïðåâðàùàåò V â ìîäóëü íàä àëãåáðîé P [x]. Ýòîò ìîäóëü áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç V (A).

5.61. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì P,

A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ëèíåéíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå V, è χA = ps11 . . . p
sm
m � ðàçëîæåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

ëèíåéíîãî îïåðòîðà A íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì P. Òîãäà

dimP C(A) =
m∑
i=1

∑
s,t

deg(pi) min(nis, nit),

ãäå {nij} � ñòåïåíè íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà pi, êîòîðûå âõîäÿò â pi-

ïðèìàðíóþ êîìïîíåíòó â ðàçëîæåíèè ìîäóëÿ V (A). Â ÷àñòíîñòè, ìè-

íèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàçìåðíîñòè C(A) äîñòèãàåòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè

ìèíèìàëüíûé è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåíû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

A ñîâïàäàþò.

5.62. Ïóñòü P � ïîëå. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ìèíèìàëüíûé è õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåíû ìàòðèöû A ∈Mn(P ) ñîâïàäàþò, òî dimP (C(A)) =

n è C(A) = {f(A) | f ∈ P [x]}.

5.63. Ïóñòü P � ïîëå è n > 2. Ïîêàæèòå, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåð-

íîñòü C(A) ñðåäè âñåõ íåñêàëÿðíûõ ìàòðèö A èçMn(P ) ðàâíà n2−2n+2.

Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðà n× n íàä ïîëåì P. Îïåðàöèÿ

v(
n∑
i=1

xiαi) =
n∑
i=1

vAiαi(v ∈ P n)

ïðåâðàùàåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-ñòðîê P n â ìîäóëü íàä àë-

ãåáðîé P [x]. Ýòîò ìîäóëü áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç M(A).

5.64. Ïóñòü A,B,C � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâåííî ðàçìåðîâ

n×n, m×m è n×m íàä ïîëåì P.Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè (χA, χB) = ps11 . . . p
sm
m

� ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà (χA, χB) íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïî-

ëåì P, òî
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1) ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ AX −XB = 0 ðàâíà

m∑
i=1

∑
s,t

deg(pi) min(nis, n
′
it),

ãäå {nis} è {n′it} � ñòåïåíè íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà pi, êîòîðûå

âõîäÿò â pi-ïðèìàðíóþ êîìïîíåíòó â ðàçëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ìî-

äóëÿ M(A) è ìîäóëÿ M(B);

2) ìàòðè÷íîå ðàâíåíèå AX −XB = C èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ⇔
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ìàòðèö A è B âçàèìíî ïðîñòû.

5.65. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì

P è A,B ∈ EndP (V ). Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè êàæäûé ëèíåéíûé îïåðàòîð,

êîììóòèðóþùèé ñ îïåðàòîðîì A, êîììóòèðóåò òàêæå è ñ îïåðàòîðîì B,

òî B = f(A), ãäå f ∈ P [x].

Â óïðàæíåíèÿõ 5.66-5.70 ÷åðåç Zn ÷åðåç îáîçíà÷åòñÿ îðòîãîíàëüíàÿ

öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè â

äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

5.66. ÏóñòüM � ïîäãðóïïà ðàíãà n ãðóïïû Zn è A � ìàòðèöà ïåðåõîäà

îò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà Zn ê áàçèñó e1, . . . , en ïîäãðóïïû M. Äîêàæèòå,

÷òî

det(A) =| Zn/M |=| {x ∈ Zn | x ∈ P} |,

ãäå P = {e1t1 + . . .+ entn | 0 6 ti < 1}.

5.67 (Ôîðìóëà Ïèêà). 1) Ïóñòü P � ïàðàëëåëîãðàìì íà ðåøåòêå Z2.

Ñ ïîìîùüþ ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ ïîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ïàðàëëå-

ëîãðàììà P âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

i(P ) +
i(∂(P ))

2
− 1,

ãäå i(P ) � ÷èñëî öåëûõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ ñòðîãî âíóòðè ïàðàëëåëî-

ãðàììà, è i(∂(P )) � ÷èñëî öåëûõ òî÷åê , ðàñïîëîæåííûõ íà åãî ãðàíèöå.

2) Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå ïåðâîãî ïóíêòà â ñëó÷àå, êîãäà P � ïðîñòîé

ìíîãîóãîëüíèê íà ðåøåòêå Z2.
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5.68. Ïóñòü P � ïàðàëëåëåïèïåä íà ðåøåòêå Z3. Ïîêàæèòå, ÷òî îáúåì

ïàðàëëåëåïèïåäà P âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

I1 +
I2

2
+
I3

4
+ 1,

ãäå I1 � ÷èñëî öåëûõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ ñòðîãî âíóòðè ïàðàëëåëåïè-

ïåäà P , I2 � ÷èñëî öåëûõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ ñòðîãî âíóòðè åãî ãðàíåé

è I3 � ÷èñëî öåëûõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ ñòðîãî âíóòðè åãî ðåáåð.

5.69. Ïóñòü P � ïðîñòîé ìíîãîóãîëüíèê, ðàñïîëîæåííûé íà äâó-

ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà R3, êîòîðîå çàäàåòñÿ

óðàâíåíèåì ax+by+cx = 0, (a, b, c ∈ Z, (a, b, c) = 1). Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè

âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà P èìåþò öåëûå êîîðäèíàòû, òî åãî ïëîùàäü

âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

(a3 + ab2)
√
a2 + b2 + c2(i(P ) +

i(∂(P ))

2
− 1),

ãäå i(P ) � ÷èñëî öåëûõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ ñòðîãî âíóòðè P , è i(∂(P ))

� ÷èñëî öåëûõ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íà åãî ãðàíèöå.

5.70. Îáîáùèòå óòâåðæäåíèÿ 5.68 è 5.69 íà ïðîèçâîëüíóþ ðàçìåðí-

òîñòü.

6 Ïðîåêòèâíûå è ñâîáîäíûå ìîäóëè

Ïðîåêòèâíûå ìîäóëè

Ïîäìíîæåñòâî X ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn ∈ X è r1, . . . , rn ∈ R èç ðàâåíñòâà∑n
i=1 xiri = 0 ñëåäóþò ðàâåíñòâà r1 = . . . = rn = 0. Åñëè ℵ � êàðäè-

íàëüíîå ÷èñëî è M èìååò ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó îáðàçóþùèõ X

ìîùíîñòè ℵ, òîM íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì ìîäóëåì ðàíãà ℵ; â ýòîì ñëó÷àå,

ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ìîäóëÿ M . Êàæäîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå

ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì ìîäóëåì.

6.1. Êàæäûé ìîäóëü èçîìîðôåí ôàêòîðìîäóëþ ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ.
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6.2. Ïóñòü R � êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà S = EndR(R
(N)
R )

èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì SS ∼= SS ⊕ SS.

6.3. Ïóñòü R � íåíóëåâîå êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè R
(α)
R
∼= R

(β)
R è α

� áåñêîíå÷íîå êàðäèíàëüíîå ÷èñëî, òî α = β.

6.4. Ïîêàæèòå, ÷òî íàä íåíóëåâûì êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü

ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà R � òåëî.

6.5. Äëÿ ïðàâîãî R-ìîäóëÿ P ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) P � ïðîåêòèâíûé ìîäóëü;

2) êàæäûé ýïèìîðôèçì f ∈ HomR(M,P ) ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïëÿþùèìñÿ;

3) äëÿ êàæäîãî ýïèìîðôèçìà f ∈ HomR(A,B) è ëþáîãî ãîìîìîðôèç-

ìà g ∈ HomR(P,B) ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì h ∈ HomR(P,A), ÷òî

g = hf ;

4) äëÿ êàæäîãî ñåìåéñòâà îáðàçóþùèõ {xi}i∈I ìîäóëÿ P ñóùåñòâóåò

òàêîå ñåìåéñòâî {fi}i∈I , ãäå fi ∈ HomR(P,RR) äëÿ ëþáîãî i ∈ I, ÷òî äëÿ
êàæäîãî p ∈ P fi(p) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ i ∈ I è p =

∑
i∈I pfi(p);

5) äëÿ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà îáðàçóþùèõ {xi}i∈I ìîäóëÿ P ñóùåñòâóåò

òàêîå ñåìåéñòâî {fi}i∈I , ãäå fi ∈ HomR(P,RR) äëÿ ëþáîãî i ∈ I, ÷òî äëÿ
êàæäîãî p ∈ P fi(p) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ i ∈ I è p =

∑
i∈I pfi(p).

6.6. Ïóñòü R � êîëüöî è E ∈ Mm(R), F ∈ Mn(R) � èäåìïîòåíòíûå

ìàòðèöû. Ïîêàæèòå, ÷òî ERm
R
∼= FRn

R â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà äëÿ íåêî-

òîðûõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë s è t, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó

m+ s = n+ t, ìàòðèöû E ⊕ 0s, F ⊕ 0t ∈Mm+s(R) ñîïðÿæåíû.

Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíî-ñâîáîäíûì, åñëè äëÿ êàæäûõm,n ∈
N âûïîëíåíà èìïëèêàöèÿ

Rn
R
∼= Rm

R ⇒ n = m.

6.7. Ïîêàæèòå, ÷òî êîëüöî R ïðîåêòèâíî-ñâîáîäíî â òî÷íîñòè òîãäà,

êîãäà äëÿ êàæäîãî n ∈ N âñÿêàÿ èäåìïîòåíòíàÿ ìàòðèöà E ∈ Mn(R)

ñîïðÿæåíà ìàòðèöå âèäà diag(1, . . . , 1, 0 . . . , 0).
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6.8. Ïóñòü I � èäåàë êîëüöà R è I ⊂ J(R). Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè R/I �

ïðîåêòèâíî-ñâîáîäíîå êîëüöî, òî êîëüöî R òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíî-

ñâîáîäíûì.

6.9. Ïîêàæèòå, ÷òî â êàæäîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ êîëüöîR ÿâëÿåòñÿ

ïðîåêòèâíî-ñâîáîäíûì:

1) R � òåëî;

2) R � îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ;

3) R � ëîêàëüíîå êîëüöî;

4) R = S[[x]], ãäå S � ïðîåêòèâíî-ñâîáîäíîå êîëüöî.

Íàñëåäñòâåííûå è ïîëóíàñëåäñòâåííûå êîëüöà

ÌîäóëüM íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííûì (ñîîòâ., ïîëóíàñëåäñòâåííûì),

åñëè êàæäûé (ñîîòâ., êîíå÷íî ïðîæäåííûé) ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M ÿâëÿ-

åòñÿ ïðîåêòèâíûì. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííûì ñïðàâà, åñëè

ìîäóëü RR � íàñëåäñòâåííûé ñïðàâà. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå

ïîëóíàñëåäñâåííîãî ñïðàâà êîëüöà.

6.10. Ïóñòü I � âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, {Mi}i∈I � öåïü

ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M è ∪i∈IMi = M. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ êàæäîãî

i ∈ I âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Mi = (∪j<iMj)⊕M ′
i , ãäå M

′
i 6M, òî

M = ⊕i∈IM ′
i .

6.11. 1) Ïóñòü (Pi)i∈I � ñåìåéñòâî íàñëåäñòâåííûõ ïðàâûõ R � ìîäóëåé.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî ïîäìîäóëÿ N ìîäóëÿ ⊕i∈IPi èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

N ∼= ⊕i∈IP ′i ,

ãäå P ′i 6 Pi � ïðîåêòèâíûé ìîäóëü äëÿ êàæäîãî i ∈ I;

2) Ïóñòü (Pi)i∈I � ñåìåéñòâî ïîëóíàñëåäñòâåííûõ ïðàâûõ R-ìîäóëåé.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî ïîäìîäóëÿ N ìîäóëÿ ⊕i∈IPi
èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

N ∼= P ′1 ⊕ . . .⊕ P ′n,

ãäå P ′1 6 Pi1, . . . , P
′
n 6 Pin � ïðîåêòèâíûå ìîäóëè è {i1, . . . , in} ⊂ I.
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6.12. 1) Åñëè R � íàñëåäñòâåííîå ñïðàâà êîëüöî, òî êàæäûé ïîäìîäóëü

ïðîåêòèâíîãî ïðàâîãî R � ìîäóëÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì è èçîìîðôåí

ïðÿìîé ñóììå ïðàâûõ èäåàëîâ êîëüöà R.

2) Åñëè R � ïîëóíàñëåäñòâåííîå ñïðàâà êîëüöî, òî êàæäûé êîíå÷íî

ïîðîæäåííûé ïîäìîäóëü ïðîåêòèâíîãî ïðàâîãî R � ìîäóëÿ ÿâëÿåòñÿ ïðî-

åêòèâíûì è èçîìîðôåí êîíå÷íîé ïðÿìîé ñóììå êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ

ïðàâûõ èäåàëîâ êîëüöà R.

Ïðàâûé R-ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ pèêêàðòîâûì ìîäóëåì, åñëè äëÿ

êàæäîãî ϕ ∈ S = EndR(M) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Kerϕ = eM , ãäå

e2 = e ∈ S. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ðèêêàðòîâûì ñïðàâà (èëè ïðàâûì

p.p.-êîëüöîì), åñëè ìîäóëü RR ÿâëÿåòñÿ ðèêêàðòîâûì.

6.13. Ïîêàæèòå, ÷òî êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ðèêêàðòîâûì ñïðàâà â òî÷íî-

ñòè òîãäà, êîãäà êàæäûé öèêëè÷åñêèé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ RR ïðîåêòèâåí.

6.14. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ êîëüöà R è ôèêñèðîâàí-

íîãî n ∈ N:

1) êàæäûé n-ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ

ðèêêàðòîâûì ìîäóëåì;

2) ñâîáîäíûé ïðàâûé R-ìîäóëü R
(n)
R ÿâëÿåòñÿ ðèêêàðòîâûì ìîäóëåì;

3) Matn(R) ÿâëÿåòñÿ ðèêêàðòîâûì ñïðàâà êîëüöîì;

4) êàæäûé n-ïîðîæäåííûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ïðåêòèâ-

íûì ïðàâûì R-ìîäóëåì.

6.15. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ êîëüöà R:

1) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâ-

ëÿåòñÿ ðèêêàðòîâûì ìîäóëåì;

2) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ñâîáîäíûé ïðàâûé R- ìîäóëü ÿâëÿ-

åòñÿ ðèêêàðòîâûì ìîäóëåì ;

3) Matn(R) ÿâëÿåòñÿ ðèêêàðòîâûì ñïðàâà êîëüöîì äëÿ êàæäîãî n ∈ N;

4) R � ïîëóíàñëåäñòâåííîå ñïðàâà êîëüöî;
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5) äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n êîëüöî Matn(R) ÿâëÿåòñÿ ïî-

ëóíàñëåäñòâåííûì ñïðàâà.

7 Ìîäóëè ñ óñëîâèÿìè íà ïðÿìûå ñëàãàåìûå

I-êîíå÷íûå ìîäóëè

7.1. Äëÿ ïðàâîãîR � ìîäóëÿM èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè A1 ⊂ A2 ⊂ . . . � áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ öåïî÷êà ïðÿ-

ìûõ ñëàãàåìûõ ìîäóëÿ M , òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî

óáûâàþùàÿ öåïî÷êà ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ B1 ⊃ B2 ⊃ . . . ìîäóëÿ M ,

÷òî M = Ai ⊕Bi äëÿ êàæäîãî i;

2) åñëè B1 ⊃ B2 ⊃ . . . � áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà ïðÿ-

ìûõ ñëàãàåìûõ ìîäóëÿM , òî ñóùåñòâóþò òàêèå íåíóëåâûå ïîäìîäó-

ëè C1, C2, . . . ìîäóëÿM , ÷òîM = C1⊕ . . .⊕Cn⊕Bn è ⊕∞i=n+1Ci ⊂ Bn

äëÿ êàæäîãî n.

7.2. Äëÿ ïðàâîãî R � ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) êàæäàÿ óáûâàþùàÿ öåïî÷êà ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ìîäóëÿ M ñòàáèëè-

çèðóåòñÿ;

2) êàæäàÿ âîçðàñòàþùàÿ öåïî÷êà ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ìîäóëÿ M ñòàáè-

ëèçèðóåòñÿ;

3) êîëüöî End(M) íå ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà âçàèìîîðòîãîíàëü-

íûõ íåíóëåâûõ èäåìïîòåíòîâ;

4) êîëüöî End(M) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìàêñèìàëüíîñòè äëÿ èäåì-

ïîòåíòîâ;

5) êîëüöî End(M) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìèíèìàëüíîñòè äëÿ èäåìïî-

òåíòîâ.

SSP - è SIP -ìîäóëè
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ÌîäóëüM íàçûâàåòñÿ SSP -ìîäóëåì (ñîîòâ., SIP -ìîäóëåì), åñëè ñóì-

ìà (ñîîòâ., ïåðåñå÷åíèå) äâóõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ìîäóëÿM ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-

ìûì ñëàãàåìûì ìîäóëÿM . Åñëè â ìîäóëåM ñóììà (ñîîòâ., ïåðåñå÷åíèå)

ëþáîãî ñåìåéñòâà ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì, òî ìî-

äóëü M íàçûâàåòñÿ SSSP -ìîäóëåì (ñîîòâ., SSIP -ìîäóëåì).

Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

7.3. ÏóñòüM � ïðàâûé R-ìîäóëü, π � ïðîåêöèÿ íà ïåðâîå ïðÿìîå ñëà-

ãàåìîå îòíîñèòåëüíî ðàçëîæåíèÿM = A1⊕A2 è π
′ � ïðîåêöèÿ íà ïåðâîå

ïðÿìîå ñëàãàåìîå îòíîñèòåëüíî ðàçëîæåíèÿ M = B1 ⊕ B2. Ïîêàæèòå,

÷òî:

1) Im(π′π) = (A1 +B2) ∩B1;

2) Im(π′π|B2
) = B1 ∩ (A1 +B2) ∩ (A2 +B2);

3) Ker(π′π) = A1 ∩B2 + A2;

4) Ker(π′π|B2
) = A1 ∩B2 + A2 ∩B2.

7.4. Äëÿ ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � SSP -ìîäóëü;

2) äëÿ êàæäîãî ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ M = M1 ⊕M2 îáðàç ëþáîãî ãî-

ìîìîðôèçìà f ∈ Hom(M1,M2) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì â M .

Ãîìîìîðôèçì f ∈ HomR(M,N) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè îáðàç è

ÿäðî f ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ñëàãàåìûìè ñîîòâåòñòâåííî â N è M.

7.5. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü, f, g ∈ EndR(M) � ðåãóëÿðíûå

ãîìîìîðôèçìû è M = Ker(f) ⊕ A = Im(f) ⊕ B, M = Ker(g) ⊕ A′ =

Im(g)⊕B′. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

1) Im(fg) = f(A ∩ (Im(g) + Ker(f)));

2) Ker(fg) = g−1
|A′(Im(g) ∩Ker(f)) + Ker(g).

7.6. Äëÿ ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
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1) M � SSP -ìîäóëü;

2) åñëè π, π′ � èäåìïîòåíòû êîëüöà EndR(M), òî Im(π′π) � ïðÿìîå

ñëàãàåìîå ìîäóëÿ M ;

3) åñëè f, g ∈ EndR(M) � ðåãóëÿðíûå ãîìîìîðôèçìû, òî Im(fg) � ïðÿ-

ìîå ñëàãàåìîå ìîäóëÿ M .

7.7. Äëÿ ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � SIP -ìîäóëü;

2) äëÿ êàæäîãî ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ M = M1⊕M2 ÿäðî ëþáîãî ãîìî-

ìîðôèçìà f ∈ Hom(M1,M2) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì â M .

7.8. Äëÿ ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � SIP -ìîäóëü;

2) åñëè π, π′ � èäåìïîòåíòû êîëüöà EndR(M), òî Ker(π′π) � ïðÿìîå

ñëàãàåìîå ìîäóëÿ M ;

3) åñëè f, g ∈ EndR(M) � ðåãóëÿðíûå ãîìîìîðôèçìû, òî Ker(fg) �

ïðÿìîå ñëàãàåìîå ìîäóëÿ M .

7.9. 1) Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ïðîåêòèâíûé (ñâîáîäíûé) SSP -ìîäóëü

ÿâëÿåòñÿ SIP -ìîäóëåì.

2) Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ñâîáîäíûé SSP -ìîäóëü, êîòîðûé íå ÿâ-

ëÿåòñÿ SIP -ìîäóëåì.

7.10. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � íàñëåäñòâåííîå ñïðàâà êîëüöî;

2) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðîåêòèâíûé (ñâîáîäíûé) ïðàâûé ìîäóëü

ÿâëÿåòñÿ SIP -ìîäóëåì;

3) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðîåêòèâíûé (ñâîáîäíûé) ïðàâûé ìîäóëü

ÿâëÿåòñÿ SSP -ìîäóëåì.

Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ äóàëüíî pèêêàðòîâûì ìîäóëåì, åñëè äëÿ êàæ-

äîãî ϕ ∈ S = EndR(M) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Imϕ = eM , ãäå e2 = e ∈ S.
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7.11. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäûé ðèêêàðòîâûé (ñîîòâ., äóàëüíî ðèêêàð-

òîâûé) ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ SIP -ìîäóëåì (ñîîòâ., SSP -ìîäóëåì).

Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ áýðîâñêèì ìîäóëåì, åñëè rM(I) ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-

ìûì ñëàãàåìûì ìîäóëÿ M äëÿ êàæäîãî ëåâîãî èäåàëà I â S. Ìîäóëü M

íàçûâàåòñÿ äóàëüíî áýðîâñêèì ìîäóëåì, åñëè
∑

ϕ∈I Imϕ ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-

ìûì ñëàãàåìûì ìîäóëÿ M äëÿ êàæäîãî ïðàâîãî èäåàëà I êîëüöà S.

7.12. 1) Ïîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ áýðîâñêèì â òî÷íîñòè òîãäà,

êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ ðèêêàðòîâûì è SSIP -ìîäóëåì.

2) Ïîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ äóàëüíî áýðîâñêèì â òî÷íîñòè òî-

ãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ äóàëüíî ðèêêàðòîâûì è SSSP -ìîäóëåì.

Ci− è Di-ìîäóëè (i = 2, 3)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðàâîãîR � ìîäóëÿM îïðåäåëèì ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ.

(C2) Åñëè A è B � ïîäìîäóëè ìîäóëÿ M, A ∼= B è B � ïðÿìîå ñëàãà-

åìîå ìîäóëÿ M, òî A ïðÿìîå ñëàãàåìîå ìîäóëÿ M .

(C3) Åñëè M1 è M2 � ïðÿìûå ñëàãàåìûå ìîäóëÿ M è M1 ∩M2 = 0, òî

M1 ⊕M2 � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ìîäóëÿ M .

(D2) Åñëè A � ïîìîäóëü ìîäóëÿ M è ôàêòîðìîäóëü M/A èçîìîðôåí

ïðÿìîìó ñëàãàåìîìó ìîäóëÿ M , òî A � ïðÿìîå ñëàãàåìîå M .

(D3) Åñëè M1 è M2 � ïðÿìûå ñëàãàåìûå ìîäóëÿ M è M1 + M2 = M ,

òî M1 ∩M2 � ïðÿìîå ñëàãàåìîå M .

Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ C2-ìîäóëåì (ñîîòâ., C3, D2, D3), åñëè îí óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ C2 (ñîîòâ., C3, D2, D3). Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ïðà-

âûì Ñ2-êîëüöîì (ñîîîòâ., Ñ3-êîëüöîì), åñëè RR � C2-ìîäóëü (ñîîòâ., C3-

ìîäóëü).

7.13. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) âñÿêèé C2-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ C3-ìîäóëåì;

2) âñÿêèé D2-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ D3-ìîäóëåì.

7.14. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ:
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1) åñëèM �D3-ìîäóëü, òî äëÿ êàæäîãî ðàçëîæåíèÿM = A⊕B ìîäóëÿ

M è êàæäîãî ãîìîìîðôèçìà f : A→ B, ó êîòîðîãî Im(f) � ïðÿìîå

ñëàãàåìîå ìîäóëÿ M, ÿäðî f ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì M ;

2) åñëèM � C3-ìîäóëü, òî äëÿ êàæäîãî ðàçëîæåíèÿM = A⊕B ìîäóëÿ

M è êàæäîãî ãîìîìîðôèçìà f : A→ B, ó êîòîðîãîKer(f) � ïðÿìîå

ñëàãàåìîå ìîäóëÿ M, îáðàç f ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì M .

7.15. Ïóñòü M ïðàâûé R-ìîäóëü. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè ìîäóëü M ⊕M ÿâëÿåòñÿ D3-ìîäóëåì, òî M � D2-ìîäóëü;

2) Åñëè ìîäóëü M ⊕M ÿâëÿåòñÿ C3-ìîäóëåì, òî M � C2-ìîäóëü.

7.16. Ïóñòü M ïðàâûé R-ìîäóëü. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ:

1) êàæäàÿ (êîíå÷íàÿ) ïðÿìàÿ ñóììà êîïèé ìîäóëÿ M ÿâëÿåòñÿ C3-

ìîäóëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ (êîíå÷íàÿ ) ïðÿìàÿ

ñóììà êîïèé ìîäóëÿ M ÿâëÿåòñÿ C2-ìîäóëåì;

2) êàæäàÿ (êîíå÷íàÿ) ïðÿìàÿ ñóììà êîïèé ìîäóëÿ M ÿâëÿåòñÿ D3-

ìîäóëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ (êîíå÷íàÿ ) ïðÿìàÿ

ñóììà êîïèé ìîäóëÿ M ÿâëÿåòñÿ D2-ìîäóëåì.

7.17. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìîäóëÿM ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � D3-ìîäóëü;

2) äëÿ êàæäûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ A,B ìîäóëÿ M òàêèõ, ÷òî A+B =

M, è âñÿêîãî ãîìîìîðôèçìà f : M → M/A ∩ B ñóùåñòâóåò ãîìî-

ìîðôèçì g, äëÿ êîòîðîãî êîììóòàòèâíà äèãðàììà

M M/A ∩B

M

-π

Q
Q

Q
Q

QQk g 6
f ,

ãäå π : M →M/A ∩B � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì.
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7.18. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìîäóëÿM ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � C3-ìîäóëü;

2) äëÿ êàæäûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ A,B ìîäóëÿM òàêèõ, ÷òî A∩B = 0,

è âñÿêîãî ãîìîìîðôèçìà f : A + B → M ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì

g, äëÿ êîòîðîãî êîììóòàòèâíà äèãðàììà

A+B M

M
?

f

-ι

�
�

�
�
�	

g
,

ãäå ι : A+B →M � åñòåñòâåííîå âëîæåíèå.

7.19. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ïðîåêòèâíûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿD2-ìîäóëåì.

7.20. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ïðàâîå C2-êîëüöî;

2) êàæäûé R-èçîìîðôèçì f : rR → eR, ãäå r ∈ R è e = e2 ∈ R,

ïðîäîëæàåòñÿ äî íåêîòîðîãî ãîìîìîðôèçìà f ′ : RR → eR;

3) åñëè r(r) = r(e), ãäå r ∈ R è e = e2 ∈ R, òî e ∈ Rr;

4) åñëè r(r) = r(e), ãäå r ∈ R è e = e2 ∈ R, òî Re = Rr.

7.21. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ïðàâîå C3-êîëüöî;

2) åñëè e, f � èäåìïîòåíòû èç êîëüöà R è eR ∩ fR = 0, òî R(1 − e) +

R(1− f) = R;

3) åñëè e, f � èäåìïîòåíòû èç êîëüöà R è eR ∩ fR = 0, òî (1− e)fR =

gR, ãäå g = g2 ∈ R ;

4) åñëè e, f � èäåìïîòåíòû èç êîëüöà R è eR ∩ fR = 0, òî R(1− e)f =

Rf.
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Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ SSP -êîëüöîì, åñëè RR � SSP -ìîäóëü. Åñëè RR

� SIP -ìîäóëü, òî êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ïðàâûì SIP -êîëüöîì. Àíàëîãè÷-

íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå ëåâîãî SIP -êîëüöà.

7.22. Äëÿ ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M ÿâëÿåòñÿ D3-ìîäóëåì è SSP -ìîäóëåì;

2) M ÿâëÿåòñÿ C3-ìîäóëåì è SIP -ìîäóëåì;

3) M ÿâëÿåòñÿ SSP -ìîäóëåì è SIP -ìîäóëåì;

4) åñëè f, g ∈ EndR(M) � ðåãóëÿðíûå ãîìîìîðôèçìû, òî fg � ðåãóëÿð-

íûé ãîìîìîðôèçì;

5) EndR(M) � SSP -êîëüöî.

7.23. Äëÿ ñâîáîäíîãî (ïðîåêòèâíîãî) ïðàâîãî R-ìîäóëÿM ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � SSP -ìîäóëü;

2) EndR(M) � SSP -êîëüöî.

7.24. Ïóñòü R � êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî RR � SSP -ìîäóëü â òî÷íîñòè

òîãäà, êîãäà RR � SSP -ìîäóëü.

7.25. 1) Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðàâîå SIP -êîëüöî, êîòîðîå íå

ÿâëÿåòñÿ ëåâûì SIP -êîëüöîì.

2) Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò SIP -êîëüöî, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ SSP -

êîëüöîì.

7.26. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû äëÿ ìîäóëÿM :

1) åñëè M/A � ïðîñòîé ìîäóëü è B � òàêîé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M , ÷òî

M/A ∼= B 6d M , òî A 6d M ;

2) äëÿ ëþáûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ A,B ìîäóëÿM òàêèõ, ÷òîM/A,M/B

� ïðîñòûå ìîäóëè, A ∩B 6d M ;
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3) äëÿ ëþáûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ A,B ìîäóëÿM òàêèõ, ÷òîM/A,M/B

� ïðîñòûå ìîäóëè è A+B = M , A ∩B � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ìîäóëÿ

M ;

4) åñëè X1, X2, . . . , Xn � ïðÿìûå ñëàãàåìûå ìîäóëÿM èM/X1,M/X2,

. . .,M/Xn � ïðîñòûå ìîäóëè, òî ∩ni=1Xi � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ìîäóëÿ

M .

7.27. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû äëÿ ìîäóëÿM :

1) åñëè M/A � ïîëóïðîñòîé ìîäóëü è B � òàêîé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M ,

÷òî M/A ∼= B 6d M , òî A 6d M ;

2) äëÿ ëþáûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ A,B ìîäóëÿM òàêèõ, ÷òîM/A,M/B

� ïîëóïðîñòûå ìîäóëè, A ∩B 6d M ;

3) äëÿ ëþáûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ A,B ìîäóëÿM òàêèõ, ÷òîM/A,M/B

� ïîëóïðîñòûå ìîäóëè è A + B = M , A ∩ B � ïðÿìîå ñëàãàåìîå

ìîäóëÿ M ;

4) åñëè X1, X2, . . . , Xn � ïðÿìûå ñëàãàåìûå ìîäóëÿM èM/X1,M/X2,

. . ., M/Xn � ïîëóïðîñòûå ìîäóëè, òî ∩ni=1Xi � ïðÿìîå ñëàãàåìîå

ìîäóëÿ M .

7.28. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû äëÿ ìîäóëÿM :

1) äëÿ âñÿêèõ ïðîñòûõ ïîäìîäóëåé A,B ìîäóëÿ M èç óñëîâèé A ∼= B,

B 6d M ñëåäóåò, ÷òî A 6d M ;

2) äëÿ ëþáûõ ïðîñòûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ A,B ìîäóëÿ M âûïîëíåíî

óñëîâèå A+B 6d M ;

3) äëÿ âñÿêèõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïîëóïðîñòûõ ïîäìîäóëåé A,B ìî-

äóëÿ M èç óñëîâèé A ∼= B, B 6d M ñëåäóåò, ÷òî A 6d M ;

4) äëÿ ëþáûõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïîëóïðîñòûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ

A,B ìîäóëÿ M âûïîëíåíî óñëîâèå A+B 6d M .

7.29. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû äëÿ ìîäóëÿM :
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1) äëÿ ëþáûõ ïîëóïðîñòûõ ïîäìîäóëåé A, B ìîäóëÿ M èç óñëîâèÿ

A ∼= B 6d M , ñëåäóåò, ÷òî A 6d M ;

2) äëÿ ëþáûõ ïîëóïðîñòûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ A,B ìîäóëÿ M, A +

B 6d M ;

3) äëÿ ëþáûõ ïîëóïðîñòûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ A,B ìîäóëÿM èç óñëî-

âèÿ A ∩B = 0, ñëåäóåò, ÷òî A+B 6d M ;

4) åñëè X1, X2, . . . , Xn � ïîëóïðîñòûå ïðÿìûå ñëàãàåìûå ìîäóëÿ M è

X1, X2, . . ., Xn ∈ A, òî
∑n

i=1Xi � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ìîäóëÿ M .

8 Ïîðîæäàþùèå è êîïîðîæäàþùèå ìîäóëè.

Ïîðîæäàþùèå ìîäóëè

Ïóñòü A � íåïóñòîé êëàññ ïðàâûõ R-ìîäóëåé. Ãîâîðÿò, ÷òî ïðàâûé R-

ìîäóëü M A-ïîðîæäåí èëè ïîðîæäàåòñÿ êëàññîì A, åñëè ñóùåñòâóåò

ýïèìîðôèçì f : ⊕i∈INi → M, ãäå {Ni}i∈I ⊂ A. Åñëè A = {A}, òî
ãîâîðÿò, ÷òî ìîäóëüM A-ïîðîæäåí èëè ïîðîæäàåòñÿ ìîäóëåì A. Êëàññ

âñåõ ìîäóëåé, ïîðîæäåííûõ êëàññîì A (ñîîòâ., ìîäóëåì A), îáîçíà÷åòñÿ

÷åðåç Gen(A) (ñîîòâ., Gen(A)).

8.1. Ïóñòü A � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïðàâûõ R-ìîäóëåé è M � ïðàâûé

R-ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) ìîäóëü M A-ïîðîæäåí;

2) äëÿ êàæäûõ ðàçëè÷íûõ ãîìîìîðôèçìîâ f, g ∈ HomR(M,N) ñóùå-

ñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì h ∈ HomR(A,M), ãäå A ∈ A, ÷òî fh 6=
gh;

3) äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî ãîìîìîðôèçìà f ∈ HomR(M,N) ñóùåñòâó-

åò òàêîé ãîìîìîðôèçì h ∈ HomR(A,M), ãäå A ∈ A, ÷òî fh 6= 0.
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Ãîâîðÿò, ÷òî êëàññ A ïðàâûõ R-ìîäóëåé ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì (äëÿ

Mod−R), åñëè êàæäûé ïðàâûé R-ìîäóëü ïîðîæäàåòñÿ êëàññîì A. Ïðà-
âûé R-ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùèì (èëè îáðàçóþùèì), åñëè

Gen(M) = Mod-R.

8.2. Ïóñòü A � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïðàâûõ R-ìîäóëåé. Ïîêàæèòå,

÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) êëàññ A ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì;

2) äëÿ êàæäûõ ïðàâûõ R-ìîäóëåé M,N ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï

F : HomR(M,N)→ Hom(HomR(⊕A∈AA,M),HomR(⊕A∈AA,N)),

äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó F : f 7→ (g 7→ gf), ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèç-

ìîì;

3) ãîìîìîðôèçì f : M → N ïðàâûõ R-ìîäóëåé ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì,

åñëè ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï HomR(⊕A∈AA, f) íóëåâîé;

4) åñëè äëÿ ãîìîìîðôèçìà f ∈ HomR(M,N) ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ

ãðóïï HomR(⊕A∈AA, f) ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì, òî f � ýïèìîðôèçì;

5) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîìîðôèçìîâ ïðàâûõ R-ìîäóëåé

M1 M2 M3
-

f
-

g

ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, åñëè òî÷íà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîìîðôèçìîâ àáåëåâûõ ãðóïï

HomR(⊕A∈AA,M1) HomR(⊕A∈AA,M2) HomR(⊕A∈AA,M3)- - .

Ïóñòü A � íåïóñòîé êëàññ ïðàâûõ R-ìîäóëåé èM � ïðàâûé R-ìîäóëü.

Ïîäìîäóëü ∑
f∈HomR(X,M),X∈A

f(X).

ìîäóëÿM íàçûâàåòñÿA-ñëåäîì âM è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Tr(A,M). Åñëè

A = {A}, òî A-ñëåä â M îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Tr(A,M).

8.3. Ïóñòü A � íåïóñòîé êëàññ ïðàâûõ R-ìîäóëåé è M � ïðàâûé

R-ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî:
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1) Tr(A,M) � âïîëíå èíâàðèàíòíûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M ;

2) Tr(A,M) � íàèáîëüøèé A-ïîðîæäåííûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M ;

3) åñëè {Mi}i∈I � ìíîæåñòâî ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M è M = ⊕i∈IMi, òî

Tr(A,M) = ⊕i∈I Tr(A,Mi);

4) åñëè {Ai}i∈I � ìíîæåñòâî ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ A è A = ⊕i∈IAi, òî

Tr(A,M) = ⊕i∈I Tr(Ai,M);

5) åñëè e, f ∈ S = EndR(M) � èäåìïîòåíòû, òo Tr(eM, fM) = fSeM.

8.4. Ïóñòü R � ïðîñòîå êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé íåíóëåâîé

ïðàâûé èäåàë êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì îáúåêòîì â êàòåãîðèè

Mod−R.

Êîïðîæäàþùèå ìîäóëè

Ïóñòü A � íåïóñòîé êëàññ ïðàâûõ R-ìîäóëåé. Ãîâîðÿò, ÷òî ìîäóëü

M ∈ Mod−R A-êîïîðîæäåí èëè êîïîðîæäàåòñÿ êëàññîì A, åñëè ñóùå-
ñòâóåò ìîíîìîðôèçì f : M →

∏
i∈I Ni, ãäå {Ni}i∈I ⊂ A. Åñëè A = {A},

òî ãîâîðÿò, ÷òî ìîäóëü M A-êîïîðîæäåí èëè êîïîðîæäàåòñÿ ìîäóëåì

A. Êëàññ âñåõ ìîäóëåé, êîïîðîæäåííûõ êëàññîì A (ñîîòâ., ìîäóëåì A),

îáîçíà÷åòñÿ ÷åðåç Cog(A) (ñîîòâ., Cog(A)).

8.5. Ïóñòü A � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïðàâûõ R-ìîäóëåé è M � ïðàâûé

R-ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) ìîäóëü M A-ïîðîæäåí;

2) äëÿ êàæäûõ ðàçëè÷íûõ ãîìîìîðôèçìîâ f, g ∈ HomR(N,M) ñóùå-

ñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì h ∈ HomR(M,A), ãäå A ∈ A, ÷òî hf 6=
hg;

3) äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî ãîìîìîðôèçìà f ∈ HomR(N,M) ñóùåñòâó-

åò òàêîé ãîìîìîðôèçì h ∈ HomR(M,A), ãäå A ∈ A, ÷òî hf 6= 0.

Ãîâîðÿò, ÷òî êëàññ A ïðàâûõ R-ìîäóëåé ÿâëÿåòñÿ êîïîðîæäàþùèì

(äëÿ Mod−R), åñëè êàæäûé ìîäóëü êîïîðîæäàåòñÿ êëàññîì A.

81



8.6. Ïóñòü A � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïðàâûõ R-ìîäóëåé. Ïîêàæèòå,

÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) êëàññ A ÿâëÿåòñÿ êîïîðîæäàþùèì;

2) äëÿ êàæäûõ ïðàâûõ R-ìîäóëåé M,N ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï

F : HomR(M,N)→ Hom(HomR(N,
∏
A∈A

A),HomR(M,
∏
A∈A

A)),

äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó F : f 7→ (g 7→ fg), ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèç-

ìîì;

3) ãîìîìîðôèçì f : M → N ïðàâûõ R-ìîäóëåé ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì,

åñëè ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï HomR(f,
∏

A∈AA) íóëåâîé;

4) åñëè äëÿ ãîìîìîðôèçìà f ∈ HomR(M,N) ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ

ãðóïï HomR(f,
∏

A∈AA) ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì, òî f � ìîíîìîð-

ôèçì;

5) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîìîðôèçìîâ ïðàâûõ R-ìîäóëåé

M1 M2 M3
-

f
-

g

ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, åñëè òî÷íà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìîìîðôèçìîâ àáåëåâûõ ãðóïï

HomR(M3,
∏
A∈A

A) HomR(M2,
∏
A∈A

A) HomR(M1,
∏
A∈A

A)- - .

Ïóñòü A � íåïóñòîé êëàññ ïðàâûõ R-ìîäóëåé èM � ïðàâûé R-ìîäóëü.

Ïîäìîäóëü ⋂
f∈HomR(M,X),X∈A

Ker(f).

ìîäóëÿ M îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Re(M,A). Åñëè A = {A}, òî ýòîò ïîäìî-
äóëü îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Re(M,A).

8.7. Ïóñòü A � íåïóñòîé êëàññ ïðàâûõ R-ìîäóëåé è M � ïðàâûé

R-ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) Re(M,A) � âïîëíå èíâàðèàíòíûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M ;
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2) Re(M,A) � íàèìåíüøèé ñðåäè òàêèõ ïîäìîäóëåé X ìîäóëÿ M, ÷òî

ôàêòîðìîäóëü M/X êîïîðîæäåí êëàññîì A;

3) åñëè {Mi}i∈I � ìíîæåñòâî ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M è M = ⊕i∈IMi, òî

Re(M,A) = ⊕i∈I Re(Mi,A);

4) åñëè {Ai}i∈I � ìíîæåñòâî ïðàâûõ R-ìîäóëåé, òî

Re(M,
∏
i∈I

Ai) = Re(M,
⊕
i∈I

Ai) =
⋂
i∈I

Re(M,Ai);

5) åñëè e, f ∈ S = EndR(M) � èäåìïîòåíòû, òo Re(eM, fM) = {m ∈
eM | fSem = 0}.

Ïîäïðîæäàþùèå ìîäóëè

ÏóñòüA � íåïóñòîé êëàññ ïðàâûõR-ìîäóëåé. Ãîâîðÿò, ÷òî ìîäóëüM ∈
Mod-RA-ïîäïîðîæäåí èëè ïîäïîðîæäàåòñÿ êëàññîìA, åñëè ñóùåñòâóåò
ìîíîìîðôèçì f : M → N, ãäå N ∈ Gen(A). Åñëè A = {A}, òî ãîâîðÿò,
÷òî ìîäóëü M A-ïîäïîðîæäåí èëè ïîäïîðîæäàåòñÿ ìîäóëåì A. Ïîëíàÿ

ïîäêàòåãîðèÿ êàòåãîðèè ïðàâûõR-ìîäóëåé, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ

âñå ìîäóëè ïîäïîðîæäåííûå êëàññîì A (ñîîòâ., ìîäóëåì A), îáîçíà÷åòñÿ

÷åðåç σ(A) (ñîîòâ., σ(A)).

8.8. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíî-

ñèëüíû:

1) σ(M) = Mod-R;

2) RR ∈ σ(M);

3) äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóåò ìîíîìîðôèçì φ :

Rn
R →M ;

4) Gen({xR | x ∈M (N)}) = Mod-R.

ÌîäóëüM íàçûâàåòñÿ ñàìîïîðîæäàþùèìñÿ, åñëèM ïîðîæäàåò êàæ-

äûé ñâîé ïîäìîäóëü.
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8.9. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü è S = EndR(M). Ïîêàæèòå, ÷òî

åñëè:

1) SM � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü, òî σ(M) = Mod-R/r(M);

2) R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî è MR � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü,

òî σ(M) = Mod-R/r(M).

8.10. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíî-

ñèëüíû:

1) σ(M) = Gen(M);

2) M (N) � ñàìîïîðîæäàþùèéñÿ ìîäóëü;

3) M ïîðîæäàåò êàæäûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M (N);

4) äëÿ êàæäîãî n ∈ N è äëÿ êàæäîãî N 6 Mn âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

N = Hom(M,N)N.

8.11. 1) Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðà-

âåíñòâî σ(M) = Gen(M), è β ∈ BiendR(M). Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáî-

ãî êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà ýëåìåíòîâ x1, x2, . . . xn èç M ñóùåñòâóåò ýëåìåíò

r ∈ R òàêîé, ÷òî x1β = x1r, x2β = x2r, . . . xnβ = x1r.

2) Ïóñòü R � ïðîñòîå êîëüöî è I � íåíóëåâîé ïðàâûé èäåàë â R. Ïî-

êàæèòå, ÷òî êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå f : R→ BiendR(I) ÿâëÿåòñÿ èçî-

ìîðôèçìîì.

8.12. Ïóñòü P � ïîëå, R =

(
P P

0 P

)
è e =

(
1 0

0 0

)
. Îïðåäåëèòå

êëàññû ïðàâûõ R-ìîäóëåé:

1) Gen(eR);

2) σ(eR).

8.13. Îïðåäåëèòå êëàññû ïðàâûõ Z-ìîäóëåé:
1) Gen(Zn)(n ∈ N);

2) σ(Zn)(n ∈ N);

3) Gen(Q);

4) σ(Q);

5) Gen(Zp∞), ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî;
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6) σ(Zp∞), ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî;

7) Gen(Q/Z);

8) σ(Q/Z).

9 Ìàëûå è ñóùåñòâåííûå ïîäìîäóëè, äîïîëíåíèÿ è

çàìûêàíèÿ

Ìàëûå è ñóùåñòâåííûå ïîäìîäóëè

Ïîäìîäóëü X ìîäóëÿ M íàçûâàåòñÿ ìàëûì, åñëè X + Y 6= M äëÿ

êàæäîãî ñîáñòâåííîãî ïîäìîäóëÿ Y ìîäóëÿM. Òîò ôàêò, ÷òî X � ìàëûé

ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç X �M .

Ïîäìîäóëü X ìîäóëÿ M íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì, åñëè X ∩ Y 6= 0

äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî ïîäìîäóëÿ Y ìîäóëÿ M è ãîâîðÿò, ÷òî M � ñó-

ùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå X. Òîò ôàêò, ÷òî X � ñóùåñòâåííûé ïîäìîäóëü

ìîäóëÿ M îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç X 6e M.

9.1. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü. Òîãäà

1) åñëè N 6 N ′ 6 M, òî N ′ � M â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà N � M è

N ′/N �M/N ;

2) åñëè f : M → N � ãîìîìîðôèçì ïðàâûõ R-ìîäóëåé è X � M , òî

f(X)� N ;

3) åñëè N1, . . . , Nk � ìàëûå ïîäìîäóëè ìîäóëÿM, òî N1+. . .+Nk �M ;

4) åñëè N � M, òî ìîäóëü M êîíå÷íî ïîðîæäåí â òî÷íîñòè òîãäà,

êîãäà M/N � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü;

5) åñëè A1, . . . , An, B1, . . . , Bn � ïîäìîäóëè ìîäóëÿ M è Ai � Bi äëÿ

êàæäîãî i, òî A1 + . . .+ An � B1 + . . .+Bn.

9.2. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü. Òîãäà

1) åñëè N 6 N ′ 6 M, òî N 6e M â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà N ′ 6e M è

N 6e N ′;
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2) åñëè f : M → N � ãîìîìîðôèçì ïðàâûõ R-ìîäóëåé è X 6e N , òî

f−1(X) 6e M ;

3) åñëè N1, . . . , Nk � ñóùåñòâåííûå ïîäìîäóëè ìîäóëÿ M, òî

N1 ∩ . . . ∩Nk 6
e M ;

4) åñëè N 6e M, òî ìîäóëü M êîíå÷íî êîïîðîæäåí â òî÷íîñòè òîãäà,

êîãäà N � êîíå÷íî êîïîðîæäåííûé ìîäóëü;

5) åñëè M = ⊕I∈iMi è Ni 6e Mi äëÿ êàæäîãî i ∈ I, òî ⊕I∈iNi 6e M ;

6) åñëè N 6e M è N ′ 6M, òî N ∩N ′ 6e N ′;

7) åñëè N 6e M è m ∈ M, òî {r ∈ R | mr ∈ N} � ñóùåñòâåííûé

ïðàâûé èäåàë êîëüöà R.

8) åñëè A1, . . . , An, B1, . . . , Bn � ïîäìîäóëè ìîäóëÿ M è Ai 6e Bi äëÿ

êàæäîãî i, òî A1 ∩ . . . ∩ An 6e B1 ∩ . . . ∩Bn.

9.3. Ïóñòü M � ìîäóëü è N ⊂ N ′ � ïîäìîäóëè ìîäóëÿ M. Ïîêàæèòå,

÷òî N 6e N ′ â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî ïîäìîäóëÿ X ìîäóëÿ

M âåðíà èìïëèêàöèÿ:

X ∩N = 0⇒ X ∩N ′ = 0.

9.4. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî ïîäìîäóëÿ N ìîäóëÿ

M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) N �M ;

2)

N 6
⋂

X6M,Xìàêñèìàëåí â M

X.

9.5. 1) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìîäóëÿ M , â êîòîðîì ñóùåñòâóåò òàêîå

ñåìåéñòâî ìàëûõ ïîäìîäóëåé (Mα)α∈A, ÷òî
∑

α∈AMα � íåìàëûé ïîä-

ìîäóëü ìîäóëÿ M.

2) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìîäóëÿ M , â êîòîðîì ñóùåñòâóåò òàêîå ñåìåé-

ñòâî ñóùåñòâåííûõ ïîäìîäóëåé (Mα)α∈A, ÷òî ïîäìîäóëü ∩α∈AMα íå

ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïîäìîäóëåì ìîäóëÿ M.
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9.6. 1) Ïóñòü êàæäûé íåíóëåâîé ôàêòîðìîäóëü ìîäóëÿ M ñîäåð-

æèò ìàêñèìàëüíûé ïîäìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïðîèçâîëüíîãî

ñåìåéñòâà ìàëûõ ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ïîäìîäó-

ëåì.

2) Ïóñòü êàæäûé íåíóëåâîé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M ñîäåðæèò ïðîñòîé

ïîäìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà ñó-

ùåñòâåííûõ ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïîäìî-

äóëåì.

Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíûì (èëè îäíîðîäíûì), åñëè êàæäûé

íåíóëåâîé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M ñóùåñòâåí â M. Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ

êîðàâíîìåðíûì (èëè ïîëûì), åñëè êàæäûé ñîáñòâåííûé ïîäìîäóëü ìî-

äóëÿ M ìàë â M. Åñëè ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è ðàíîìåðíûè è

êîðàâíîìåðíûì, òî îí íàçûâàåòñÿ áèîäíîðîäíûì.

9.7. ÏóñòüM � áèîäíîðîäíûé ìîäóëü, A ⊂ End(M) � ìíîæåñòâî âñåõ

ýíäîìîðôèçìîâ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ìîíîìîðôèçìàìè è B ⊂ End(M)

� ìíîæåñòâî âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ýïèìîðôèçìàìè.

Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) A,B � èäåàëû êîëüöà R;

2) êàæäûé ñîáñòâåííûé ïðàâûé (èëè ëåâûé) èäåàë êîëüöà End(M)

ñîäåðæèòñÿ ëèáî â èäåàëå A, ëèáî â èäåàëå B.

Èäåàë I êîëüöà R íàçûâàåòñÿ t-íèëüïîòåíòíûì ñïðàâà, åñëè äëÿ

êàæäîãî ñåìåéñòâà (ri)
∞
i=1 ýëåìåíòîâ èäåàëà I ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî N , ÷òî rN . . . r2r1 = 0.

9.8. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ èäåàëà I êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâ-

íîñèëüíû:

1) I � t-íèëüïîòåíòíûé ñïðàâà èäåàë;

2) äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî ëåâîãî R-ìîäóëÿM ïîäìîäóëü rM(I) ñóùå-

ñòâåí â M ;

3) rM(I) 6= 0 äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî ëåâîãî R-ìîäóëÿ M ;
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4) MI �M äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M ;

5) MI 6= M äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M ;

6) PI � P äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî ïðîåêòèâíîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ

P ;

7) FI � F äëÿ êàæäîãî ñ÷åòíî ïîðîæäåííîãî ñâîáîäíîãî ïðàâîãî R-

ìîäóëÿ F .

9.9. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè èäåàë I êîëüöà R t - íèëüïîòåíòåí ñïðàâà,

òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà X èäåàëà I ñóùåñòâóåò òàêîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî Xn = 0

9.10. Ïóñòü f, g � ãîìîìîðôèçìû ìîäóëÿ M. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè

fg = 1, òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) gf = 1;

2) Im(g) 6e M ;

3) Ker(f)�M.

Äîïîëíåíèÿ

Ïóñòü N � ïîäìîäóëü ìîäóëÿM. Ïîäìîäóëü N ′ ìîäóëÿM íàçûâàåòñÿ

äîïîëíåíèåì ïî ïåðåñå÷åíèþ (ñîêðàùåííî ä.ï. ) äëÿN âM, åñëèN∩N ′ =
0 è N ′ � íàèáîëüøèé ýëåìåíò â ìíîæåñòâå âñåõ ïîäìîäóëåé L ⊂ M,

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî N ∩ L = 0. Ïðè ýòîì ïîäìîäóëü N ′

íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèåì ïî ïåðåñå÷åíèþ â ìîäóëå M.

9.11. Ïóñòü N,N ′ � ïîäìîäóëè ìîäóëÿM. Ïîêàæèòå, ÷òî N ′ ÿâëÿåòñÿ

ä.ï. äëÿ N â M â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà (N + N ′)/N ′ � ñóùåñòâåííûé

ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M/N ′ è N ∩N ′ = 0.

9.12. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) åñëè S � ïðîñòîé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M è S ′ � äîïîëíåíèå ïî ïåðå-

ñå÷åíèþ äëÿ S â M, òî M/S ′ � îäíîðîäíûé ìîäóëü;

2) êàæäûé íåíóëåâîé ìîäóëü ñîäåðæèò ïîäìîäóëü, ôàêòîðìîäóëü ïî

êîòîðîìó îáëàäàåò ñóùåñòâåííûì ïðîñòûì ïîäìîäóëåì.
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9.13. Ïóñòü A,B � ïîäìîäóëè ìîäóëÿ M è A ∩ B = 0. Ïîêàæèòå,

÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ïîäìîäóëü C ìîäóëÿ M , ÷òî B ⊂ C è C � ä.ï. äëÿ

ìîäóëÿ A â ìîäóëå M.

9.14. Ïóñòü B � ä.ï. äëÿ ïîäìîäóëÿ A â ìîäóëå M. Ïîêàæèòå, ÷òî

åñëè:

1) N � ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M è A ⊂ N, òî B ∩N � ä.ï. äëÿ A â N ;

2) A � ïðîñòîé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M, òî M/B � êîëîêàëüíûé ìîäóëü.

Ïóñòü N � ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M. Ïîäìîäóëü N ′ ìîäóëÿ M íàçû-

âàåòñÿ àääèòèâíûì äîïîëíåíèåì (ñîêðàùåííî à.ä. ) äëÿ N â M, åñëè

N + N ′ = M è N ′ � íàèìåíüøèé ýëåìåíò â ìíîæåñòâå âñåõ ïîäìîäóëåé

L ⊂ M, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî N + L = M. Ïðè ýòîì ïîä-

ìîäóëü N ′ íàçûâàåòñÿ àääèòèâíûì äîïîëíåíèåì â ìîäóëå M. Ìîäóëü

M íàçûâàåòñÿ äîïîëíÿåìûì, åñëè êàæäûé åãî ïîäìîäóëü îáëàäàåò à.ä.

äîïîëíåíèåì â M . Åñëè äëÿ êàæäûõ ïîäìîäóëåé A,B ìîäóëÿ M, äëÿ

êîòîðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî A + B = M, ñóùåñòâóåò à.ä. äîïîëíåíèå

C äëÿ A â M òàêîå, ÷òî Ñ ⊂ B, òî ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ ñòðîãî äîïîë-

íÿåìûì.

9.15. Ïóñòü N,N ′ � ïîäìîäóëè ìîäóëÿM. Ïîêàæèòå, ÷òî N ′ ÿâëÿåòñÿ

à.ä. äëÿ N â M â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà N ∩N ′ � N ′ è N +N ′ = M.

9.16. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìîäóëÿ, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî äîïîë-

íÿåìûì.

9.17. Ïóñòü M � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè

M � äîïîëíÿåìûé ìîäóëü, òî ìîäóëü M ñîäåðæèò íåìàëûé ëîêàëüíûé

ïîäìîäóëü.

9.18. Ïóñòü B � à. ä. äëÿ ïîäìîäóëÿ A â ìîäóëå M. Ïîêàæèòå, ÷òî

åñëè:

1) f : M → N � ýïèìîðôèçì ìîäóëåé è Ker(f) ⊂ A, òî f(B) � à.ä.

äëÿ f(A) â N ;

2) ìîäóëü M êîíå÷íî ïîðîæäåí, òî B òàêæå êîíå÷íî ïîðîæäåí;

3) A � ìàêñèìàëüíûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿM, òî B � ëîêàëüíûé ìîäóëü.
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Ãîâîðÿò, ÷òî ïîäìîäóëü N ìîäóëÿ M ëåæèò íàä ïðÿìûì ñëàãàåìûì

ìîäóëÿ M , åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ïîäìîäóëè N1 è N2 ìîäóëÿ M , ÷òî

N1 ⊕N2 = M , N1 ⊂ N è N2 ∩N � N2.

9.19. Ïóñòü A � ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) A ëåæèò íàä ïðÿìûì ñëàãàåìûì ìîäóëÿ M ;

2) ñóùåñòâóåò òàêîå ïðÿìîå ñëàãàåìîåB ìîäóëÿM, ÷òîB ⊂ A,A/B �
M/B;

3) ñóùåñòâóåò òàêîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå B ìîäóëÿ M, ÷òî B ⊂ A è

A = B + Ñ, ãäå C � ìàëûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M ;

4) ñóùåñòâóåò òàêîé èäåìïîòåíò e ∈ End(M), ÷òî e(M) 6 A, (1 −
e)A�M ;

4) ñóùåñòâóåò òàêîå à.ä. B äëÿ ïîäìîäóëÿ A â ìîäóëå M, ÷òî A∩B �

ïðÿìîå ñëàãàåìîå A.

Çàìêíóòûå è êîçàìêíóòûå ïîäìîäóëè

Ïîäìîäóëü N ìîäóëÿ M íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì â M, åñëè N ñîâïà-

äàåò ñ ëþáûì ïîäìîäóëåì ìîäóëÿ M, ÿâëÿþùèìñÿ ñóùåñòâåííûì ðàñ-

øèðåíèåì N. Åñëè N � çàìêíóòûé ïîäìîäóëü â M è N � ñóùåñòâåííûé

ïîäìîäóëü â N , òî N íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèåì ìîäóëÿ N â M .

9.20. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïîäìîäóëÿ N ìîäóëÿM ñóùåñòâóåò

òàêîé çàìêíóòûé ïîäìîäóëü N â M, ÷òî N 6e N.

9.21. Äëÿ ïîäìîäóëÿ N ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) N � çàìêíóòûé ïîäìîäóëü â M ;

2) N � ä.ï. äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìîäóëÿ ìîäóëÿ M.

9.22. Ïóñòü N � çàìêíóòûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M. Òîãäà

1) åñëè N ′ � ä.ï. äëÿ N â M, òî N � ä.ï. äëÿ N ′ â M ;

2) åñëè N ′ 6e M, òî (N ′ +N)/N 6e M/N ;

3) åñëè N0 6 N, òî N/N0 � çàìêíóòûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M/N0.
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9.23. Ïîêàæèòå , ÷òî ïîäìîäóëü N ìîäóëÿM çàìêíóò âM â òî÷íîñòè

òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî ñóùåñòâåííîãî ïîäìîäóëÿ X ìîäóëÿ M, äëÿ

êîòîðîãî N 6 X, ìîäóëü X/N ñóùåñòâåí â M/N.

9.24. Ïóñòü A,B � ïîäìîäóëè ìîäóëÿ M. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè A

çàìêíóò â M è B 6e M, òî A ∩B çàìêíóò â B.

9.25. Ïóñòü A,B � ïîäìîäóëè ìîäóëÿ M è A ⊂ B. Ïîêàæèòå, ÷òî

åñëè A çàìêíóò â B è B çàìêíóò â M, òî A çàìêíóò â M.

9.26. Ïóñòü {Ni}i∈I , {Mi}i∈I � ñåìåéñòâà ïðàâûõ R-ìîäóëåé. Ïîêà-

æèòå, ÷òî åñëè Ni � çàìêíóòûé ïîäìîäóëü â Mi äëÿ êàæäîãî i ∈ I, òî

⊕i∈INi � çàìêíóòûé ïîäìîäóëü â ⊕i∈IMi.

Ïóñòü M � ìîäóëü è N ⊂ N ′ � ïîäìîäóëè ìîäóëÿ M. Âêëþ÷åíèå

N ⊂ N ′ íàçûâàåòñÿ êîìàëûì, åñëè äëÿ êàæäîãî ïîäìîäóëÿ X ìîäóëÿM

âåðíà èìïëèêàöèÿ:

X +N ′ = M ⇒ X +N = M.

9.27. Ïóñòü M � ìîäóëü, A,B � ïîäìîäóëè M è A ⊂ B. Ïîêàæèòå,

÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) A ⊂ B � êîìàëîå âêëþ÷åíèå;

2) B/A�M/A.

9.28. Ïóñòü M � ìîäóëü, A,B,C � ïîäìîäóëè M è A ⊂ B ⊂ C.

Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) A ⊂ C � êîìàëîå âêëþ÷åíèå;

2) âêëþ÷åíèÿ A ⊂ B,B ⊂ C ÿâëÿþòñÿ êîìàëûìè.

9.29. ÏóñòüM � ìîäóëü, A,B,C � ïîäìîäóëèM, A ⊂ B è A+C = M.

Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè A ⊂ B � êîìàëîå âêëþ÷åíèå, òî A ∩ C ⊂ B ∩ C �

êîìàëîå âêëþ÷åíèå.

9.30. Ïóñòü {Ai}i∈I � êîíåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ

M. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ ìíîæåñòâà ïîäìîäóëåé {Bi}i∈I ìîäóëÿ M

èìååò ìåñòî êîìàëîå âêëþ÷åíèå Bi ⊂ Ai äëÿ êàæäîãî i ∈ I, òî
1) {Bi}i∈I � êîíåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ïîäìîäóëåé;
2)
⋂
i∈I Bi ⊂

⋂
i∈I Ai � êîìàëîå âêëþ÷åíèå.
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Ïîäìîäóëü N ìîäóëÿM íàçûâàåòñÿ êîçàìêíóòûì âM, åñëè N ñîâïà-

äàåò ñ ëþáûì ïîäìîäóëåì N ′ ìîäóëÿM, äëÿ êîòîðîãî âêëþ÷åíèå N ′ ⊂ N

ÿâëÿåòñÿ êîìàëûì â M. Åñëè N � êîçàìêíóòûé ïîäìîäóëü â M è âêëþ-

÷åíèå N ⊂ N ÿâëÿåòñÿ êîìàëûì â M , òî N íàçûâàåòñÿ êîçàìûêàíèåì

ìîäóëÿ N â M .

Ðàâíîìåðíàÿ è êîðàâíîìåðíàÿ ðàçìåðíîñòè ìîäóëåé

9.31. Ïóñòü {M1, . . . ,Mn} � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ðàâíîìåðíûõ ïîä-
ìîäóëåé ìîäóëÿM èM1⊕ . . .⊕Mn 6e M. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîäìîäóëÿ

N ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) N 6e M ;

2) N ∩Mi 6= 0 äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 n.

9.32. Ïóñòü {M1, . . . ,Mn} � êîíåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ïîäìîäóëåé

ìîäóëÿ M, M1 ∩ . . . ∩Mn � M è M/Mi � êîðàâíîìåðíûé ìîäóëü äëÿ

êàæäîãî 1 6 i 6 n. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîäìîäóëÿ N ìîäóëÿ M ñëåäóþ-

ùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) N �M ;

2) N +Mi 6= M äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 n.

9.33. Ïóñòü {M1, . . . ,Mn} � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ðàâíîìåðíûõ

ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M è M1 ⊕ . . . ⊕ Mn 6e M. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè

{N1, . . . , Nk} � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M, òî k 6 n.

9.34. Ïóñòü {M1, . . . ,Mn} � êîíåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ïîäìîäóëåé

ìîäóëÿ M, M1 ∩ . . . ∩Mn � M è M/Mi � êîðàâíîìåðíûé ìîäóëü äëÿ

êàæäîãî 1 6 i 6 n. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè {N1, . . . , Nk} � êîíåçàâèñèìîå

ìíîæåñòâî ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M, òî k 6 n.

Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè òåîðåìûØòåéíèöà

î çàìåíå èç ëèíåéíîé àëãåáðû.

9.35. Ïóñòü {M1, . . . ,Mn} � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ðàâíîìåðíûõ

ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M è M1 ⊕ . . . ⊕ Mn 6e M. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè

{N1, . . . , Nk} � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ðàâíîìåðíûõ ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ
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M, òî k 6 n è ñóùåñòâóåò òàêîå ïîäìíîæåñòâî {Mi1, . . . ,Min−k} ìíîæå-
ñòâà {M1, . . . ,Mn}, ÷òî {N1, . . . , Nk,Mi1, . . . ,Min−k} � íåçàâèñèìîå ìíî-

æåñòâî ïîäìîäóëåé è N1 ⊕ . . .⊕Nk ⊕Mi1 ⊕ . . .⊕Min−k 6
e M.

9.36. Ïóñòü {M1, . . . ,Mn} � êîíåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ïîäìîäóëåé ìî-
äóëÿM,M1∩. . .∩Mn �M èM/Mi � êîðàâíîìåðíûé ìîäóëü äëÿ êàæäîãî

1 6 i 6 n. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè {N1, . . . , Nk} � êîíåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî
ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M è N/Ni � êîðàâíîìåðíûé ìîäóëü äëÿ êàæäîãî

1 6 i 6 k, òî k 6 n è ñóùåñòâóåò òàêîå ïîäìíîæåñòâî {Mi1, . . . ,Min−k}
ìíîæåñòâà {M1, . . . ,Mn}, ÷òî {N1, . . . , Nk,Mi1, . . . ,Min−k} � êîíåçàâèñè-
ìîå ìíîæåñòâî ïîäìîäóëåé è

N1 ∩ . . . ∩Nk ∩Mi1 ∩ . . . ∩Min−k �M.

Åñëè äëÿ ìîäóëÿM ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïîäìîäóëåé {M1, . . . ,Mn},
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì óïðàæíåíèÿ 9.35, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìîäóëü M

èìååò ðàâíîìåðíóþ ðàçìåðíîñòü (èëè ðàçìåðíîñòü Ãîëäè) n è îáîçíà÷à-

åòñÿ u.dim(M) = n. Èç 9.35 ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî n íå çàâèñèò îò âûáîðà

ìíîæåñòâà ïîäìîäóëåé {M1, . . . ,Mn} ìîäóëÿ M, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-

âèÿì 9.35.

Åñëè äëÿ ìîäóëÿM ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïîäìîäóëåé {M1, . . . ,Mn},
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì óïðàæíåíèÿ 9.36, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìîäóëü M

èìååò êîðàâíîìåðíóþ ðàçìåðíîñòü (èëè äóàëüíóþ ðàçìåðíîñòü Ãîëäè)

n è îáîçíà÷àåòñÿ h.dim(M) = n. Èç 9.36 ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî n íå çàâèñèò

îò âûáîðà ìíîæåñòâà ïîäìîäóëåé {M1, . . . ,Mn} ìîäóëÿ M, óäîâëåòâîðÿ-

þùåå óñëîâèÿì 9.36.

9.37. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìîäóëÿM ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) ìîäóëüM íå îáëàäàåò áåñêîíå÷íûì íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì ïîä-

ìîäóëåé;

2) äëÿ âñÿêîé âîçðàñòàþùåé öåïè

N1 ⊆ N2 ⊆ . . .

ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî k, ÷òî Nk 6e Ni äëÿ êàæ-

äîãî i > k;
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3) äëÿ âñÿêîé óáûâàþùåé öåïè

N1 ⊇ N2 ⊇ . . .

ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî k, ÷òî Ni 6e Nk äëÿ êàæ-

äîãî i > k;

4) êàæäàÿ âîçðàñòàþùàÿ öåïü

N1 ⊆ N2 ⊆ . . .

çàìêíóòûõ ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M ñòàáèëèçèðóåòñÿ;

5) êàæäàÿ óáûâàþùàÿ öåïü

N1 ⊇ N2 ⊇ . . .

çàìêíóòûõ ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M ñòàáèëèçèðóåòñÿ;

6) u.dim(M) = n äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N;

7) äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò ñóùåñòâåííûé ìîíîìîðôèçì èç

ïðÿìîé n îäíîðîäíûõ ìîäóëåé â ìîäóëü M ;

8) äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò ìîíîìîðôèçì èç ïðÿìîé n íåíó-

ëåâûõ ìîäóëåé â ìîäóëü M è íå ñóùåñòâóåò ìîíîìîðôèçìà èç ïðÿìîé

n+ 1 íåíóëåâûõ ìîäóëåé â ìîäóëü M.

9.38. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìîäóëÿM ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) ìîäóëüM íå îáëàäàåò áåñêîíå÷íûì êîíåçâèñèìûì ìíîæåñòâîì ïîä-

ìîäóëåé;

2) äëÿ âñÿêîé óáûâàþùåé öåïè

N1 ⊇ N2 ⊇ . . .

ïîäìîäóëåé ìîäóëÿM ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî k, ÷òî âêëþ÷åíèå Ni 6 Nk

ÿâëÿåòñÿ ìàëûì äëÿ êàæäîãî i > k;

3) h.dim(M) = n äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N;

4) äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò ìàëûé ýïèìîðôèçì èç ìîäóëÿM

â ïðÿìóþ n êîîäíîðîäíûõ ìîäóëåé;

5) äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò ýïèìîðôèçì èç ìîäóëÿ M â ïðÿ-

ìóþ n íåíóëåâûõ ìîäóëåé è íå ñóùåñòâóåò ýïèìîðôèçìà èç ìîäóëÿ M â

ïðÿìóþ n+ 1 íåíóëåâûõ ìîäóëåé.
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10 Ðàäèêàë Äæåêîáñîíà è öîêîëü ìîäóëÿ, ñèíãóëÿð-

íûå è

íåñèíãóëÿðíûå ìîäóëè

Öîêîëü êîëåö è ìîäóëåé

Öîêîëåì ìîäóëÿ M íàçûâàåòñÿ ñóììà âñåõ åãî ïðîñòûõ ïîäìîäóëåé.

Öîêîëü ìîäóëÿ M îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Soc(M).

10.1. Ïóñòü M � ïðàâûé R- ìîäóëü. Òîãäà

1) Soc(Soc(M)) = Soc(M);

2) åñëè f : M → N � ãîìîìîðôèçì ïðàâûõ R-ìîäóëåé, òî f(Soc(N)) 6

Soc(M);

3) åñëè f : M → N � ãîìîìîðôèçì ïðàâûõ R-ìîäóëåé è Im(f) 6e N,

òî f(Soc(M/Ker(f))) = Soc(N), ãäå f : M/Ker(f)→ N � ãîìîìîð-

ôèçì, èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçìîì f ;

4) Soc(M) � âïîëíå èíâàðèàíòíûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M ;

5) Soc(M) =
⋂
N6eM N ;

6) åñëè M = ⊕i∈IMi, òî Soc(M) = ⊕i∈I Soc(Mi);

7) åñëè N 6M, òî Soc(N) = Soc(M) ∩N.

10.2. Ïóñòü R � ïîëóïåðâè÷íîå êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïîëóïðîñòîé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ RR

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì RR;

2) Soc(RR) = Soc(RR);

3) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ Soc(RR) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò b ∈
Soc(RR), ÷òî a = aba;

4) åñëè Soc(RR) � ñóùåñòâåííûé ïðàâûé èäåàë è R � I-êîíå÷íîå êîëü-

öî, òî R � êëàññè÷åñêè ïîëóïðîñòîå êîëüöî.
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Ðàäèêàë Äæåêîáñîíà ìîäóëÿ

Ðàäèêàëîì Äæåêîáñîíà ìîäóëÿ M íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ åãî

ìàêñèìàëüíûõ ïîäìîäóëåé. Ðàäèêàë Äæåêîáñîíà ìîäóëÿM îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç J(M).

10.3. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü. Òîãäà

1) J(M/J(M)) = 0;

2) åñëè f : M → N � ãîìîìîðôèçì ïðàâûõ R-ìîäóëåé, òî f(J(M)) 6

J(N);

3) åñëè f : M → N � ãîìîìîðôèçì ïðàâûõ R-ìîäóëåé è Ker(f) 6

J(M), òî f(J(M)) = J(f(M));

4) J(M) � âïîëíå èíâàðèàíòíûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M ;

5) J(M) =
∑

N�M N ;

6) åñëè M = ⊕i∈IMi, òî J(M) = ⊕i∈IJ(Mi);

7) åñëè N � çàìêíóòûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M, òî J(N) = J(M) ∩N ;

8) Soc(J(M))�M.

10.4. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè êàæäûé íåíóëåâîé ôàêòîðìîäóëü ìîäóëÿ

M ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ïîäìîäóëü, òî J(M)�M.

10.5. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè M � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü, òî

J(M)�M.

10.6. Ïóñòü (Mi)i∈I � ñåìåéñòâî ïðàâûõ R-ìîäóëåé. Ïîêàæèòå, ÷òî

J(
∏
i∈I

Mi) ⊂
∏
i∈I

J(Mi)

10.7. Ïóñòü R � êâàçèèíâàðèàíòíîå ñïðàâà êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî

äëÿ ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

J(M) =
⋂

A−ìàêñèìàëüíûé èäåàë R

MA.

Äîêàæèòå àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî â ñëó÷àå, êîãäà R � êîíå÷íîå êîëüöî.
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10.8. Ïóñòü P � ïðîåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü. Òîãäà

1) J(P ) = PJ(R);

2) J(P ) 6= P ;

3) J(EndR(P )) = {f ∈ EndR(P ) | Im(f)� P}.

Áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî (Aα)i∈I ïðàâûõ èäåàëîâ êîëüöà R íàçûâàåòñÿ

îáíóëÿåìûì ñëåâà, åñëè äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (aik)
∞
k=1, ó êî-

òîðîé aik ∈ Aik è èíäåêñû i1, i2, . . . ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ñóùåñòâóåò òàêîé

÷èñëî N ∈ N, ÷òî aiN . . . ai1 = 0.

10.9. Ïóñòü R � êîëüöî, I � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî è A ∈ CFMI(R).

Òîãäà A ∈ J(CFMI(R)) â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ñåìåéñòâî ïðàâûõ èäåà-

ëîâ

Ai = {
∑
j∈I

Aijrj | rj ∈ R, rj = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ j ∈ I}(i ∈ I)

îáíóëÿåìî ñëåâà.

Ëåììà Íàêàÿìû è åå ïðèëîæåíèÿ

10.10. (Ëåììà Íàêàÿìû) Åñëè M � íåíóëåâîé êîíå÷íî ïîðîæäåí-

íûé ïðàâûé R-ìîäóëü, òî MJ(R) 6= M.

10.11. Ïóñòü M � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü íàä êîììóòàòèâíûì

êîëüöîì R, I � èäåàë R, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî MI = M.

Äîêàæèòå, ÷òî:

1) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò r ∈ R, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿMr =

0, 1− r ∈ I;

2) åñëè M � òî÷íûé ìîäóëü, òî I = R.

10.12. Ïóñòü M � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü íàä êîììóòàòèâíûì

êîëüöîì R. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè f ∈ EndR(M) � ýïèìîðôèçì, òî f �

èçîìîðôèçì.
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10.13. Ïóñòü S � ïîäêîëüöî êîëüöà R è R êàê ïðàâûé S-ìîäóëü îá-

ëàäàåò êîíå÷íûì ñåìåéñòâîì ïîðîæäàþùèõ x1, x2, . . . , xn, äëÿ êîòîðîãî

âûïîëíåíî óñëîâèå {x1, x2, . . . , xn} ⊂ C(S). Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) åñëè M � íåíóëåâîé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðàâûé R-ìîäóëü, òî

MJ(S) 6= M ;

2) åñëè M � ïðîñòîé ïðàâûé R-ìîäóëü, òî MJ(S) = 0;

3) J(S) ⊂ J(R).

10.14. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ îáëàñòü, R � ïîäêîëüöî êîëüöà

A è äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà a ∈ A âûïîëíåíî ðàâåíñòâî A = R[a].

Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè:

1) äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) =
∑n

i=1 x
iai ∈ R[x](an 6= 0) âûïîëíåíî ðà-

âåíñòâî f(a) = 0 è an /∈ I, ãäå I � ìàêñèìàëüíûé èäåàë êîëüöà R, òî

AI 6= A;

2) J(R) = 0, òî J(A) = 0;

3) J(R) = 0 è A � ïîëå, òî R òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

10.15. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ îáëàñòü è R � ïîäêîëüöî êîëüöà A.

Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè A êàê àëãåáðà íàä R êîíå÷íî ïîðîæäåíà è J(R) = 0,

òî J(A) = 0.

10.16. Ïóñòü A � ïîëå è R � ïîëóïðèìèòèâíîå ïîäêîëüöî ïîëÿ A.

Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè A êàê àëãåáðà íàä R êîíå÷íî ïîðîæäåíà, òî R �

ïîëå è ðàñøèðåíèå ïîëåé R ⊂ A ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Â ÷àñòíîñòè, âñÿ-

êàÿ êîììóòàòèâíàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä ïîëåì

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíîé.

10.17. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àëãåáðà íàä

ïîëåì P. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
√
A = J(A).

10.18 (Ñëàáàÿ òåîðåìà î íóëÿõ). Ïóñòü P � àëãåáðàè÷åñêè çà-

ìêíóòîå ïîëå. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) I � ìàêñèìàëüíûé èäåàë àëãåáðû P [x1, . . . , xn] â òî÷íîñòè òîãäà,

êîãäà èäåàë I èìååò âèä I = (x1 − a1, . . . , xn − an), ãäå a1, . . . , an ∈ P ;

2) åñëè I � ñîáñòâåííûé èäåàë àëãåáðû P [x1, . . . , xn], òî

{a ∈ P n | ∀f ∈ I : f(a) = 0} 6= ∅.
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10.19 (Òåîðåìà Ãèëüáåðòà î íóëÿõ). Ïóñòü P � àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòîå ïîëå è f, f1, . . . , fn ∈ P [x1, . . . , xn]. Åñëè äëÿ ìíîãî÷ëåíà f

âûïîëíåíî óñëîâèå

∀a ∈ P n : f1(a) = 0, . . . , fn(a) = 0⇒ f(a) = 0,

òî äëÿ ñóùåñòâóåò m ∈ N òàêîå, ÷òî fm ∈ (f1, . . . , fn).

Ñèíãóëÿðíûå è íåñèíãóëÿðíûå ìîäóëè

Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü. Ïðàâûé R-ìîäóëü N íàçûâàåòñÿ M -

ñèíãóëÿðíûì, åñëè N ∼= A/B,A 6e B äëÿ íåêîòîðûõ ìîäóëåé A,B ∈
σ(M).

10.20. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ìîäóëü N ÿâëÿåòñÿ M -ñèíãóëÿðíûì, òî

êàæäûé ìîäóëü èç êàòåãîðèè σ(N) òàêæå ÿâëÿåòñÿ M -ñèíãóëÿðíûì.

Èç ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïðàâûõ

R-ìîäóëåéM è N ìîäóëü N îáëàäàåò íàèáîëüøèìM -ñèíãóëÿðíûì ïîä-

ìîäóëåì. Ýòîò ïîäìîäóëü îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ZM(N). Åñëè M = RR, òî

ïîäìîäóëü ZM(N) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Z(N). ßñíî, ÷òî ZM(N) � âïîëíå

èíâàðèàíòíûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ N. Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿð-

íûì, åñëè M = Z(M).

10.21. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) M � ñèíãóëÿðíûé ìîäóëü;

2) èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì M ∼= A/B, ãäå A � ïðàâûé R-ìîäóëü è

B 6e A;

3) èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì M ∼= A/B, ãäå A � ñâîáîäíûé ïðàâûé

R-ìîäóëü è B 6e A;

4) r(m) 6e RR äëÿ êàæäîãî m ∈M.

10.22. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) Z(M) = 0;
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2) äëÿ êàæäîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ N è êàæäîãî ãîìîìîðôèçìà

f ∈ HomR(N,M) Ker(f) � çàìêíóòûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ N ;

3) äëÿ êàæäîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ N è êàæäîãî íåíóëåâîãî ãîìîìîð-

ôèçìà f ∈ HomR(N,M) Ker(f) � íåñóùåñòâåííûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ N ;

4) HomR(A,M) = 0 äëÿ êàæäîãî ñèíãóëÿðíîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ A.

Ïðàâûé R-ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ íåñèíãóëÿðíûì, åñëè îí óäîâëåòâî-

ðÿåò îäíîìó èç ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé óïðàæíåíèÿ 10.22.

10.23. 1) Ïîêàæèòå, ÷òî êëàññ âñåõ íåñèíãóëÿðíûõ ïðàâûõ R-ìîäóëåé

çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé, ïîäìîäóëåé è ñóùåñòâåí-

íûõ ðàñøèðåíèé.

2) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè â òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðàâûõR-ìîäóëåé

0→ A→ B → C → 0

ìîäóëè A,C íåñèíãóëÿðíû, òî B � íåñèíãóëÿðíûé ìîäóëü.

Äëÿ êîëüöà R ïîäìîäóëü Z(RR) ìîäóëÿ RR îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Zr(R).

ßñíî, ÷òî Zr(R) � èäåàë êîëüöà R. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ íåñèíãóëÿðíûì

ñïðàâà, åñëè Zr(R) = 0.

10.24. Ïóñòü R � íåñèíãóëÿðíîå ñïðàâà êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) R[x1, . . . , xn] � íåñèíãóëÿðíîå ñïðàâà êîëüöî;

2) Mn(R) � íåñèíãóëÿðíîå ñïðàâà êîëüöî äëÿ êàæäîãî n ∈ N.

10.25. Ïóñòü R � íåñèíãóëÿðíîå ñïðàâà êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) ïðàâûé R-ìîäóëü M ñèíãóëÿðåí â òî÷íî÷òè òîãäà, êîãäà

HomR(M,A) = 0 äëÿ êàæäîãî íåñèíãóëÿðíîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ A;

2) êëàññ âñåõ ñèíãóëÿðíûõ ïðàâûõ R-ìîäóëåé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî

ñóùåñòâåííûõ ðàñøèðåíèé;

3) åñëè â òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðàâûõ R-ìîäóëåé

0→ A→ B → C → 0

ìîäóëè A,C ñèíãóëÿðíû, òî B � ñèíãóëÿðíûé ìîäóëü.
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10.26. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëóïðîñòîãî ìîäóëÿM ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) M � íåñèíãóëÿðíûé ìîäóëü;

2) M � ïðîåêòèâíûé ìîäóëü.

10.27. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü è S = EndR(M). Ïîêàæèòå, ÷òî

åñëè:

1) â ìîäóëå M êàæäàÿ âîçðàñòàþùèõ öåïü ïîäìîäóëåé, ÿâëÿþùèõñÿ

ïðàâûìè àííóëÿòîðàìè ïîäìíîæåñòâ â S ñòàáèëèçèðóåòñÿ, òî 4(S) �

íèëüïîòåíòíûé èäåàë;

2) â ìîäóëå M êàæäàÿ âîçðàñòàþùèõ öåïü ïîäìîäóëåé, ÿâëÿþùèõ-

ñÿ ÿäðàìè ýíäîìîðôèçìîâ ìîäóëÿ M ñòàáèëèçèðóåòñÿ, òî 4(S) � íèëü-

èäåàë.

3) ìîäóëü M ëîêàëüíî íåòåðîâ, òî 4(S) ⊂ J(S).

10.28. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü è S = EndR(M). Ïîêàæèòå, ÷òî

åñëè:

1) â ìîäóëå M êàæäàÿ óáûâàþùàÿ öåïü ïîäìîäóëåé, ïîðîæäåííûõ

ìîäóëåì M ñòàáèëèçèðóåòñÿ, òî O(S) � íèëüïîòåíòíûé èäåàë;

2) â ìîäóëå M êàæäàÿ óáûâàþùàÿ öåïü ïîäìîäóëåé, ÿâëÿþùèõñÿ

îáðàçàìè ýíäîìîðôèçìîâ ìîäóëÿ M ñòàáèëèçèðóåòñÿ, òî O(S) � íèëü-

èäåàë.

11 Ïîëóïðîñòûå è êîïîëóïðîñòûå ìîäóëè

Ïîëóïðîñòûå ìîäóëè è êëàññè÷åñêè ïîëóïðîñòûå êîëüöà

ÌîäóëüM íàçûâàåòñÿ ïîëóïðîñòûì, åñëèM � ñóììà ïðîñòûõ ïîäìî-

äóëåé.

11.1. Äëÿ ìîäóëÿ M ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) M � ïîëóïðîñòîé ìîäóëü;

2) M � ïðÿìàÿ ñóììà ïðîñòûõ ìîäóëåé;

3) M � ãîìîìîðôíûé îáðàç ñóììû ïðîñòûõ ìîäóëåé;

101



4) M íå èìååò ñîáñòâåííûõ ñóùåñòâåííûõ ïîäìîäóëåé;

5) êàæäûé íåíóëåâîé ôàêòîðìîäóëü ìîäóëÿ M îáëàäàåò ìàêñèìàëü-

íûì ïîäìîäóëåì èM íå èìååò ñóùåñòâåííûõ ìàêñèìàëüíûõ ïîäìîäóëåé;

6) M = Soc(M);

7) â ìîäóëå M êàæäûé ïîäìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì;

8) êàæäûé ìîäóëü â σ(M) ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì;

9) Soc(M) 6e M,J(M) = 0 è Soc(mR) � ìîäóëü êîíå÷íîé äëèíû äëÿ

êàæäîãî m ∈M.

11.2. Ïóñòü R = Mn(T ) � êîëüöî ìàòðèö íàä òåëîì T . Ïîêàæèòå, ÷òî

RR � ïîëóïðîñòîé ïðàâûé R-ìîäóëü è åñëè S1, S2 � ïðîñòûå ïîäìîäóëè

ìîäóëÿ M, òî S1
∼= S2.

11.3. Ïóñòü A,B � ìàòðèöû íàä ïîëåì P ðàçìåðîâ m íà n è s íà

n ñîîòâåòñâåííî è R = Mn(P ). Ïîêàæèòå, ÷òî öèêëè÷åñêèå ïðàâûå R-

ìîäóëè AR è BR èçîìîðôíû â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà rk(A) = rk(B).

11.4. Ïóñòü A,B � íåíóëåâûå ìàòðèöû íàä ïîëåì P ðàçìåðîâ m íà

n, R = Mn(P ) è S = Mm(P ). Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäûé S-R-áèìîäóëü èçî-

ìîðôåí íåêîòîðîé ïðÿìîé ñóììå áèìîäóëÿ SAR è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

SAR = SBR.

11.5. Äëÿ êîëüöà R ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) RR � ïîëóïðîñòîé ïðàâûé R-ìîäóëü;

2) RR � ïîëóïðîñòîé ëåâûé R-ìîäóëü;

3) êîëüöî R èçîìîðôíî êîíå÷íîé ïðÿìîé ñóììå ïîëíûõ ìàòðè÷íûõ

êîëåö êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ íàä òåëàìè;

4) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì;

5) íàä êîëüöîì R êàæäûé ëåâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì;

6) â ïðàâîì R-ìîäóëå RR êàæäûé ñóùåñòâåííûé ïîäìîäóëü ñîâïàäàåò

ñ R;

7) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðîñòîé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ íåñèíãó-

ëÿðíûì;

8) â ïðàâîì R-ìîäóëå RR êàæäûé ìàêñèìàëüíûé ïîäìîäóëü ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìûì ñëàãàåìûì;
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9) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ SIP -ìîäóëåì;

10) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ SSP -ìîäóëåì;

11) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðîåêòèâíûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ

SSP -ìîäóëåì;

12) íàä êîëüöîì R êàæäûé èíúåêòèâíûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ

SIP -ìîäóëåì;

13) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ C3-ìîäóëåì;

14) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ D3-ìîäóëåì;

15) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðîñòîé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïðîåê-

òèâíûì;

16) íàä êîëüöîì R êàæäûé öèêëè÷åñêèé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïðî-

åêòèâíûì;

17) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì.

Êîëüöî, óäîâëåòâîðÿþùåå ýêâèâàëåíòíûì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåãî óïðàæ-

íåíèÿ, íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêè ïîëóïðîñòûì.

11.6. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) êîëüöî R èçîìîðôíî êîíå÷íîé ïðÿìîé ñóììå òåë;

2) R � ðåäóöèðîâàííîå êëàññè÷åñêè ïîëóïðîñòîå êîëüöî;

3) R � íîðìàëüíîå êëàññè÷åñêè ïîëóïðîñòîå êîëüöî;

4) R � èíâàðèàíòíîå ñïðàâà êëàññè÷åñêè ïîëóïðîñòîå êîëüöî;

5) R � êâàçèèíâàðèàíòíîå ñïðàâà êëàññè÷åñêè ïîëóïðîñòîå êîëüöî;

11.7. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè M � ïîëóïðîñòîé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé

ïðàâûé R-ìîäóëü, òî EndR(M) � êëàññè÷åñêè ïîëóïðîñòîå êîëüöî.

11.8. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëóïðîñòîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M ñëåäóþ-

ùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) M � äèñòðèáóòèâíûé ìîäóëü;

2) EndR(M) � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå òåë;

3) M � ïðÿìàÿ ñóììà ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ïðîñòûõ ìîäóëåé.

11.9. ÏóñòüM � ïîëóïðîñòîé ïðàâûé R-ìîäóëü è S = EndR(M). Òîãäà

ëåâûé S-ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì äèñòðèáóòèâíûì ìîäóëåì.
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11.10. ÏóñòüM � ïðàâûé R-ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäûé ñîáñòâåí-

íûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿM ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà

ëèáî M � ïîëóïðîñòîé ìîäóëü, ëèáî Soc(M) � íàèáîëüøèé ñîáñòâåííûé

ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M.

11.11. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû

óñëîâèÿ:

1) R � êâàçèèíâàðèàíòíîå ñïðàâà êîëüöî;

2) êàæäûé öèêëè÷åñêèé ïîäìîäóëü âñÿêîãî îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòîãî

ïðàâîãî R-ìîäóëÿ, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì;

3) êàæäûé öèêëè÷åñêèé ïîäìîäóëü âñÿêîãî îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòîãî

ïðàâîãî R-ìîäóëÿ äëèíû äâà, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

11.12. 1) Ïóñòü N � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïîëóïðîñòîé ïîäìîäóëü

ìîäóëÿ M . Åñëè N ∩ J(M) = 0, òî N � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ìîäóëÿ M .

2) Ïóñòü N � êîíå÷íàÿ ïðÿìàÿ ñóììà íåìàëûõ ïðîñòûõ ïîäìîäóëåé

ìîäóëÿ M. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, êîãäà N íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì

ìîäóëÿ M.

11.13. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåíóëåâîãî êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) R ∼= Mn(T ), ãäå T � òåëî;

2) R � ïðîñòîå êîëüöî, êîòîðîå ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûé ïðàâûé èäåàë;

3) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì

êîíå÷íîé äëèíû è äëÿ âñÿêèõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ïðàâûõ R-ìîäóëåé

M è N âûïîëíåíà ýêâèâàëåíòíîñòü

M ∼= N ⇔ lg(M) = lg(N).

11.14. Ïóñòü R � êëàññè÷åñêè ïîëóïðîñòîå êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî

åñëèM,N � êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïðàâûå R-ìîäóëè, òîM ∼= N â òî÷íî-

ñòè òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî ïðèìèòèâíîãî öåíòðàëüíîãî èäåìïîòåíòà

e êîëüöà R âûïîëíåíî ðàâåíñòâî: lg(Me) = lg(Ne).

Ïóñòü M � àáåëåâà ãðóïïà, R � êîëüöî è φ : R→ End(M) � ãîìîìîð-

ôèçì êîëåö. Îïåðàöèÿ

rm = φ(r)(m)(r ∈ R,m ∈M)
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ïðåâðàùàåò M â ëåâûé R-ìîäóëü. Ýòîò ìîäóëü îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç φM.

11.15. Ïóñòü A � êëàññè÷åñêè ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì P õà-

ðàêòåðèñòèêè íóëü, V,W � êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä

ïîëåì P è φ1 : A → EndP (V ), φ1 : A → EndP (W ) � ãîìîìîðôèçìû P -

àëãåáð. Ïîêàæèòå, ÷òî φ1V
∼=φ2 W â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî

a ∈ A âûïîëíåíî ðàâåíñòâî tr(φ1(a)) = tr(φ2(a)).

11.16 (Òåîðåìà Ñêîëåìà-Íåòåðà). Ïóñòü P � ïîëå. Ïîêàæèòå,

÷òî åñëè φ : A → B � èçîìîðôèçì ïðîñòûõ ïîäàëãåáð àëãåáðû Mn(P ),

òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà A ∈ Mn(P ), ÷òî A−1aA = φ(a)

äëÿ êàæäîãî a ∈ A. Â ÷àñòíîñòè, âñÿêèé àâòîìîðôèçì àëãåáðû Mn(P )

ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì.

11.17. Ïóñòü R � êîëüöî, G � ãðóïïà è H � ïîäãðóïïà â G. Ïðàâûé

èäåàë ωH êîëüöà RG � ïðÿìîå ñëàãàåìîå êîëüöà RGRG ⇔ |H| = n <∞
è n−1 ∈ R.

11.18. Ïóñòü R � êîëüöî, G � ãðóïïà, M � ïðàâûé RG-ìîäóëü è H

� íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G òàêîãî êîíå÷íîãî èíäåêñà n, ÷òî n−1 ∈ A.
Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) åñëè X � ïðàâûé RG-ìîäóëü è f : M → X � ãîìîìîðôèçì ïðàâûõ

RH-ìîäóëåé, òî f � ãîìîìîðôèçì ïðàâûõ RG-ìîäóëåé;

2) åñëè NRG � ïîäìîäóëü ìîäóëÿ MRG è NRH � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ìî-

äóëÿ MRH , òî NRG � ïðÿìîå ñëàãàåìîå â MRG;

3) M � ïîëóïðîñòîé ïðàâûé RG-ìîäóëü ⇔ M � ïîëóïðîñòîé ïðàâûé

RH-ìîäóëü;

4) êîëüöî RG ïîëóïðîñòî ⇔ êîëüöî RH ïîëóïðîñòî.

11.19. Äëÿ êîëüöà R è ãðóïïû G ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) RG � ïîëóïðîñòîå êîëüöî;

2) R � ïîëóïðîñòîå êîëüöî è ωG � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ìîäóëÿ RGRG;

3) R � ïîëóïðîñòîå êîëüöî, G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n è n−1 ∈ R.

Òåîðåìà ïëîòíîñòè è åå ïðèëîæåíèÿ

105



11.20 (Òåîðåìà ïëîòíîñòè). Ïóñòü M � ïîëóïðîñòîé ïðàâûé R-

ìîäóëü è β ∈ BiendR(M). Òîãäà äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà ýëå-

ìåíòîâ x1, x2, . . . xn èç M ñóùåñòâóåò ýëåìåíò r ∈ R òàêîé, ÷òî x1β =

x1r, x2β = x2r, . . . xnβ = x1r.

11.21 (Òåîðåìà Áåðíñàéäà). Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F è A � ïîäàëãåáðà

àëãåáðû EndF (V ). Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè V íå ñîäåðæèò ïîäïðîñòðàíñòâ

èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî A, îòëè÷íûõ îò 0 è V, òî A = EndF (V ).

11.22. Ïóñòü A � àëãåáðà íàä ïîëåì P, M � ïðîñòîé ïðàâûé A � ìîäóëü

è dimP (M) < ∞. Ïîêàæèòå, ÷òî EndA(M) = P â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà

îòîáðàæåíèå φ : A→ EndP (M), äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó a 7→ (v 7→ av),

ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì.

11.23. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n íàä àëãåáðà-

è÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F è G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà îáðàòèìûõ ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà V . Ïîêàæèòå, ÷òî V íå ñîäåðæèò ïîäïðî-

ñòðàíñòâ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî G, îòëè÷íûõ îò 0 è V, â òî÷íîñòè

òîãäà, êîãäà G ñîäåðæèò n2 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

11.24. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä àëãåáðà-

è÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F è A = EndF (V ). Ïîêàæèòå, ÷òî ïîäàëãåáðà

B àëãåáðû A òðèàíãóëèçóåìà â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà êàæäûé ýëåìåíò

èç [B,B] íèëüïîòåíòåí.

11.25. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä àë-

ãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F. Ïîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíûå îïåðàòîðû

A,B ∈ EndF (V ) îäíîâðåìåííî òðèàíãóëèçóåìû â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà

êàæäàÿ ìàòðèöà âèäà f(A,B)[A,B], ãäå f(x, y) � ìíîãî÷ëåí îò íåêîììó-

òèðóþùèõ ïåðåìåííûõ x è y, ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé.

11.26. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä àëãåá-

ðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F. Ïîêàæèòå, ÷òî â êàæäîì èç ñëåäóþùèõ

ñëó÷àåâ ëèíåéíûå îïåðàòîðû A,B ∈ EndF (V ) îäíîâðåìåííî òðèàíãóëè-

çóåìû:

1) A[A,B] = [A,B]B = 0;
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2) [A, [A,B]] = [B, [A,B]] = 0 è F = C;

3) AB = 0;

4) [A,B]A = [A,B]B = 0.

11.27. Ïóñòü R ïðèìèòèâíîå ñïðàâà êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåêî-

òîðîãî òåëà T ëèáî R èçîìîðôíî êîëüöó ìàòðèö Mn(T ), ãäå n ∈ N, ëèáî
äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóåò ïîäêîëüöî Rn êîëüöà R,

êîòîðîå ãîìîìîðôíî îòîáðàæàåòñÿ íà êîëüöî Mn(T ).

11.28. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà r êîëüöà R ñóùåñòâóåò íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî n > 1 òàêîå, ÷òî xn = x. Ïîêàæèòå, ÷òî R � êîììóòàòèâíîå

êîëüöî.

11.29. Ïóñòü R � ïîëóïðèìèòèâíîå êîëüöî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî

óñëîâèå [R,R] ⊂ C(R). Ïîêàæèòå, ÷òî R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî.

11.30. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R/J(R) � êîììóòàòèâíîå êîëüöî;

2) ìíîæåñòâî U(M2(R)) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè òðàíñïîíè-

ðîâàíèÿ;

3) ìíîæåñòâî U(Mn(R)) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè òðàíñïîíè-

ðîâàíèÿ äëÿ ëþáîãî n > 1

V -êîëüöà è ìîäóëè

Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ V -ìîäóëåì (èëè êîïîëóïðîñòûì), åñëè êàæ-

äûé åãî ïîäìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ìàêñèìàëüíûõ ïîäìîäóëåé.

11.31. Äëÿ ìîäóëÿ M ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) M � V -ìîäóëü;

2) êàòåãîðèÿ σ(M) îáëàäàåò ïîëóïðîñòûì êîïîðîæäàþùèì;

3) êàòåãîðèÿ σ(M) îáëàäàåò êîïîðîæäàþùèì N , ó êîòîðîãî J(N) = 0;

4) äëÿ êàæäîãî ìîäóëÿ N ∈ σ(M) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî J(N) = 0;
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5) äëÿ êàæäîãî ôàêòîðìîäóëÿ N ìîäóëÿ M èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

J(N) = 0;

6) êàæäûé ïðîñòîé ïîäìîäóëü ïðîèçâîëüíîãî ìîäóëÿ N ∈ σ(M) ÿâëÿ-

åòñÿ çàìêíóòûì â N ;

7) êàæäûé êîíå÷íî êîïîðîæäåííûé ìîäóëü â σ(M) ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðî-

ñòûì;

8) êàæäûé êîíå÷íî êîïîðîæäåííûé ôàêòîðìîäóëü ìîäóëÿM ÿâëÿåòñÿ

ïîëóïðîñòûì;

9) êàæäûé ìîäóëü â σ(M) ÿâëÿåòñÿ V -ìîäóëåì.

11.32. Ïóñòü (Mi)i∈I � ñåìåéñòâî ïðàâûõ R-ìîäóëåé. Ïîêàæèòå, ÷òî

åñëè äëÿ êàæäîãî i ∈ I ìîäóëü Mi ÿâëÿåòñÿ V -ìîäóëåì, òî
⊕

i∈IMi �

V -ìîäóëü.

11.33. ÏóñòüM � ïðàâûé R-ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íåíó-

ëåâîãî ïîäìîäóëÿ N ìîäóëÿM ôàêòîðìîäóëüM/N ÿâëÿåòñÿ V -ìîäóëåì

â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ëèáî M � V -ìîäóëü, ëèáî J(M) � íàèìåíüøèé

íåíóëåâîé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M.

11.34. Äëÿ êîëüöà R ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) ïðàâûé R-ìîäóëü RR ÿâëÿåòñÿ V -ìîäóëåì;

2) êàæäûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ìàêñèìàëü-

íûõ ïðàâûõ èäåàëîâ;

3) äëÿ êàæäîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M âûïîëíåíî ðàâåíñòâî J(M) = 0;

4) êàæäûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ V -ìîäóëåì.

ÊîëüöîR, óäîâëåòâîðÿþùåå ýêâèâàëåíòíûì óñëîâèÿ ïðåäûäóùåãî óïðàæ-

íåíèÿ, íàçûâàåòñÿ ïðàâûì V -êîëüöîì.

Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ π-ïðîåêòèâíûì, åñëè äëÿ êàæäûõ åãî ïîäìî-

äóëåé M1 è M2 âåðíà èìïëèêàöèÿ:

M1 +M2 = M ⇒ Hom(M,M1) + Hom(M,M2) = End(M).

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðÿìîå ñëàãàåìîå π-ïðîåêòèâíîãî ìîäóëÿ ÿâëÿ-

åòñÿ π-ïðîåêòèâíûì ìîäóëåì è âñÿêèé ñâîáîäíûé ìîäóëü π-ïðîåêòèâåí.
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11.35. Ïóñòü P � π-ïðîåêòèâíûé ïðàâûé R � ìîäóëü è N � åãî

èíâàðèàíòíûé ïîäìîäóëü. Òîãäà äëÿ ìîäóëÿ P ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâ-

íîñèëüíû:

1) P � V -ìîäóëü;

2) P/N � V -ìîäóëü, N � V -ìîäóëü è êàæäûé ìàêñèìàëüíûé ïîäìî-

äóëü ïðàâîãî R � ìîäóëÿ N ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ìàêñèìàëüíûõ

ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ P .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè I � èäåàë êîëüöà R, òî R � ïðàâîå V -êîëüöî â òî÷-

íîñòè òîãäà, êîãäà R/I � ïðàâîå V -êîëüöî, IR � V -ìîäóëü è êàæäûé

ìàêñèìàëüíûé ïîäìîäóëü ïðàâîãî R-ìîäóëÿ IR ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì

ìàêñèìàëüíûõ ïðàâûõ èäåàëîâ êîëüöà R.

11.36. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü è äëÿ êàæäîãî ïîäìîäóëÿ N

ìîäóëÿ M èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî N = Hom(M,N)N . Òîãäà ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � V -ìîäóëü;

2) äëÿ êàæäîãî ïðèìèòèâíîãî ñïðàâà èäåàëà I êîëüöà R ìîäóëüM/MI

ÿâëÿåòñÿ V -ìîäóëåì.

11.37. Åñëè ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ π-ïðîåêòèâíûì è N � ïîäìîäóëü

ìîäóëÿ M , òî N/Hom(M,N)N �M/Hom(M,N)N .

Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ êîïîëèôîðìíûì, åñëè Hom(M,N/L) = 0, ãäå

N �M è L ⊂ N . Åñëè êàæäûé ôàêòîðìîäóëü ìîäóëÿM ÿâëÿåòñÿ êîïî-

ëèôîðìíûì, òî ìîäóëüM íàçûâàåòñÿ ñòðîãî êîïîëèôîðìíûì. Êîëüöî R

íàçûâàåòñÿ ñòðîãî êîïîëèôîðìíûì ñïðàâà, åñëè ìîäóëü RR ñòðîãî êîïî-

ëèôîðìåí. ßñíî, ÷òî âñÿêèé V -ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî êîïîëèôîðìíûì.

11.38. Êàæäîå ëè còðîãî êîïîëèôîðìíîå ñïðàâà êîëüöî, ÿâëÿåòñÿ

ïðàâûì V -êîëüöîì?

11.39. Ïóñòü P � π-ïðîåêòèâíûé ñòðîãî êîïîëèôîðìíûé ìîäóëü.

Åñëè P ïîðîæäàåò êàæäûé ñâîé ïîäìîäóëü, òî äëÿ êàæäîãî ïîäìîäóëÿ

N ìîäóëÿ P èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî N = Hom(P,N)N.
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Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì ñïðàâà, åñëè äëÿ êàæäîãî åãî

ïðàâîãî èäåàëà I âûïîëíåíî ðàâåíñòâî I2 = I.

11.40. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ïðàâîå V -êîëüöî;

2) R � ñëàáî ðåãóëÿðíîå ñïðàâà êîëüöî è êàæäîå ïðèìèòèâíîå ñïðàâà

ôàêòîðêîëüöî êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ V � êîëüöîì.

12 Ëîêàëüíûå è ïîëóëîêàëüíûå êîëüöà

Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì, åñëè M � íåíóëåâîé öèêëè÷åñêèé

ìîäóëü è ôàêòîðìîäóëü M/J(M) ïðîñò. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ëîêàëü-

íûì, åñëè R/J(R) � òåëî.

12.1. Äëÿ ìîäóëÿ M ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) M � ëîêàëüíûé ìîäóëü;

2) M/J(M) � ïðîñòîé ìîäóëü è J(M) � ìàëûé ïîäìîäóëü â M ;

3) M � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü è êàæäûé åãî ñîáñòâåííûé ïîä-

ìîäóëü ìàë â M ;

4) M � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü, îáëàäàþùèé ðîâíî îäíèì ìàê-

ñèìàëüíûì ïîäìîäóëåì;

5) M 6= J(M) è M ñîâïàäàåò ñ êàæäûì ñâîèì ïîäìîäóëåì, íå ñîäåð-

æàùèìñÿ â J(M);

6) M 6= J(M) è M � íåðàçëîæèìûé I0-ìîäóëü.

12.2. Äëÿ êîëüöà R ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) R � ëîêàëüíîå êîëüöî;

2) RR � ëîêàëüíûé ìîäóëü;

3) RR � ëîêàëüíûé ìîäóëü;

4) R = rR äëÿ êàæäîãî r ∈ R \ J(R);

5) R = Rr äëÿ êàæäîãî r ∈ R \ J(R);

6) êàæäûé ýëåìåíò r ∈ R \ J(R) îáðàòèì â R;

7) J(R) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ íåîáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà

R;
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8) äëÿ ëþáûõ òàêèõ s, t ∈ R, ÷òî s+ t = 1, õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ

s, t îáðàòèì â R;

9) äëÿ ëþáûõ òàêèõ s, t ∈ R, ÷òî s+ t = 1, õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ

s è t îáðàòèì ñïðàâà â R.

Èäåìïîòåíò e êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì, åñëè eRe � ëîêàëüíîå

êîëüöî.

12.3. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ èäåìïîòåíòà e êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) e � ëîêàëüíûé èäåìïîòåíò;

2) eR � ëîêàëüíûé ïðàâûé R-ìîäóëü;

3) eR � ëîêàëüíûé ëåâûé R-ìîäóëü.

Ïóñòü R � êîëüöî. Ïðàâûé R-ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ ïîëóëîêàëüíûì,

åñëè M/J(M) � ïîëóïðîñòîé ìîäóëü. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ïîëóëîêàëü-

íûì, åñëè ôàêòîðêîëüöî R/J(R) ïîëóïðîñòî. ßñíî, ÷òî êîëüöî R ÿâëÿåò-

ñÿ ïîëóëîêàëüíûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà RR � ïîëóëîêàëüíûé ìîäóëü.

12.4. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìîäóëÿM ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � ïîëóëîêàëüíûé ìîäóëü;

2) äëÿ êàæäîãî ïîäìîäóëÿ A ìîäóëÿ M ñóùåñòâóåò òàêîé ïîäìîäóëü

B 6M, ÷òî A+B = M è A ∩B 6 J(M) .

3) â êàòåãîðèè Gen(M) êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïîëóëîêàëüíûì.

12.5. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ïîëóëîêàëüíîå êîëüöî;

2) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïîëóëîêàëüíûì.

12.6. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ïîëóëîêàëüíîå êîëüöî;

2) äëÿ êàæäîãî ñåìåéñòâà {Mi}i∈I ïðàâûõ R-ìîäóëåé âûïîëíåíî ðà-

âåíñòâî

Soc(
∏
i∈I

Mi) =
∏
i∈I

Soc(Mi);

3) âñÿêîå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîëóïðîñòûõ ïðàâûõ R-ìîäóëåé ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëóïðîñòûì ìîäóëåì.
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12.7. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R/J(R) � ïðàâîå V -êîëüöî;

2) äëÿ êàæäîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M âûïîëíåíî ðàâåíñòâî J(M) =

MJ(R);

3) íàä êîëüöîì R âñÿêîå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå V -ìîäóëåé ÿâëÿåòñÿ

V -ìîäóëåì.

12.8. Ïóñòü R � ïîëóëîêàëüíîå êîëüöî è J(R)2 6= J(R). Ïîêàæèòå,

÷òî äëÿ ïðîñòîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ S ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) S � èçîìîðôåí ïîäìîäóëþ ïðàâîãî R-ìîäóëÿ J(R)/J(R)2;

2) äëÿ íåêîòîðîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M ñóùåñòâóåò ìîíîìîðôèçì φ :

S → J(M);

3) ñóùåñòâóåò îäíîðîäíûé íåïðîñòîé ïðàâûé R-ìîäóëü, ó êîòîðîãî

öîêîëü èçîìîðôåí S.

ÊîëüöîR íàçûâàåòñÿ ïîëóïðèìàðíûì, åñëè ôàêòîðêîëüöîR/J(R) ïî-

ëóïðîñòî è èäåàë J(R) íèëüïîòåíòåí. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ïîëóñîâåð-

øåííûì, åñëè R/J(R) � ïîëóïðîñòîå êîëüöî è êàæäûé åãî èäåìïîòåíò

ïîäíèìàåòñÿ äî èäåìïîòåíòà êîëüöà R. ßñíî, ÷òî âñÿêîå ïîëóïðèìàðíîå

êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ïîëóñîâåðøåííûì.

12.9. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàäèêàë Äæåêîáñîíà ïîëóëîêàëüíîãî êîëüöà

ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ åãî ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ.

12.10. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëóñîâåðøåííîãî êîëüöà R ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � êîíå÷íîå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ëîêàëüíûõ êîëåö;

2) êàæäûé èäåìïîòåíò èç êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì;

3) âñÿêèé èäåìïîòåíò èç êîëüöà R êîììóòèðóåò ñ êàæäûì ýëåìåíòîì,

ó êîòîðîãî êâàäðàò ðàâåí íóëþ.

12.11. Ïóñòü R � ïîëóñîâåðøåííîå êîëüöî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíà

èìïëèêàöèÿ:

∀r ∈ R : r2 = 0⇒ r ∈ J(R).

Ïîêàæèòå, ÷òî R/J(R) � êîíå÷íîå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå òåë.
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12.12. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ïîëóñîâåðøåííîå êîëüöà;

2) 1 = e1 + . . . + en, ãäå ei � ëîêàëüíûå îðòîãîíàëüíûå èäåìïîòåíòû

êîëüöà R.

12.13. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîëóëîêàëüíîãî, íî íåïîëóñîâåðøåííîãî

êîëüöà.

12.14. Ïóñòü 1 = e1 + . . .+ en = f1 + . . .+ fm, ãäå e1, . . . , en; f1, . . . , fm

� îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû ëîêàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ èç ïîëóñîâåðøåííîãî

êîëüöà R. Òîãäà n = m è ñóùåñòâóåò òàêîé îáðàòèìûé ýëåìåíò u, ÷òî

äëÿ íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè π ∈ Sn èìååì fi = u−1eπ(i)u, ãäå i = 1, . . . , n.

12.15. Ïóñòü R � ïîëóñîâåðøåííîå êîëüöî è A,B � èäåàëû êîëüöà

R. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè âñÿêèé èäåìïîòåíò èç êîëüöà R êîììóòèðóåò ñ

êàæäûì ýëåìåíòîì, êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí íóëþ, è A + B = R, òî

AB = BA.

12.16. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ïîëóëîêàëüíîå êîëüöî è J(R) � t-íèëüïîòåíòíûé ñëåâà èäåàë;

2) R � ïîëóëîêàëüíîå êîëüöî è êàæäûé íåíóëåâîé ïðàâûé R-ìîäóëü

ñîäåðæèò ïðîñòîé ïîäìîäóëü;

3) R � ïîëóëîêàëüíîå êîëüöî è êàæäûé íåíóëåâîé ëåâûé R-ìîäóëü

ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ïîäìîäóëü;

4) R � ïîëóëîêàëüíîå êîëüöî è äëÿ êàæäîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M

âûïîëíåíî óñëîâèå Soc(M) 6e M ;

5) R � ïîëóëîêàëüíîå êîëüöî äëÿ êàæäîãî ëåâîãî R-ìîäóëÿM âûïîë-

íåíî óñëîâèå J(M)�M .

Êîëüöî R, óäîâëåòâîðÿþùåå îäíîìó èç óñëîâèé ïðåäûäóùåãî óïðàæ-

íåíèÿ, íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì ñëåâà êîëüöîì. ßñíî, ÷òî âñÿêîå ñîâåð-

øåíîå ñëåâà êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ïîëóñîâåðøåííûì.

12.17. Ïóñòü P1, P2 � ïðîåêòèâíûå ïðàâûå R-ìîäóëè.

Òîãäà
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1) åñëè K1 � P1, K2 � P2 è P1/K1
∼= P2/K2, òî P1

∼= P2;

2) åñëè P2 � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü è P1/J(P1) ∼= P2/J(P2), òî

P1
∼= P2.

Ýïèìîðôèçì f : P → M ïðàâûõ R-ìîäóëåé íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíîé

îáîëî÷êîé ìîäóëÿ M, åñëè P � ïðîåêòèâíûé ìîäóëü è Ker(f) � P. Èç

ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè f : P1 → M, f : P2 → M �

ïðîåêòèâíûå îáîëî÷êè ìîäóëÿ M, òî P1
∼= P2.

12.18. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè êàæäûé ôàêòîðìîäóëü ìîäóëÿM îáëàäàåò

ïðîåêòèâíîé îáîëî÷êîé, òî M � ñòðîãî äîïîëíÿåìûé ìîäóëü

12.19. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ñîâåðøåííîå ñïðàâà êîëüöî;

2) R
(N)
R � ñëàáî äîïîëíÿåìûé ìîäóëü;

3) êàæäûé ïðîåêòèâíûé (ñâîáîäíûé) ïðàâûéR-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ñëàáî

äîïîëíÿåìûì;

4) êàæäûé ïðîåêòèâíûé (ñâîáîäíûé) ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ äî-

ïîëíÿåìûì;

5) êàæäûé ïðîåêòèâíûé (ñâîáîäíûé) ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ñòðî-

ãî äîïîëíÿåìûì;

6) êàæäûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ äîïîëíÿåìûì;

7) êàæäûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî äîïîëíÿåìûì;

8) êàæäûé ïðàâûé R-ìîäóëü îáëàäàåò ïðîåêòèâíîé îáîëî÷êîé;

9) êàæäûé ïîëóïðîñòîé ïðàâûé R-ìîäóëü îáëàäàåò ïðîåêòèâíîé îáî-

ëî÷êîé.

12.20. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ïîëóñîâåðøåííîå êîëüöî êîëüöî;

2) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé (ñâîáîäíûé) ïðàâûé

R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ äîïîëíÿåìûì;

3) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé (ñâîáîäíûé) ïðàâûé

R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî äîïîëíÿåìûì;

4) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ äîïîë-

íÿåìûì;
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5) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî

äîïîëíÿåìûì;

6) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðàâûé R-ìîäóëü îáëàäàåò ïðîåê-

òèâíîé îáîëî÷êîé;

7) êàæäûé ïðîñòîé ïðàâûé R-ìîäóëü îáëàäàåò ïðîåêòèâíîé îáîëî÷-

êîé.

13 Àðòèíîâû è íåòåðîâû ìîäóëè. Ïîëóàðòèíîâû è

ïîëóíåòåðîâû ìîäóëè

Àðòèíîâû è íåòåðîâû ìîäóëè

Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ àðòèíîâûì (ñîîòâ., í�åòåðîâûì), åñëè ðåøåò-

êà Lat(M) � àðòèíîâî (ñîîòâ., í�åòåðîâî) ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíî-

æåñòâî; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî M íå èìååò áåñêîíå÷íûõ ñòðîãî óáûâàþùèõ

(ñîîòâ., ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ) öåïåé ïîäìîäóëåé.

13.1. Äëÿ ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � íåòåðîâ ìîäóëü;

2) ñóùåñòâóåò òàêîé ïîäìîäóëüN ìîäóëÿM , ÷òîN èM/N � íåòåðîâû

ìîäóëè;

3) M � êîíå÷íàÿ ñóììà íåòåðîâûõ ïîäìîäóëåé;

4) ñóùåñòâóåò òàêàÿ öåïü

0 = M0 ⊂M1 ⊂ . . . ⊂Mn−1 ⊂Mn = M

ïîäìîäóëåé â M , ÷òî âñå ìîäóëè Mi/Mi−1 íåòåðîâû;

5) äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà ïîäìîäóëåé {Mi}i∈I ìîäóëÿ M ñóùåñòâóåò

òàêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî I ′ ⊂ I, ÷òî∑
i∈I

Mi =
∑
i∈I ′

Mi;

6) êàæäûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M êîíå÷íî ïîðîæäåí;

7) êàæäûé ñóùåñòâåííûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M êîíå÷íî ïîðîæäåí.
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13.2. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìîäóëÿM ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M/ Soc(M) � íåòåðîâ ìîäóëü;

2) M íå èìååò ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ öåïåé ñóùåñòâåííûõ ïîäìîäóëåé.

13.3. Äëÿ ìîäóëÿ M ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) M � àðòèíîâ ìîäóëü;

2) ñóùåñòâóåò òàêîé ïîäìîäóëüN ìîäóëÿM , ÷òîN èM/N � àðòèíîâû

ìîäóëè;

3) M � êîíå÷íàÿ ñóììà àðòèíîâûõ ïîäìîäóëåé;

4) ñóùåñòâóåò òàêàÿ öåïü

0 = M0 ⊆M1 ⊆ . . . ⊆Mn−1 ⊆Mn = M

ïîäìîäóëåé â M , ÷òî âñå ìîäóëè Mi/Mi−1 àðòèíîâû;

5) äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà ïîäìîäóëåé {Mi}i∈I ìîäóëÿ M ñóùåñòâóåò

òàêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî I ′ ⊂ I, ÷òî⋂
i∈I

Mi =
⋂
i∈I ′

Mi;

6) êàæäûé ôàêòîðìîäóëü ìîäóëÿ M êîíå÷íî êîïîðîæäåí;

7) M � ñëàáî äîïîëíÿåìûé ìîäóëü è äëÿ êàæäîãî ìàëîãî ïîäìîäóëÿ

N ìîäóëÿ M ôàêòîðìîäóëü M/N êîíå÷íî êîïîðîæäåí;

8) êàæäûé ôàêòîðìîäóëü ìîäóëÿ M ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ðàñøè-

ðåíèåì êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî ïîëóïðîñòîãî ìîäóëÿ.

13.4. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìîäóëÿM ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � ïîëóïðîñòîé ìîäóëü;

2) M � àðòèíîâ ìîäóëü è J(M) = 0.

ÌîäóëüM íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî àðòèíîâûì (ñîîòâ., íåòåðîâûì), åñëè

êàæäûé åãî êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü � àðòèíîâûé ìîäóëü (ñîîòâ.,

íåòåðîâûé ìîäóëü).

13.5. Ïóñòü R � ïðàâîå V -êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðàâîãî R-

ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � ïîëóïðîñòîé ìîäóëü;

2) M � ëîêàëüíî àðòèíîâûé ìîäóëü.

116



13.6. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü, I � èäåàë êîëüöà S = EndR(M),

êîòîðûé êîíå÷íî ïîðîæäåí êàê ïðàâûé S-ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî åñ-

ëè ìîäóëü IM/I2M àðòèíîâ (íåòåðîâ), òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N ìîäóëü

InM/In+1M ÿâëÿåòñÿ àðòèíîâûì (íåòåðîâûì).

Ìîäóëè êîíå÷íîé äëèíû

Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì êîíå÷íîé äëèíû, åñëè ëèáî M = 0,

ëèáî â M ñóùåñòâóåò òàêàÿ öåïü 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ . . . ⊂ Mn−1 ⊂ Mn = M

ïîäìîäóëåé, ÷òî âñå ìîäóëè Mi/Mi−1 ïðîñòû.

13.7. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � ìîäóëü êîíå÷íîé äëèíû;

2) M � íåòåðîâ è àðòèíîâ ìîäóëü;

3)M � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü è êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé

ìîäóëü èç êàòåãîðèè σ(M) ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì êîíå÷íîé äëèíû.

13.8. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäûé ñàìîïîðîæäàþùèéñÿ àðòèíîâ ìîäóëü

ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì êîíå÷íîé äëèíû.

13.9. Ïóñòü M1, . . . ,Mn � ïîäìîäóëè ìîäóëÿ M. Ïîêàæèòå, ÷òî åñ-

ëè äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 n M/Mi � ìîäóëü êîíå÷íîé äëèíû (ñîîòâ.,

íåòåðîâ, àðòèíîâ), òî ìîäóëü M/
⋂

16i6nMi ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì êîíå÷íîé

äëèíû (ñîîòâ., íåòåðîâûì, àðòèíîâûì).

Öåïü ïîäìîäóëåé

0 = M0 ⊆M1 ⊆ . . . ⊆Mn−1 ⊆Mn = M

ìîäóëÿ M íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèîííûì ðÿäîì, åñëè ôàêòîðìîäóëè

Mi+1/Mi ïðîñòû äëÿ âñåõ 0 6 i < n. ÔàêòîðìîäóëèMi+1/Mi íàçûâàþòñÿ

êîìïîçèöèîííûìè ôàêòîðàìè ýòîãî ðÿäà.

Öåïü ïîäìîäóëåé 0 = M0 ⊆ M1 ⊆ . . . ⊆ Mn−1 ⊆ Mn = M ìîäóëÿ M

íàçûâàåòñÿ óïëîòíåíèåì öåïè ïîäìîäóëåé 0 = M ′
0 ⊆M ′

1 ⊆ . . . ⊆M ′
n−1 ⊆
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M ′
m = M, åñëè äëÿ êàæäîãî 0 6 i 6 m ñóùåñòâóåò 0 6 j 6 n òàêîé, ÷òî

M ′
i = Mj.

Öåïè ïîäìîäóëåé 0 = M0 ⊆ M1 ⊆ . . . ⊆ Mn−1 ⊆ Mn = M è 0 = M ′
0 ⊆

M ′
1 ⊆ . . . ⊆ M ′

n−1 ⊆ M ′
m = M ìîäóëÿ M íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,

åñëè n = m è ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà σ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, . . . , n

òàêàÿ, ÷òî Mi/Mi−1
∼= M ′

σ(i)/M
′
σ(i)−1.

13.10 (Òåîðåìà Øðàéåðà îá óïëîòíåíèè). Ëþáûå äâå öåïè ïîä-

ìîäóëåé 0 = M0 ⊆ M1 ⊆ . . . ⊆ Mn−1 ⊆ Mn = M è 0 = M ′
0 ⊆ M ′

1 ⊆ . . . ⊆
M ′

n−1 ⊆M ′
m = M ìîäóëÿ M îáëàäàþò ýêâèâàëåíòíûìè óïëîòíåíèÿìè.

Èç ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

ÒåîðåìàÆîðäàíà-Ãåëüäåðà.Ëþáûå äâà êîìïîçèöèîííûõ ðÿäà ìî-

äóëÿ M èçîìîðôíû.

Åñëè M � ìîäóëü êîíå÷íîé äëèíû, òî äëèíà ëþáîãî êîìïîçèöèîííîãî

ðÿäà ìîäóëÿM íàçûâàåòñÿ äëèíîé ìîäóëÿM è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç lg(M).

13.11. Ïóñòü 0→ M1 → . . .→ Mn−1 → Mn → 0 � òî÷íàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ìîäóëåé êîíå÷íîé äëèíû. Ïîêàæèòå, ÷òî

n∑
i=1

(−1)i lg(Mi) = 0.

13.12. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà íàä àëãåáðàè-

÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì P. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé

ïðàâûé A-ìîäóëü M èìååò êîíå÷íóþ äëèíó è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lg(M) = dimP (M).

13.13. Ïóñòü A,B � ìîäóëè êîíå÷íûõ äëèí íàä êîììóòàòèâíûì êîëü-

öîì R. Òîãäà

lg(HomR(A,B)) 6 lg(A) lg(B).

13.14. Ïóñòü M � ìîäóëü è f ∈ End(M). Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè:

1)M � àðòèíîâ ìîäóëü, òî Ker(fn)+Im(fn) = Mäëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî

n > 1;

2)M � íåòåðîâ ìîäóëü, òî Ker(fn)∩Im(fn) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî

n > 1;
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3) M � ìîäóëü êîíå÷íîé äëèíû, òî Ker(fn)⊕ Im(fn) = Mäëÿ íåêîòî-

ðîãî öåëîãî n > 1.

13.15 (Ëåììà Õàðàäû). Ïóñòü M1,M2, . . . ,M2n � íåðàçëîæèìûå

ìîäóëè, ó êîòîðûõ äëèíû íå ïðåâîñõîäÿò n, è fi : Mi →Mi+1(1 6 i < n)

� ãîìîìîðôèçìû. Åñëè f2n−1 . . . f2f1 6= 0, òî äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 i < n

ãîìîìîðôèçì fi ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

13.16. Ïóñòü M � ìîäóëü êîíå÷íîé äëèíû. Ïîêàæèòå, ÷òî End(M) �

ïîëóïðèìàðíîå êîëüöî.

Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûì, åñëè êàæäûé åãî êîíå÷íî

ïîðîæäåííûé ïîäìîäóëü � ìîäóëü êîíå÷íîé äëèíû.

13.17. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � ëîêàëüíî êîíå÷íûé ìîäóëü;

2) êàæäûé ìîäóëü èç êàòåãîðèè Gen(M) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûì;

3) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü èç êàòåãîðèè σ(M) ÿâëÿåòñÿ

ìîäóëåì êîíå÷íîé äëèíû.

Àðòèíîâû êîëüöà

13.18. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) êîëüöî

(
Q C
0 R

)
ÿâëÿåòñÿ àðòèíîâûì ñïðàâà, íî íå ÿâëÿåòñÿ àðòè-

íîâûì ñëåâà;

2) êîëüöî

(
Z C
0 R

)
ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâûì ñïðàâà, íî íå ÿâëÿåòñÿ íåòå-

ðîâûì ñëåâà;

3) êîëüöî

(
R R
0 Q

)
ÿâëÿåòñÿ àðòèíîâûì ñëåâà, íî íå ÿâëÿåòñÿ àðòè-

íîâûì ñïðàâà;

4) êîëüöî

(
C C
0 Z

)
ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâûì ñëåâà, íî íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðî-

âûì ñïðàâà;
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5) êîëüöî

(
Q R
0 R

)
ÿâëÿåòñÿ àðòèíîâûì ñïðàâà, íî íå ÿâëÿåòñÿ íåòå-

ðîâûì ñëåâà.

13.19. Ïîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íîå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå àðòèíîâûõ

ñïðàâà (íåòåðîâûõ ñïðàâà) êîëåö ÿâëÿåòñÿ àðòèíîâûì ñïðàâà (íåòåðî-

âûì ñïðàâà) êîëüöîì.

13.20. Íåíóëåâîå àðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ ÿâëÿåòñÿ

òåëîì.

13.21. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàäèêàë Äæåêîáñîíà àðòèíîâîãî ñïðàâà êîëüöà

ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì èäåàëîì.

13.22. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R èçîìîðôíî êîíå÷íîìó ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ìàòðè÷íûõ êîëåö

êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ íàä òåëàìè;

2) R � ïîëóïåðâè÷íîå àðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî;

3) R � ïîëóïðèìèòèâíîå àðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî.

13.23. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R èçîìîðôíî ïîëíîìó ìàòðè÷íîìó êîëüöó êîíå÷íîãî ðàçìåðà íàä

òåëîì;

2) R � ïåðâè÷íîå àðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî;

3) R � ïðèìèòèâíîå ñïðàâà (ñëåâà) àðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî;

4) R � ïðîñòîå êîëüöî è Soc(RR) 6= 0.

13.24. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå àðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî ÿâëÿåòñÿ íåòå-

ðîâûì ñïðàâà.

13.25. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � àðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî;

2) R � ïîëóïðèìàðíîå íåòåðîâî ñïðàâà êîëüöî;

3) R � ñîâåðøåííîå ñëåâà (ñïðàâà) êîëüöî è J(R)/J2(R) êîíå÷íîïî-

ðîæäåí êàê ïðàâûé R-ìîäóëü.
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13.26. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ àðòèíîâîãî ñïðàâà êîëüöà R ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � íèëü-÷èñòîå êîëüöî;

2) R/J(R) èçîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ìàòðè÷íûõ êîëåö íàä

ïîëåì F2.

13.27. Åñëè M � òî÷íûé ìîäóëü êîíå÷íîé äëèíû íàä àðòèíîâûì

êîììóòàòèâíûì êîëüöîì A, òî lg(A) 6 [ lg2(M)
4 ] + 1.

13.28 (Òåîðåìà Øóðà). Ðàçìåðíîñòü êîììóòàòèâíîé ïîäàëãåáðû

ïîëíîé ìàòðè÷íîé àëãåáðû Mn(P ) íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì P íå ïðå-

âîñõîäèò ÷èñëà [n
2

4 ] + 1.

Íåòåðîâû êîëüöà

13.29. Ïóñòü α è β � îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîììóòàòèâíîãî êîëüöà A,

Q ≡
(
α, β

A

)
� àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ íàä A. Òîãäà Q � àðòèíîâî ñïðàâà

(í�åòåðîâî ñïðàâà) êîëüöî ⇔ A � àðòèíîâî (í�åòåðîâî) êîëüöî.

13.30. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå àðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî íåòåðîâî ñëåâà

â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà îíî àðòèíîâî.

13.31. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � êëàññè÷åñêè ïîëóïðîñòîå êîëüöî;

2) R � àðòèíîâî ñïðàâà ðåãóëÿðíîå êîëüöî;

3) R � íåòåðîâî ñïðàâà ðåãóëÿðíîå êîëüöî;

4) R � àðòèíîâî ñïðàâà I0-êîëüöî;

5) R � íåòåðîâî ñïðàâà I0-êîëüöî;

6) R � I-êîíå÷íîå ðåãóëÿðíîå êîëüöî;

7) R � I-êîíå÷íîå I0-êîëüöî.
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13.32. Ïóñòü êîëüöî R ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì r ∈ R è ñâîèì ïîä-

êîëüöîì S. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî rS + S = Sr + S

è S � íåòåðîâî ñïðàâà (ñëåâà) êîëüöî, òî êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ íåòåðî-

âûì ñïðàâà (ñëåâà). Â ÷àñòíîñòè, åñëè ó êîëüöà ñêðåùåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ

R = S[x;σ, δ] ãîìîìîðôèçì σ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì è S � íåòåðîâî

ñïðàâà êîëüöî, òî êîëüöî R òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâûì ñïðàâà.

Èç ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò:

Òåîðåìà Ãèëüáåðòà î áàçèñå. Åñëè êîëüöî R íåòåðîâà ñïðàâà, òî

êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ R[x1, . . . , xn] òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâûì ñïðàâà.

max-êîëüöà

Ïóñòü M � ìîäóëü. Ðàäèêàëüíûì ðÿäîì ìîäóëÿ M íàçûâàåòñÿ óáûâà-

þùàÿ öåïî÷êà

M ⊃ J1(M) = J(M) ⊃ . . . ⊃ Jα(M) ⊃ Jα+1(M) ⊃ . . .,

ãäå Jα(M) = J(Jα−1(M)) äëÿ êàæäîãî íåïðåäåëüíîãî îðäèíàëüíîãî ÷èñ-

ëà α è Jα(M) =
⋂
β<α

Jβ(M) äëÿ êàæäîãî ïðåäåëüíîãî îðäèíàëüíîãî ÷èñëà

α.

13.33. Ïóñòü R-êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè:

1) M � ïðàâûé R-ìîäóëü, òî MJ(R)n ⊆ Jn(M) äëÿ êàæäîãî n ∈ N;

2) R/J(R) � V -êîëüöî, òî MJ(R)n = Jn(M) äëÿ êàæäîãî n ∈ N.

13.34. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) J(N) 6= N äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî ïîäìîäóëÿ N ìîäóëÿ M ;

2) êàæäûé íåíóëåâîé ïîäìîäóëüN ìîäóëÿM îáëàäàåò ìàêñèìàëüíûì

ïîäìîäóëåì;

3) äëÿ íåêîòîðîãî îðäèíàëüíîãî ÷èñëà α èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Jα(M) =

0;

4) ñóùåñòâóåò óáûâàþùàÿ öåïî÷êà ïîäìîäóëåé

M = M0 ⊃M1 ⊃ . . . ⊃Mα ⊃Mα+1 ⊃ . . . ⊃Mτ = 0,

122



òàêàÿ, ÷òî Mα/Mα+1 � ïîëóïðîñòîé ìîäóëü äëÿ êàæäîãî 0 6 α < τ è

Mα =
⋂
β<α

Mβ, åñëè α � ïðåäåëüíîå îðäèíàëüíîå ÷èñëî.

ÌîäóëüM, óäîâëåòâîðÿþùèé îäíîìó èç óñëîâèé ïðåäûäóùåãî óïðàæ-

íåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïîëóíåòåðîâûì. Òàê êàê êàæäûé ïîäìîäóëü íåòåðîâà

ìîäóëÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì, òî âñÿêèé íåòåðîâ ìîäóëü ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëóíåòåðîâûì.

13.35. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) ïðÿìàÿ ñóììà ïîëóíåòåðîâûõ ìîäóëåé ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåòåðîâûì ìî-

äóëåì;

2) ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîëóíåòåðîâûõ ìîäóëåé ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåòåðî-

âûì ìîäóëåì.

13.36. Ïóñòü êàæäûé ôàêòîðìîäóëü ìîäóëÿ M ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåòåðî-

âûì. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ìîäóëü M íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì,

òî Soc(M/N) � ìîäóëü áåñêîíå÷íîé äëèíû è J(M/N) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî

ïîäìîäóëÿ N ìîäóëÿ M.

13.37. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìîäóëÿM ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � íåòåðîâ ìîäóëü;

2) M/N � ïîëóíåòåðîâ ìîäóëü è Soc(M/N) � ìîäóëü êîíå÷íîé äëèíû

äëÿ êàæäîãî ïîäìîäóëÿ N ìîäóëÿ M.

13.38. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ àðòèíîâîãî ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) M � íåòåðîâ ìîäóëü;

2) M � ïîëóíåòåðîâ ìîäóëü.

Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ max-ìîäóëåì, åñëè âñÿêèé íåíóëåâîé

M -ïîäïîðîæäåííûé ìîäóëü îáëàäàåò ìàêñèìàëüíûì ïîäìîäóëåì. Êîëü-

öî R íàçûâàåòñÿ ïðàâûì max-êîëüöîì, åñëè êàæäûé íåíóëåâîé ïðàâûé

R-ìîäóëü ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ïîäìîäóëü.

13.39. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìîäóëÿM ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) J(N)� N äëÿ êàæäîãî ìîäóëÿ N èç êàòåãîðèè σ(M);

2) M � max-ìîäóëü.
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13.40. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ïðàâîå max-êîëüöî;

2) J(M)�M � äëÿ êàæäîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M ;

3) êàæäîå ñóùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå ïðîñòîãî ïðàâîãî R � ìîäóëÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîëóíåòåðîâûì ìîäóëåì.

13.41. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) RG � ïðàâîå max-êîëüöî;

2) R � ïðàâîå max-êîëüöî.

13.42. Ïóñòü (Ri)i∈I � áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî íåíóëåâûõ max-êîëåö è R

� ïîäêîëüöî êîëüöà
∏

i∈I Ri, êîòîðîå ñîäåðæèò ⊕i∈IRi. Òîãäà ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

a) R � ïðàâîå max-êîëüöî;

b) R/(⊕i∈IRi) � ïðàâîå max-êîëüöî.

13.43. Ïóñòü M =
⊕∞

i=1 xiR � ïðÿìàÿ ñóììà öèêëè÷åñêèõ ïðàâûõ

R-ìîäóëåé, G =
∞∑
i=1

(xi − xi+1ri)R è êàæäûé íåíóëåâîé ôàêòîðìîäóëü

ìîäóëÿ M îáëàäàåò ìàêñèìàëüíûì ïîäìîäóëåì. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè:

1) {xi}∞i=1 � áàçèñ ìîäóëÿ F è {ri}∞i=1 ⊂ J(R), òî F = G;

2) ri = rj äëÿ êàæäîé ïàðû èíäåêñîâ i, j è êîëüöî R êâàçèèíâàðèàíòíî

ñïðàâà, òî F = G.

13.44. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ïðàâîå max-êîëüöî;

2) R/J(R) � ïðàâîå max-êîëüöî è J(R) � t-íèëüïîòåíòíî ñïðàâà.

13.45. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîëüöà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì max-

êîëüöîì, íî íå ÿâëÿåòñÿ ëåâûì max-êîëüöîì.

13.46. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ïðàâîå max-êîëüöî;
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2) êàæäûé ïèðñîâñêèé ñëîé êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ max-êîëüöîì;

3) êàæäûé ìàêñèìàëüíûé íåðàçëîæèìûé ôàêòîð êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ

max-êîëüöîì.

13.47. Ïóñòü R � êâàçèèíâàðèàíòíîå ñïðàâà ïðàâîå max-êîëüöî. Òîãäà

èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè ýëåìåíò r êîëüöà R íå ÿâëÿåòñÿ ëåâûì äåëèòåëåì íóëÿ, òî r ∈
U(R);

2) R/J(R) � ñòðîãî ðåãóëÿðíîå êîëüöî.

13.48. Äëÿ êâàçèèíâàðèàíòíîãî ñïðàâà êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) R � ðåãóëÿðíîå êîëüöî;

2) R � ïðàâîå
∑
-V -êîëüöî;

3) R � ïðàâîå V -êîëüöî;

4) R � ñëàáî ðåãóëÿðíîå ñïðàâà êîëüöî.

13.49. Äëÿ êâàçèèíâàðèàíòíîãî ñïðàâà êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) R � ïðàâîå max-êîëüöî;

2) R/J(R) � ñòðîãî ðåãóëÿðíîå êîëüöî è J(R) � t-íèëüïîòåíòíûé ñïðà-

âà èäåàë.

13.50. Äëÿ êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëü-

íû:

1) R � max-êîëüöî;

2) R/J(R) � ðåãóëÿðíîå êîëüöî è J(R) � t-íèëüïîòåíòíûé èäåàë.
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Ïîëóàðòèíîâû êîëüöà è ìîäóëè

Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ ïîëóàðòèíîâûì, åñëè êàæäûé åãî íåíóëåâîé

ãîìîìîðôíûé îáðàç ñîäåðæèò ïðîñòîé ïîäìîäóëü. Íå ñëîæíî çàìåòèòü,

÷òî êàæäûé àðòèíîâ ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïîëóàðòèíîâûì. Êîëüöî R íàçûâà-

åòñÿ ïîëóàðòèíîâûì ñïðàâà, åñëè ïîëóàðòèíîâ ìîäóëü RR. Àíàëîãè÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå ïîëóàðòèíîâîãî ñëåâà êîëüöà. Êîëüöî íàçûâàåòñÿ

ïîëóàðòèíîâûì, åñëè îíî ïîëóàðòíîâî ñëåâà è ñïðàâà.

Ðÿäîì Ëåâè ìîäóëÿ M íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùàÿ öåïî÷êà

0 ⊂ Soc1(M) = Soc(M) ⊂ . . . ⊂ Socα(M) ⊂ Socα+1(M) ⊂ . . .,

ãäå Socα(M)/ Socα−1(M) = Soc(M/ Socα−1(M)) äëÿ êàæäîãî íåïðåäåëü-

íîãî îðäèíàëüíîãî ÷èñëà α è Socα(M) =
⋃
β<α

Socβ(M) äëÿ êàæäîãî ïðå-

äåëüíîãî îðäèíàëüíîãî ÷èñëà α. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(M) ïîäìîäóëü âèäà

Socξ(M), ãäå ξ - íàèìåíüøèé îðäèíàë äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

Socξ(M) = Socξ+1(M). Â ýòîì ñëó÷àå ξ íàçûâàåòñÿ äëèíîé Ëåâè ìîäóëÿ

M è îáîçíà÷àåòñÿ Loewy(M).

13.51. Äëÿ ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � ïîëóàðòèíîâûé ìîäóëü;

2) êàæäûé íåíóëåâîé ãîìîìîðôíûé îáðàç ìîäóëÿ M èìååò íåíóëåâîé

öîêîëü;

3) äëÿ íåêîòîðîãî îðäèíàëüíîãî ÷èñëà α èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Socα(M) =

M ;

4) ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ öåïî÷êà ïîäìîäóëåé

0 = M0 ⊂M1 ⊂ . . . ⊂Mα ⊂Mα+1 ⊂ . . . ⊂Mτ = M ,

òàêàÿ, ÷òî Mα+1/Mα � ïîëóïðîñòîé ìîäóëü äëÿ êàæäîãî 0 6 α < τ

è Mα =
⋃
β<α

Mβ, åñëè α � ïðåäåëüíîå îðäèíàëüíîå ÷èñëî;

5) êàæäûé ìîäóëü â êàòåãîðèè σ(M) ÿâëÿåòñÿ ïîëóàðòèíîâûì.
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13.52. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìîäóëÿM ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � ìîäóëü êîíå÷íîé äëèíû;

2) M � àðòèíîâ max-ìîäóëü;

3) M � ïîëóàðòèíîâ è íåòåðîâ ìîäóëü.

13.53. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìîäóëÿM ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � àðòèíîâ ìîäóëü;

2) M � ïîëóàðòèíîâûé ìîäóëü è Soc(M/N) � ìîäóëü êîíå÷íîé äëèíû

äëÿ êàæäîãî ïîäìîäóëÿ N ìîäóëÿ M.

13.54. Åñëè N � ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M è α � îðäèíàë, òî

Socα(N) = Socα(M) ∩N.

13.55. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà ìîäóëåé (Mi)i∈I è êàæäîãî îð-

äèíàëà α èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Socα(⊕i∈IMi) = ⊕i∈I Socα(Mi).

13.56. Ïóñòü f : M → N � ãîìîìîðôèçì ïîëóàðòèíîâûõ ïðàâûõ R �

ìîäóëåé. Òîãäà äëÿ êàæäîãî îðäèíàëà α èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

f(Socα(M)) ⊂ Socα(N)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè f � ýïèìîðôèçì, òî Loewy(N) 6 Loewy(M).

13.57. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M èìååò

ìåñòî âêëþ÷åíèå M Socα(RR) ⊂ Socα(M) äëÿ êàæäîãî îðäèíàëà α.

13.58. Åñëè P � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ñâîáîäíûé (ïðîåêòèâíûé) ïðà-

âûé ìîäóëü íàä ïîëóàðòèíîâûì ñïðàâà êîëüöîì R, òî EndR(P ) � ïîëó-

àðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî è Socα(P ) = P Socα(RR) äëÿ êàæäîãî îðäèíàëà

α.

13.59. Ïóñòü R � ïîëóïðèìàðíîå êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðàâîãî

R-ìîäóëÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � àðòèíîâ ìîäóëü;

2) M � íåòåðîâ ìîäóëü;

3) Socα+1(M)/ Socα(M) � ìîäóëü êîíå÷íîé äëèíû äëÿ êàæäîãî îðäè-

íàëà α.
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13.60. ÏóñòüM � ïîëóàðòèíîâ ïðàâûéR-ìîäóëü è Socα+1(M)/ Socα(M)

� ìîäóëü êîíå÷íîé äëèíû äëÿ êàæäîãî îðäèíàëà α. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ

ýíäîìîðôèçìà f ∈ EndR(M) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) f � àâòîìîðôèçì;

2) f � ìîíîìîðôèçì;

3) f|Soc(M) : Soc(M)→ Soc(M) � àâòîìîðôèçì.

13.61. Åñëè êàæäûé çàìêíóòûé ïîäìîäóëü ïîëóàðòèíîâîãî ìîäóëÿ

M ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì, òî ìîäóëü M èìååò êîíå÷íóþ ðàç-

ìåðíîñòü Ãîëäè.

13.62. Êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïîëóàðòèíîâûé CS - ìîäóëü

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ïðÿìîé ñóììîé îäíîðîäíûõ ìîäóëåé.

13.63. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðàâîãî CS-êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) R � ñîâåðøåííîå ñëåâà êîëüöî;

2) R � ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî.

13.64. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî;

2) R/J(R) � ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî è J(R) t-íèëüïîòåíòåí ñëåâà.

13.65. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîëüöà, êîòîðîå ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà, íî

íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóàðòèíîâûì ñëåâà.

13.66. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî ÿâëÿåòñÿ íåòåðî-

âûì ñïðàâà â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà îíî àðòèíîâî ñïðàâà.

13.67. Ïóñòü (Ri)i∈I � ñåìåéñòâî êîëåö. Ïîêàæèòå ,÷òî

1) Soc(
∏

i∈I Ri/⊕i∈I Ri) = 0;

2) êîëüöî
∏

i∈I Ri � ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà | I |<
∞ è Ri � ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî äëÿ êàæäîãî i ∈ I.
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13.68. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) RG � ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî;

2) R � ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî.

13.69. ÏóñòüM � ïðàâûé R-ìîäóëü. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ìîäó-

ëÿN ∈ σ(M) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Loewy(N) 6 Loewy(M). Â ÷àñòíî-

ñòè, äëÿ êàæäîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M èìååì Loewy(M) 6 Loewy(RR).

13.70. Åñëè N � ïîäìîäóëü ïîëóàðòèíîâîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M , òî

Loewy(M) 6 Loewy(N) + Loewy(M/N)

13.71. Ïóñòü R � ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî è Loewy(RR) = n <∞.

Òîãäà R � ïîëóàðòèíîâî ñëåâà êîëüöî è Loewy(RR) 6 2n − 1.

13.72. 1) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîëóàðòèíîâîãî ñïðàâà êîëüöî R, ó êî-

òîðîãî Loewy(RR) = 2 è Loewy(RR) = 3.

2) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîëóàðòèíîâîãî êîëüöàR, ó êîòîðîãî Loewy(RR) =

n è Loewy(RR) = 2n− 1.

13.73. Ïóñòü α è β � áåñêîíå÷íûå îðäèíàëû. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïî-

ëóàðòèíîâîãî êîëüöà, ó êîòîðîãî ëåâàÿ äëèíà Ëåâè ðàâíà α+ 1, à ïðàâàÿ

äëèíà Ëåâè ðàâíà β + 1.

13.74. Ïóñòü R � ïîëóïðèìàðíîå êîëüöî è n � ñòåïåíü íèëüïîòåíò-

íîñòè J(R). Ïîêàçàòü, ÷òî R � ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà è ñëåâà êîëüöî è

Loewy(RR) = Loewy(RR) = n+ 1.

13.75. Ïóñòü R � ïîëóëîêàëüíîå êîëüöî. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþ-

ùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà Sock(RR) =

r(Jk) è Sock(RR) = l(Jk);

2) åñëè Soc(RR) = Soc(RR), òî Sock(RR) = Sock(RR) äëÿ êàæäîãî íà-

òóðàëüíîãî k.

13.76. Åñëè R � ðåãóëÿðíîå ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî, òî R �

ïîëóàðòèíîâî ñëåâà è Loewy(RR) = Loewy(RR).
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13.77. Ïóñòü R � ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî è Loewy(RR) = n <∞.

Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ëåâàÿ äëèíà Ëåâè êîëüöà R?

14 Êîëüöà, áëèçêèå ê ðåãóëÿðíûì

I0-êîëüöà

14.1. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ýëåìåíòà r èç êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) ïðàâûé èäåàë rR ñîäåðæèò íåíóëåâîé èäåìïîòåíò;

2) ëåâûé èäåàë Rr ñîäåðæèò íåíóëåâîé èäåìïîòåíò;

3) srs = s äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ R \ {0}.

Ýëåìåíòà r èç êîëüöà R, óäîâëåòâîðÿþùèé îäíîìó èç ýêâèâàëåíòíûõ

óñëîâèé ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ, íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî îáðàòèìûì.

Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ I0-êîëüöîì, åñëè êàæäûé ýëåìåíò r èç R \ J(R)

÷àñòè÷íî îáðàòèì.

14.2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîëóïðèìèòèâíîãî íåðåãóëÿðíîãî I0-êîëüöà.

14.3. Äëÿ ïîëóïðèìèòèâíîãî I0-êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíî-

ñèëüíû:

1) R � êëàññè÷åñêè ïîëóïðîñòîå êîëüöî;

2) R � àðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî;

3) R � íåòåðîâî ñïðàâà êîëüöî;

4) R � I-êîíå÷íîå.

14.4. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ïîëóñîâåðøåííûå êîëüöà;

2) R � ïîëóëîêàëüíîå I0-êîëüöî;

3) R � I-êîíå÷íîå I0-êîëüöî;
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4) R � I-êîíå÷íîå è êàæäûé ïðèìèòèâíûé èäåìïîòåíò â R ëîêàëåí.

Äëÿ íèëüïîòåíòíîãî ýëåìåíòà r êîëüöà R ïîëîæèì In(r) = Min{n ∈
N | rn = 0}. Åñëè ýëåìåíò r ∈ R íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì, òî ïîëîæèì

In(r) = 1. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ êîëüöîì îãðàíè÷åííîãî èíäåêñà, åñëè

In(R) = sup{In(r) | r ∈ R} <∞.

14.5 (Òåîðåìà Ëåâèöêîãî). Åñëè R � ïîëóïðèìèòèâíîå I0-êîëüöî,

òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè rn = 0 è rn−1 6= 0 äëÿ íåêîòîðûõ r ∈ R \ {0} è n ∈ N, òî èäåàë
RrR ñîäåðæèò ñèñòåìó èç n2 ìàòðè÷íûõ åäèíèö;

2) åñëè êîëüöî R ñîäåðæèò ñèñòåìó èç n2 ìàòðè÷íûõ åäèíèö {eij}ni,j=1

è ëèáî êîëüöî e11Re11 íå ÿâëÿåòñÿ ðåäóöèðîâàííûì, ëèáî
∑n

i=1 eii

íå ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì èäåìïîòåíòîì â R, òî R ñîäåðæèò òàêóþ

ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ åäèíèö {fij}mi,j=1, ÷òî n < m è f11 ∈ e11Re11.

14.6. Åñëè R � ïîëóïðèìèòèâíîå I0-êîëüöî îãðàíè÷åííîãî èíäåêñà,

òî êàæäûé èäåàë I 6= 0 êîëüöà R ñîäåðæèò èäåàë âèäà Mn(D), ãäå D

� ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî ñ åäèíèöåé è åäèíèöà êîëüöà Mn(D) ÿâëÿåòñÿ

öåíòðàëüíûì èäåìïîòåíòîì êîëüöà R.

14.7. Äëÿ êîëüöà R, ó êîòîðîãî In(R) = n, ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâ-

íîñèëüíû:

1) R � ïîëóïðèìèòèâíîå I0-êîëüöî;

2) êîëüöî R ñîäåðæèò ñóùåñòâåííûé èäåàë A = ⊕i∈IMni(Di), ãäå

a) ni 6 n äëÿ êàæäîãî i ∈ I;

b) Di � ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî äëÿ êàæäîãî i ∈ I è êàæäûé îäíî-
ñòîðîííèé èäåàë L êîëüöà Di ñîäåðæèò èäåàë K, êîòîðûé ïî-

ðîæäàåòñÿ öåíòðàëüíûìè èäåìïîòåíòàìè êîëüöà Di è ÿâëÿåòñÿ

ñóùåñòâåííûì â L.
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14.8. Ïóñòü R � ïîëóïðèìèòèâíîå I0 - êîëüöî. Åñëè êàæäûé ïðèìèòèâ-

íûé ãîìîìîðôíûé îáðàç êîëüöà R èìååò îãðàíè÷åííûé èíäåêñ íèëüïî-

òåíòíîñòè, òî âñÿêèé èäåàë I 6= 0 êîëüöà R ñîäåðæèò èäåàë âèäàMn(D),

ãäå D � ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî ñ åäèíèöåé è åäèíèöà êîëüöà Mn(D) ÿâ-

ëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì èäåìïîòåíòîì êîëüöà R.

14.9. Ïóñòü R � íåðàçëîæèìîå ïîëóïðèìèòèâíîå I0-êîëüöî. Åñëè

êàæäûé ïðèìèòèâíûé ãîìîìîðôíûé îáðàç êîëüöà R èìååò îãðàíè÷åí-

íûé èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè, òî R ∼= Mn(D), ãäå D � òåëî.

14.10. Äëÿ êîëüöà R, ó êîòîðîãî In(R) = n, ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) R � ïåðâè÷íîå ïîëóïðèìèòèâíîå I0-êîëüöî;

2) R ∼= Mn(D), ãäå D � òåëî.

14.11. Ïóñòü R � I0-êîëüöî, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíà èìïëèêàöèÿ:

∀r ∈ R : r2 = 0⇒ r ∈ J(R).

Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè èäåìïîòåíòû êîëüöà R ïîäíèìàþòñÿ ïî ìîäóëþ ðà-

äèêàëà Äæåêîáñîíà J(R), òî R/J(R) � ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî.

Ðåãóëÿðíûå êîëüöà

Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè êàæäûé åãî öèêëè÷åñêèé

ïîäìîäóëü � ïðÿìîå ñëàãàåìîå â M. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì,

åñëè RR � ðåãóëÿðíûé ìîäóëü.

14.12. Ïóñòü M � ðåãóëÿðíûé ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî â ìîäóëå M

êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïîäìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì

M .

14.13. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ðåãóëÿðíûå ìîäóëè íå

çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ ñóìì.

Ýëåìåíò r èç êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè rsr = r äëÿ

íåêîòîðîãî s ∈ R.
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14.14. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ýëåìåíòà r êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) rR = eR äëÿ íåêîòîðîãî e = e2 ∈ R;

2) Rr = Re äëÿ íåêîòîðîãî e = e2 ∈ R;

3) r � ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò;

4) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò s ∈ R, ÷òî rsr = r, s = rsr.

14.15. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ðåãóëÿðíîå êîëüöî;

2) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà R � ïðÿìîå

ñëàãàåìîå ìîäóëÿ RR;

3) êàæäûé ýëåìåíòà r èç êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì.

14.16. Äëÿ ðåãóëÿðíîãî êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � êëàññè÷åñêè ïîëóïðîñòîå êîëüöî;

2) R � àðòèíîâî ñïðàâà ðåãóëÿðíîå êîëüöî;

3) R � íåòåðîâî ñïðàâà ðåãóëÿðíîå êîëüöî;

4) R � I-êîíå÷íîå ðåãóëÿðíîå êîëüöî;

5) R � ðåãóëÿðíîå êîëüöî, ó êîòîðîãî ðàçìåðíîñòü Ãîëäè êîíå÷íà;

6) R � ðåãóëÿðíîå êîëüöî, ó êîòîðîãî äóàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü Ãîëäè êî-

íå÷íà.

14.17 (Òåîðåìà Êàïëàíñêîãî). Äëÿ êîììóòàòèâíîãî ðåãóëÿðíîãî

êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ðåãóëÿðíîå êîëüöî;

2) R � ñëàáî ðåãóëÿðíîå êîëüöî;

3) R � V -êîëüöî.

Èäåàë J êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ J

ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò y ∈ J , ÷òî x = xyx.
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14.18. Ïóñòü I � ðåãóëÿðíûé èäåàë êîëüöà R. Òîãäà äëÿ êîëüöà R

èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) èäåìïîòåíòû êîëüöà R ïîäíèìàþòñÿ ïî ìîäóëþ èäåàëà I;

2) åñëè e1, e2, . . . � îðòîãîíàëüíûå èäåìïîòåíòû êîëüöà R/I, òî ñóùå-

ñòâóþò òàêèå îðòîãîíàëüíûå èäåìïîòåíòû f1, f2, . . . êîëüöà R, ÷òî

fi + I = ei äëÿ êàæäîãî i;

3) åñëè e1, e2, . . . , en � îðòîãîíàëüíûå èäåìïîòåíòû êîëüöà R/I è e1 +

. . . + en = 1, òî ýëåìåíòû f1, f2, . . . , fn èç ïóíêòà 2) ìîãóò áûòü âû-

áðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî f1 + . . .+ fn = 1.

14.19. Ïóñòü R � ïðåäêîëüöî è J � èäåàë êîëüöà R. Òîãäà äëÿ êîëüöà

R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ðåãóëÿðíîå ïðåäêîëüöî;

2) J � ðåãóëÿðíûé èäåàë è R/J � ðåãóëÿðíîå ïðåäêîëüöî.

14.20. Ïîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íîå ïîäïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ðåãóëÿðíûõ

êîëåö ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì êîëüöîì.

14.21. Ïîêàæèòå, ÷òî âî âñÿêîì êîëüöå ñóììà ðåãóëÿðíûõ èäåàëîâ

ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì èäåàëîì.

14.22. Ïóñòü R � êîëüöî è T = {x ∈ R | RxR � ðåãóëÿðíûé èäåàë }.
Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) T � ðåãóëÿðíûé èäåàë;

2) êàæäûé ðåãóëÿðíûé èäåàë êîëüöà R ñîäåðæèòñÿ â T ;

3) êîëüöî R/T íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ ðåãóëÿðíûõ èäåàëîâ.

14.23. Êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà âû-

ïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) R � ïîëóïåðâè÷íîå êîëüöî;

2) îáúåäèíåíèå êàæäîé âîçðàñòàþùåé öåïî÷êè ïîëóïåðâè÷íûõ èäåàëîâ

ÿâëÿåòñÿ ïîëóïåðâè÷íûì èäåàëîì;
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3) ôàêòîðêîëüöî R/P ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì äëÿ êàæäîãî ïåðâè÷íîãî

èäåàëà P êîëüöà R.

14.24. Êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà äëÿ

êàæäîãî èäåàëà I êîëüöà R âûïîëíåíî ðàâåíñòâî I2 = I è ôàêòîðêîëüöî

R/P ðåãóëÿðíî äëÿ êàæäîãî ïåðâè÷íîãî èäåàëà P êîëüöà R.

14.25. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, ó êîòîðî-

ãî êàæäîå ôàêòîðêîëüöî ÿâëÿåòñÿ ðåäóöèðîâàííûì, òî R � ðåãóëÿðíîå

êîëüöî.

Ýëåìåíò r èç êîëüöà R íàçûâàåòñÿ îáðàòèìî ðåãóëÿðíûì, åñëè rur =

r äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ U(R). Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ îáðàòèìî ðåãóëÿðíûì,

åñëè êàæäûé åãî ýëåìåíò îáðàòèìî ðåãóëÿðåí.

14.26. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ýëåìåíòà r êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) r � îáðàòèìî ðåãóëÿðûé ýëåìåíò;

2) r = ue äëÿ íåêîòîðûõ e = e2 ∈ R, u ∈ U(R);

3) r = eu äëÿ íåêîòîðûõ e = e2 ∈ R, u ∈ U(R);

4) ru � èäåìïîòåíò äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ U(R);

5) uru′ � èäåìïîòåíò äëÿ íåêîòîðûõ u, u′ ∈ U(R).

14.27. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä òåëîì T è S = EndT (V ).

Ïîêàæèòå, ÷òî êîëüöî S ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìî ðåãóëÿðíûì â òî÷íîñòè òî-

ãäà, êîãäà dim(V ) <∞.

Ýëåìåíò r èç êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ðåãóëÿðíûì, åñëè r2s = r =

tr2 äëÿ íåêîòîðûõ s, t ∈ R. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ðåãóëÿðíûì,

åñëè êàæäûé åãî ýëåìåíò ñòðîãî ðåãóëÿðåí.

14.28. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ýëåìåíòà r êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) r � ñòðîãî ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò;

2 ) rR = r2R è r(r) = r(r2);

3) R = rR⊕ r(r);
4) rsr = r, rs = sr äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ R;
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5) rur = r, ru = ur äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ U(R);

6) r = ue = eu äëÿ íåêîòîðûõ e = e2 ∈ R, u ∈ U(R);

7) r = ur2 = r2u äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ U(R);

8) ñóùåñòâóþò òàêèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ýëåìåíòû e, u ∈ R, ÷òî
r = e+ u, ru = ur, ere = 0, e2 = e è u � îáðàòèìûé ýëåìåíò êîëüöà R.

Â ÷àñòíîñòè, â êîëüöå R êàæäûé ñòðîãî ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ

îáðàòèìî ðåãóëÿðíûì.

14.29. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè r � ñòðîãî ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò êîëüöà R,

òî äëÿ íåêîòîðîãî èäåìïîòåíòà e ∈ R âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

rR = eR, r(r) = (1− e)R, eR = rR,R(1− e) = l(r).

14.30. Äëÿ ðåãóëÿðíîãî êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ñòðîãî ðåãóëÿðíîå êîëüöî;

2) R � èíâàðèàíòíîå ñïðàâà êîëüöî;

3) R � êâàçèèíâàðèàíòíîå ñïðàâà êîëüöî;

4) R � ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî;

5) R/P � òåëî äëÿ êàæäîãî ïåðâè÷íîãî èäåàëà P êîëüöà R;

6) R � ãàóññîâî ñïðàâà (ñëåâà) êîëüöî;

7) R � ïîäïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå òåë.

14.31. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ñòðîãî ðåãóëÿðíîå êîëüöî;

2) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà r ∈ R ñóùåñòâóåò òàêîé öåíòðàëüíûé èäåì-

ïîòåíò e êîëüöà R, ÷òî r ∈ eRe è r � îáðàòèìûé ýëåìåíò â êîëüöå

eRe;

3) R ðåãóëÿðíî è R/P � òåëî äëÿ êàæäîãî ïðèìèòèâíîãî ñïðàâà (ñëåâà)

èäåàëà P êîëüöà R;
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4) R ðåãóëÿðíî è êàæäûé ïðàâûé (ëåâûé) èäåàë êîëüöà R ñîäåðæèò

ñóùåñòâåííûé èäåàë, ïîðîæäåííûé öåíòðàëüíûìè èäåìïîòåíòàìè.

14.32. Äëÿ ðåäóöèðîâàííîãî êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëü-

íû:

1) R � ðåãóëÿðíîå êîëüöî;

2) â êîëüöå R êàæäûé ãëàâíûé ïðàâûé èäåàë � ïðàâûé àííóëÿòîð íåêî-

òîðîãî ýëåìåíòà êîëüöà R;

3) â êîëüöå R êàæäûé ãëàâíûé ëåâûé èäåàë � ëåâûé àííóëÿòîð íåêî-

òîðîãî ýëåìåíòà êîëüöà R.

14.33. Ïóñòü R � ñòðîãî ðåãóëÿðíîå êîëüöî. Òîãäà äëÿ êàæäîãî r ∈ R
îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí òàêîé ýëåìåíò s ∈ R, ÷òî r = rsr è s = srs.

14.34. Ïîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ñòðîãî ðåãóëÿðíûõ ïîäêîëåö ïðî-

èçâîëüíîãî êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ðåãóëÿðíûì ïîäêîëüöîì.

14.35. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ðåãóëÿðíîãî êîëüöà R, ó êîòîðîãî ñóùå-

ñòâóåò óáûâàþùàÿ öåïî÷êà ðåãóëÿðíûõ ïîäêîëåö R1 ⊇ R2 ⊇ . . . òàêàÿ,

÷òî êîëüöî ∩∞i=1Ri íå ðåãóëÿðíî.

14.36. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ðåãóëÿðíîãî êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) R/P � àðòèíîâî êîëüöî äëÿ êàæäîãî ïðèìèòèâíîãî ñëåâà èäåàëà P

êîëüöà R;

2) R/P � àðòèíîâî êîëüöî äëÿ êàæäîãî ïðèìèòèâíîãî ñïðàâà èäåàëà

P êîëüöà R;

3) R/P � àðòèíîâî êîëüöî äëÿ êàæäîãî ïåðâè÷íîãî èäåàëà P êîëüöà

R;

4) äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ e1, e2, . . .

êîëüöà R è êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ r1, r2, . . . êîëüöà

R ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî

e1r1e2r2 . . . , enrn = 0;
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5) äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ e1, e2, . . .

êîëüöà R è êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ r1, r2, . . . êîëüöà

R ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî

rnen . . . r2e2r1e1 = 0.

14.37. Ïóñòü R � ðåãóëÿðíîå êîëüöî, ó êîòîðîãî êàæäûé ïðèìèòèâíûé

îáðàç ÿâëÿåòñÿ àðòèíîâûì. Òîãäà êàæäûé íåíóëåâîé èäåàë I êîëüöà R

ñîäåðæèò òàêîé íåíóëåâîé öåíòðàëüíûé èäåìïîòåíò e, ÷òî êîëüöî eR

èçîìîðôíî êîëüöó ìàòðèö íàä ñòðîãî ðåãóëÿðíûì êîëüöîì.

14.38. ÏóñòüR � íåðàçëîæèìîå ðåãóëÿðíîå êîëüöî, ó êîòîðîãî êàæäûé

ïðèìèòèâíûé îáðàç ÿâëÿåòñÿ àðòèíîâûì. Òîãäà R � àðòèíîâî ïðîñòîå

êîëüöî.

14.39. Åñëè C � ñ÷åòíî ïîðîæäåííûé ïðàâûé èäåàë ðåãóëÿðíîãî

êîëüöà R, òî C =
∑

i∈I eiR, ãäå {ei | i ∈ I} � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî âçàèìî-
îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ êîëüöà R.

14.40. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïîäïðÿìîå ïðîèçâå-

äåíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ðåãóëÿðíûõ êîëåö âîîáùå ãîâîðÿ íå ÿâëÿåòñÿ

ðåãóëÿðíûì êîëüöîì.

14.41. Ïóñòü P � ïðîåêòèâíûé ìîäóëü è φ � ýíäîìîðôèçì ìîäóëÿ P , ó

êîòîðîãî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ýíäîìîðôèçì φn ðåãóëÿðåí.

Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) Ker(φ) ∩ φi(P ) � ïðÿìîå ñëàãàåìîå â P äëÿ êàæäîãî i;

2) åñëè äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ N èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî φt = 0, òî ñóùå-

ñòâóþò òàêèå ïîäìîäóëè P1, . . . Pt ìîäóëÿ P , ÷òî P = P1 ⊕ . . . ⊕ Pt,
φ(Pi) = Pi è φ(Pt) = 0.

14.42. Åñëè J ⊂ I � ðåãóëÿðíûå èäåàëû êîëüöà R, òî In(I/J) 6 In(I).

14.43. Êàæäîå êîëüöî îáëàäàåò íàèáîëüøèì ðåãóëÿðíûì èäåàëîì,

÷åé èíäåêñ íå ïðåâîñõîäèò ôèêñèðîâàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.
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14.44. Åñëè â êîëüöå R êàæäûé ïðàâûé èäåàë ïîðîæäàåòñÿ ïîëóöåí-

òðàëüíûìè ñëåâà èäåìïîòåíòàìè, òî êîëüöî R ðåãóëÿðíî.

14.45. Ïóñòü R � êîëüöî, ó êîòîðîãî êàæäûé îäíîñòîðîííèé èäåàë

ïîðîæäàåòñÿ èäåìïîòåíòàìè. Åñëè êàæäûé ïðèìèòèâíûé ãîìîìîðôíûé

îáðàç êîëüöà R èìååò îãðàíè÷åííûé èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè, òî êîëüöî

R ðåãóëÿðíî.

14.46. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Â êîëüöå CFMN(P ) âûäåëèì

ïîäìíîæåñòâî R âñåõ ìàòðèö r, ó êîòîðûõ íåíóëåâûå ýëåìåíòû îòñòîÿò

îò ãëàâíîé äèàãîíàëè íå áîëåå ÷åì íà n(r) ìåñò ïî âåðòèêàëè. Òàêèì

îáðàçîì, n(r) � òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò r, ÷òî rij = 0,

åñëè | j − i |> n(r). Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) äëÿ êàæäûõ r, s ∈ R èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî n(rs) 6 n(r) + n(s);

2) R � ïîäêîëüöî êîëüöà CFMN(P );

3) êàæäûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà R ïîðîæäàåòñÿ èäåìïîòåíòàìè;

4) êîëüöî R íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì.

Ýëåìåíò r èç êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïîëóðåãóëÿðíûì, åñëè ñóùåñòâóåò

òàêîé s ∈ R, ÷òî
srs = s, r − rsr ∈ J(R).

Êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïîëóðåãóëÿðíûì, åñëè êàæäûé åãî ýëåìåíò ïîëó-

ðåãóëÿðåí.

14.47. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ýëåìåíòà r èç êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) r � ïîëóðåãóëÿðíûé ýëåìåíò;

2) ñóùåñòâóåò òàêîé s ∈ R, ÷òî (sr)2 = sr è r − rsr ∈ J(R);

3) ñóùåñòâóåò òàêîé èäåìïîòåíò e ∈ Rr, ÷òî r(1− e) ∈ J(R);

4) ñóùåñòâóåò òàêîé èäåìïîòåíò e ∈ rR, ÷òî (1− e)r ∈ J(R);

5) ñóùåñòâóåò òàêîé ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò s ∈ R, ÷òî r − s ∈ J(R).

14.48. Ïîêàæèòå, ÷òî êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ïîëóðåãóëÿðîå êîëüöî;

2) R/J(R) � ðåãóëÿðíîå êîëüöî è èäåìïîòåíòû êîëüöà R ïîäíèìàþòñÿ

ïî ìîäóëþ èäåàëà J(R).
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Ñëàáî ðåãóëÿðíûå êîëüöà

Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì ñïðàâà (ñëåâà), åñëè I2 = I

äëÿ êàæäîãî ïðàâîãî (ëåâîãî) èäåàëà I êîëüöà R. Åñëè â êîëüöå R ðà-

âåíñòâî I2 = I âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî èäåàëà I êîëüöà R, òî êîëüöî

R íàçûâàåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì.

Ýëåìåíò r êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì ñïðàâà, åñëè rR =

rRrR. Èäåàë I êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì ñïðàâà, åñëè êàæ-

äûé åãî ýëåìåíò ñëàáî ðåãóëÿðåí ñïðàâà.

14.49. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ñëàáî ðåãóëÿðíîå ñïðàâà êîëüöî;

2) êàæäûé ýëåìåíò èç êîëüöà èç R ñëàáî ðåãóëÿðåí ñïðàâà;

3) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà r êîëüöà R íàéäóòñÿ òàêèå ýëåìåíòû

r1, . . . , rn, s1, . . . , sn ∈ R, ÷òî r =
∑n

i=1 rrirsi.

14.50. Ïóñòü R � ñëàáî ðåãóëÿðíîå ñïðàâà êîëüöî. Äîêàæèòå ñëåäó-

þùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) J(R) = 0;

2) åñëè R � îáëàñòü, òî R � ïðîñòîå êîëüöî;

3) äëÿ âñÿêîãî èäåìïîòåíòà e ∈ R êîëüöî eRe ñëàáî ðåãóëÿðíî ñïðàâà;

4) äëÿ êàæäîãî n ∈ N êîëüöî Mn(R) � ñëàáî ðåãóëÿðíî ñïðàâà.

14.51. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) êàæäîå ïðîñòîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì ñïðàâà;

2) ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñëàáî ðåãóëÿðíûõ (ñïðàâà) êîëåö ÿâëÿåòñÿ

ñëàáî ðåãóëÿðíûì (ñïðàâà) êîëüöîì;

3) êàæäîå êîììóòàòèâíîå ñëàáî ðåãóëÿðíîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿð-

íûì;

4) öåíòð âñÿêîãî ñëàáî ðåãóëÿðíîãî ñïðàâà êîëüöà ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿð-

íûì êîëüöîì;
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5) åñëè â êîëüöåR êàæäûé ïðàâûé èäåàë ïîðîæäàåòñÿ èäåìïîòåíòàìè,

òî êîëüöî R ñëàáî ðåãóëÿðíî ñïðàâà;

6) êàæäîå ôàêòîðêîëüöî ñëàáî ðåãóëÿðíîãî (ñïðàâà) êîëüöà ÿâëÿåòñÿ

ñëàáî ðåãóëÿðíûì (ñïðàâà);

7) R � ñëàáî ðåãóëÿðíîå ñïðàâà êîëüöî è âñå åãî ïåðâè÷íûå ôàêòîð-

êîëüöà ðåãóëÿðíû ⇔ R � ñëàáî ðåãóëÿðíîå ñëåâà êîëüöî è âñå åãî ïåð-

âè÷íûå ôàêòîðêîëüöà ðåãóëÿðíû ⇔ R ðåãóëÿðíî.

14.52. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ñëàáî ðåãóëÿðíîå ñïðàâà êîëüöî;

2) åñëè I � ïðàâûé èäåàë êîëüöà R è J � èäåàë êîëüöà, òî IJ = I ∩ J .

3) åñëè I � èäåàë êîëüöà R è r ∈ I, òî r ∈ rI.

14.53. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ñëàáî ðåãóëÿðíîå êîëüöî;

2) äëÿ êàæäîãî èäåàëà I êîëüöà R è êàæäîãî n ∈ N âûïîëíåíî ðàâåí-

ñòâî I = In;

3) åñëè I è J � èäåàëû êîëüöà R, òî IJ = JI = I ∩ J ;

4) äëÿ êàæäîãî r ∈ R âûïîëíåíî óñëîâèå r ∈ (RrR)2;

5) äëÿ êàæäîãî r ∈ R è êàæäîãî n ∈ N âûïîëíåíî óñëîâèå r ∈ (RrR)n.

14.54. Ïóñòü J � èäåàë êîëüöà R. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäó-

þùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ñëàáî ðåãóëÿðíîå (ñïðàâà) êîëüöî;

2) R/J � ñëàáî ðåãóëÿðíîå (ñïðàâà) êîëüöî è J � ñëàáî ðåãóëÿðíûé

(ñïðàâà) èäåàë.

14.55. Ïîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íîå ïîäïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñëàáî ðåãó-

ëÿðíûõ (ñïðàâà) êîëåö ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì (ñïðàâà) êîëüöîì.
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14.56. Ïîêàæèòå, ÷òî âî âñÿêîì êîëüöå ñóììà ñëàáî ðåãóëÿðíûõ

(ñïðàâà) èäåàëîâ ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì (ñïðàâà) èäåàëîì. Òàêèì

îáðàçîì, êàæäîå êîëüöî îáëàäàåò íàèáîëüøèì ñëàáî ðåãóëÿðíûì ñïðàâà

(ñëåâà) èäåàëîì.

14.57. Ïóñòü R � êîëüöî è T = {x ∈ R | â RxR êàæäûé ýëåìåíò ñëàáî

ðåãóëÿðåí ñïðàâà}. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) T � ñëàáî ðåãóëÿðíûé ñïðàâà èäåàë;

2) êàæäûé ñëàáî ðåãóëÿðíûé ñïðàâà èäåàë êîëüöà R ñîäåðæèòñÿ â T ;

3) êîëüöî R/T íå ñîäåðæèò ñëàáî ðåãóëÿðíûõ ñïðàâà èäåàëîâ.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñëàáî ðåãóëÿðíîå ñëå-

âà êîëüöî, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì ñïðàâà êîëüöîì.

14.58. Ïóñòü A = EndP (V )/I, ãäå V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ÷åò-

íîé ðàçìåðíîñòè íàä ïîëåì P , à I � èäåàë, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ êîíå÷íîãî ðàíãà. Ïîêàæèòå, ÷òî

1) A � ïðîñòàÿ ðåãóëÿðíàÿ íåàðòèíîâà P - àëãåáðà;

2) åñëè M � ìàêñèìàëüíûé ïðàâûé èäåàë àëãåáðû A, òî

M ′ =

(
M M

A A

)
ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì ñëåâà ìàêñèìàëüíûì ïðàâûì èäåàëîì

ïðîñòîé ðåãóëÿðíîé íåàðòèíîâîé àëãåáðû

A′ =

(
A A

A A

)
;

3) åñëèR � P - àëãåáðà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èçM ′ ïóòåì ïðèñîåäèíåíèÿ

âíåøíåé åäèíèöû, òî R � ñëàáî ðåãóëÿðíàÿ ñëåâà àëãåáðà, êîòîðàÿ

íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíîé ñïðàâà.

14.59. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè

1) â êîëüöå R êàæäàÿ ðåãóëÿðíàÿ ñëåâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàáèëè-

çèðóåòñÿ, òî R � êîíå÷íîå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ êîëåö â òî÷íîñòè

òîãäà, êîãäà R � ñëàáî ðåãóëÿðíîå ñïðàâà êîëüöî;
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2) R � êîëüöî ñ óñëîâèåì ìàêñèìàëüíîñòè äëÿ ëåâûõ àííóëÿòîðîâ, òî

R � êîíå÷íîå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ êîëåö â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà

R � ñëàáî ðåãóëÿðíîå ñïðàâà êîëüöî.

14.60. Ïóñòü α è β � îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîììóòàòèâíîãî êîëüöà A,

Q ≡
(
α, β

A

)
� àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ íàä A è 2−1 ∈ A. Òîãäà ðàâíîñèëüíû

óñëîâèÿ:

1) Q � ðåãóëÿðíîå êîëüöî;

2) A � ðåãóëÿðíîå êîëüöî;

3) êàæäîå ôàêòîðêîëüöî êîëüöà Q ïîëóïåðâè÷íî;

4) êàæäîå ôàêòîðêîëüöî êîëüöà A ïîëóïåðâè÷íî;

5) Q � ïîëóïåðâè÷íîå êîëüöî, â êîòîðîì êàæäûé ïåðâè÷íûé èäåàë �

ìàêñèìàëüíûé èäåàë;

6) A � ïîëóïåðâè÷íîå êîëüöî, â êîòîðîì êàæäûé ïåðâè÷íûé èäåàë �

ìàêñèìàëüíûé èäåàë;

7) Q � cëàáî ðåãóëÿðíîå êîëüöî;

8) Q �cëàáî ðåãóëÿðíîå ñïðàâà êîëüöî.

9) Q � ñëàáî ðåãóëÿðíîå ñëåâà êîëüöî;

10) Q � áèðåãóëÿðíîå êîëüöî.

14.61. Ïóñòü α è β � îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîììóòàòèâíîãî êîëüöà A,

Q ≡
(
α, β

A

)
� àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ íàä A è 2−1 ∈ A. Òîãäà

(
α, β

A

)
�

ñòðîãî ðåãóëÿðíîå êîëüöî ⇔ A � ðåãóëÿðíîå (α, β)-êîëüöî.

Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ñëàáî π-ðåãóëÿðíûì ñïðàâà, åñëè äëÿ êàæäîãî

ýëåìåíòà r ∈ R ñóùåñòâóåò òàêîå n = n(r) ∈ N, ÷òî rnR = (rnR)2.

14.62. Åñëè R � ñëàáî π-ðåãóëÿðíîå ñïðàâà êîëüöî, òî Sing(RR) � íèëü-

èäåàë êîëüöà R è J(R) � íàèáîëüøèé íèëü-èäåàë êîëüöà A. Â ÷àñòíîñòè,

êàæäîå ñëàáî ðåãóëÿðíîå ñïðàâà êîëüöî ÿâëÿåòñÿ íåñèíãóëÿðíûì ñëåâà.

Ñòðîãî π-ðåãóëÿðíûå êîëüöà

14.63. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ýëåìåíòà r èç êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:
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1) äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N âûïîëíåíî óñëîâèå rn ∈ rn+1R;

2) äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N âûïîëíåíî ðàâåíñòâî rnR = rn+1R;

3) öåïü ãëàâíûõ ïðàâûõ èäåàëîâ rR ⊇ r2R ⊇ . . . êîëüöà R ñòàáèëèçè-

ðóåòñÿ íà êîíå÷íîì øàãå.

Ýëåìåíò r êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ñòðîãî π-ðåãóëÿðíûì ñïðàâà, åñëè äëÿ

íåãî âûïîëíåíî îäíî èç ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé ïðåäûäóùåãî óïðàæíå-

íèÿ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñòðîãî π-ðåãóëÿðíîãî ñïðàâà ýëå-

ìåíòà. Åñëè ýëåìåíò r ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî π-ðåãóëÿðíûì ñïðàâà è ñëåâà, òî

ýëåìåíò r íàçûâàåòñÿ ñòðîãî π-ðåãóëÿðíûì .

14.64. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ýëåìåíòà r èç êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) r � ñòðîãî π-ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò;

2) äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N âûïîëíåíî óñëîâèå rn ∈ rn+1R ∩Rrn+1;

3) äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N âûïîëíåíî ðàâåíñòâî R = r(rn)⊕ rnR;
4) äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N âûïîëíåíî ðàâåíñòâî R = l(rn)⊕Rrn;
5) äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N ýëåìåíò rn ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ðåãóëÿðíûì;

6) äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N âûïîëíåíî ðàâåíñòâà rn = ue = eu, ru =

ur, er = re, ãäå e = e2, u ∈ U(R);

7) ñóùåñòâóþò n ∈ N è s ∈ R òàêèå, ÷òî rn = rn+1s, sr = sr;

8) äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N âûïîëíåíî ðàâåíñòâî rn = rn+1u, ur = ru, ãäå

u ∈ U(R).

14.65. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ýëåìåíòà r èç êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) r � ñòðîãî π-ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò;

2) ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû e, u ∈ R, ÷òî r = e + u, ru = ur, e2 =

e, u ∈ U(R) è ere � íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò.

Åñëè r � ñòðîãî π-ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò èç êîëüöà R, òî åãî ïðåäñòàâ-

ëåíèå â âèäå r = e + u, ãäå e è u � óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì âòîðîãî

ïóíêòà óïðàæåíèÿ 14.65, íàçûâàåòñÿ ñòîðãî π-ðåãóëÿðíûì ðàçëîæåíè-

åì ýëåìåíòà r.

14.66. Ïóñòü r � ñòðîãî π-ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò èç êîëüöà R è r =

e+u = e′+u′ � ñòðîãî π-ðåãóëÿðíûå ðàçëîæåíèÿ r. Òîãäà e = e′ è u = u′.
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14.67. Äëÿ êîëüöà R ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) êàæäûé ýëåìåíò êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî π-ðåãóëÿðíûì;

2) êàæäûé ýëåìåíò êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî π-ðåãóëÿðíûì ñïðàâà;

3) êàæäûé ýëåìåíò êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî π-ðåãóëÿðíûì ñëåâà;

4) äëÿ êàæäîãî x ∈ R óáûâàþùàÿ öåïü ãëàâíûõ ïðàâûõ èäåàëîâ xR ⊇
x2R ⊇ . . . ⊇ xnR ⊇ . . . êîëüöà R ñòàáèëèçèðóåòñÿ íà êîíå÷íîì øàãå;

5) äëÿ êàæäîãî x ∈ R óáûâàþùàÿ öåïü ãëàâíûõ ëåâûõ èäåàëîâ Rx ⊇
Rx2 ⊇ . . . ⊇ Rxn ⊇ . . . êîëüöà R ñòàáèëèçèðóåòñÿ íà êîíå÷íîì øàãå.

Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ñòðîãî π-ðåãóëÿðíûì, åñëè âåðíû ýêâèâàëåíò-

íûå óñëîâèÿ 14.67.

14.68. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) R ñòðîãî π-ðåãóëÿðíî;

2) ôàêòîðêîëüöî R/rad(R) ñòðîãî π-ðåãóëÿðíî;

3) êàæäîå ïåðâè÷íîå ôàêòîðêîëüöî êîëüöà R ñòðîãî π-ðåãóëÿðíî.

14.69. Ïîêàæèòå, ÷òî R � ñîâåðøåííîå ñïðàâà êîëüöî â òî÷íîñòè

òîãäà, êîãäà R � ñòðîãî π-ðåãóëÿðíîå I-êîíå÷íîå êîëüöî è èäåàë J(R) t-

íèëüïîòåíòåí ñïðàâà.

14.70. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) ñóùåñòâóþò ðåãóëÿðíûå êîëüöà, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñòðîãî π-ðåãóëÿðíûìè;

2) êàæäîå ðåãóëÿðíîå êîëüöî π-ðåãóëÿðíî è ñóùåñòâóþò π-ðåãóëÿðíûå

êîëüöà, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûìè ñïðàâà èëè ñëåâà;

3) êàæäîå ñòðîãî π-ðåãóëÿðíîå êîëüöî π-ðåãóëÿðíî è ñóùåñòâóþò π-

ðåãóëÿðíûå êîëüöà, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñòðîãî π-ðåãóëÿðíûìè;

4) åñëè A � π-ðåãóëÿðíîå êîëüöî, òî J(A) � íèëü-èäåàë;

5) êàæäîå π-ðåãóëÿðíîå êîëüöî � I0-êîëüöî è ñóùåñòâóþò I0-êîëüöà,

íå ÿâëÿþùèåñÿ π-ðåãóëÿðíûìè.

14.71. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êâàçèèíâàðèàíòíîãî ñïðàâà êîëüöà R ñëå-

äóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ñòðîãî π-ðåãóëÿðíîå êîëüöî;

2) R/rad(R) � ñòðîãî π-ðåãóëÿðíîå êîëüöî;

3) êàæäûé ïåðâè÷íûé ôàêòîð êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ àðòèíîâûì êîëüöîì;
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4) êàæäûé ïåðâè÷íûé ôàêòîð êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì êîëü-

öîì;

5) êàæäûé ïåðâè÷íûé èäåàë êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì;

6) êàæäûé ïåðâè÷íûé èäåàë êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì ñïðàâà;

7) R � π-ðåãóëÿðíîå êîëüöî è R/rad(R) � ñòðîãî π-ðåãóëÿðíîå êîëüöî.

Áèðåãóëÿðíûå êîëüöà

Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ áèðåãóëÿðíûì, åñëè êàæäûé ãëàâíûé èäåàë

êîëüöà R ïîðîæäàåòñÿ öåíòðàëüíûì èäåìïîòåíòîì.

14.72. Êàæäîå áèðåãóëÿðíîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì ñïðà-

âà.

14.73. Äëÿ ðåäóöèðîâàííîãî êîëüöà R ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýê-

âèâàëåíòíû:

1) R � ñëàáî ðåãóëÿðíîå ñïðàâà êîëüöî;

2) R � ñëàáî ðåãóëÿðíîå ñëåâà êîëüöî;

3) R � áèðåãóëÿðíîå êîëüöî.

14.74. Äëÿ êâàçèèíâàðèàíòíîãî ñïðàâà (ñëåâà) êîëüöà R ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) R � ñòðîãî ðåãóëÿðíîå êîëüöî;

2) R � áèðåãóëÿðíîå êîëüöî.

14.75. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) R � áèðåãóëÿðíîå êîëüöî;

2) âñå ïèðñîâñêèå ñëîè êîëüöà R � ïðîñòûå êîëüöà.

×èñòûå è ñòðîãî ÷èñòûå êîëüöà
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Ýëåìåíò a èç êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ÷èñòûì, åñëè îí ïðåäñòàâèì â âèäå

a = e+ u, ãäå u ∈ U(R), e = e2 ∈ R. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ÷èñòûì, åñëè

ëþáîé ýëåìåíò èç R ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì.

14.76. Ïîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò a èç êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì â

ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

1) −a � ÷èñòûé ýëåìåíò;

2) a � íèëüïòåíòíûé ýëåìåíò;

3) a � ñòðîãî ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò;

4) a � ïåðèîäè÷åñêèé ýëåìåíò.

14.77. Ïóñòü e1, . . . , en � îðòîãîíàëüíûå èäåìïîòåíòû êîëüöà R è

e1 + . . .+ en = 1. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè eiRei � ÷èñòîå êîëüöî äëÿ êàæäîãî

1 6 i 6 n, òî R � ÷èñòîå êîëüöî.

Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ïîëó÷èñòûì, åñëè êàæäûé åãî ýëåìåíò a ïðåä-

ñòàâèì â âèäå a = e+ u, ãäå u ∈ U(R) è e � ïåðèîäè÷åñêèé ýëåìåíò.

14.78. Ïóñòü e1, . . . , en � îðòîãîíàëüíûå èäåìïîòåíòû êîëüöà R è

e1 + . . . + en = 1. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè eiRei � ïîëó÷èñòîå êîëüöî äëÿ

êàæäîãî 1 6 i 6 n, òî R � ïîëó÷èñòîå êîëüöî.

14.79. Ïóñòü V � ïðàâîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä òåëîì T. Ïîêà-

æèòå, ÷òî êîëüöî EndT (V ) ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì.

Ýëåìåíò a èç êîëüöà R íàçûâàåòñÿ íèëü-÷èñòûì, åñëè îí ïðåäñòàâèì

â âèäå a = e + n, ãäå e = e2 ∈ R, n � íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò êîëüöà

R. Êîëüöî íàçûâàåòñÿ íèëü-÷èñòûì, åñëè ëþáîé åãî ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ

íèëü-÷èñòûì.

14.80. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäîå íèëü-÷èñòîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì

êîëüöîì.

14.81. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) ôàêòîðêîëüöî íèëü-÷èñòîãî êîëüöà ÿâëÿåòñÿ íèëü-÷èñòûì;

2) ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íèëü-÷èñòûõ êîëåö ÿâëÿåòñÿ íèëü-÷èñòûì êîëü-

öîì;

3) åñëè R � íèëü-÷èñòîå êîëüöî, òî 2 � íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò R;
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4) åñëè R � íèëü-÷èñòîå êîëüöî, òî J(R) � íèëü-èäåàë;

5) åñëè R � íîðìàëüíîå íèëü-÷èñòîå êîëüöî, òî J(R) = Nil(R);

6) åñëè R � íîðìàëüíîå ðåäóöèðîâàííîå íèëü-÷èñòîå êîëüöî,òî R �

áóëåâî êîëüöî.

7) åñëè I � íèëü-èäåàë êîëüöà R, òî R � íèëü-÷èñòîå êîëüöî â òî÷íîñòè

òîãäà, êîãäà R/I � íèëü-÷èñòîå êîëüöî.

14.82. Êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ íèëü-÷èñòûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà J(R)

� íèëü-èäåàë è R/J(R) � íèëü-÷èñòîå êîëüöî.

14.83. Íîðìàëüíîå êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ íèëü-÷èñòûì â òî÷íîñòè òîãäà,

êîãäà J(R) � íèëü-èäåàë è R/J(R) � áóëåâî êîëüöî.

14.84. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëÿ F ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) F ∼= F2

2) Mn(F ) � íèëü-÷èñòîå êîëüöî äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N
3) Mn(F ) � íèëü-÷èñòîå êîëüöî äëÿ êàæäîãî n ∈ N

14.85. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè R � êîììóòàòèâíîå íèëü-÷èñòîå êîëüöî,

òî Mn(R) ÿâëÿåòñÿ íèëü-÷èñòûì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ∈ N.

Ýëåìåíò a èç êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ÷èñòûì, åñëè îí ïðåäñòà-

âèì â âèäå a = e + u, ãäå u ∈ U(R), e = e2 ∈ R è eu = ue. Êîëüöî R

íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ÷èñòûì, åñëè ëþáîé ýëåìåíò èç R ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî

÷èñòûì.

14.86. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäûé ñòðîãî π-ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò êîëüöà

R ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ÷èñòûì.

Îäíîçíà÷íî ÷èñòûå è îäíîçíà÷íî ñòðîãî ÷èñòûå êîëüöà

Ýëåìåíò a èç êîëüöî R íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íî ÷èñòûì, åñëè îí îäíî-

çíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå a = e + u, ãäå u ∈ U(R), e = e2 ∈ R. Êîëüöî
R íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íî ÷èñòûì, åñëè ëþáîé ýëåìåíò èç R ÿâëÿåòñÿ

îäíîçíà÷íî ÷èñòûì.

Ýëåìåíò a èç êîëüöî R íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íî ñòðîãî ÷èñòûì, åñëè

îí îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå a = e + u, ãäå u ∈ U(R), e = e2 ∈ R è
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eu = ue. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íî ñòðîãî ÷èñòûì, åñëè ëþáîé

ýëåìåíò èç R ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ñòðîãî ÷èñòûì.

14.87. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü∏
i∈I Ri � îäíîçíà÷íî (ñîîòâ., ñòðîãî) ÷èñòîå êîëüöî⇔ Ri � îäíîçíà÷íî

(ñîîòâ., ñòðîãî) ÷èñòîå êîëüöî äëÿ êàæäîãî i ∈ I.

14.88. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) R � îäíîçíà÷íî ÷èñòîå êîëüöî;

2) äëÿ êàæäîãî r ∈ R ñóùåñòâóþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ýëåìåíòû

e = e2 ∈ R, j ∈ J(R), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî r = e+ j;

3) R/J(R) � áóëåâî êîëüöî è èäåìïîòåíòû îäíîçíà÷íî ïîäíèìàþòñÿ

îòíîñèòåëüíî J(R);

4) R � íîðìàëüíîå êîëüöî, R/J(R) � áóëåâî êîëüöî è èäåìïîòåíòû

ïîäíèìàþòñÿ îòíîñèòåëüíî J(R);

5) R � íîðìàëüíîå îäíîçíà÷íî ñòðîãî ÷èñòîå êîëüöî.

14.89. Äëÿ ëîêàëüíîãî êîëüöà R ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâà-

ëåíòíû:

1) R � îäíîçíà÷íî ÷èñòîå êîëüöî;

2) R � îäíîçíà÷íî ñòðîãî ÷èñòîå êîëüöî;

3) R/J(R) ∼= Z2.

14.90. Ïóñòü R � îäíîçíà÷íî ñòðîãî ÷èñòîå êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) åñëè e2 = e ∈ R, òî eRe � îäíîçíà÷íî ñòðîãî ÷èñòîå êîëüöî;
2) 2 ∈ J(R);

3) â R íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîãî èäåìïîòåíòà e òàêîãî, ÷òî eRe ∼=
Mn(S)(n > 1) äëÿ íåêîòîðîãî êîëüöà S.

14.91. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå ïîëóïðèìèòâíîå îäíîçíà÷íî ñòðîãî ÷è-

ñòîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ áóëåâûì.
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14.92. Ïîêàæèòå, ÷òî êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ñòðîãî ÷èñòûì â

òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî r ∈ R ñóùåñòâóþò òàêèå îäíîçíà÷íî

îïðåäåëåííûå ýëåìåíòû e = e2 ∈ R, j ∈ J(R), ÷òî r = e+ j, ej = je.

14.93. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ ðàíîñèëüíû:

1) R � îäíîçíà÷íî ÷èñòîå êîëüöî;

2) Tn(R) � îäíîçíà÷íî ñòðîãî ÷èñòîå êîëüöî äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N;

3) Tn(R) � îäíîçíà÷íî ñòðîãî ÷èñòîå êîëüöî äëÿ êàæäîãî n ∈ N.

Ýëåìåíò a èç êîëüöàR íàçûâàåòñÿ ñòðîãî íèëü-÷èñòûì, åñëè îí ïðåä-

ñòàâèì â âèäå a = e+n, ãäå e = e2, n � íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò è en = ne.

Êîëüöî íàçûâàåòñÿ ñòðîãî íèëü-÷èñòûì, åñëè ëþáîé åãî ýëåìåíò ÿâëÿ-

åòñÿ ñòðîãî íèëü-÷èñòûì.

14.94. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ýëåìåíòà r èç êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) r � ñòðîãî íèëü-÷èñòûé ýëåìåíò;

2) r � ñòðîãî π-ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò è r2−r � íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò;
3) r � îäíîçíà÷íî ñòðîãî ÷èñòûé ýëåìåíò è r2 − r � íèëüïîòåíòíûé

ýëåìåíò;

4) r � ñòðîãî ÷èñòûé ýëåìåíò è r2 − r � íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò.

Â ÷àñòíîñòè, êàæäîå ñòðîãî íèëü-÷èñòîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî

ñòðîãî ÷èñòûì.

14.95. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) R � ñòðîãî íèëü-÷èñòîå êîëüöî;

2) R/J(R) � áóëåâî êîëüöî è J(R) � íèëü-èäåàë;

3) R � ñòðîãî π-ðåãóëÿðíîå êîëüöî è U(R) = 1 + Nil(R).
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15 Ìîäóëè, áëèçêèå ê ïðîåêòèâíûì è èíúåêòèâíûì.

Îòíîñèòåëüíàÿ ïðîåêòèâíîñòü

Ïóñòü A,B � ïðàâûå R-ìîäóëè. Ìîäóëü A íàçûâàåòñÿ B-ïðîåêòèâíûì

(èëè ïðîåêòèâíûì îòíîñèòåëüíî B), åñëè âñÿêàÿ äèàãðàììà âMod−R
ñ òî÷íîé ñòðîêîé

B B′ 0

A

-
f

-

6
g

ìîæåò áûòü äîïîëíåíà äî êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

B B′ 0

A

-
f

-

@
@

@@I g 6
g

Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ êâàçèïðîåêòèâíûì, åñëè îí M -ïðîåêòèâåí.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðàâûé R-ìîäóëü P íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì, åñëè P

� ïðÿìîå ñëàãàåìîå ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ.

15.1. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðàâîãî R-ìîäóëÿ P ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) P � ïðîåêòèâíûé ìîäóëü;

2) ìîäóëü P ïðîåêòèâåí îòíîñèòåëüíî êàæäîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ.

15.2. Ïóñòü A,B � ïðàâûå R-ìîäóëè. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) A � B-ïðîåêòèâíûé ìîäóëü;

2) äëÿ âñÿêîãî ïîäìîäóëÿ X ìîäóëÿ A⊕B, óäîâëåòîâîðÿþùåãî óñëî-
âèþ X+B = A⊕B, ñóùåñòâóåò ïîäìîäóëü Y 6 A⊕B òàêîé, ÷òî Y 6 X

è Y ⊕B = A⊕B.

15.3. Ïóñòü A,B � ïðàâûå R-ìîäóëè è B0 6 B. Åñëè A � B-

ïðîåêòèâíûé ìîäóëü, òî A B/B0-ïðîåêòèâåí è B0-ïðîåêòèâåí.
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15.4. Ïóñòü (Bi)i∈I � ñåìåéñòâî ïðàâûõ R-ìîäóëåé è A � ïðàâûé

R-ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè:

1) | I |< ∞ è äëÿ êàæäîãî i ∈ I ìîäóëü A Bi-ïðîåêòèâåí, òî ìîäóëü

A ïðîåêòèâåí îòíîñèòåëüíî ìîäóëÿ ⊕i∈IBi;

2) ìîäóëü A êîíå÷íî ïîðîæäåí è äëÿ êàæäîãî i ∈ I ìîäóëü A Bi-

ïðîåêòèâåí, òî ìîäóëü A ïðîåêòèâåí îòíîñèòåëüíî êàæäîãî ìîäóëÿ èç

êàòåãîðèè σ(⊕i∈IBi).

15.5. Ïóñòü A � ïðàâûé R-ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ìîäóëü A

êâàçèïðîåêòèâåí, òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 ìîäóëü An

êâàçèïðîåêòèâåí.

15.6. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ïðÿìàÿ ñóììà èçîìîðôíûõ êîíå÷íî ïî-

ðîæäåííûõ êâàçèïðîåêòèâûíõ ìîäóëåé ÿâëÿåòñÿ êâàçèïðîåêòèâíûì ìî-

äóëåì.

ÏóñòüM � ïðàâûé R-ìîäóëü. Ïðàâûé èäåàë êîëüöà R âèäà I = rR(X),

ãäå X � ïîäìíîæåñòâî ìîäóëÿ M, íàçûâàåòñÿ ïðàâûì M -àííóëÿòîðîì.

15.7. ÏóñòüM � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé êâàçèïðîåêòèâíûé ïðàâûé R-

ìîäóëü èR � êîëüöî ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè äëÿ ïðàâûõM -àííóëÿòîðîâ.

Ïîêàæèòå, ÷òî M ïðîåêòèâåí êàê ïðàâûé R/r(M)-ìîäóëü.

15.8. ÏóñòüM � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé êâàçèïðîåêòèâíûé ïðàâûé R-

ìîäóëè, ñîäåðæàùèé êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî X, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî r(X) = r(M). Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ ïðàâîãî R-ìîäóëÿ N

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Nr(M) = 0, òî ìîäóëü M � N -ïðîåêòèâåí.

Îòíîñèòåëüíàÿ èíúåêòèâíîñòü

Ïóñòü A,B � ïðàâûåR-ìîäóëè. Ìîäóëü A íàçûâàåòñÿB-èíúåêòèâíûì

(èëè èíúåêòèâíûì îòíîñèòåëüíî B,) åñëè âñÿêàÿ äèàãðàììà â Mod−R
ñ òî÷íîé ñòðîêîé
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Ìîäóëü A íàçûâàåòñÿ êâàçèèíúåêòèâíûì, åñëè îí A-èíúåêòèâåí.

15.9. Ïóñòü A,B � ïðàâûå R-ìîäóëè. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) A � B-èíúåêòèâíûé ìîäóëü;

2) äëÿ âñÿêîãî ïîäìîäóëÿX ìîäóëÿ A⊕B, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ
X ∩ B = 0, ñóùåñòâóåò ïîäìîäóëü Y 6 A ⊕ B òàêîé, ÷òî X 6 Y è

Y ⊕B = A⊕B.

15.10. Ïóñòü A,B � ïðàâûå R-ìîäóëè è B0 6 B. Åñëè A � B-

èíúåêòèâíûé ìîäóëü, òî A B/B0-èíúåêòèâåí è B0-èíúåêòèâåí.

15.11. Ïóñòü (Bi)i∈I � ñåìåéñòâî ïðàâûõ R-ìîäóëåé. Ïîêàæèòå, ÷òî

åñëè ïðàâûé R-ìîäóëü A Bi-èíúåêòèâåí äëÿ êàæäîãî i ∈ I, òî ìîäóëü A
èíúåêòèâåí îòíîñèòåëüíî êàæäîãî ìîäóëÿ èç êàòåãîðèè σ(⊕i∈IBi).

15.12. Ïóñòü A � ïðàâûé R-ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ìîäóëü A

êâàçèèíúåêòèâåí, òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 ìîäóëü nA

êâàçèèíúåêòèâåí.

15.13. Ïóñòü R � îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîíå÷íî

ïîðîæäåííîãî R-ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàíîñèëüíû:

1) M � êâàçèèíúåêòèâíûé ìîäóëü;

2) M � êâàçèïðîåêòèâíûé ìîäóëü;

3) äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ýëåìåíòà q êîëüöàR q-ïðèìàðíàÿ êîìïîíåíòà

ìîäóëÿ M èìååò âèä (R/(qn))m.
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15.14. Ïóñòü M � êâàçèíúåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü è R � êîëüöî

ñ óñëîâèåì ìèíèìàëüíîñòè äëÿ ïðàâûõ M -àííóëÿòîðîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî

ìîäóëü M èíúåêòèâåí êàê ïðàâûé R/r(M)-ìîäóëü. Â ÷àñòíîñòè, êàæ-

äûé òî÷íûé êâàçèèíúåêòèâíûé ïðàâûé ìîäóëü íàä àðòèíîâûì ñïðàâà

êîëüöîì èíúåêòèâåí.

15.15. Ïóñòü M � êâàçèèíúåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëè, ñîäåðæàùèé

êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî X, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî r(X) =

r(M). Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ ïðàâîãî R-ìîäóëÿ N âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

Nr(M) = 0, òî ìîäóëü M � N -èíúåêòèâåí.

15.16. Ïóñòü A è B � ïðàâûå R-ìîäóëè. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàíîñèëüíû:

1) A � B-ïðîåêòèâíûé ìîäóëü è êàæäûé ôàêòîðìîäóëü ìîäóëÿ B ÿâ-

ëÿåòñÿ A-èíúåêòèâíûì;

2)B �A-èíúåêòèâíûé ìîäóëü è êàæäûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿA ÿâëÿåòñÿ

B-ïðîåêòèâíûì.

15.17. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàíîñèëüíû:

1) R � íàñëåäñòâåííîå ñïðàâà êîëüöî;

2) ó êàæäîãî ïðîåêòèâíîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ âñå ïîäìîäóëè ÿâëÿþòñÿ

ïðîåêòèâíûìè;

3) ó êàæäîãî èíúåêòèâíîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ âñå ôàêòîðìîäóëè ÿâ-

ëÿþòñÿ èíúåêòèâíûìè;

4) êàæäûé ïðîåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ SIP -ìîäóëåì;

5) êàæäûé èíúåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ SSP -ìîäóëåì.

Îáîëî÷êè è íàêðûòèÿ

Ïóñòü R � êîëüöî è Ω � íåêîòîðûé êëàññ ïðàâûõ R-ìîäóëåé, êîòîðûé

çàìêíóò îòíîñèòåëüíî èçîìîðôíûõ îáðàçîâ è ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ. Ãîìî-

ìîðôèçì g : M → E ïðàâûõ R-ìîäóëåé íàçûâàåòñÿ Ω-îáîëî÷êîé ïðàâîãî

R-ìîäóëÿ M, åñëè:
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ñëåäóåò, ÷òî h � àâòîìîðôèçì.

Ãîìîìîðôèçì g : M → E ïðàâûõR-ìîäóëåé íàçûâàåòñÿ Ω-íàêðûòèåì

ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M, åñëè:

1) E ∈ Ω è ëþáàÿ äèàãðàììà
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ñëåäóåò, ÷òî h � àâòîìîðôèçì.

Åñëè Ω � êëàññ ïðîåêòèâíûõ (ñîîòâ., èíúåêòèâíûõ) ïðàâûõR-ìîäóëåé,

òî Ω-íàêðûòèå (ñîîòâ., Ω-îáîëî÷êà) ïðàâîãîR-ìîäóëÿM íàçûâàåòñÿ ïðî-

åêèâíîé îáîëî÷êîé (ñîîòâ., èíúåêòèâíîé îáîëî÷êîé) ìîäóëÿ M.

Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü. Àáåëåâà ãðóïïà HomZ(M,Q/Z) íàçû-

âàåòñÿ ãðóïïîé õàðàêòåðîâ M è îáîçíà÷àåòñÿ M+. M+ ÿâëÿåòñÿ ëåâûì

R-ìîäóëåì îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ rf(m) := f(mr), ãäå m ∈ M, r ∈
R, f ∈ M+. Åñëè f : M → N � ãîìîìîðôèçì ïðàâûõ R-ìîäóëåé, òî

ãîìîìîðôèçì ëåâûõ R-ìîäóëåé Hom(f,Q/Z) îáîçíà÷àåòñÿ f+.

15.18. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) ãîìîìîðôèçì f : P → M, ãäå P � ïðîåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü,

ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîé îáëî÷êîé ìîäóëÿ M â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà

f � ýïèìîðôèçì è Ker(f)� P ;

2) ãîìîìîðôèçì f : M → E, ãäå E � èíúåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü,

ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíîé îáîëî÷êîé ìîäóëÿ M â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà

f � ìîíîìîðôèçì è Im(f) 6e E.

15.19. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü. Òîãäà

1) îòîáðàæåíèå f : M →M++, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó

m 7→ (f 7→ f(m)),

ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì ïðàâûõ R-ìîäóëåé;

2) f ∈ HomR(M,N) � ìîíîìîðôèçì ⇔ f+ � ýïèìîðôèçì;

3) åñëè P � ïðîåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü, òî P+ � èíúåêòèâíûé ëå-

âûé R-ìîäóëü.

15.20. Ïóñòü R � êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) äëÿ êàæäîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿM ñóùåñòâóåò ìîíîìîðôèçì ïðàâûõ

R-ìîäóëåé f : M → E , ãäå E � èíúåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü;

2) êàæäûé ïðàâûé R-ìîäóëü îáëàäàåò èíúåêòèâíîé îáîëî÷êîé;
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3) åñëè M � ïðàâûé R-ìîäóëü, òî â êàòåãîðèè σ(M) êàæäûé ìîäóëü

îáëàäàåò èíúåêòèâíîé îáîëî÷êîé.

15.21. Ïóñòü R � êîëüöî, M,N � ïðàâûå R-ìîäóëè è ι1 : M →
E(M), ι2 : N → E(N) � èíúåêòèâíûå îáîëî÷êè ñîîòâåòñòâåííî ìîäóëåé

M è N . Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) ìîäóëü M � N -èíúåêòèâåí;

2) äëÿ êàæäîãî ãîìîìîðôèçìà f : E(N) → E(M) ñóùåñòâóåò ãîìî-

ìîðôèçì g : N →M, äëÿ êîòîðîãî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà:

N E(N)

M E(M)

-
ι2ppppppppppp?

g

?

f

-
ι1

Â ÷àñòíîñòè, ìîäóëü M êâàçèèíúåêòèâåí â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà M

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èíâàðèàíòíûì ïîäìîäóëåì â ñâîåé èíúåêòèâíîé îáîëî÷-

êå.

15.22. Ïóñòü R-êîëüöî, M,N � ïðàâûå R-ìîäóëè è π1 : P → M,π2 :

P ′ → N � ïðîåêòèâíûå îáîëî÷êè ñîîòâåòñòâåííî ìîäóëåé M è N . Ïîêà-

æèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) ìîäóëü M � N -ïðîåêòèâåí;

2) äëÿ êàæäîãî ãîìîìîðôèçìà f : P → P ′ ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì

g : M → N, äëÿ êîòîðîãî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà:

P M

P ′ N

-
π1

?

f

pppppppp?g
-

π2

15.23. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäûé èíúåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü ïîðîæ-

äàåòñÿ ìîäóëåì E(RR).
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Èíúåêòèâíûå îáîëî÷êè ïðîñòûõ ìîäóëåé

15.24. Ïóñòü {Si}i∈I � ñèñòåìà ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ èçîìîðôíûõ

ïðîñòûõ ïðàâûõ R-ìîäóëåé. Ïîêàæèòå, ÷òîM � êîïîðîæäàþùèé ïðàâûé

R-ìîäóëü â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ìîíîìîðôèçì

φ : ⊕i∈IE(Si)→M.

15.25. Ïîêàæèòå, ÷òî ìîäóëüM ÿâëÿåòñÿ V -ìîäóëåì â òî÷íîñòè òîãäà,

êîãäà äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ìîäóëÿ S ∈ σ(M) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

S = EM(S).

15.26. Ïóñòü R � ðåãóëÿðíîå êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìàêñèìàëü-

íîãî ïðàâîãî èäåàëà M êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R/M � êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä òåëîì EndR(R/M) ÿâëÿåòñÿ

êîíå÷íîìåðíûì;

2)R/M � Σ-èíúåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü.

15.27. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ðåãóëÿðíîãî êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) R � Σ-V -êîëüöî;

2) êàæäûé ïðèìèòèâíûé îáðàç êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ àðòèíîâûì.

15.28. 1) Êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì V -êîëüöîì â òî÷íîñòè òîãäà,

êîãäà êàæäûé êîíå÷íî êîïîðîæäåííûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ èíú-

åêòèâûíì.

2) Êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâûì ñïðàâà ïðàâûì V -êîëüöîì â òî÷íî-

ñòè òîãäà, êîãäà êàæäûé ïðàâûé R-ìîäóëü, ó êîòîðîãî öîêîëü ñóùåñòâåí,

ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì.

Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ïðàâûì π-V -êîëüöîì, åñëè èíúåêòèâíàÿ îáî-

ëî÷êà êàæäîãî ïðîñòîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ èìååò êîíå÷íóþ äëèíó. Åñ-

ëè äëèíà èíúåêòèâíîé îáîëî÷êè êàæäîãî ïðîñòîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ íå

ïðåâîñõîäèò n, òî êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ïðàâûì n-V -êîëüöîì,

15.29. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ïðàâîå π-V -êîëüöî;
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2) ó êàæäîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ êîíå÷íîé äëèíû èíúåêòèâíàÿ îáîëî÷êà

èìååò êîíå÷íóþ äëèíó;

3) ó êàæäîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M âñÿêèé ïîäìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå-

÷åíèåì ïîäìîäóëåé N , ó êîòîðûõ lg(M/N) <∞;

4) ó êàæäîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîäìîäóëåé N , ó

êîòîðûõ lg(M/N) <∞, ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì.

15.30. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ïðàâîå n-V -êîëüöî;

2) ó êàæäîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M âñÿêèé ïîäìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå-

÷åíèåì ïîäìîäóëåé N , ó êîòîðûõ lg(M/N) 6 n;

3) ó êàæäîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîäìîäóëåé N , ó

êîòîðûõ lg(M/N) 6 n, ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì.

15.31. Ïóñòü R � ïðàâîå n-V -êîëüöî. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî

ïðàâîãî èäåàëà I êîëüöà R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî In = In+1.

15.32. Ïóñòü R � êîëüöî è S � òàêîå åãî ïîäêîëüöî, ÷òî R =
∑n

i=1 aiS,

ãäå ai ∈ R è Sai = aiS äëÿ êàæäîãî i. Åñëè S � ïðàâîå π-V -êîëüöî, òî R

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì π-V -êîëüöîì.

15.33. Ïóñòü A � àëãåáðà, íàä êîììóòàòèâíûì π-V -êîëüöîì R. Åñëè

A � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü, òî A � ïðàâîå è ëåâîå π-V -êîëüöî.

15.34. Åñëè R � ïðàâûì π-V -êîëüöî, òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n

êîëüöî Mn(R) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì π-V -êîëüöîì.

Àâòîìîðôèçì èíâàðèàíòíûå è äóàëüíî àâòîìîðôèçì èíâà-

ðèàíòíûå ìîäóëè

ÌîäóëüM íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçì èíâàðèàíòíûì, åñëè äëÿ êàæäî-

ãî àâòîìîðôèçìà f ∈ Aut(E(M)) ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì g ∈ End(M),

äëÿ êîòîðîãî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà:
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M E(M)

M E(M)

-ιppppppppppp?
g

?

f

-ι

,

ãäå ι : M → E(M) � åñòåñòâåííîå âëîæåíèå.

15.35. Äëÿ ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � àâòîìîðôèçì èíâàðèàíòíûé ìîäóëü;

2) âñÿêèé èçîìîðôèçì ìåæäó äâóìÿ ñóùåñòâåííûìè ïîäìîäóëÿìè ìî-

äóëÿ M ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî ýíäîìîðôèçìà ìîäóëÿ M ;

3) âñÿêèé èçîìîðôèçì ìåæäó äâóìÿ ñóùåñòâåííûìè ïîäìîäóëÿìè ìî-

äóëÿ M ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî àâòîìîðôèçìà ìîäóëÿ M .

Ïóñòü A,B � ïðàâûå R-ìîäóëè. Ìîäóëü A íàçûâàåòñÿ B-ïñåâäî-

èíúåêòèâíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî ïîäìîäóëÿ B0 ìîäóëÿ B êàæäûé ìî-

íîìîðôèçì f : B0 → A ïðîäîëæàåòñÿ äî íåêîòîðîãî ãîìîìîðôèçìà

f ′ : B → A. Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ ïñåâäîèíúåêòèâíûì, åñëè îí M -

ïñåâäîèíúåêòèâåí.

15.36. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ïñåâäîèíúåêòèâíûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ

C2-ìîäóëåì.

15.37. Ïóñòü A,B � ïðàâûå R-ìîäóëè. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) A � B-ïñåâäîèíúåêòèâíûé ìîäóëü;

2) äëÿ âñÿêîãî ïîäìîäóëÿ X ìîäóëÿ A⊕B, óäîâëåòîâîðÿþùåãî óñëî-
âèþ X ∩ A = X ∩ B = 0, ñóùåñòâóåò ïîäìîäóëü Y 6 A ⊕ B òàêîé, ÷òî

X 6 Y è Y ⊕B = A⊕B.

15.38. Äëÿ ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � àâòîìîðôèçì èíâàðèàíòíûé ìîäóëü;

2) M � ïñåâäîèíúåêòèâíûé ìîäóëü.
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Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ äóàëüíî àâòîìîðôèçì èíâàðèàíòíûì, åñëè

äëÿ êàæäûõ ìàëûõ ïîäìîäóëåé K1, K2 ìîäóëÿ M êàæäûé ýïèìîðôèçì

f : M/K1 → N/K2, ó êîòîðîãî Ker(f)�M/K1, ïîäíèìàåòñÿ äî íåêîòî-

ðîãî ýíäîìîðôèçìà f ′ : M →M.

15.39. Äëÿ ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � äóàëüíî àâòîìîðôèçì èíâàðèàíòíûé ìîäóëü;

2) äëÿ êàæäûõ ìàëûõ ïîäìîäóëåé K1, K2 ìîäóëÿ M êàæäûé ýïèìîð-

ôèçì f : M/K1 → N/K2, ó êîòîðîãî Ker(f)� M/K1, ïîäíèìàåòñÿ

äî íåêîòîðîãî àâòîìîðôèçìà f ′ : M →M..

15.40. Ïóñòü f : P → M � ïðîåêòèâíàÿ îáîëî÷êà ìîäóëÿ M. Òîãäà

ñëåäóþùèå ðàâíîñèëüíû:

1) M � äóàëüíî àâòîìîðôèçì èíâàðèàíòíûé ìîäóëü;

2) g(Ker(f)) 6 Ker(f) äëÿ êàæäîãî àâòîìîðôèçìà ìîäóëÿ P ;

3) g(Ker(f)) = Ker(f) äëÿ êàæäîãî àâòîìîðôèçìà ìîäóëÿ P.

Ïóñòü A,B � ïðàâûå R-ìîäóëè. Ìîäóëü A íàçûâàåòñÿ B-ïñåâäî-

ïðîåêòèâíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî ïîäìîäóëÿ B0 ìîäóëÿ B êàæäûé ýïè-

ìîðôèçì f : A → B/B0 ïîäíèìàåòñÿ äî íåêîòîðîãî ãîìîìîðôèçìà

f ′ : A → B. Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ ïñåâäîïðîåêòèâíûì, åñëè îí M -

ïñåâäîïðîåêòèâåí.

15.41. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ïñåâäîïðîåêòèâíûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ

äóàëüíî àâòîìîðôèçì èíâàðèàíòíûì.

15.42. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ïñåâäîïðîåêòèâíûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ

D2-ìîäóëåì.

15.43. Ïóñòü A,B � ïðàâûå R-ìîäóëè. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) A � B-ïñåâäîïðîåêòèâíûé ìîäóëü;

2) äëÿ âñÿêîãî ïîäìîäóëÿ X ìîäóëÿ A⊕B, óäîâëåòîâîðÿþùåãî óñëî-
âèþ X + A = X + B = A⊕ B, ñóùåñòâóåò ïîäìîäóëü Y 6 A⊕ B òàêîé,

÷òî Y 6 X è Y ⊕B = A⊕B.
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15.44. Ïóñòü R � ïîëóñîâåðøåííîå ñïðàâà êîëüöî. Äëÿ êîíå÷íî ïî-

ðîæäåííîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � äóàëüíî àâòîìîðôèçì èíâàðèàíòíûé ìîäóëü;

2) M � ïñåâäîïðîåêòèâíûé ìîäóëü.

15.45. Ïóñòü R � ñîâåðøåííîå ñïðàâà êîëüöî. Äëÿ ïðàâîãî R-ìîäóëÿ

M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � äóàëüíî àâòîìîðôèçì èíâàðèàíòíûé ìîäóëü;

2) M � ïñåâäîïðîåêòèâíûé ìîäóëü.

16 Íåïðåðûâíûå è äèñêðåòíûå ìîäóëè

CS-ìîäóëè

ÌîäóëüM íàçûâàåòñÿ CS-ìîäóëåì, åñëè êàæäûé åãî çàìêíóòûé ïîä-

ìîäóëü � ïðÿìîå ñëàãàåìîå â M .

16.1. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) âñÿêèé êâàçèèíúåêòèâíûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ CS-ìîäóëåì;

2) íåðàçëîæèìûé ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ CS-ìîäóëåì òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà M � îäíîðîäíûé ìîäóëü.

16.2. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðÿìîå ñëàãàåìîå CS-ìîäóëÿ ÿâëÿåòñÿ CS-

ìîäóëåì.

16.3. Ïóñòü M = M1 ⊕ M2 � ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � CS-ìîäóëü;

2) M1,M2 � CS-ìîäóëè è êàæäûé çàìêíóòûé ïîäìîäóëü N ìîäóëÿ

M, äëÿ êîòîðîãî ëèáî N ∩M1 = 0, ëèáî N ∩M2 = 0, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì

ñëàãàåìûì ìîäóëÿ M.
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16.4. Ïóñòü M = M1 ⊕ . . . ⊕ Mn � ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè

äëÿ êàæäîé ïàðû ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ 1 6 i, j 6 n ìîäóëü Mi � Mj-

èíúåêòèâåí, òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � CS-ìîäóëü;

2) M1, . . . ,Mn � CS-ìîäóëè.

16.5. Ïóñòü M = A ⊕ B � ðàçëîæåíèå ìîäóëÿ M, A � âïîëíå èíâà-

ðèàíòíûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M è ìîäóëè A è B íå ñîäåðæàò íåíóëåâûõ

èçîìîðôíûõ ïîäìîäóëåé. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëü-

íû:

1) M � CS-ìîäóëü;

2) A,B � CS-ìîäóëè è A � B-èíúåêòèâåí.

16.6. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìîäóëÿM ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � CS-ìîäóëü;

2) äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìîäóëÿ B ìîäóëÿ M èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

M = Z2(M)⊕B,

ãäå Z2(M), B � CS-ìîäóëè è ìîäóëü Z2(M) � B-èíúåêòèâåí.

16.7. Ïóñòü R � îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîíå÷íî

ïîðîæäåííîãî R-ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàíîñèëüíû:

1) M � CS-ìîäóëü;

2) ëèáîM � ñâîáîäíûé ìîäóëü, ëèáîM � ïåðèîäè÷åñêèé ìîäóëü è äëÿ

êàæäîãî ïðîñòîãî ýëåìåíòà q êîëüöà R q-ïðèìàðíàÿ êîìïîíåíòà ìîäóëÿ

M èìååò âèä (R/(qn))s ⊕ (R/(qn+1))t.

16.8. 1) ÏóñòüM � ïðàâûé R-ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò

òàêîé ïðàâûé R-ìîäóëü N , ÷òî N ∈ Gen(M) \Add(M) è ZM(N) = 0, òî

â êàòåãîðèè Add(M) ñóùåñòâóåò íå CS-ìîäóëü.

2) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè íàä êîëüöîì R ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ïðàâûé

R-ìîäóëü M, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì: J(M) = M,Z(M) = 0, òî íàä

êîëüöîì R ñóùåñòâóåò ñâîáîäíûé ïðàâûé R-ìîäóëü, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ

CS-ìîäóëåì.

3) Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäûé íåêîíå÷íî ïîðîæäåííûé ñâîáîäíûé Z-ìîäóëü
íå ÿâëÿåòñÿ CS-ìîäóëåì.
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16.9. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè:

1) M � CS-ìîäóëü è â êîëüöå R êàæäàÿ âîçðàñòàþùàÿ öåïü ïðàâûõ

èäåàëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ àííóëÿòîðàìè ýëåìåíòîâ êîëüöà R, ñòàáèëèçèðó-

åòñÿ, òî M � ïðÿìàÿ ñóììà îäíîðîäíûõ ìîäóëåé;

2) M � ëîêàëüíî íåòåðîâ CS-ìîäóëü, òî M � ïðÿìàÿ ñóììà îäíîðîä-

íûõ ìîäóëåé.

16.10. ÏóñòüM � öèêëè÷åñêèé ìîäóëü, ó êîòîðîãî Soc(M) 6e M,J(M) =

0 è Soc(M) íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì. Òîãäà ìîäóëü M îáëà-

äàåò öèêëè÷åñêèì ïîäôàêòîðîì, ó êîòîðîãî ñóùåñòâóåò íåöèêëè÷åñêèé

çàìêíóòûé ïîäìîäóëü.

16.11 (Òåîðåìà Îñîôñêè - Ñìèòà). ÏóñòüM � öèêëè÷åñêèé ìîäóëü.

Åñëè êàæäûé öèêëè÷åñêèé ïîäôàêòîð ìîäóëÿ M ÿâëÿåòñÿ CS-ìîäóëåì,

M � êîíå÷íàÿ ïðÿìàÿ ñóììà îäíîðîäíûõ ìîäóëåé.

CS-ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ êâàçèíåïðåðûâíûì (èëè π-èíúåêòèâíûì),

åñëè M � C3-ìîäóëü.

16.12. Äëÿ ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � êâàçèíåïðåðûâíûé ìîäóëü;

2) π(M) 6M äëÿ êàæäîãî èäåìïîòåíòà π ∈ End(E(M));

3) åñëèM 6e M ′, òî π(M) 6M äëÿ êàæäîãî èäåìïîòåíòà π ∈ End(M ′);

4) åñëè E(M) = ⊕i∈IMi, òî M = ⊕i∈I(Mi ∩M);

5) åñëè M 6e M ′ è M ′ = ⊕i∈IMi, òî M = ⊕i∈I(Mi ∩M);

6) åñëè A,B 6 M, À � ä.ï. äëÿ B â M è B � ä.ï. äëÿ A â M, òî

M = A⊕B;

7) åñëè A,B 6 M è A ∩ B = 0, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïîäìîäóëè A′, B′

ìîäóëÿ M, ÷òî A 6 A′, B 6 B′ è M = A′ ⊕B′;

8) åñëè A,B 6M è A∩B = 0, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïîäìîäóëè A′, B′,Ñ

ìîäóëÿ M, ÷òî A 6e A′, B 6e B′ è M = A′ ⊕B′ ⊕ C;
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9) åñëè A1, . . . , An � íåçàâèñèìîå ñåìåéñòâî ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M, òî

ñóùåñòâóþò òàêèå ïîäìîäóëè A′1, . . . , A
′
n ìîäóëÿ M, ÷òî

A1 6 A′1, . . . , An 6 A′n è M = A′1 ⊕ . . .⊕ A′n;

10) åñëè A1, . . . , An � íåçàâèñèìîå ñåìåéñòâî ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M, òî

ñóùåñòâóþò òàêèå ïîäìîäóëè A′1, . . . , A
′
n, C ìîäóëÿ M, ÷òî

A1 6e A′1, . . . , An 6e A′n è M = A′1 ⊕ . . .⊕ A′n ⊕ C;

11) åñëè A,B � çàìêíóòûå ïîäìîäóëè ìîäóëÿ M è A ∩ B = 0, òî ñóùå-

ñòâóåò òàêîé ïîäìîäóëü Ñ ìîäóëÿ M, ÷òî M = A⊕B ⊕ C;

12) åñëè A1, . . . , An � íåçàâèñèìîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ïîäìîäóëåé ìî-

äóëÿ M, òî ñóùåñòâóåò òàêîé ïîäìîäóëü C ìîäóëÿ M, ÷òî

M = A1 ⊕ . . .⊕ An ⊕ C;

13) åñëè A,B 6 M è A ∩ B = 0, òî ñóùåñòâóþò òàêîé ãîìîìîðôèçì

f ∈ End(M), ÷òî A 6 Ker(f), B 6 Ker(1− f);

14) åñëè A1, . . . , An � íåçàâèñèìîå ñåìåéñòâî ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M, òî

ñóùåñòâóþò òàêèå ãìîìîðôèçìû f1, . . . , fn ∈ End(M), ÷òî

1 = f1 + . . .+ fn è Ai 6 Ker(fi) äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 n;

15) åñëè A,B 6 M è A ∩ B = 0, òî ìîíîìîðôèçì f : M → M/A ⊕
M/B, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó m 7→ (m + A,m + B), ÿâëÿåòñÿ

ðàñùåïëÿþùèìñÿ;

16) åñëè A1, . . . , An � íåçàâèñèìîå ñåìåéñòâî ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M, òî

ìîíîìîðôèçì f : M →M/A1⊕. . .⊕M/An, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

m 7→ (m+ A1, . . . ,m+ An), ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïëÿþùèìñÿ;

17) M � CS-ìîäóëü è äëÿ êàæäîãî ðàçëîæåíèÿ M = A⊕B ìîäóëü A �

B-èíúåêòèâåí, ìîäóëü B � A-èíúåêòèâåí;

18) êàæäûé èäåìïîòåíòíûé ýíäîìîðôèçì ëþáîãî ïîäìîäóëÿM ïðîäîë-

æàåòñÿ äî ýíäîìîðôèçìà ìîäóëÿ M ;

19) êàæäûé èäåìïîòåíòíûé ýíäîìîðôèçì ëþáîãî ïîäìîäóëÿM ïðîäîë-

æàåòñÿ äî èäåìïîòåíòíîãî ýíäîìîðôèçìà ìîäóëÿ M.
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16.13. Ïîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü M = M1 ⊕ . . . ⊕ Mn ÿâëÿåòñÿ êâà-

çèíåïðåðûâíûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà Mi êâàçèíåïðåðûâíûé ìîäóëü

äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 n è Mi � Mj-èíúåêòèâíûé ìîäóëü äëÿ êàæäûõ

ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ 1 6 i.j 6 n.

16.14. Ïîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ êâàçèíúåêòèâíûì â òî÷íî-

ñòè òîãäà, êîãäà M ⊕M � êâàçèíåïðåðûâíûé ìîäóëü.

CS-ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè M � C2-ìîäóëü.

16.15. Ïîêàæèòå, ÷òî êâàçèíåïðåðûâíûé ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ íåïðå-

ðûâíûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà âñÿêèé ìîíîìîðôèçì f ∈ End(M), ó

êîòîðîãî Im(f) 6e M, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

16.16. Ïîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü M = M1 ⊕ . . . ⊕Mn ÿâëÿåòñÿ íåïðå-

ðûâíûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà Mi íåïðåðûâíûé ìîäóëü äëÿ êàæäîãî

1 6 i 6 n è Mi � Mj-èíúåêòèâíûé ìîäóëü äëÿ êàæäûõ ðàçëè÷íûõ èí-

äåêñîâ 1 6 i.j 6 n.

16.17. Ïîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü M = M1 ⊕ . . . ⊕Mn ÿâëÿåòñÿ íåïðå-

ðûâíûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà M � êâàçèíåïðåðûâíûé ìîäóëü è Mi

íåïðåðûâíûé ìîäóëü äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 n.

Ìîäóëè ñî ñâîéñòâîì ïîäúåìà

Ïðàâûé R-ìîäóëüM íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì ñî ñâîéñòâîì ïîäúåìà, åñëè

êàæäûé åãî ïîäìîäóëü ëåæèò íàä ïðÿìûì ñëàãàåìûì ìîäóëÿ M . Åñëè

êàæäûé öèêëè÷åñêèé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M ëåæèò íàä ïðÿìûì ñëàãàå-

ìûì, òî ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ ïîëóðåãóëÿðíûì.

16.18. Äëÿ ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � ìîäóëü ñî ñâîéñòâîì ïîäúåìà;

2) M � ñòðîãî äîïîëíÿåìûé ìîäóëü è êàæäûé çàìêíóòûé ïîäìîäóëü

ìîäóëÿ M ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì M ;
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3) M � ñòðîãî äîïîëíÿåìûé ìîäóëü è êàæäîå äîïîëåíåíèå ïî ïåðåñå-

÷åíèþ â ìîäóëå M ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì M.

16.19. Ïóñòü M � ìîäóëü ñî ñâîéñòâîì ïîäúåìà è N � íåìàëûé

ïîäìîäóëü ìîäóëÿM. Ïîêàæèòå, ÷òî N ñîäåðæèò ëîêàëüíûé ïîäìîäóëü,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì ìîäóëÿ M.

16.20. Ïóñòü êàæäûé íåíóëåâîé ïîäôàêòîð ìîäóëÿM ñîäåðæèò ìàê-

ñèìàëüíûé ïîäìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè M � ìîäóëü ñî ñâîéñòâîì

ïîäúåìà, òî M ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ëîêàëüíûõ ìîäóëåé. Â ÷àñòíî-

ñòè, åñëè R � ïðàâîå max-êîëüöî, òî êàæäûé ïðàâûé R-ìîäóëü ñî ñâîé-

ñòâîì ïîäúåìà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ëîêàëüíûõ ìîäóëåé.

Ìîäóëü ñî ñâîéñòâîì ïîäúåìà M íàçûâàåòñÿ êâàçèäèñêðåòíûì, åñëè

M � D3-ìîäóëü.

16.21. Äëÿ ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � êâàçèäèñêðåòíûé ìîäóëü;

2) M � ñòðîãî äîïîëíÿåìûé ìîäóëü è åñëè A,B 6M, À � à.ä. äëÿ B â

M è B � à.ä. äëÿ A â M, òî M = A⊕B;

3) M � ñòðîãî äîïîëíÿåìûé ìîäóëü è åñëè A,B � ïîäìîäóëè ìîäóëÿM,

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî A+B = M, òî ñóùåñòâóþò òàêèå

ïîäìîäóëè A′, B′ ìîäóëÿ M, ÷òî A′ 6 A, B′ 6 B è M = A′ ⊕B′;

4) åñëè A,B 6 M è A + B = M, òî ñóùåñòâóåò òàêîé èäåìïîòåíò

e ∈ End(M), ÷òî eM 6 A, (1− e)M 6 B è (1− e)A� (1− e)M ;

7) M � äîïîëíÿåìûé ìîäóëü è åñëè A,B � ïîäìîäóëè ìîäóëÿ M, äëÿ

êîòîðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî A + B = M, òî ñóùåñòâóþò òàêîé

ãîìîìîðôèçì f ∈ End(M), ÷òî Im(f) ⊂ A, Im(1− f) ⊂ B;

8) M � äîïîëíÿåìûé ìîäóëü è åñëè A,B 6 M è A + B = M, òî ýïè-

ìîðôèçì f : A ⊕ B → M , äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó (a, b) 7→ a + b,

ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïëÿþùèìñÿ;

7) M � ìîäóëü ñî ñâîéñòâîì ïîäúåìà è äëÿ êàæäîãî ðàçëîæåíèÿ M =

A⊕B ìîäóëü A � B-ïðîåêòèâåí, ìîäóëü B � A-ïðîåêòèâåí.
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16.22. Ïóñòü f : P → M � ïðîåêòèâíàÿ îáîëî÷êà ìîäóëÿ M. Ïîêà-

æèòå, ÷òî ääÿ ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � êâàçèäèñêðåòíûé ìîäóëü;

2) π(Ker(f)) ⊂ Ker(f) äëÿ êàæäîãî èäåìïîòåíòà π ∈ End(P ).

17 Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîäóëåé è àëãåáð. Ïëîñ-

êèå ìîäóëè

Ïóñòü A � êîëüöî, XA è AY � ïðàâûé è ëåâûé A-ìîäóëè ñîîòâåòñòâåí-

íî, X×Y � äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå, F � ñâîáîäíûé Z-ìîäóëü ñ áàçèñîì,
èíäåêñèðîâàííûì ìíîæåñòâîì X×Y è H � ïîäãðóïïà â F , ïîðîæäåííàÿ

âñåìè ýëåìåíòàìè âèäà (x+u, y)− (x, y)− (u, y), (x, y+v)− (x, y)− (x, v)

è (xa, y) − (x, ay), ãäå x, u ∈ X, y, v ∈ Y è a ∈ A. Àáåëåâà ãðóïïà F/H
íàçûâàåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ìîäóëåé X è Y ; îíà îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç X⊗AY . Áóäåì ïèñàòü X⊗Y âìåñòî X⊗AY , åñëè ÿñíî, êàêîå êîëü-
öî A èìååòñÿ â âèäó. Îáðàç ïàðû (x, y) ïðè åñòåñòâåííîì îòîáðàæåíèè

X × Y → X ⊗ Y îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç x⊗ y.

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîäóëåé

17.1. Ïóñòü R � êîëüöî è XR è RY � ïðàâûé è ëåâûé R-ìîäóëè

ñîîòâåòñòâåííî.

1) Äëÿ ëþáîãî x ∈ X ⊗ Y ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èí-

äåêñîâ I, ÷òî x =
∑

i∈I xi ⊗ yi.
2) Åñëè x, u ∈ X, y, v ∈ Y è r ∈ R, òî

(x+ u)⊗ y = x⊗ y + u⊗ y, x⊗ (y + v) = x⊗ y + x⊗ v, xr ⊗ y = x⊗ ry.

3) Åñëè {yi}i∈I � îáðàçóþùèå ìîäóëÿ ìîäóëÿ Y, {xi}i∈I � ýëåìåíòû ìîäóëÿ

X, ïî÷òè âñå ðàâíûå íóëþ, òî
∑

i∈I xi ⊗ yi = 0 ⇔ ñóùåñòâóþò òàêèå

ìíîæåñòâà {x′i ∈ X}i∈I ′ è {aik ∈ R}i∈I ′,j∈I , ÷òî | I ′ |< ∞, ïî÷òè âñå

ýëåìåíòû ìíîæåñòâà {aik ∈ R}i∈I ′,j∈I ðàâíû íóëþ, xj =
∑

i∈I ′ x
′
iaij è∑

i∈I aijyj = 0 äëÿ âñåõ i è j.
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4) Äëÿ ëþáûõ ìîäóëüíûõ ãîìîìîðôèçìîâ f : XR → MR è g : RY →
RN ãðóïïîâîé ãîìîìîðôèçì f⊗g : X⊗Y →M⊗RN êîððåêòíî çàäàåòñÿ

ðàâåíñòâîì (f ⊗ g)(
∑
xi ⊗ yi) =

∑
f(xi)⊗ g(yi).

5) Êàíîíè÷åñêèé ãðóïïîâîé ýïèìîðôèçì h : X ⊗R R → X ÿâëÿåòñÿ

èçîìîðôèçìîì ïðàâîãî R-ìîäóëÿ X ⊗R íà ìîäóëü XR.

6) Åñëè XR = ⊕i∈IXi, òî àáåëåâà ãðóïïà (⊕i∈IXi) ⊗ Y åñòåñòâåííûì

îáðàçîì èçîìîðôíà ãðóïïå ⊕i∈I(Xi ⊗ Y ).

7) Åñëè P è Q � ïîäìîäóëè â RY , òî ïåðåñå÷åíèå â X ⊗ (P + Q)

êàíîíè÷åñêèõ îáðàçîâ ìîäóëåé X⊗P è X⊗Q ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì

îáðàçîì ìîäóëÿ X ⊗ (P ∩Q).

8) Åñëè I � ëåâûé èäåàë êîëüöà R, òî èìååò ìåñòî ãðóïïîâîé èçîìîð-

ôèçì X ⊗R R/J ∼= X/XJ.

17.2. Ïóñòü

0 M1 M2 M3 0- -
f1 -

f2 -

� òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðàâûõ R-ìîäóëåé. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþ-

áîãî ëåâîãî R-ìîäóëÿ N ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

M1 ⊗R N M2 ⊗R N M3 ⊗R N 0-
f1 -

f2 -

ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.

17.3. Ïóñòü

0 M1 M2 M3 0- -
f1 -

f2 - ,

0 N1 N2 N3 0- -
g1 -

g2 -

� òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðàâûõ R-ìîäóëåé. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) Ker(f2 ⊗ g2) = Im(1M2
⊗ g1) + Im(f1 ⊗ 1N2

);

2) M2 ⊗R N2/Ker(f2 ⊗ g2) ∼= M2/f1(M1)⊗R N2/g1(N1).

17.4. Ïóñòü R � ëîêàëüíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî è M,N � êîíå÷íî

ïîðîæäåííûå ìîäóëè íàä R. Òîãäà M ⊗R N = 0 ⇔ ëèáî M = 0, ëèáî

N = 0.
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17.5. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíàÿ îáëàñòü, P � ïîëå ÷àcòíûõ R è

M,N � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì P. Ïîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî

èçîìîðôèçì M ⊗P N ∼= M ⊗R N.

17.6. ÏóñòüM,N � ìîäóëè íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì R. Ïîêàæèòå,

÷òî:

1) åñëè M � íåòåðîâ ìîäóëü è N � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü, òî

M ⊗R N � íåòåðîâ ìîäóëü;

2) åñëè M � ìîäóëü êîíå÷íîé äëèíû è N � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé

ìîäóëü, òî M ⊗R N � ìîäóëü êîíå÷íîé äëèíû;

3) åñëèM,N � ìîäóëè êîíå÷íîé äëèíû, òîM⊗RN � ìîäóëü êîíå÷íîé

äëèíû è lg(M ⊗R N) 6 lg(M) lg(N);

4) åñëè M,N � àðòèíîâû ìîäóëè, òî M ⊗R N � àðòèíîâ ìîäóëü.

Ïëîñêèå ìîäóëè

Ïóñòü N � ëåâûé R-ìîäóëü. Ïðàâûé R-ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ N �

ïëîñêèì, åñëè äëÿ ëþáîãî ìîíîìîðôèçìà ëåâûõ R-ìîäóëåé f : L → N

åñòåñòâåííûé ãðóïïîâîé ãîìîìîðôèçì 1M ⊗ f : M ⊗ L → M ⊗ N �

ìîíîìîðôèçì.

17.7. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëè, N � ëåâûé R-ìîäóëü. Ïîêàæè-

òå, ÷òî M � ïëîñêèé îòíîñèòåëüíî ìîäóëÿ N â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà

äëÿ ëþáîãî ìîíîìîðôèçìà ëåâûõ R-ìîäóëåé f : L → N, ãäå L � êîíå÷-

íî ïîðîæäåííûé ëåâûé R-ìîäóëü, åñòåñòâåííûé ãðóïïîâîé ãîìîìîðôèçì

1M ⊗ f : M ⊗ L→M ⊗N � ìîíîìîðôèçì.

17.8. Ïóñòü (Mi)i∈I � ñåìåéñòâî ïðàâûõ R-ìîäóëåé è N � ëåâûé R-

ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü ⊕i∈IMi � ïëîñêèé îòíîñèòåëüíî ìîäóëÿ

N â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ìîäóëü Mi � ïëîñêèé îòíîñèòåëüíî ìîäóëÿ N

äëÿ êàæäîãî i ∈ I.

17.9. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëè, N � ëåâûé R-ìîäóëü è L 6 N.

ÅñëèM � ïëîñêèé îòíîñèòåëüíî ìîäóëÿ N , òîM � ïëîñêèé îòíîñèòåëüíî

ìîäóëåé N/L è L.
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17.10. Ïóñòü (Ni)i∈I � ñåìåéñòâî ëåâûõ R-ìîäóëåé. Ïîêàæèòå, ÷òî

åñëè ïðàâûé R-ìîäóëüM ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì îòíîñèòåëüíî ìîäóëÿ Ni äëÿ

êàæäîãî i ∈ I, òî ìîäóëü M � ïëîñêèé îòíîñèòåëüíî êàæäîãî ìîäóëÿ èç

êàòåãîðèè σ(⊕i∈INi).

Ïðàâûé R-ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ ïëîñêèì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì

îòíîñèòåëüíî êàæäîãî ëåâîãî R-ìîäóëÿ.

17.11. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) âñå ïðÿìûå ñóììû è âñå ïðÿìûå ñëàãàåìûå ïëîñêèõ ìîäóëåé � ïëîñ-

êèå;

2) âñå ñâîáîäíûå ìîäóëè � ïëîñêèå;

3) âñå ïðîåêòèâíûå ìîäóëè � ïëîñêèå.

17.12. Äëÿ ïðàâîãî ìîäóëÿ M íàä êîëüöîì R ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) M � ïëîñêèé ìîäóëü;

2) äëÿ êàæäîãî ëåâîãî èäåàëà I êîëüöà R êàíîíè÷åñêèé ãðóïïîâîé

ãîìîìîðôèçì M ⊗ I →M ⊗R � ìîíîìîðôèçì;

3)äëÿ êàæäîãî êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî ëåâîãî èäåàëà I êîëüöà R êàíî-

íè÷åñêèé ãðóïïîâîé ãîìîìîðôèçì M ⊗ I →M ⊗R � ìîíîìîðôèçì.

17.13. Äëÿ ïðàâîãî ìîäóëÿ M íàä êîëüöîì R ðàâíîñèëüíû óñëîâèÿ:

1) M � ïëîñêèé ìîäóëü;

2) äëÿ ëþáûõ òàêèõ x1, . . . , xn ∈ X è y1, . . . , yn ∈ A, ÷òî
∑n

i=1 xiyi = 0,

ñóùåñòâóþò òàêèå x1, . . . , xm ∈ X è aik ∈ A (1 6 i 6 n, 1 6 k 6 m), ÷òî

xi =
∑m

k=1 xkaik è
∑n

i=1 aikyi = 0 äëÿ âñåõ i è k.

17.14. Ïóñòü M � ïëîñêèé ïðàâûé R-ìîäóëè è N � åãî ïîäìîäóëü.

Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M/N � ïëîñêèé ìîäóëü;

2) MI ∩N = NI äëÿ êàæäîãî êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî ëåâîãî èäåàëà I

êîëüöà R;

3) MI ∩N = NI äëÿ êàæäîãî ëåâîãî èäåàëà I êîëüöà R.

Ïðîåêòèâíîñòü ïëîñêèõ ìîäóëåé

171



17.15. Ïóñòü I � íåíóëåâîé ïðàâûé èäåàë êîëüöà R. Ïîêàæèòå, ÷òî

åñëè R/I � ïëîñêèé ïðàâûé R-ìîäóëü, òî ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ðå-

ãóëÿðíàÿ ñïðàâà íåíóëåâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç I.

17.16. Ïóñòü P � ïðîåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü, S = EndR(P ) è

f1, f2, . . . � âîçðàñòàþùàÿ ðåãóëÿðíàÿ ñïðàâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåí-

òîâ èç S. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) P/
⋃
i∈N fi(P ) � ïëîñêèé ìîäóëü;

2)
⋃
i∈N fi(P ) � ïðîåêòèâíûé ìîäóëü;

3) åñëè P � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü è P/
⋃
i∈N fi(P ) � ïðîåêòèâ-

íûé ìîäóëü, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f1, f2, . . . ñõîäèòñÿ.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè A1, A2, . . . � âîçðàñòàþùàÿ ðåãóëÿðíàÿ ñïðàâà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èçMn(R), òî ìîäóëü R
(n)
R /

⋃
i∈NAiR

(n)
R ÿâëÿåòñÿ

ïëîñêèì è
⋃
i∈NAiR

(n)
R - ïðîåêòèâíûé ìîäóëü.

17.17. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) êàæäûé öèêëè÷åñêèé ïëîñêèé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïðîåê-

òèâíûì;

2) âñÿêàÿ âîçðàñòàþùàÿ ðåãóëÿðíàÿ ñïðàâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëå-

ìåíòîâ èç R ñõîäèòñÿ.

17.18. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà R è ôèêñèðîâàííîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà n ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) êàæäûé n-ïîðîæäåííûé ïëîñêèé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïðî-

åêòèâíûì;

2) â êîëüöå Mn(R) âñÿêàÿ âîçðàñòàþùàÿ ðåãóëÿðíàÿ ñïðàâà ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.

Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ïðàâûì S-êîëüöîì, åñëè êàæäûé êîíå÷íî ïî-

ðîæäåííûé ïëîñêèé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâÿëåòñÿ ïðîåêòèâíûì. Èç âûøå-

èçëîæåííîãî ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ïðàâûõ S-êîëåö.

Òåîðåìà. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ïðàâîå S-êîëüöî;

2) äëÿ êàæäîãî n ∈ N â êîëüöå Mn(R) âñÿêàÿ âîçðàñòàþùàÿ ðåãóëÿð-

íàÿ ñïðàâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.
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17.19. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) êàæäîå ïîäêîëüöî ïðàâîãî S-êîëüöà ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì S-êîëüöîì;

2) êàæäàÿ ïðàâàÿ îáëàñòü Îðå ÿâëÿåòñÿ S-êîëüöîì (â ÷àñòíîñòè, âñÿ-

êàÿ êîìóòàòèâíàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ S-êîëüöîì);

3) êàæäîå ïîëóëîêàëüíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ S-êîëüöîì

4) êàæäîå ïîëóñîâåðøåííîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ S-êîëüöîì

5) êîíå÷íîå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðàâûõ S-êîëåö ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì

S-êîëüöîì;

6) âñÿêîå S-êîëüöî ÿâëÿåòñÿ I-êîíå÷íûì;

7) I0-êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì S-êîëüöîì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà îíî

ÿâëÿåòñÿ ïîëóñîâåðøåííûì.

17.20. Ïóñòü {xi}∞i=1 � áàçèñ ñâîáîäíîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ F è G =
∞∑
i=1

(xi − xi+1ri)R. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) F/G � ïëîñêèé ìîäóëü;

2) åñëè G � ïðÿìîå ñëàãàåìîå F, òî óáûâàþùàÿ öåïü

r1R ⊃ r1r2R ⊃ . . .

ãëàâíûõ ïðàâûõ èäåàëîâ ñòàáèëèçèðóåòñÿ.

17.21. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ñîâåðøåííîå ñïðàâà êîëüöî;

2) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïëîñêèé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâ-

íûì.

Èíúåêòèâíûå è ïëîñêèå ìîäóëè

17.22 (Òåîðåìà Ëàìáåêà). Ïðàâûé R-ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì

â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà M+ � èíúåêòèâíûé ëåâûé R-ìîäóëü.

17.23. Ïóñòü R, S-êîëüöà è F : Mod-R→ Mod-S , G : Mod-S → Mod-

R � ôóíêòîðû. Åñëè ôóíêòîð G ñîïðÿæåí ñëåâà ê ôóíêòîðó F è G �

òî÷íûé ñëåâà ôóíêòîð, òî F ñîõðàíÿåò èíúåêòèâíûå îáúåêòû.

17.24. Ïóñòü P � ïðàâûé R-ìîäóëü è êîëüöî S = EndR(P ) ðåãóëÿð-

íî. Òîãäà èç èíúåêòèâíîñòè ïðàâîãî R-ìîäóëÿM ñëåäóåò èíúåêòèâíîñòü

ïðàâîãî S-ìîäóëÿ HomR(P,M).
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17.25. Åñëè e � íåíóëåâîé èäåìïîòåíò êîëüöà R è eRe � ðåãóëÿðíîå

êîëüöî, òî èç èíúåêòèâíîñòè ïðàâîãî R-ìîäóëÿM ñëåäóåò èíúåêòèâíîñòü

ïðàâîãî eRe-ìîäóëÿ Me.

17.26. Ïóñòü φ : S → R � êîëüöåâîé ãîìîìîðôèçì èM � èíúåêòèâíûé

ïðàâûé R-ìîäóëü. Åñëè SR � ïëîñêèé ìîäóëü, òî M � èíúåêòèâíûé êàê

ïðàâûé S-ìîäóëü.

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå àëãåáð

17.27. Ïóñòü A,B � àëãåáðû íàä êîììóòàòèâíîì êîëüöîì R. Òîãäà

íà R-ìîäóëå A⊗RB îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèþ

(a⊗ b)(a′ ⊗ b′) = aa′ ⊗ bb′.

Îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ R-ìîäóëü A⊗RB ïðåâðàùàåòñÿ

â R-àëãåáðó.

17.28. Óñòàíîâèòå èçîìîðôèçìû àëãåáð:

1) C⊗R C ∼= C⊕ C;

2) Q(
√

2)⊗Q Q(
√

2) ∼= Q(
√

2)⊕Q(
√

2);

3) Q(
√

2)⊗Q Q(
√

3) ∼= Q(
√

2,
√

3);

4)

(
−1,−1

R

)
⊗R

(
−1,−1

R

)
∼= M4(R);

5) Mn(P )⊗P Mm(P ) ∼= Mmn(P ), ãäå P � ïîëå.

17.29. Ïóñòü A � àëãåáðà íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì R è I � èäåàë

êîëüöà I. Ïîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì R-àëãåáð

A/I ⊗R A ∼= A/AI.

17.30. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, A è B � èäåàëû êîëüöà R.

Ïîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì êîëåö

R/A⊗R R/B ∼= R/(A+B).

17.31. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) êîëüöî Z[i]⊗Z Z[i] íåðàçëîæèìî;

2) Z[i]⊗Z R ∼= C
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17.32. Ïóñòü F, P (a) � êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ P è f(x) � ìèíè-

ìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà a íàä P . Òîãäà F ⊗ P (a) ∼= F [x]/(f).

17.33. Ïóñòü P1, . . . , Pn � êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ P. Ïîêàæèòå,

÷òî åñëè ([Pi : P ], [Pj : P ]) = 1 äëÿ i 6= j, òî P1 ⊗P . . .⊗P Pn � ïîëå.

17.34. Ïóñòü P1, P2 � êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ P îäíî èç êîòîðûõ

ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì Ãàëóà. Ïîêàæèòå, ÷òî P1⊗P P2 � ïîëå â òî÷íîñòè

òîãäà, êîãäà ïîëÿ P1, P2 íå ñîäåðæàò èçîìîðôíûõ ïîäïîëåé, ñîáñòâåííî

ñîäåðæàùèõ ïîëå P.

18 Êîëüöà ôîðìàëüíûõ ìàòðèö. Ïîäñòðóêòóðû Hom

Êîëüöà ôîðìàëüíûõ ìàòðèö è ìîäóëè íàä íèìè

Ïóñòü R1, R2, . . . , Rn � êîëüöà, à Mij � Ri-Rj-áèìîäóëè, ïðè÷åì Mii =

Ri, äëÿ âñåõ 1 6 i, j 6 n. Ïóñòü òàêæå ϕijk : Mij ⊗Rj Mjk → Mik � òàêèå

Ri-Rk-áèìîäóëüíûå ãîìîìîðôèçìû, ÷òî ϕiij è ϕijj � êàíîíè÷åñêèå èçî-

ìîðôèçìû äëÿ âñåõ 1 6 i, j 6 n. Îáîçíà÷èì a◦b = ϕijk(a⊗b) äëÿ a ∈Mij,

b ∈Mjk. ×åðåçK îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ n×n-ìàòðèö (mij), ñ ýëåìåí-

òàìè mij ∈ Mij äëÿ âñåõ 1 6 i, j 6 n. Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî

îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ K áóäåò êîëü-

öîì â òî÷íîñòè òîãäà a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c äëÿ âñåõ a ∈ Mik, b ∈ Mkl,

c ∈ Mlj, 1 6 i, k, l, j 6 n. Ïîëó÷åííîå êîëüöî K íàçûâàåòñÿ êîëüöîì

ôîðìàëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n è îáîçíà÷àåòñÿ K({Mij} : {ϕikj}). Åñëè

K =

(
R M

N S

)
� êîëüöî ôîðìàëüíûõ ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà, òî óïî-

ðÿäî÷åííûé íàáîð (R, S,M,N, ϕ, ψ) íàçûâàåòñÿ Ìîðèòà êîíòåêñòîì,

èëè ñèòóàöèåé ïðåäýêâèâàëåíòíîñòè.

Êîëüöî ôîðìàëüíûõ ìàòðèö K({Mij} : {ϕikj}) ïîðÿäêà n, â êîòîðîì

Mij = R äëÿ âñåõ 1 6 i, j 6 n, íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ôîðìàëüíûõ ìàòðèö

íàä R ïîðÿäêà n è îáîçíà÷àåòñÿ Kn(R) èëè Kn(R : {ϕikj}). Äëÿ êîëüöà

ôîðìàëüíûõ ìàòðèö íàä R ïîðÿäêà n Kn(R : {ϕijk}) ïîëîæèì ηijk =
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ϕijk(1⊗1) äëÿ âñåõ 1 6 i, j, k 6 n. Òîãäà a◦b = ϕijk(a⊗b) = ηijkab äëÿ âñåõ

a, b ∈ R. Äëÿ ëþáîãî a ∈ R èìååì aηijk = ϕijk(a⊗1) = ϕijk(1⊗a) = ηijka.

Òàêèì îáðàçîì, ηijk ∈ C(R), è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) ηiij = ηijj = 1, 1 6 i, j 6 n,

2) ηijkηikl = ηijlηjkl, 1 6 i, j, k, l 6 n.

Ïåðâîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî ϕiij è ϕijj � êàíîíè÷åñêèå

èçîìîðôèçìû. Â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè îïåðàöèè ◦ èìååì ηijk ηikl abc =

ηijl ηjkl abc äëÿ âñåõ a, b, c ∈ R. Ïîëîæèâ a = b = c = 1 ïîëó÷àåì âòîðîå

óñëîâèå. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà {ηijk | 1 6 i, j, k 6 n} öåíòðàëüíûõ ýëåìåí-

òîâ R, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïåðâîìó è âòîðîìó óñëîâèþ, ìîæíî ïîëîæèòü

ϕijk(a ⊗ b) = ηijkab äëÿ âñåõ a, b ∈ R. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêà-

çûâàåò, ÷òî Kn(R : {ϕikj}) � êîëüöî ôîðìàëüíûõ ìàòðèö íàä R ïîðÿäêà

n. Òàêèì îáðàçîì, êîëüöî ôîðìàëüíûõ ìàòðèö Kn(R : {ϕikj}) îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ {ηijk | 1 6 i, j, k 6 n}.
Â ýòîì ñëó÷àå êîëüöî ôîðìàëüíûõ ìàòðèö Kn(R : {ϕikj}) ìû áóäåì îáî-

çíà÷àòü ÷åðåç Kn(R : {ηikj}).

Ïóñòü K =

(
R M

N S

)
, X � ïðàâûé R-ìîäóëü, Y � ïðàâûé S-ìîäóëü è

îïðåäåëåíû R-ìîäóëüíûé ãîìîìîðôèçì f : Y ⊗SN → X è S-ìîäóëüíûé

ãîìîìîðôèçì g : X⊗RM → Y . Ïîëîæèì yn := f(y⊗n), xm := g(x⊗m)

è ïîòðåáóåì âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ (yn)m = y(nm) è (xm)n = x(mn) äëÿ

âñåõ x ∈ X, y ∈ Y , m ∈ M , n ∈ N . Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà âåêòîð-ñòðîê

(X, Y ) åñòåñòâåííûì îáðàçîì íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ïðàâîãî K-ìîäóëÿ.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü ÷òî ëþáîé ïðàâûé K-ìîäóëü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå ìîäóëÿ âåêòîð-ñòðîê. Ãîìîìîðôèçìû K-ìîäóëåé ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå ïàðû, ñîñòîÿùåé èç R-ãîìîìîðôèçìà è S-ãîìîìîðôèçìà.

À èìåííî, åñëè Γ: (X, Y ) → (X ′, Y ′) - ãîìîìîðôèçì, òî íàéäóòñÿ R-

ãîìîìîðôèçì α : X → X ′ è S-ãîìîìîðôèçì β : Y → Y ′ òàêèå, ÷òî

Γ(x, y) = (α(x), β(y)). Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ α(yn) =

β(y)n è β(xm) = α(x)m äëÿ âñåõ x ∈ X, y ∈ Y , m ∈M , n ∈ N .

Äàëåå K � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî ôîðìàëüíûõ ìàòðèö

(
R M

N S

)
.

18.1. Ïóñòü (A,B) � ïðàâûé K-ìîäóëü. Óñòàíîâèòå ñëåäóþùèå âëî-
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æåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå îòíîøåíèå âêëþ÷åíèÿ:

1) Lat((A,B)K) ↪→ Lat((A,B)R×S);

2) Lat(AR) ↪→ Lat((A,B)K);

3) Lat(BS) ↪→ Lat((A,B)K).

18.2. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðàâîãîK-ìîäóëÿ (A,B) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) (A,B)K � íåòåðîâ (àðòèíîâ) ìîäóëü;

2) AR, BS � íåòåðîâû (àðòèíîâû) ìîäóëè.

18.3. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîëüöà ôîðìàëüíûõ ìàòðèöK =

(
R M

N S

)
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) K � íåòåðîâî (àðòèíîâî) ñïðàâà êîëüöî;

2) R, S � íåòåðîâû (àðòèíîâû) ñïðàâà êîëüöà è ïðàâûå ìîäóëè ÌS, NR

� íåòåðîâû (àðòèíîâû).

18.4. Ïóñòü (A,B) � ïðàâûé K-ìîäóëü êîíå÷íîé äëèíû. Òîãäà

1) AR, BS � ìîäóëè êîíå÷íîé äëèíû;

2) max(lg(AR), lg(BS)) 6 lg((A,B)K) 6 lg(AR) + lg(BS);

3) åñëè èäåàëû ñëåäà êîëüöà ôîðìàëüíûõ ìàòðèö K ðàâíû íóëþ, òî

lg((A,B)K) = lg(AR) + lg(BS).

Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïðàâîãî K - ìîäóëÿ (A,B) êîíå÷íîé äëèíû, äëÿ

êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

max(lg(AR), lg(BS)) = lg((A,B)K).

18.5. Ïðàâûé K-ìîäóëü (A,B) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì â òî÷íîñòè òîãäà,

êîãäà ëèáî A è B � ïðîñòûå ìîäóëè è A = BN , B = AM , ëèáî A �

ïðîñòîé ìîäóëü è B = 0, ëèáî A = 0 è B � ïðîñòîé ìîäóëü.

Ïóñòü (X, Y ) � ïðàâûé K-ìîäóëü. Îïðåäåëèì ïîäìîäóëè ìîäóëåé X

è Y, ïîëîæèâ L(X) = {x ∈ X |xm = 0 äëÿ êàæäîãî m ∈ M} è L(Y ) =

{y ∈ Y | yn = 0 äëÿ êàæäîãî n ∈ N}.
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18.6. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðàâîãî K-ìîäóëÿ (A,B) èìååò ìåñòî ðà-

âåíñòâî:

Soc((A,B)) = (SocL(A), SocL(B)) +
∑

(X,XM),

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì òàêèì ìèíèìàëüíûì ïîäìîäó-

ëÿì X â A, ÷òî XMN 6= 0 è XM � ìèíèìàëüíûé ïîäìîäóëü â B.

18.7. Ïóñòü (A,B) � ïîäìîäóëü K-ìîäóëÿ (X, Y ). Ïîêàæèòå, ÷òî

(A,B) � ìàêñèìàëüíûé ïîäìîäóëü â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ëèáî A è B �

ìàêñèìàëüíûå è XM 6⊆ B, Y N 6⊆ A, ëèáî A � ìàêñèìàëüíûé è B = Y ,

ëèáî A = X è B � ìàêñèìàëüíûé.

18.8. Ïóñòü êîëüöî K èìååò íóëåâûå èäåàëû ñëåäà è (X, Y ) � ïðàâûé

K-ìîäóëü. Òîãäà

1) K-ìîäóëü (X, Y ) êîíå÷íî ïîðîæäåí â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà R-

ìîäóëü X/Y N è S-ìîäóëü Y/XM êîíå÷íî ïîðîæäåíû;

2) ïîäìîäóëü (A,B) ÿâëÿåòñÿ ìàëûì â (X, Y ) â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà

(A+ Y N)/Y N � X/Y N è (B +XM)/XM � B/XM ;

3) åñëè ìîäóëü (X, Y ) íåíóëåâîé, òî îí ÿâëÿåòñÿ ïîëûì â òî÷íîñòè

òîãäà, êîãäà ëèáî X/Y N � ïîëûé ìîäóëü è Y = XM , ëèáî Y/XM �

ïîëûé ìîäóëü è X = Y N ;

4) ìîäóëü (X, Y ) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ëèáî

X/Y N � ëîêàëüíûé ìîäóëü è Y = XM , ëèáî Y/XM � ëîêàëüíûé ìîäóëü

è X = Y N ;

5) ïîäìîäóëü (A,B) ìîäóëÿ (X, Y ) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì â òî÷íîñòè

òîãäà, êîãäà A ∩ L(X) � ñóùåñòâåííûé ïîäìîäóëü â L(X) è B ∩ L(Y ) �

ñóùåñòâåííûé ïîäìîäóëü â L(Y );

6) ìîäóëü (X, Y ) îäíîðîäåí â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ëèáî L(X) = 0 è

Y îäíîðîäåí, ëèáî L(Y ) = 0 è X îäíîðîäåí;

18.9. Äëÿ êîëüöà ôîðìàëüíûõ ìàòðèö K =

(
R M

N S

)
ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) K � ïðàâîå max-êîëüöî.

2) R è S � ïðàâûå max-êîëüöà.
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18.10. Äëÿ êîëüöà ôîðìàëüíûõ ìàòðèö K =

(
R M

N S

)
ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) K � ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî;

2) R è S � ïîëóàðòèíîâû ñïðàâà êîëüöà.

18.11. Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) êîëüöî ôîðìàëüíûõ ìàòðèö K = K({Mij} : {ϕikj}) ïîðÿäêà n ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîëóàðòèíîâûì ñïðàâà (ïðàâûì max-êîëüöîì) â òî÷íîñòè

òîãäà, êîãäà Ri ÿâëÿåòñÿ ïîëóàðòèíîâûì ñïðàâà êîëüöîì (ïðàâûì

max-êîëüöîì) äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 n;

2) êîëüöî ôîðìàëüíûõ ìàòðèö K = K({Mij} : {ϕikj}) ïîðÿäêà n ÿâëÿ-

åòñÿ ñîâåðøåííûì ñïðàâà â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà Ri ÿâëÿåòñÿ ñî-

âåðøåííûì ñïðàâà êîëüöîì äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 n.

Ïîäñòðóêòóðû Hom

ÏóñòüM,N � ïðàâûå R-ìîäóëè. Ðàäèêàëîì Äæåêîáñîíà HomR(M,N)

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âèäà

J(HomR(M,N)) := {f ∈ HomR(M,N) | ∀g ∈ HomR(N,M) : 1M−gf ∈
U(EndR(M))}.

18.12. Äîêàæèòå ðàâåíñòâà

J(HomR(M,N))

= {f ∈ HomR(M,N) | ∀g ∈ HomR(N,M) : 1N − fg ∈ U(End(N))}

= {f ∈ HomR(M,N) | ∀g ∈ HomR(N,M) : gf ∈ J(End(M))}

= {f ∈ HomR(M,N) | ∀g ∈ HomR(N,M) : fg ∈ J(End(N))}.

18.13. Ïóñòü A, B � ïðàâûå R-ìîäóëè è C 6 A,D 6 B. Òîãäà:

1) J(Hom(A,D)) ⊂ J(Hom(A,B));

2) J(Hom(A/C,B))π ⊂ J(Hom(A,B)), ãäå π : A → A/C � åñòåñòâåí-

íûé ãîìîìîðôèçì.
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18.14. Åñëè A, B, C, D � ïðàâûå R-ìîäóëè, òî

Hom(B,D)J(Hom(A,B)) Hom(C,A) ⊂ J(Hom(C,D)).

18.15. Ïóñòü A = A1 ⊕ . . . ⊕ An è B = B1 ⊕ . . . ⊕ Bm � ïðàâûå R-

ìîäóëè, πi : A→ Ai, π
′
j : B → Bj � êàíîíè÷åñêèå ïðîåêöèè, εi : Ai → A,

ε′j : Bj → B � êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ. Òîãäà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

1) J(Hom(A,B)) = (J(Hom(Ai, Bj)));

2) J(Hom(Ai, Bj)) = π′jJ(Hom(A,B))εi.

Ïóñòü e, f � èäåìïîòåíòû êîëüöà R. Ââèäó êàíîíè÷åñêîãî èçîìîðôèç-

ìà HomR(fR, eR) ∼= eRf áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî J(eRf) = {r ∈ eRf | ∀s ∈
fRe : e− rs ∈ U(eRe)}.

18.16. Ïóñòü e, f � èäåìïîòåíòû êîëüöà R. Òîãäà J(eRf) = eJ(R)f .

Äëÿ êàæäîé ïàðû ïðàâûõ R-ìîäóëåé M è N îïðåäåëèì ïîäãðóïïû

àáåëåâîé ãðóïïû HomR(M,N) :

4(HomR(M,N)) = {f ∈ HomR(M,N) | Ker(f) 6e M};

5(HomR(M,N)) = {f ∈ HomR(M,N) | Im(f)� N}.

18.17. Ïóñòü M,N � ïðàâûå R-ìîäóëè. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè:

1) M � C2-ìîäóëü, òî 4(HomR(M,N)) ⊂ J(HomR(M,N));

2) N � D2-ìîäóëü, òî 5(HomR(M,N)) ⊂ J(HomR(M,N)).

18.18. Ïóñòü A = A1⊕. . .⊕An è B = B1⊕. . .⊕Bm � ïðàâûå R-ìîäóëè.

Òîãäà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

1) 4(Hom(A,B)) = (4(Hom(Ai, Bj)));

2) 5(Hom(A,B)) = (5(Hom(Ai, Bj))).

18.19. Ïóñòü A = ⊕i∈IAi è B = ⊕j∈JBj � ïðàâûå R-ìîäóëè. Ïîêàæèòå,

÷òî:
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1) 4(Hom(A,B)) = 0⇔ ∀i ∈ I∀j ∈ J 4 (Hom(Ai, Bj)) = 0;

2) 5(Hom(A,B)) = 0⇔ ∀i ∈ I∀j ∈ J 5 (Hom(Ai, Bj)) = 0.

Ðåãóëÿðíûå ãîìîìîðôèçìû

18.20. Ïóñòü M,N � ïðàâûå R-ìîäóëè. Òîãäà äëÿ ãîìîìîðôèçìà

f ∈ HomR(M,N) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì g ∈ HomR(M,N), ÷òî f = fgf ;

2) îáðàç è ÿäðî îòîáðàæåíèÿ f âûäåëÿþòñÿ â âèäå ïðÿìîãî ñëàãàåìîãî

â ìîäóëå N è â ìîäóëå M ñîîòâåòñòâåííî.

Ãîìîìîðôèçì f ∈ HomR(M,N) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè îí óäî-

âëåòâîðÿåò îäíîìó èç ïóíêòîâ ïðåäûäóùåé òåîðåìû. HomR(M,N) íàçû-

âàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè êàæäûé ýëåìåíò èç HomR(M,N) ðåãóëÿðåí.

18.21. Ïóñòü M � ìîäóëü è f ∈ End(M). Ïîêàæèòå, ÷òî:

1) ãîìîìîðôèçì f ñòðîãî ðåãóëÿðåí â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà M =

Ker(f)⊕ f(M);

2) ãîìîìîðôèçì f ñòðîãî π-ðåãóëÿðåí â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ñóùå-

ñòâóåò òàêîå n ∈ N, ÷òî M = Ker(fn)⊕ fn(M).

18.22. ÏóñòüM � ïðàâûé R-ìîäóëü, ó êîòîðîãî êîëüöî S = EndR(M)

ðåãóëÿðíî. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) S � îáðàòèìî ðåãóëÿðíîå êîëüöî;

2) åñëè M = A1 ⊕B1 = A2 ⊕B2 è A1
∼= A2, òî B1

∼= B2.

18.23. Ïóñòü M,N � ïðàâûå R-ìîäóëè, f ∈ HomR(M,N) è g ∈
HomR(N,M). Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè f − fgf � ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò, òî ýëå-

ìåíò f ðåãóëÿðåí.

18.24. ÏóñòüM , N � ïðàâûå R-ìîäóëè. Òîãäà HomR(M,N) ñîäåðæèò

íàèáîëüøèé ðåãóëÿðíûé End(N)-End(M)-ïîäáèìîäóëü.
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Äàëåå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïðàâûõ R-ìîäóëåé M è N ÷åðåç Reg(M,N)

ìû áóäåì îáîçíà÷àòü íàèáîëüøèé ðåãóëÿðíûé ïîäáèìîäóëü áèìîäóëÿ

EndR(N) HomR(M,N)EndR(M). ßñíî, ÷òî

Reg(M,N) = {f ∈ HomR(M,N) | êàæäûé ãîìîìîðôèçì èç

EndR(N)f EndR(M) ðåãóëÿðåí }.

18.25. Ïóñòü M = M1 ⊕ . . . ⊕Mn è N = N1 ⊕ . . . ⊕ Nm � ïðàâûå

R-ìîäóëè. Òîãäà

Reg(M,N) = {f ∈ HomR(M,N) | HomR(Ni, Nt)fij HomR(Ms,Mj) ⊂
Reg(Ms, Nt)}.

18.26. Ïóñòü A = A1 ⊕ . . . ⊕ An è B = B1 ⊕ . . . ⊕ Bm � ïðàâûå

R-ìîäóëè.. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) Hom(A,B) ðåãóëÿðíî;

2) äëÿ êàæäûõ 1 5 i 5 n è 1 5 j 5 m Hom(Ai, Bj) ðåãóëÿðíî.

Ïîëóðåãóëÿðíûå ãîìîìîðôèçìû

Ãîìîìîðôèçì f ∈ HomR(M,N) íàçûâàåòñÿ ïîëóðåãóëÿðíûì, åñëè ñó-

ùåñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì g ∈ HomR(N,M), ÷òî

gfg = g, f − fgf ∈ J(HomR(M,N)).

HomR(M,N) íàçûâàåòñÿ ïîëóðåãóëÿðíûì, åñëè êàæäûé ãîìîìîðôèçì èç

HomR(M,N) ïîëóðåãóëÿðåí.

18.27. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ãîìîìîðôèçìà f ∈ HomR(M,N) ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) f � ïîëóðåãóëÿðíûé ãîìîìîðôèçì;

2) ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì g ∈ HomR(N,M) òàêîé, ÷òî (gf)2 = gf è

f − fgf ∈ J(HomR(M,N));

3) ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíûé ãîìîìîðôèçì g ∈ HomR(M,N) òàêîé, ÷òî

f − g ∈ J(HomR(M,N)).

18.28. Ïîêàæèòå, ÷òî HomR(M,N) ðåãóëÿðíî â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà

HomR(M,N) ïîëóðåãóëÿðíî è J(HomR(M,N)) = 0.

182



18.29. ÏóñòüM,N � ïðàâûå R-ìîäóëè èM = M1⊕M2, N = N1⊕N2.

Òîãäà:

1) Hom(M,N1) è Hom(M,N2) ïîëóðåãóëÿðíû â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà

Hom(M,N) ïîëóðåãóëÿðíî;

2) Hom(M1, N) è Hom(M2, N) ïîëóðåãóëÿðíû â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà

Hom(M,N) ïîëóðåãóëÿðíî.

18.30. Ïóñòü (A)i∈I � ñåìåéñòâî ïðàâûõ R-ìîäóëåé è N � êîíå÷íî

ïîðîæäåííûé ïðàâûé R-ìîäóëü. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) HomR(N,Ai) ïîëóðåãóëÿðíî äëÿ êàæäîãî i ∈ I ;

2) HomR(N,⊕i∈IAi) ïîëóðåãóëÿðíî.

18.31. Ïóñòü M,N � ïðàâûå R-ìîäóëè è M = M1 ⊕ . . . ⊕Mn, N =

N1 ⊕ . . .⊕Nm. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) Hom(M,N) ïîëóðåãóëÿðíî;

2) äëÿ êàæäûõ 1 5 i 5 n è 1 5 j 5 m Hom(Mi, Nj) ïîëóðåãóëÿðíî.

Ïóñòü M,N � ïðàâûå R-ìîäóëè. Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ ïðÿìî N -

èíúåêòèâíûì, åñëè êàæäûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ N, èçîìîðôíûé ïðÿìîìó

ñëàãàåìîìó ìîäóëÿM , ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì N. ÌîäóëüM íàçû-

âàåòñÿ ïðÿìî N -ïðîåêòèâíûì, åñëè âñÿêèé ýïèìîðôèçì, äåéñòâóþùèé

èç N â ìîäóëü, èçîìîðôíûé ïðÿìîìó ñëàãàåìîìó ìîäóëÿ M , ÿâëÿåòñÿ

ðàñùåïëÿþùèìñÿ.

18.32. Ïóñòü M,N � ïðàâûå R-ìîäóëè. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ìîäóëü

M ÿâëÿåòñÿN -ïðÿìî èíúåêòèâíûì è C2-ìîäóëåì, òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) HomR(M,N) ïîëóðåãóëÿðíî è 4(HomR(M,N)) = J(HomR(M,N));

2) äëÿ êàæäîãî f ∈ HomR(M,N) ïîäìîäóëü Ker(f) ÿâëÿåòñÿ ñóùå-

ñòâåííûì â íåêîòîðîì ïðÿìîì ñëàãàåìîì ìîäóëÿ M.
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18.33. ÏóñòüM,N � ïðàâûå R-ìîäóëè. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ìîäóëü N

ÿâëÿåòñÿ M -ïðÿìî ïðîåêòèâíûì è D2-ìîäóëåì, òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ðàâíîñèëüíû:

1) HomR(M,N) ïîëóðåãóëÿðíî è 5(HomR(M,N)) = J(HomR(M,N));

2) äëÿ êàæäîãî f ∈ HomR(M,N) ïîäìîäóëü Im(f) ëåæèò íàä ïðÿìûì

ñëàãàåìûì ìîäóëÿ N.

×àñòè÷íî îáðàòèìûå ãîìîìîðôèçìû

18.34. Ïóñòü M,N � ïðàâûå R-ìîäóëè. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ãîìîìîð-

ôèçìà f ∈ HomR(M,N) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì g ∈ HomR(N,M), ÷òî e = gf = e2 6=
0;

2) ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì h ∈ HomR(N,M), ÷òî d = fh =

d2 6= 0;

3) ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì k ∈ HomR(N,M), ÷òî k = kfk 6= 0;

4) ñóùåñòâóþò òàêèå íåíóëåâûå ïðÿìûå ñëàãàåìûå A è B ìîäóëÿ M è

ìîäóëÿ N ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî f èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì ìåæäó A

è B.

Ãîìîìîðôèçì f ∈ HomR(M,N), óäîâëåòâîðÿþùèé îäíóìó èç ýêâèâà-

ëåíòíûõ óñëîâèé ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ, íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî îáðà-

òèìûì.

18.35. Ïóñòü f ∈ HomR(A,B), g ∈ HomR(C,A) è h ∈ HomR(B,D).

Åñëè ýëåìåíò hfg ÷àñòè÷íî îáðàòèì, òî ýëåìåíò f òàêæå ÷àñòè÷íî îáðà-

òèì.

18.36. Ïóñòü A,B � ïðàâûå R-ìîäóëè. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ:

1) åñëè End(B) ÿâëÿåòñÿ I0-êîëüöîì, òî êàæäûé ýëåìåíò èç

Hom(A,B)\J(Hom(A,B)) ÷àñòè÷íî îáðàòèì;
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2) åñëè End(A) ÿâëÿåòñÿ I0-êîëüöîì, òî êàæäûé ýëåìåíò èç

Hom(A,B)\J(Hom(A,B)) ÷àñòè÷íî îáðàòèì.

18.37. Ïóñòü A = A1⊕ . . .⊕An è B = B1⊕ . . .⊕Bm. Òîãäà ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) êàæäûé ýëåìåíò èç Hom(A,B)\J(Hom(A,B)) ÷àñòè÷íî îáðàòèì;

2) êàæäûé ýëåìåíò èç Hom(Ai, Bj)\J(Hom(Ai, Bj)) ÷àñòè÷íî îáðàòèì

äëÿ âñåõ i è j.

18.38. ÏóñòüA = A1⊕. . .⊕An. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) End(A) � I0-êîëüöî;

2) êàæäûé ýëåìåíò èç Hom(Ai, Aj)\J(Hom(Ai, Aj)) ÷àñòè÷íî îáðàòèì

äëÿ âñåõ i è j;

3) êàæäûé ýëåìåíò èç Hom(Ai, Ai)\J(Hom(Ai, Ai)) ÷àñòè÷íî îáðàòèì

äëÿ âñåõ i.

18.39. Ïóñòü (A)i∈I � ñåìåéñòâî ïðàâûõ R-ìîäóëåé è B � êîíå÷íî

ïîðîæäåííûé ïðàâûéR- ìîäóëü. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) âñÿêèé ýëåìåíò èç Hom(B,Ai)\J(Hom(B,Ai)) ÷àñòè÷íî îáðàòèì äëÿ

êàæäîãî i ∈ I ;

2) âñÿêèé ýëåìåíò èç Hom(B,⊕i∈IAi)\J(Hom(B,⊕i∈IAi)) ÷àñòè÷íî îá-

ðàòèì.

Ñëàáî ðåãóëÿðíûå ãîìîìîðôèçìû

Ïóñòü f ∈ HomR(A,B). Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

Hr(f) := {
∑
i

gifsi|gi ∈ HomR(B,A), si ∈ HomR(A,A) äëÿ êàæäîãî i};

Hl(f) := {
∑
i

sifgi|gi ∈ HomR(B,A), si ∈ HomR(B,B) äëÿ êàæäîãî i}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî, åñëè f ∈ HomR(B,C), g ∈ HomR(A,B), òîHr(fg) ⊂
Hr(g). Ãîìîìîðôèçì f ∈ HomR(A,B) íàçîâåì ñëàáî ðåãóëÿðíûìè ñïðà-

âà (ñëåâà), åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå f ∈ fHr(f)(f ∈ Hl(f)f). Ïîäìíîæå-

ñòâî HomR(A,B) íàçîâåì ñëàáî ðåãóëÿðíûì ñïðàâà (ñëåâà), åñëè êàæäûé
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åãî ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì ñïðàâà(ñëåâà). HomR(A,B) íà-

çûâàåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì, åñëè f ∈ HomR(B,B)fHr(f) äëÿ êàæäîãî

f ∈ HomR(A,B).

18.40. Åñëè HomR(A,B) ñëàáî ðåãóëÿðåí ñïðàâà (ñîîòâåòñòâåííî

ñëåâà), òî J(HomR(A,B)) = 0

18.41. Ïóñòü f ∈ HomR(A,B), g ∈ Hr(f). Åñëè f−fg ∈ (f−fg)Hr(f−
fg), òî f ñëàáî ðåãóëÿðåí ñïðàâà.

18.42. Ïóñòü A, B � ïðàâûå R-ìîäóëè. Òîãäà HomR(A,B) ñîäåð-

æèò íàèáîëüøèé ñëàáî ðåãóëÿðíûé ñïðàâà (ñëåâà) EndR(B)-EndR(A)-

ïîäáèìîäóëü.

18.43. 1) Ïóñòü HomR(A,C1), . . . ,HomR(A,Cm) ñëàáî ðåãóëÿðíû ñïðà-

âà. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ñåìåéñòâà ãîìîìîðôèçìîâ

f1 ∈ HomR(B,C1), . . . , fm ∈ HomR(B,Cm)

è êàæäîãî ãîìîìîðôèçìà s ∈ HomR(A,B) ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìî-

ìîðôèçì h ∈ Hr(s), ÷òî äëÿ êàæäîãî 1 5 i 5 m èìååò ìåñòî ðàâåí-

ñòâî fis = fish.

2) Ïóñòü HomR(C1, A), . . . ,HomR(Cm, A) ñëàáî ðåãóëÿðíû ñëåâà. Òîãäà

äëÿ êàæäîãî ñåìåéñòâà ãîìîìîðôèçìîâ

f1 ∈ HomR(C1, B), . . . , fm ∈ HomR(Cm, B)

è êàæäîãî ãîìîìîðôèçìà s ∈ HomR(B,A) ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìî-

ìîðôèçì h ∈ Hl(s), ÷òî äëÿ êàæäîãî 1 5 i 5 m èìååò ìåñòî ðàâåí-

ñòâî sfi = hsfi.

18.44. Ïóñòü B = B1⊕B2 � ïðàâûé R-ìîäóëü. Òîãäà åñëè HomR(A,B)

ñëàáî ðåãóëÿðíî (ñîîòâ., ñïðàâà, ñëåâà), òî HomR(A,B1) ñëàáî ðåãóëÿðíî

(ñîîòâ., ñïðàâà, ñëåâà).

18.45. Ïóñòü B = B1⊕B2 � ïðàâûé R-ìîäóëü. Òîãäà åñëè HomR(A,B1)

è HomR(A,B2) ñëàáî ðåãóëÿðíî (ñîîòâ., ñïðàâà, ñëåâà), òî HomR(A,B)

ñëàáî ðåãóëÿðíî (ñîîòâ., ñïðàâà, ñëåâà).
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18.46. Ïóñòü (A)i∈I � ñåìåéñòâî ïðàâûõ R-ìîäóëåé è N � êîíå÷íî

ïîðîæäåííûé ïðàâûé R-ìîäóëü. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) HomR(N,Ai) ñëàáî ðåãóëÿðíî (ñîîòâ., ñïðàâà, ñëåâà) äëÿ êàæäîãî

i ∈ I;

2) HomR(N,⊕i∈IAi) ñëàáî ðåãóëÿðíî (ñîîòâ., ñïðàâà, ñëåâà).

18.47. Ïóñòü A = A1⊕. . .⊕An è B = B1⊕. . .⊕Bm � ïðàâûå R-ìîäóëè.

Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) HomR(A,B) ñëàáî ðåãóëÿðíî (ñîîòâ., ñïðàâà, ñëåâà);

2) äëÿ êàæäûõ 1 5 i 5 n è 1 5 j 5 m HomR(Ai, Bj) ñëàáî ðåãóëÿðíî

(ñîîòâ., ñïðàâà, ñëåâà).

18.48. Äëÿ êîëüöà ôîðìàëüíûõ ìàòðèö K = K({Mij} : {ϕikj}) ïî-
ðÿäêà n ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) K � ðåãóëÿðíîå êîëüöî;

2) äëÿ êàæäîé ïàðû èíäåêñîâ 1 6 i, j 6 n è êàæäîãî ýëåìåíòà m ∈Mij

âûïîëíåíî óñëîâèå m ∈ mMjim.

18.49. Äëÿ êîëüöà ôîðìàëüíûõ ìàòðèö K = K({Mij} : {ϕikj}) ïî-
ðÿäêà n ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) K � ñëàáî ðåãóëÿðíîå ñïðàâà êîëüöî;

2) äëÿ êàæäîé ïàðû èíäåêñîâ 1 6 i, j 6 n è êàæäîãî ýëåìåíòà m ∈Mij

âûïîëíåíî óñëîâèå m ∈ mMjimRj.

18.50. Äëÿ êîëüöà ôîðìàëüíûõ ìàòðèö K = K({Mij} : {ϕikj}) ïî-
ðÿäêà n, ó êîòîðîãî äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 n êîëüöî Ri êîììóòàòèâíî,

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) K � ñëàáî ðåãóëÿðíîå ñïðàâà êîëüöî;

2) K � ñëàáî ðåãóëÿðíîå ñëåâà êîëüöî;

3) K � ðåãóëÿðíîå êîëüöî.
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18.51. Äëÿ êîëüöà ôîðìàëüíûõ ìàòðèö K = K({Mij} : {ϕikj}) ïî-
ðÿäêà n ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) K � I0-êîëüöî;

2) äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 n êîëüöî Ri ÿâëÿåòñÿ I0-êîëüöîì.

Äëÿ êîëüöà ôîðìàëüíûõ ìàòðèö K = K({Mij} : {ϕikj}) ïîðÿäêà n

è äëÿ êàæäûõ 1 6 i, j 6 n ÷åðåç Reg(Mij) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âèäà

{m ∈Mij | m ∈ mMjim}.

18.52. Äëÿ êîëüöà ôîðìàëüíûõ ìàòðèö K = K({Mij} : {ϕikj}) ïî-
ðÿäêà n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Reg(K) = {r ∈ K |MtirijMjs ⊂ Reg(Mts)},

ãäå Reg(K) � íàèáîëüøèé ðåãóëÿðíûé èäåàë êîëüöà K.

Äëÿ êîëüöà ôîðìàëüíûõ ìàòðèö K = K({Mij} : {ϕikj}) ïîðÿäêà n

è äëÿ êàæäûõ 1 6 i, j 6 n ÷åðåç I(Mij) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âèäà

{m ∈Mij | m ∈ mMjimRj}.

18.53. Äëÿ êîëüöà ôîðìàëüíûõ ìàòðèö K = K({Mij} : {ϕikj}) ïî-
ðÿäêà n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

I(K) = {r ∈ K |MtirijMjs ⊂ I(Mts)},

ãäå I(K) � íàèáîëüøèé ñëàáî ðåãóëÿðíûé ñïðàâà èäåàë êîëüöà K.

18.54. Ïóñòü K = Kn(R : {ηikj}) � êîëüöî ôîðìàëüíûõ ìàòðèö íàä R
ïîðÿäêà n.

1) Åñëè êàæäûé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà {ηikj} íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì

íóëÿ, òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

a) I(K) =


I(R) I(R) . . . I(R)

I(R) I(R) . . . I(R)

. . . . . . . . . . . .

I(R) I(R) . . . I(R)

;
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b) Reg(K) =


Reg(R) Reg(R) . . . Reg(R)

Reg(R) Reg(R) . . . Reg(R)

. . . . . . . . . . . .

Reg(R) Reg(R) . . . Reg(R)

 .

2) K ñëàáî ðåãóëÿðíîå ñïðàâà êîëüöî ⇔ R ñëàáî ðåãóëÿðíîå ñïðàâà

êîëüöî è {ηikj} ⊂ U(R).

3) K ðåãóëÿðíî ⇔ R ðåãóëÿðíî è {ηikj} ⊂ U(R).
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19 Ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ

1.6. 3) Ïóñòü I � íåíóëåâîé èäåàë êîëüöà R[x]. Âûáåðåì â èäåàëå I

íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí f íàèìåíüøåé ñòåïåíè. Ïîñêîëüêó êîëüöî R ïðîñòî,

òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí f èìååò âèä

f = xn + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0. Â ñèëó âûáîðà ìíîãî÷ëåíà f åãî

êîýôôèöèåíòû ïðèíàäëåæàò C(R). Òîãäà, èñïîëüçóÿ äåëåíèå ñ îñòàòêîì

íà ìíîãî÷ëåí f, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî I = fR[x].

1.12. Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöû

(
1 b

0 1 + ab

)
è

(
1 + ba 0

−a 1

)
ïîëó÷à-

þòñÿ èç ìàòðèöû

(
1 b

−a 1

)
ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

íàä ñòðîêàìè. Òàêèì îáðàçîì, èìåþò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòè

1 + ab− îáðàòèìûé ñëåâà ýëåìåíò⇔

⇔

(
1 + ba 0

−a 1

)
− îáðàòèìàÿ ñëåâà ìàòðèöà⇔

⇔

(
1 b

−a 1

)
− îáðàòèìàÿ ñëåâà ìàòðèöà⇔

⇔

(
1 + ba 0

−a 1

)
− îáðàòèìàÿ ñëåâà ìàòðèöà⇔

⇔ 1 + ba− îáðàòèìûé ñëåâà ýëåìåíò.

1.18. 2) Ïóñòü R′ = R/N(R). ßñíî, ÷òî Nil(R′) àääèòèâíî çàìêíóòî.

Òîãäà â êîëüöå R′ ñóììà äâóõ ïðàâûõ (ëåâûõ) íèëü-èäåàëîâ ÿâëÿåòñÿ

ïðàâûì (ëåâûì) íèëü-èäåàëîì. Òàê êàê N(R′) = 0, òî âñÿêèé îäíîñòî-

ðîííèé íèëü-èäåàë êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè äëÿ ýëåìåíòîâ a, b ∈ R′ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà a2 =

b2 = 0, òî ab ∈ Nil(R′). Òàê êàê a + b ∈ Nil(R′), òî (a + b)2 = ab + ba ∈
Nil(R′). Äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

(ab+ ba)k = (ab)k + (ba)k = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, (ab)k+1 = 0.
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Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ R′, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ óñëîâèÿì a2 = 0, b2n = 0(n ∈ N), âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (ab)2n−1a = 0.

Äîêàæåì ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî n. Ïðè n = 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî r ∈ R
èìååì ðàâåíñòâà a2 = b2 = 0, (ara)2 = 0 Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî äîêà-

çàííîìó âûøå arab ∈ Nil(R′). Òîãäà R′aba � íèëü-èäåàë. Òàê êàê â êîëü-

öå R′ âñÿêèé îäíîñòîðîííèé íèëü-èäåàë ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì, òî aba = 0.

Ïóñòü äëÿ ýëåìåíòîâ a, b ∈ R′ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà a2 = 0, b2n = 0. Ñî-

ãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì ðàâåíñòâî (ab2)2n−2a = 0. Òîãäà

0 = b(ab2)2n−2ab = (bab)2n−2+1 è, ñëåäîâàòåëüíî, (bab)2n−1 = 0. Ïî ïðåäïî-

ëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì (abab)2n−2a = 0, ò.å. (ab)2n−1a = 0.

Ïóñòü a, b ∈ Nil(R′). Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî an = 0(n ∈ N). Ïî-

êàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî 1 6 k 6 n−1 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî an−k(ba)k = 0

ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî k. Òàê êàê (aran−1)2 = 0 äëÿ ïðîèçâîëüíî-

ãî r ∈ R′, òî ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå aran−1b ∈ Nil(R′) è, ñëåäî-

âàòåëüíî, Ran−1ba � íèëü-èäåàë. Òàê êàê â êîëüöå R′ âñÿêèé îäíîñòî-

ðîííèé íèëü-èäåàë ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì, òî an−1ba = 0. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ðàâåíñòâî an−k(ba)k = 0 âûïîëíåíî äëÿ 1 6 k < n − 1. Òàê êàê

(a(ba)kran−k−1)2 = 0 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî r ∈ R′, òî ñîãëàñíî äîêàçàííî-

ìó âûøå a(ba)kran−k−1b ∈ Nil(R′). Òîãäà Ran−k−1(ba)k+1 � íèëü-èäåàë

è, ñëåäîâàòåëüíî, an−k−1(ba)k+1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, (ab)n−1a = 0 è

ab ∈ Nil(R′).

Òàê êàê Nil(R′) ìóëüòèïëèêàòèâíî çàìêíóòî, òî ìíîæåñòâî Nil(R) òàê-

æå, î÷åâèäíî, ìóëüòèïëèêàòèâíî çàìêíóòî.

1.20. 2) Â ñèëó ðàâåíñòâà CMn(S)(A) = CMn(S)(A
−1) è óñëîâèÿ A ∈

Mn(R) êîìïîíåíòû ìàòðèö A è A−1 ñîäåðæàòñÿ â êîììóòàòèâíîì ïîä-

êîëüöå êîëüöà S.

1.26. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (r2 − r)n = 0, ãäå n � íå÷åòíîå íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî. Ñëåäîâàòåëüíî, rn = f(r)rn+1 è f(x) − 1 = (x − 1)g(x),

ãäå f(x), g(x) ∈ Z[x]. Òàêèì îáðàçîì, rn = f(r)rrn è, êàê ëåãêî âèäåòü,

äëÿ êàæäîãî i > 1 èìååì rn = (f(r)r)irn. Â ÷àñòíîñòè, rn = rnf(r)nrn è

((f(r)r)n)2 = (f(r)r)n. Òàê êàê r− (f(r)r)n ∈ (r2− r)Z[r], òî r− (f(r)r)n

íèëüïîòåíò.

1.27. 1) Äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî 1.26.
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2) Ïóñòü x+I � èäåìïîòåíò êîëüöà R/I. Òîãäà x2−x ∈ e1R+. . .+enR,

ãäå e1, . . . , en � öåíòðàëüíûå èäåìïîòåíòû êîëüöà R. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ

íåêîòîðîãî öåíòðàëüíîãî èäåìïîòåíòà e èìååì x2 − x ∈ eR. Òîãäà x(1−
e) − (x(1 − e))2 = (x − x2)(1 − e) = 0. Ïîýòîìó x(1 − e) � èäåìïîòåíò è
x(1− e) + I = x+ I.

1.28. Ïóñòü I � èäåàë êîëüöà R è a2−a ∈ I. Äëÿ íåêîòîðûõ e = e2, u ∈
U(R) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî a = e+ u. Òîãäà

a− u(1− e)u−1 = (a2 − a)u−1 ∈ I.

1.29. 1) Ïóñòü I = (i1, . . . , in). Òàê êàê I êîíå÷íî ïîðîæäåí, òî äëÿ

íåêîòîðîé ìàòðèöû A ∈Mn(I) èìååò ìåñòî ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî

(i1, . . . , in)A = (i1, . . . , in).

Ïóñòü B � ìàòðèöà âçàèìíàÿ ìàòðèöå A− E. Òîãäà

0 = (i1, . . . , in)(A− E)B = (i1, . . . , in) det(A− E).

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî det(A − E) = 1 − e, ãäå e ∈ I. Òîãäà íåïîñðåä-
ñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî e2 = e è I = eR.

2) Ðàññìîòðèòå áåñêîíå÷íîå ïðÿìîå ïðîèçâåäíèå ïîëåé.

3) Äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïóíêòó 1).

1.30. Åñëè I2 6= 0, òî ab 6= 0 äëÿ íåêîòîðûõ a, b ∈ I. Òîãäà èç ìèíè-
ìàëüíîñòè ïðàâîãî èäåàëà I èìååì aI = I, r(a) ∩ I = 0. Cëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò ýëåìåíò e ∈ I òàêîé, ÷òî ae = a, a(e2−e) = 0. Òàêèì îáðàçîì,

e2 − e = 0.

1.32. 1) Ïóñòü ere � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ýëåìåíò èç êîëüöà eRe.

Òàê êàê eR � ìèíèìàëüíûé ïðàâûé èäåàë, òî äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà

s ∈ R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî eres = e. Ñëåäîâàòåëüíî, ereese = e.

2) Ïóñòü re � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ýëåìåíò èç Re. Ïîñêîëüêó Re

íå ñîäåðæèò íèëüïîòåíòíûõ ëåâûõ èäåàëîâ, òî äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà

s ∈ R èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî esre 6= 0. Òàê êàê eRe � òåëî, òî äëÿ

íåêîòîðîãî ýëåìåíòà t ∈ R èìååì (ete)(esre) = e. Ñëåäîâàòåëüíî, Rre =

Re.

1.35. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ
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(1 + (f − e)(2e− 1))e = f(1 + (f − e)(2e− 1))

(1+(f−e)(2e−1))(1+(2e−1)(f−e)) = (1+(2e−1)(f−e))(1+(f−e)(2e−1)) =

= 1− (f − e)2.

1.43. Ïóñòü R =
∏∞

i=1 Z2i. Òîãäà I =
⊕∞

i=1 2Z2i èäåàë êîëüöà R, óäî-

âëåòâîðÿþùèé íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì.

1.45. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî N(A) � íèëüïîòåíòíûé èäåàë. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî N(A) � íåíèëüïîòåíòíûé èäåàë. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî

k ∈ N èìååì N(A)k = N(A)k+1 6= 0. Ïóñòü I = N(A)k. Òàê êàê I2 = I

è A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà, òî ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò J â

ìíîæåñòâå âñåõ íåíóëåâûõ ïðàâûõ èäåàëîâ X, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû

óñëîâèÿ XI = X,X ⊂ N(A). Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà

j ∈ J èìååì jI 6= 0, jII = jI. Â ñèëó âûáîðà J èìååì jR ⊆ J = jI ⊆ jR.

Òîãäà ji = j äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ N(A). Òàê êàê ýëåìåíò 1 − i îáðàòèì,
òî j = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ýëåìåíòà j.

1.51. Âîñïîëüçóéòåñü ðåçóëüòàòàìè óïðàæíåíèÿ 1.10.

1.52. 1) Ñëåäóåò èç êîíå÷íîìåðíîñòè àëãåáðû A è 1.30.

2) Ðåôëåêñèâíîñòü îòíîøåíèÿ ∼ î÷åâèäíà. Äîêàæåì òðàíçèòèâíîñòü

îòíîøåíèÿ ∼ . Ïóñòü eiaej 6= 0, ejbek 6= 0. Èç ìèíèìàëüíîñòè èäåàëà ejA
ñëåäóåò ðàâåíñòâî ejbekA = ejA. Òîãäà 0 6= eiaejA = eiaejbekA. Ñëåäîâà-
òåëüíî, eiAek 6= 0. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîñòü îòíîøåíèÿ

∼ .

3) Ïîêàæåì, ÷òî dimP (ejAei) = dimP (eiAei). Äëÿ íåêîòîðîãî a ∈
A èìååì ejaei 6= 0. Ïîñêîëüêó ejA � ìèíèìàëüíûé ïðàâûé èäåàë, òî

ejaeiA = ejA è, ñëåäîâàòåëüíî, ejaeiAei = ejAei. Òîãäà dimP (ejAei) 6

dimP (eiAei).Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî dimP (eiAei) 6 dimP (ejAei).
Ñëåäîâàòåëüíî, dimP (ejAei) = dimP (eiAei). Îñòàëüíûå ðàâåíñòâà äîêà-
çûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

4) Ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

5) Ñîãëàñíî 1.32 e1Ae1 � òåëî. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

e1Ae1e1A íàä òåëîì e1Ae1. Åñëè e1aei 6= 0, òî èç ìèíèìàëüíîñòè èäåàëà
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Aei ñëåäóåò ðàâåíñòâî e1Ae1aei = e1Aei. Ñëåäîâàòåëüíî,

dime1Ae1 e1Aei = 1.

Òàê êàê

e1Ae1e1A = e1Ae1 ⊕ . . .⊕ e1Aen,

òî dime1Ae1 e1A = n. Îòîáðàæåíèå φ : A◦ → Ende1Ae1 e1A, äåéñòâóþùåå
ïî ïðàâèëó

a 7→ (eb 7→ eba),

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð. Åñëè e1Aa = 0, òî eiAa = eiAe1Aa = 0.

Òàêèì îáðàçîì, φ � èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì àëãåáð. Òàê êàê ñîãëàñíî

1.49 A ∼= (eiAej) è Ende1Ae1 e1A ∼= Mn(e1Re1), òî èç òðåòüåãî ïóíêòà

ñëåäóåò ðàâåíñòâî

dimP (A) = dimP (Mn(e1Re1)).

Ñëåäîâàòåëüíî, φ � èçîìîðôèçì.

1.56. 1) ⇒ 2) Ñîãëàñíî ëåììå Öîðíà êîëüöî R îáëàäàåò ìàêñèìàëü-

íûì íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì {Ai}i∈I ìèíèìàëüíûõ ïðàâûõ èäåàëîâ.

Åñëè ⊕i∈IAi 6= R, òî ⊕i∈IAi ⊂M ′ äëÿ íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî ïðàâî-

ãî èäåàëàM ′ êîëüöà R. Òàê êàê R = M ′⊕A, ãäå A � ìèíèìàëüíûé èäåàë

êîëüöà R, òî ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì ìíîæåñòâà {Ai}i∈I . Òà-
êèì îáðàçîì, êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ïðÿìîé ñóììîé ìèíèìàëüíûõ

èäåàëîâ.

2)⇒ 3) Àíàëîãè÷íî 1.52.

3)⇒ 1) Ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

1.59. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî P � àëãåáðàè÷å-

ñêè çàìêíóòîå ïîëå. ßñíî, ÷òî B � èäåàë â àëãåáðå A′ = B+P1A. Ïóñòü

f : A′ → A′/N(A′) � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì. Èç 1.54 ñëåäóåò ñóùå-

ñòâîâàíèå èçîìîðôèçìà àëãåáð g : A′/N(A′) → Mn1(P ) × . . . ×Mnk(P ).

Ïóñòü πi : Mn1(P ) × . . . × Mnk(P ) → Mni(P ) � åñòåñòâåííàÿ ïðîåê-

öèÿ äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 k. Åñëè πigf(B) 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî i, òî

πigf(B) = Mni(P ). Òîãäà êàæäûé ýëåìåíò â àëãåáðå ìàòðèö Mni(P )

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé íèëüïîòåíòíûõ ìàòðèö, ÷òî, î÷åâèäíî,
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íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, B ⊂ N(A′) è, ñëåäîâàòåëüíî, Bn = 0 äëÿ

íåêîòðîãî n ∈ N.
1.73. 1) Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôàêòîðêîëüöî êâàçèèíâàðèàíòíîãî ñïðàâà

êîëüöà ïî ìàêñèìàëüíîìó ñïðàâà èäåàëó ÿâëÿåòñÿ òåëîì. Òîãäà, åñëè R

� ïîëóïðèìèòèâíîå êâàçèèíâàðèàíòíîå ñïðàâà êîëüöî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ

ïîäïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì òåë è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ðåäóöèðîâàí-

íûì.

2) Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî ýëå-

ìåíòà r êîëüöà R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî rR = R. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå.

Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà r ∈ R èìååì rR 6= R. Â ñèëó

ëåììû Öîðíà ñóùåñòâóåò òàêîé ìàêñèìàëüíûé ïðàâûé èäåàë M êîëüöà

R, ÷òî rR ⊆ M $ R. Ïîñêîëüêó R êâàçèèíâàðèàíòíî, òî M � ñîáñòâåí-

íûé èäåàë êîëüöà R, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðîñòîòå êîëüöà R.

1.75. 1) Ïîñêîëüêó rs = 0, òî (sRr)2 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, sRr =

0, (rRs)2 = 0 è rRs = 0. Îñòàëüíûå ïóíêòû óïðàæíåíèÿ ñëåäóþò èç

ïåðâîãî ïóíêòà.

1.76. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî m = n. Èç ðà-

âåíñòâà fg = 0 ñëåäóþò ðàâåíñòâà a0b0 = 0, a0b1 + a1b0 = 0, . . . , a0bn +

. . . + anb0 = 0. Òîãäà b0a0 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, a0b1a0 = 0, a0b1 = 0.

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äàëåå, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà a0bj = 0(0 6 j 6 n).

Ðàâåíñòâà aibj = 0(0 6 j 6 n) äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 n äîêàçûâàþòñÿ

àíàëîãè÷íî.

1.78. Óòâåðæäåíèÿ ïóíêòîâ 1) - 3) ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

4) Ïóñòü r ∈ R. Äëÿ ýëåìåíòîâ 1, r ∈ R[x] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

cr(1)cr(r) = cr(r). Ñëåäîâàòåëüíî, RrR = rR.

1.79. Èìïëèêàöèÿ 1)⇒ 2) ñëåäóåò èç 1.78.

2) ⇒ 1) Î÷åâèäíî, ÷òî cr(fg) ⊂ cr(f)cr(g). Ïóñòü f =
∑n

i=1 aix
i, g =∑m

i=1 bix
i è r = r + cr(fg) äëÿ êàæäîãî r ∈ R. Òîãäà

(
n∑
i=1

aix
i)(

m∑
i=1

bix
i) = 0.

Òàê êàê ñîãëàñíî óñëîâèþ ïóíêòà 2) aibj = 0(0 6 i 6 n, 0 6 j 6 m), òî

aiRbjR ⊂ aibjR ⊂ cr(fg). Òàêèì îáðàçîì, cr(fg) = cr(f)cr(g).
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1.80. Ïóíêòû 1) - 7) ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. 9) ñëåäóåò èç ðà-

âåíñòâ [i, q] = 2αq3j + 2q2k, [j, q] = −2βq3i− 2q1k, [k, q] = 2βq2i− 2αq1j.

1.82. 1). Èìïëèêàöèÿ ⇐ ñëåäóåò èç 1.80(3).

⇒. Ïóñòü q ≡ q0 + q1i+ q2j + q3k � íåíóëåâîé êâàòåðíèîí,

|q| = 0, x ≡ q0q1 + βq2q3 ∈ A, y ≡ q2
1 − βq2

3 ∈ A, z ≡ q0q3 + q1q2 ∈ A.

Òîãäà

x2 − αy2 − βz2 = (x2 − αy2 − βz2)− y|q| =

= (q0q1 + βq2q3)
2 − α(q2

1 − βq2
3)2 − β(q0q3 + q1q2)

2−

−(q2
1 − βq2

3)(q2
0 − αq2

1 − βq2
2 + αβq2

3) =

= (q0q1)
2 + 2βq0q1q2q3 + β2(q2q3)

2 − αq4
1+

+2αβq2
1q

2
3 − αβ2q4

3 − β(q0q3)
2 − 2βq0q1q2q3 − β(q1q2)

2 − q2
1q

2
0+

+αq4
1 + βq2

1q
2
2 − αβq2

1q
2
3 + βq2

3q
2
0−

−αβq2
3q

2
1 − β2q2

3q
2
2 + αβ2q4

3 = 0.

Òàê êàê A � (α, β)-êîëüöî è x2 − αy2 − βz2 = 0, òî y = q2
1 − βq2

3 = 0.

Ïîñêîëüêó A � (α, β)-êîëüöî è q2
1 − βq2

3 = 0, òî q1 = q3 = 0. Òàê êàê

0 = |q| = q2
0 − αq2

1 − βq2
2 + αβq2

3 è q1 = q3 = 0, òî q2
0 − βq2

2 = 0. îñêîëüêó

A � (α, β)-êîëüöî è q2
0 − βq2

2 = 0, òî q0 = q2 = 0. Òîãäà q = 0. Ïîëó÷åíî

ïðîòèâîðå÷èå.

2). Ïóñòü x ∈ A, ÷òî x2 = 0. Îáîçíà÷èì y = z = 0. Òàê êàê x2 −
αy2−βz2 = 0 è A � (α, β)-êîëüöî, òî x = 0. Ïîýòîìó A � ðåäóöèðîâàííîå

êîëüöî.

Ïóñòü q ∈ Q è q2 = 0. Òîãäà |q|2 = |q2| = 0 ïî 1.80(2). Òàê êàê A � ðåäó-

öèðîâàííîå êîëüöî, òî |q| = 0. Ïî 1) q = 0. Ïîýòîìó Q � ðåäóöèðîâàííîå

êîëüöî.

3). Äîêàæåì èìïëèêàöèþ⇒. Òàê êàê ïîäêîëüöî îáëàñòè � îáëàñòü, òî

A � îáëàñòü. Ïóñòü x, y, z ∈ A è x− αy2 − βz2 = 0. Òàê êàê Q � îáëàñòü

è (x + yi + zj)(x − yi − zj) = |x + yi + zj| = x − αy2 − βz2 = 0, òî

x = y = z = 0.

⇐. Ïóñòü 0 6= q, t ∈ Q. Òàê êàê A � (α, β)-êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ,

òî ïî 1) è 1.80(2) |qt| = |q||t| 6= 0. Ïî 1) qt 6= 0.

196



4). Äîêàæåì èìïëèêàöèþ ⇒. Ïî 3) A � (α, β)-êîëüöî. Êàæäûé íåíó-

ëåâîé ýëåìåíò a ∈ A èìååò îáðàòíûé ýëåìåíò a−1 â òåëå Q. Íåïîñðåä-

ñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî a−1 ∈ A. Ïîýòîìó A � ïîëå.

⇐. Ñëåäóåò èç 1.19.

1.83. Òàê êàê 2−1 ∈ A, òî 1) ñëåäóåò èç 1.80(9). Ïîñêîëüêó 2−1 ∈ A, òî
2) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ 4q1 = [[k, q], i](αk)−1 ∈ QqQ, 4q2 = [[i, q], j](βi)−1 ∈
QqQ, 4q3 = [k, [j, q]](αβj)−1 ∈ QqQ è 4q0 = 4(q − q1 − q2 − q3) ∈ QqQ è

1.80(4).

3), 4) è 5) ñëåäóþò èç 2).

6). Èìïëèêàöèÿ ⇐ ñëåäóåò èç 1.82 (2).

⇒. Ïóñòü x, y, z ∈ A, x2 − ay2 − bz2 = 0, B � èäåàë êîëüöà A, ïî-

ðîæäåííûé ýëåìåíòàìè x, y è z. Îáîçíà÷èì q = x + yi + zj ∈ Q. Òàê

êàê qq∗ = x2 − ay2 − bz2 = 0, òî (q∗Qq)2 = 0. Ïîñêîëüêó Q � ðåäó-

öèðîâàííîå êîëüöî, òî q∗Qq = 0. Ïîýòîìó (Qq∗Q)(QqQ) = 0. Ïî 2)

B2 ⊆ (Qq∗Q)(QqQ) = 0. Òàê êàê Q � ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî, òî B = 0

è x = y = z = 0.

1.84. 1) Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî dim(Vλ) = 1 äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåí-

íîãî çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A. Ïóñòü äëÿ ýëåìåíòîâ t1, t2 ∈ T

âûïîëíåíû ðàâåíñòâà at1 = t1λ, at2 = t2λ. Òîãäà t1t
−1
2 a(t1t

−1
2 )−1 = a. Òàê

êàê F � ìàêñèìàëüíîå ïîäïîëå òåëà T, òî t2 = t1α, ãäå α ∈ F.
2) Äëÿ íåíóëåâîãî ýëåìåíòà t ∈ T âûïîëíåíû ýêâèâàëåíòíîñòè

t− ñîáñòâåííûé âåêòîð ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A⇔

at = tλ, ãäå λ ∈ F ⇔

t−1at = λ, ãäå λ ∈ F ⇔

t ∈ N(F ).

Ïóñòü λ1, . . . , λn � âñå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A è

t1, . . . , tn � îòâå÷àþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðà. Òàê êàê N(F ) � ãðóïïà,

òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èíäåêñîâ 1 6 i, j 6 n ñóùåñòâóåò èíäåêñ 1 6 k 6

n òàêîé, ÷òî atitj = titjλk. Ïîñêîëüêó atitj = tiλitj, òî t
−1
j λitj = λk.

Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà g(x) = (x − λ1) . . . (x − λn)

êîììóòèðóþò ñ ýëåìåíòàìè t1, . . . , tn. Òàê êàê TF = t1F ⊕ . . . ⊕ tnF, òî
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g(x) ∈ P [x]. Ïîñêîëüêó a � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

A, òî g(a) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí g(x) äåëèòñÿ íà m(x). Òàê

êàê m(A) = 0, òî m(λi) = 0 äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 n. Òàêèì îáðàçîì,

m(x) = g(x).

Ïóíêò 3) ñëåäóåò èç ïóêòîâ 1) è 2).

4) ßñíî, ÷òî F ′ = K(a′), ãäå a′ ∈ T � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f. Ðàññìîòðèì

ëèíåéíûé îïåðàòîð A′ ∈ EndF (TF ), äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó A′(v) = a′v.

Òàê êàê f(A′) = 0, òî äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà t ∈ T èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî a′t = tλ, ãäå λ ∈ F � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà m(x). Òàêèì

îáðàçîì, t−1F ′t = F.

Ïóíêò 5) ñëåäóåò èç ïóêòà 4).

1.85. 1) ⇒ 2) Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ïîäïîëå F àë-

ãåáðû A èìååò âèä F = P (i), ãäå i2 = α ∈ P. Ñîãëàñíî 1.841) èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî A = F ⊕ jF, ãäå ij = j(−i). Òàê êàê j2i = ij2, òî j2 = β ∈ P.

Èìïëèêàöèÿ 2)⇒ 1) ñëåäóåò èç 1.82.

1.86. 1) ⇒ 2) Èç 1.22 è 1.30 ñëåäóåò, ÷òî A ∼= M2(P ). Íåïîñðåäñòâåí-

íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì φ :

(
1,−1

P

)
→M2(P ), äåé-

ñòâóþùèé ïî ïðàâèëó φ(i) =

(
0 1

−1 1

)
, φ(j) =

(
0 1

1 0

)
. Òàêèì îáðà-

çîì, A ∼=
(

1,−1

P

)
. Èìïëèêàöèÿ 2)⇒ 1) ñëåäóåò èç 1.83.

1.87. 1) Ñëåäóåò èç 1.82 è òîãî ôàêòî, ÷òî

(
−1

p

)
â òî÷íîñòè òîãäà,

êîãäà p ≡ 1( mod 4).

1.90. Ïóñòü A � àëãåáðàè÷åñêàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä R. Áåç îãðà-
íè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñèòàòü, ÷òî dim(A) > 2. Èç àëãåáðàè÷åñêîé

çàìêíóòîñòè ïîëÿ C ñëåäóåò, ÷òî âñÿêîå ìàêñèìàëüíîå ïîäïîëå àëãåáðû

A èçîìîðôíîC. Òîãäà èç 1.84 1.85 ñëåäóåò, ÷òî dim(A) = 4 èA ∼=
(
α, β

R

)
.

Ïóñòü 1, i, j, k, � êàíîíè÷åñêèé áàçèñ A. Òàê êàê A � òåëî, òî α < 0, β < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, A ∼=
(
−1,−1

R

)
.

1.92. Ïóñòü T � êîíå÷íîå òåëî, P = C(T ) è F � ìàêñèìàëüíîå ïîäïîëå

òåëà. Èç 1.84(3) ñëåäóåò, ÷òî dimP (F )2 = dim(T ). Òàê êàê ëþáûå äâà
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ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ P îäèíàêîâîé ñòåïåíè èçîìîðôíû è ëþáîé ýëåìåíò èç

T ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì ïîäïîëå òåëà T , òî èç 1.84(4)

ñëåäóþ íåðàâåíñòâà

| U(T ) |6 (U(T ) : N(U(F )))(| U(F ) | −1) + 1 6

(U(T ) : U(F ))(| U(F ) | −1) + 1 = U(T )− (U(T ) : U(F )) + 1,

ãäå N(U(F )) � íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû U(F ) â ãðóïïå U(T ). Ñëåäîâà-

òåëüíî, (U(T ) : U(F )) = 1 è F = T = K.

1.94. Â òåëå T äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ a, b ðàññìîòðèòå âûðàæå-

íèå a2b− aba.
3.15. 1). Áóäåì âåñòè èíäóêöèþ ïî n. Òàê êàê êàæäûé èäåìïîòåíò

êîëüöà R/A ïîäíèìàåòñÿ äî èäåìïîòåíòà êîëüöà R, òî óòâåðæäåíèå âåð-

íî äëÿ n = 1. Ïóñòü h : R → R/A � åñòåñòâåííûé ýïèìîðôèçì, {ei}ki=1

� ìíîæåñòâî îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ êîëüöà h(R), k > 1 è óòâåð-

æäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ n < k. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóþò

òàêèå îðòîãîíàëüíûå èäåìïîòåíòû e1, . . . , ek−1 ∈ R, ÷òî h(ei) = ei äëÿ

i = 1, . . . , k − 1. Îáîçíà÷èì e =
∑k−1

i=1 ei. Òîãäà e � èäåìïîòåíò è èäåì-

ïîòåíò h(e) ∈ h(R) îðòîãîíàëåí ê èäåìïîòåíòó ek ∈ h(R). Ñóùåñòâóåò

òàêîé èäåìïîòåíò f ∈ R, ÷òî h(f) = ek. Òàê êàê fe ∈ A ⊆ J(R), òî

ýëåìåíò 1 − fe îáðàòèì â R. Îáîçíà÷èì ek = (1 − e)(1 − fe)−1f(1 − e).
Òîãäà h(ek) = h(f) = ek è ekei = eiek = 0 äëÿ âñåõ i < k. Òàê êàê

f(1− e) = f(1− fe), òî e2
k = ek.

2). Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó 1).

3). Ñëåäóåò èç ïóíêòà 2).

4.6. Ïóñòü G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n. Â ýòîì ñëó÷àå èìåþò

ìåñòî èçîìîðôèçìû

PG ∼= P [x]/(xn − 1) ∼=
⊕
d|n

P [x]/(Φd) ∼=
⊕
d|n

md⊕
i=1

P [x]/(fdi),

ãäå Φd(x) � öèêëîòîìè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè φ(d) è

Φd(x) = fd1(x) . . . fdmd
(x)

� ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà Φd(x) íà íåðàçëîæèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì

P. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî P [x]/(fdi) ∼= P (εd) äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 md.
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Òîãäà md(P (εd) : P ) = φ(d) äëÿ êàæäîãî d | n. Î÷åâèäíî, φ(d) = nd.

Òàêèì îáðàçîì,

PG ∼=
⊕
d|n

P (εd)
md.

4.7. Äîêàæåì ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî ïîðÿäêó ãðóïïû G. Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî G � àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà n è óòâåðæäåíèå óïðàæíåíèÿ 4.7

âåðíî äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï ïîðÿäêîâ ìåíüøèõ n. Ââèäó óïðàæíåíèÿ 4.6

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî G = G1×G2, ãäå G1, G2 � àáåëåâû ãðóïïû ïîðÿäêîâ

ñîîòâåòñòâåííî n1, n2 < n. Òîãäà

PG = (PG1)G2
∼= (
⊕
d|n1

P (εd)
md)G2

∼=
⊕
d1|n1

⊕
d2|n2

P (εd1, εd2)
md1

md2 ,

ãäå md1 =
nd1

(P (εd1):P ) , nd1 � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà d1 èç ãðóïïû G1

èmd2 =
nd2

(P (εd1 ,εd2):(P (εd1)) , nd2 � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà d2 èç ãðóïïû

G2. Î÷åâèäíî, P (εd1, εd2) = P ([εd1, εd2]). Òîãäà

PG ∼=
⊕
d|n

P (εd)
hd,

ãäå hd =
∑

d1,d2,[d1,d2]=dmd1md2 Òàê êàê

hd(P (εd1, εd2) : P ) =
∑

d1,d2,[d1,d2]=d

md1md2(P (εd1, εd2) : (P (εd1)) =

(P (εd1) : P ) =
∑

d1,d2,[d1,d2]=d

nd1nd2.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà d â ãðóïïå G =

G1×G2 ðàâíî
∑

d1,d2,[d1,d2]=d nd1nd2. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàí èçîìîðôèçì

PG ∼=
⊕
d|n

P (εd)
m
d .

4.8. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé ñòåïåíè n èç åäèíèöû. Çàïè-

øåì ýòî ìíîæåñòâî â âèäå:
n
√

1 = {1, ξ1, . . . , ξn−1
2
, ξ1, . . . , ξn−1

2
}, åñëè n íå÷¼òíî.

n
√

1 = {1, ξ1, . . . , ξn−2
2
, ξ1, . . . , ξn−2

2
}, åñëè n ÷¼òíî.
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Ïóñòü Dn =< a, b | an = 1, b2 = 1, bab = a−1 >. Äëÿ íå÷¼òíîãî n

îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçìû àëãåáð ϕ1 : CDn → C × C, ϕξk : CDn →
M2(C), êîòîðûå íà îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ ãðóïïîâîé àëãåáðû

äåéñòâóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ1(a) = (1, 1), ϕ1(b) = (1,−1),

ϕξk(a) =

(
ξk 0

0 ξk

)
, ϕξk(b) =

(
0 1

1 0

)
.

Äëÿ ÷¼òíîãî n îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçìû àëãåáð ϕ1 : CDn → C ×
C, ϕ−1 : CDn → C × C, ϕξk : CDn → M2(C), êîòîðûå íà îáðàçóþùèõ

áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ ãðóïïîâîé àëãåáðû äåéñòâóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ1(a) = (1, 1), ϕ1(b) = (1,−1),

ϕ−1(a) = (−1,−1), ϕ−1(b) = (1,−1),

ϕξk(a) =

(
ξk 0

0 ξk

)
, ϕξk(b) =

(
0 1

1 0

)
.

Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçìû àëãåáð

Fn : CDn → C× C×M2(C)× · · · ×M2(C)︸ ︷︷ ︸
n−1
2

, åñëè n íå÷¼òíîå è

Fn : CDn → C× C× C× C×M2(C)× · · · ×M2(C)︸ ︷︷ ︸
n−2
2

, åñëè n ÷¼òíîå,

äåéñòâóþùèå ïî ïðàâèëó: F (u) = (ϕ1(u), . . . , ϕξk(u), . . . ).

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 2 ãîìî-

ìîðôèçì F ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

4.9. Ïóñòü Dn =< a, b | an = 1, b2 = 1, bab = a−1 >. Äëÿ êàæäîãî

íàòóðàëüíîãî äåëèòåëÿ d ÷èñëà n ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ψd : QDn →
Q⊕Q. Ïðè d = 1, 2 ïîëîæèì

ψ1(a) = (1, 1), ψ1(b) = (1,−1), ψ2(a) = (−1,−1), ψ2(b) = (1,−1).

Åñëè d > 2, òî îòîáðàæåíèå ψd : QDn →M2(Q[ξd]), äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó:

ψd(a) =

[
εd 0

0 ε−1
d

]
, ψd(b) =

[
0 1

1 0

]
.

Ïîëîæèì Ed = Q⊕Q, åñëè d = 1, 2 è Ed = M2(Q[εd]), åñëè d > 2.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå ψ : QDn → ⊕d|nEd,

äåéñòâóþùåå ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

ψ(u) = (ψ1(u), . . . , ψd(u), . . . , ψn(u)).
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ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì àëãåáð.

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî äåëèòåëÿ d ÷èñëà n ââåä¼ì îòîáðàæåíèå

µd. Åñëè d = 1, 2, òî µd = ψd è åñëè d > 2, òî µd � îòîáðàæåíèå,

äåéñòâóþùåå èç QDn â M2(Q[εd]), ñîãëàñíî ïðàâèëó:

u→ Z−1
d ψd(u)Zd,

ãäå Zd =

[
1 −εd
1 −ε−1

d

]
. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå µ : QDn → ⊕d|nEd,

äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó:

u→ (µ1(u), . . . , µd(u), . . . , µn(u)).

ßñíî, ÷òî Im(µ) ⊂ ⊕d|nAd. Âû÷èñëèì ðàçìåðíîñòü ⊕d|nAd. Åñëè d = 1, 2,

òî dimAd = 2. Òàê êàê dimQ[εd + ε−1
d ]) = ϕ(d)

2 , òî

dim(M2(Q[ξd + ξ−1
d ])) = 4

ϕ(d)

2
= 2ϕ(d).

Ñëåäîâàòåëüíî,

dim(⊕d|nAd) = 2ϕ(1) + 2ϕ(2) +
∑

d|n,d 6=1,2

2ϕ(d) = 2
∑
d|n

ϕ(d) = 2n.

Ïîñêîëüêó µ : QDn → ⊕d|nAd ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì è dim(QDn) =

dim(⊕d|nAd) = 2n, òî µ � èçîìîðôèçì.

4.12. Äëÿ êàæäîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà i â ãðóïïå G ðàñ-

ñìîòðèì ïîäìíîæåñòâî Gi = {g ∈ G | o(g) = pi}. Ïóñòü Ti(e) =
∑

g∈Gi αg

äëÿ êàæäîãî i. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî i > 1 èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

Ti(e) = Ti(e
p) = (Ti+1(e))

p.

Ñëåäîâàòåëüíî, T1(e) = 0. Òîãäà

α1 = T0(e) = T0(e
p) = T0(

∑
g∈G

αpgg
p) = αp1 + T1(e) = αp1.

4.13. Ðàññìîòðèòå ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû PG.

4.16. Åñëè p äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïûG, òî èç 4.15 ñëåäóåò, ÷òî PG(
∑

g∈G g)

� íèëüïîòåíòíûé èäåàë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïîâàÿ àëãåáðà PG ñîäåð-

æèò íåíóëåâîé íèëüïîòåíòíûé èäåàë I. Ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå àëãåáðû PG, ò.å. ãîìîìîðôèçì àëãåáð φ : PG → EndP (PG),
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äåéñòâóþùèé ñîãëàñíî ïðàâèëó

a 7→ (v 7→ av).

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî tr(φ(1)) =| G | è tr(φ(g)) = 0, åñëè g 6= 1. Ïóñòü

a =
∑

g∈G αgg ∈ I \ {0}. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

α1 6= 0. Òîãäà 0 = tr(φ(a)) =
∑

g∈G αg tr(φ(g)) = α1 | G | . Òàêèì îáðàçîì,

p äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû G.

4.19. 1) Ïóñòü Sg = {g, ..., gqts−1} è gqi ∈ Sg. Èç ðàâåíñòâà

Sgqi = {gqi, ..., gqiqtg−1} = {g, ..., gqtg−1}

ñëåäóåò, ÷òî ÷òî Sg = Sgqi . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Sg1 6= Sg2. Åñëè Sg1 ∩ Sg2 6=
Ø, òî ñóùåñòâóåò òàêîé h, ÷òî h = gq

i1

1 = gq
i2

2 . Ñëåäîâàòåëüíî, Sg1 = Sh =

Sg2. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, Sg1 ∩ Sg2 = Ø.

2)Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

(Sg)
q = (g+gq+...+gq

tg−1
)q = gq+gq·q+...+gq·q

tg−1
= g+gq+...+gq

tg−1
= Sg.

4.21. Ïóñòü α ∈ PG. Çàïèøåì α â âèäå:

α =
n∑
i=1

αi,

ãäå αi = αei ∈ PGei, 1 6 i 6 n. Òîãäà α ïðèíàäëåæèò ïîäàëãåáðå A â

òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà αi ∈ Pei. Óñëîâèå αi ∈ Pei äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 n

ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó αq = α.

4.22. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò â ðàçëîæåíèè Âåíäåðáåð-

íà àëãåáðû PG ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ àëãåáðû A èç óïðàæíåíèÿ

4.21. Ïóñòü Sg1, ..., Sgk � âñå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå q-öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàñ-

ñà ãðóïïû G. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî {Sg1, ..., Sgk} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì

A. Èç 4.19 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî {Sg1, ..., Sgk} ëèíåéíî íåçàâèñèìî. Òàê
êàê Sgi

q
= Sgi, òî èç 4.21 ñëåäóåò âêëþ÷åíèå {Sg1, ..., Sgk} ⊂ A. Ïîêàæåì,

÷òî ëþáîé ýëåìåíò a ∈ A ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç {Sg1, ..., Sgk}. Ïóñòü
a =

∑
g∈A αgg. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

aq = a,
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(
∑
g∈A

αgg)q =
∑
g∈A

αgg,

∑
g∈A

αqgg
q =

∑
g∈A

αgg,

∑
g∈A

αgg
q =

∑
g∈A

αgg.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî g èìååì: αg = αgq = ... = αgtq−1 è a =
∑k

i=1 αgiSgi.

5.17. Èç ñîîáðàæåíèÿ ñèììåòðèè, î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýê-

âèâàëåíòíîñòü ïóíêòîâ 1),3),4) è 5).

1)⇒3) Ïóñòü φ : eR → fR èçîìîðôèçì ïðàâûõ R-ìîäóëåé. Ïîëîæèì

a = φ−1(f) ∈ eRf è b = φ(e) ∈ fRe. Òîãäà ab = φ−1(f)b = φ−1(fb) =

φ−1(b) = e. Àíàëîãè÷íî f = ba.

3)⇒4) Ïîëîæèì a1 = eaf è b1 = fbe. Òîãäà a1b1 = eafbe = eababe =

e4 = e. Àíàëîãè÷íî b1a1 = f .

4)⇒5) Î÷åâèäíî.

5)⇒1) Èç óñëîâèÿ ïóíêòà ñëåäóåò, ÷òî a ∈ eR ∩ Rf = eRf è äëÿ

íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ R èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà e = ax, f = ya.

Ïîëîæèì b = fx = yax = ye ∈ fRe. Ïóñòü φ : eR → fR ãîìîìîðôèçì,

ïðè êîòîðîì φ(e) = b, è ψ : fR→ eR ãîìîìîðôèçì, ïðè êîòîðîì ψ(f) =

a. Ïîñêîëüêó ψ(φ(e)) = ψ(b) = ψ(fx) = ψ(f)x = ax = e è φ(ψ(f)) =

φ(a) = φ(ea) = φ(e)a = ba = yea = ya = f , òî φ è ψ � âçàèìîîáðàòíûå

ãîìîìîðôèçìû.

5.16. 1) Î÷åâèäíî.

2) Âîñïîëüçóéòåñü ïóíêòîì 1), 1.35 è 2.9.

5.32. 1) Ïóñòü P � èäåàë êîëüöà R, ïîðîæäåííûé âñåìè öåíòðàëüíûìè

èäåìïîòåíòàìè èç Ann(M). Åñëè e ∈ R \ P � öåíòðàëüíûé èäåìïîòåíò,

òî Me 6= 0. Òîãäà M = Me ⊕M(1 − e) è ïîñêîëüêó M íåðàçëîæèì, òî

M(1− e) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, P + eR = R. Òàêèì îáðàçîì, P ∈ P(R).

2) Ïóñòü m-íåíóëåâîé ýëåìåíò ìîäóëÿ M . Èñïîëüçóÿ ëåììó Öîðíà,

ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìîäóëÿ N ìîäóëÿ M ôàêòîðìî-

äóëü M/N ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìûì è m 6= N . Òîãäà ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ

ïîäïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà íåðàçëîæèìûõ ìîäóëåé
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{Mi}i∈I . Ïî 1) äëÿ êàæäîãî i ∈ I ñóùåñòâóåò òàêîé èäåàë Pi ∈ P(R), ÷òî

MiPi = 0. Òîãäà, êàê ëåãêî âèäåòü,
⋂
i∈I
MPi = 0.

3) ñëåäóåò èç 2).

4) Ñ ïîìîùüþ òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè â èäåàëå Ann(M) ïîñòðîèì

âîçðàñòàþùóþ öåïî÷êó èäåàëîâ êîëüöà R. Ïðè α = 0 ïîëîæèì J0 = 0.

Åñëè α � íåïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî Jα � òàêîé èäåàë, ÷òî Jα/Jα−1 � èäå-

àë, ïîðîæäåííûé âñåìè öåíòðàëüíûìè èäåìïîòåíòàìè èç AnnR/Jα−1(M).

Åñëè α � ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî Jα =
⋃
β<α

Jβ. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäî-

ãî íåïðåäåëüíîãî îðäèíàëà α Jα/Jα−1 ∈ P(R/Jα−1). Ïóñòü e ∈ R/Jα−1 �

öåíòðàëüíûé èäåìïîòåíò è e /∈ Jα/Jα−1. Òîãäà M = Me⊕M(1− e). Ïî-
ñêîëüêó Me 6= 0, òî èç íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî M(1− e) = 0

è 1 − e ∈ Jα/Jα−1. Òîãäà R/Jα−1 = Jα/Jα−1 + e(R/Jα−1). ßñíî, ÷òî äëÿ

íåêîòîðîãî îðäèíàëüíîãî ÷èñëà τ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Jτ = Jτ+1 è,

ñëåäîâàòåëüíî, Jτ ∈M(R).

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 5) àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó 2).

5.33. 2) Ïóñòü M = M3⊕M ′ è π : M3⊕M ′ →M3 � åñòåñòâåííàÿ ïðî-

åêöèÿ. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì f : M → M2, äåéñòâóþùèé ñîãëàñíî

ïðàâèëó

f(m1 +m2) = π(m1) +m2,

ãäå m1 ∈ M1,m2 ∈ M2. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ãîìîìîðôèçì

f îïðåäåëåí êîððåêòíî. Ïóñòü ε : M2 → M � âëîæåíèå ìîäóëÿ M2 â

ìîäóëü M. Òàê êàê fε = 1M2
, òî M2 � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ìîäóëÿ M.

5.41. Óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ êàíîíè÷å-

ñêèõ S-èçîìîðôèçìîâ:

SS
n ∼= HomR(Mn,M) ∼= HomR(RR,M)⊕ HomR(N,M),

SM ∼= HomR(RR,M).

5.55. Cîãëàñíî 1.65 R(1 − r1) ⊆ R(1 − r2) ⊆ . . . � âîçðàñòàþùàÿ öå-

ïî÷êà ñîáñòâåííûõ ëåâûõ èäåàëîâ êîëüöà R è, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ

òàêîé ìàêñèìàëüíûé ëåâûé èäåàë M êîëüöà R, ÷òî ∪∞i=1R(1 − ri) ⊂ M .

Ïîñêîëüêó rn /∈M äëÿ êàæäîãî n, òî rn /∈ l(R/M) ⊂M . Òàêèì îáðàçîì,

l(R/M) � ïðèìèòèâíûé ñëåâà èäåàë è rn /∈ l(R/M).
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5.57. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A 6= 0. Ýëåìåí-

òàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íàä ñòðîêàìè ìàòðèöûA íàçîâåì ñëåäóþùèå

ïðåîáðàçîâàíèÿ:

1) ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòðîê;

2) óìíîæåíèå ñòðîêè íà îáðàòèìûé ýëåìåíò;

3) ïðèáàâëåíèå ê ñòðîêå äðóãîãîé ñòðîêè, óìíîæåíîé íà ýëåìåíò êîëü-

öà R;

4) óìíîæåíèå äâóõ ñòðîê ñëåâà íà îáðàòèìóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà 2× 2.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ñòîëá-

öàìè ìàòðèöû A. Äâå ìàòðèöû íàä êîëüöîì R íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè,

åñëè îäíó èç ýòèõ ìàòðèö ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîé ñ ïîìîùüþ ââåäåí-

íûõ âûøå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöó A ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, óäîâëåòâîðÿþùåìó

óñëîâèþ óïðàæíåíèÿ 5.57. Ñíà÷àëî çàìåòèì, ÷òî åñëè (a, b) ∈ R2\{(0, 0)},
òî äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû C ∈ GL2(R) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (a, b)C =

(d, 0), ãäå d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ýëåìåíòîâ a, b. Äåéñòâèòåëüíî,

äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ x, y, s, t ∈ R èìåþò ìåñòî ðàâåíòñâà

d = ax+ by, ds = a, dt = b.

Ñëåäîâàòåëüíî,

1 = sx+ ty, (a, b) = (d, 0)

(
s t

−y x

)
.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà a ∈ R \ {0} ÷åðåç l(a) áóäåì îáîçíà÷àòü êî-

ëè÷åñòâî ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé â ïðåäñòàâëåíèè a â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà R. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî l(a) = lg(RR/aR).

Ïóñòü A′ � ìàòðèöà ýêâèâàëåíòíàÿ ìàòðèöå A, ó êîòîðîé êîìïîíåíòà a′,

íàõîäÿùàÿñÿ íà ïåðåñå÷åíèè ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà, íåíóëåâàÿ

è l(a′) ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèè ñðåäè âñåõ êîìïîíåíò ìàòðèö,

ýêâèâàëåíòíûõ ìàòðèöå A. Èç çàìå÷àíèÿ, ñäåëàííîãî âûøå, ñëåäóåò, ÷òî

âñå ýëåìåíòû èç ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A′ äåëÿòñÿ íà
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ýëåìåíò a′. Òîãäà ìàòðèöà A′ ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå âèäà(
a′ 0

0 B

)
Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó âûáîðà ýëåìåíòà a′ âñå êîìïîíåíòû ìàò-

ðèöû B äåëÿòñÿ íà a′. Ïðèìåíèì àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ê ìàòðèöå

B è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ýêâèâàëåíòíóþ

ìàòðèöå A, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ óïðàæíåíèÿ 5.57.

5.61. Ñîãëàñíî 5.60 èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

V (A) ∼=
m⊕
i=1

Ni⊕
j=1

P [x]/(p
nij
i )

Òîãäà ñîãëàñíî 5.28 èìååì

C(A) = EndP [x](V (A)) ∼=

∼=
m⊕
i=1

(HomP [x](P [x]/(pnisi ), P [x]/(pniti ))).

Òàê êàê äëÿ êàæäîãî íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà f ∈ P [x] è êàæäîé

ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë s, t âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

dimP (Hom(P [x]/(f s), P [x]/(f t))) = deg(f) min(s, t),

òî

dimP (C(A)) = dimP (EndP [x](V (A))) =

=
m∑
i=1

dimP ((HomP [x](P [x]/(pnisi ), P [x]/(pniti )))) =

=
m∑
i=1

∑
s,t

dimP (HomP [x](P [x]/(pnisi ), P [x]/(pniti ))) =

=
m∑
i=1

∑
s,t

deg(pi) min(nis, nit).

5.62. Ðàâåíñòâî dimP (C(A)) = n ñëåäóåò èç 5.61. ßñíî, ÷òî {f(A) | f ∈
P [x]} ⊂ C(A). Òàê êàê ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà m(x) ìàòðèöû

A ðàâíà n, òî dim({f(A) | f ∈ P [x]}) = dim(P [x]/(m(x))) = n. Òàêèì

îáðàçîì, C(A) = {f(A) | f ∈ P [x]}.
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5.64. 1) Òàê êàê, î÷åâèäíî, âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà {X | AX−XB =

0} è HomP [x](M(A),M(B)) èçîìîðôíû, òî ñîãëàñíî 5.60 ðàçìåðíîñòü

ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ AX −XB = 0 ðàâíà

dimP (HomP [x](M(A),M(B))) =

=
m∑
i=1

∑
s,t

dimP (HomP [x](P [x]/(pnisi ), P [x]/(p
n′i,t
i ))) =

=
m∑
i=1

∑
s,t

deg(pi) min(nis, n
′
it).

2) Ñëåäóåò èç 1).

5.65. Ñîãëàñíî 5.58 èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì:

V (A) ∼= P [x]/(p1)⊕ . . .⊕ P [x]/(pk),

ãäå p1, . . . , pk � èíâàðèàíòíûå ìíîæèòåëè îïåðàòîðà A è (pi) ⊂ (pi−1) äëÿ

êàæäîãî 2 6 i 6 k. Òîãäà

V (A) = M1 ⊕ . . .⊕Mk,

ãäå Mi
∼= P [x]/(pi). Äëÿ êàæäîé ïàðû èíäåêñîâ i < j ñóùåñòâóåò ãîìî-

ìîðôèçì P [x]-ìîäóëåé πij : Mj →Mi, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó πij(ej) =

ei, ãäå et � ýëåìåíò ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó 1 + (pt) ïðè èçîìîðôèç-

ìå Mt
∼= P [x]/(pt). Ïðîäîëæèì ãîìîìîðôèçì πij íà ìîäóëü M ïîëàãàÿ

πij(Mt) = 0, åñëè t 6= j. Äëÿ êàæäîãî i îáîçíà÷èì ÷åðåç πi ïðîåêöèþ

ìîäóëÿ V (A) = M1 ⊕ . . .⊕Mk íà ïðÿìîå ñëàãàåìîå Mi. Òàê êàê πij, πi �

P [x]-ãîìîìîðôèçìû, òî ýòè ãîìîìîðôèçìû êîììóòèðóþò ñ A. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ýòè ãîìîìîðôèçìû êîììóòèðóþò òàêæå è ñ B. Òîãäà

B(ek) = Bπk(ek) = πkB(ek) = f(A)(ek) = f(x)ek,

ãäå f(x) ∈ P [x]. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî i èìååì

B(ei) = Bπik(ek) = πikB(ek) = πik(f(x)ek) =

= f(x)πik(ek) = f(x)ei = f(A)(ei).

Òàê êàê ýëåìåíòû e1, . . . ek ïîðîæäàþò ìîäóëü V (A), òî f(A) = B.
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7.4. 1)⇒ 2). Ïóñòü M = M1 ⊕M2, f ∈ Hom(M1,M2). Òàê êàê M =<

f > ⊕M2 è < f > +M1 = M1 ⊕ Im(f) - ïðÿìîå ñëàãàåìîå ìîäóëÿ M , òî

Im(f) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì M.

2)⇒ 1). Ïóñòü A,B � ïðÿìûå ñëàãàåìûå ìîäóëÿM èM = A⊕A′ = B⊕
B′. Èç óñëîâèÿ ïóíêòà è ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ïîäìîäóëü B′∩(A+B)∩(A′+

B) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì â B′. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîãî

ïîäìîäóëÿM0 ìîäóëÿM èìååì B′ = B′∩ (A+B)∩ (A′+B)⊕M0. Ïóñòü

π � ïðîåêöèÿ íà ïðÿìîå ñëàãàåìîå M0 îòíîñèòåëüíî ðàçëîæåíèÿ

M = B ⊕B′ ∩ (A+B) ∩ (A′ +B)⊕M0.

Òàê êàê

M0 = π(M) = π(A + B + A′ + B) = π(A + B) + π(A′ + B) = M0 ∩ (A +

B) +M0 ∩ (A′ +B) ⊂ A+B +M0 ∩ (A′ +B) è

B +B′ ∩ (A+B)∩ (A′+B) ⊂ A+B +M0 ∩ (A′+B), òî M = (A+B) +

M0 ∩ (A′ +B). Òîãäà èç ðàâåíñòâà (A+B) ∩M0 ∩ (A′ +B) = 0 ñëåäóåò,

÷òî M = (A+B)⊕M0 ∩ (A′ +B).

7.6. 3)⇒ 2). Î÷åâèäíî.

2)⇒ 1). Ïóñòü π, π′ � èäåìïîòåíòû êîëüöà EndR(M). Èç 7.3 ñëåäóåò,

÷òî ïîäìîäóëü (πM + π′M) ∩ (1 − π′)M ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì â

(1−π′)M . Òàê (πM+π′M) = π′M⊕(πM+π′M)∩(1−π′)M, òî πM+π′M

- ïðÿìîå ñëàãàåìîå ìîäóëÿ M.

1)⇒ 3). ÏóñòüM = Ker(f)⊕A = Im(f)⊕B = Ker(g)⊕A′ = Im(g)⊕B′.
Òàê êàê Im(g) + Ker(f) = Ker(f) ⊕ A ∩ (Im(g) + Ker(f)), òî èç óñëîâèÿ

ïóíêòà ñëåäóåò, ÷òî A ∩ (Im(g) + Ker(f)) � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ìîäóëÿ M.

Ïîñêîëüêó f|A : A → Im(f) � èçîìîðôèçì, òî f(A ∩ (Im(g) + Ker(f))) �

ïðÿìîå ñëàãàåìîå ìîäóëÿ M. Òîãäà èç 7.5 ñëåäóåò, ÷òî Im(fg) � ïðÿìîå

ñëàãàåìîå ìîäóëÿ M .

7.7. 1)⇒ 2). Ïóñòü M = M1 ⊕M2, f ∈ Hom(M1,M2). Òàê êàê M =<

f > ⊕M2, òî èç óñëîâèÿ ïóíêòà ñëåäóåò, ÷òî< f > ∩M1 = Ker(f) �

ïðÿìîå ñëàãàåìîå ìîäóëÿ M.

2)⇒ 1). Ïóñòü A,B � ïðÿìûå ñëàãàåìûå ìîäóëÿ M è M = A ⊕ A′ =

B ⊕ B′. Òîãäà èç 7.3 ñëåäóåò, ÷òî = A ∩ B ⊕ A′ ∩ B′ � ïðÿìîå ñëàãàåìîå
ìîäóëÿ M . Ñëåäîâàòåëüíî, A ∩B � ïðÿìîå ñëàãàåìîå M.

7.8. 3)⇒ 2). Î÷åâèäíî.
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2)⇒ 1). Ïóñòü π, π′ � èäåìïîòåíòû êîëüöà EndR(M). Èç 7.3 ñëåäóåò,

÷òî ïîäìîäóëü πM∩π′M⊕(1−π)M ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì ìîäóëÿ

M . Ñëåäîâàòåëüíî, πM ∩ π′M - ïðÿìîå ñëàãàåìîå M.

1)⇒ 3). ÏóñòüM = Ker(f)⊕A = Im(f)⊕B = Ker(g)⊕A′ = Im(g)⊕B′.
Òàê êàê ñîãëàñíî óñëîâèþ ïóíêòà Im(g)∩Ker(f) � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ìîäó-

ëÿ M, òî g−1
|A′(Im(g)∩Ker(f)) � ïðÿìîå ñëàãàåìîå A′. Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî

7.5 Ker(fg) = g−1
|A′(Im(g)∩Ker(f))⊕Ker(g), òî Ker(fg) � ïðÿìîå ñëàãàåìîå

ìîäóëÿ M.

9.8. Èìïëèêàöèè 2)⇒ 3), 4)⇒ 5) è 6)⇒ 7) î÷åâèäíû.

1)⇒ 2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà m ∈
M èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Rm ∩ rM(I) = 0. Ïîñêîëüêó m /∈ rM(I),òî äëÿ

íåêîòîðîãî ýëåìåíòà r1 ∈ I èìååì r1m 6= 0. Òàê êàê r1m /∈ rM(I), òî

r2r1m 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà r2 ∈ I. Ïîâòîðÿÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ,

ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ (ri)
∞
i=1 èç èäåàëà I, ó êîòîðîé

rn . . . r2r1 6= 0 äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå-

÷èå ñ óñëîâèåì ïóíêòà 1).

3)⇒ 4). Äîïóñòèì MI íå ÿâëÿåòñÿ êîñóùåñòâåííûì â M . Òîãäà MI +

X = M äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìîäóëÿ X 6= M ìîäóëÿ M . Ðàññìîòðèì ìî-

äóëü N = M/X. ßñíî, ÷òî NI = N è N 6= 0. Ðàññìîòðèì ëåâûé R-

ìîäóëü T = R/Ann(N). Ïî óñëîâèþ ïóíêòà ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëå-

ìåíò t+ Ann(N) ∈ rT (I). Òîãäà It ∈ Ann(N) è, ñëåäîâàòåëüíî, NIt = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó t /∈ Ann(N), òî èìååì NIt = Nt 6= 0.

5)⇒6). Åñëè PI + X = P äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìîäóëÿ X ìîäóëÿ P , òî

(P/X)I = P/X. Òîãäà P/X = 0 è P = X.

7)⇒1). Ïóñòü {e1, e2, . . .} � áàçèñ ìîäóëÿ F è (ri)
∞
i=1 � ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ýëåìåíòîâ èç I. Ðàññìîòðèì â ìîäóëå F ïîäìîäóëü G = (e1 −
e2r1)R+ (e2 − e3r2)R+ . . .. Ïîñêîëüêó ei = (ei − ei+1ri) + ei+1ri äëÿ êàæ-

äîãî i, òî F = FI +G è, ñëåäîâàòåëüíî, F = G. Òîãäà

e1 = (e1 − e2r1)s1 + (e2 − e3r2)s2 + . . .+ (en − en+1rn)sn,

ãäå s1, s2, . . . , sn ∈ R. Òàêèì îáðàçîì, s1 = 1, s2 = r1s1, s3 = r2s2, . . . , sn =

rn−1sn−1, rnsn = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, rn . . . r2r1 = 0.

10.11. Ïóñòü m1, . . . ,mn � ñåìåéñòâî îáðàçóþùèõ ìîäóëÿM. Èç óñëî-
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âèÿ óïðàæíåíèÿ 10.11 ñëåäóþò ðàâåíñòâà

(m1, . . . ,mn) = (m1, . . . ,mn)A,

(m1, . . . ,mn)(E − A) = 0,

ãäå A ∈ Mn(I). Ïóñòü B � ìàòðèöà âçàèìíàÿ ê ìàòðèöå E − A. Òîãäà

0 = (m1, . . . ,mn)(E − A)B = (m1, . . . ,mn) det(E − A). Ñëåäîâàòåëüíî,

M det(E−A) = 0. Ïðè ýòîì íå ñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî det(E−A) ∈ 1 + I.

Ïóíêò 2) ñëåäóåò èç ïóíêòà 1)

10.12.ÌîäóëüM ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäóëü íàä êîëüöîì R[x].

Ïðè ýòîì mx = f(m) äëÿ êàæäîãî m ∈ M. Òàê êàê ñîãëàñíî óñëîâèþ

óïðàæíåíèÿ 10.12 Mx = M, òî èç 10.11 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî

g ∈ R[x] âûïîëíåíî ðàâåíñòâî M(1 + xg) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, f � ìîíî-

ìîðôèçì.

10.27. 1) Äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî rM(4(S)n) =

rM(4(S)n+1). Ïóñòü f ∈ 4(S) � ãîìîìîðôèçì, ó êîòîðîãî ÿäðî ÿâëÿ-

åòñÿ ìàêñèìàëüíûì ñðåäè òàêèõ g ∈ 4(S), ÷òî 4(S)ng 6= 0. Íåñëîæíî

çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãîìîìîðôèçìà g ∈ 4(S) èìååò ìåñòî

ñòðîãîå âêëþ÷åíèå Ker(f) ⊂ Ker(gf). Ñëåäîâàòåëüíî, 4(S)ngf = 0 è

0 = 4(S)n+1f = 4(S)nf, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ýëåìåíòà f.

2) Ïóñòü f ∈ 4(S) � íåíóëåâîé ãîìîìîðôèçì. Äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Ker(fn) = Ker(fn+1). Òàê êàê Ker(f) 6e M, òî

fn = 0.

3) Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî m ∈ M è êàæäîãî f ∈ 4(S)

ñóùåñòâóåò n ∈ N òàêîé, ÷òî fn(m) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êîððåêòíî îïðå-

äåëåí ãîìîìîðôèçì g = 1 + f + f 2 + . . . è g(1− f) = (1− f)g = 1.

10.14. 1) Ðàññìîòðèì ëîêàëüíîå ïîäêîëüöî RI = {rs−1 | r ∈ R, s /∈ I}
ïîëÿ ÷àñòíûõ êîëüöà R. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî RI ⊂ Q(A). Òîãäà RI - ìî-

äóëü RI [a] êîíå÷íî ïîðîæäåí. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå Íàêàÿìû,

RI [a]I 6= RI [a] è AI 6= A.

2) Â ñèëó 3.11 áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî àëãåáðà

R[a] íå èçîìîðôíî àëãåáðå R[x]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî J(A) 6= 0. Ïóñòü b �

íåíóëåâîé ýëåìåíò èç J(A). Òàê êàê Q(R)[a] � àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðå-

íèå ïîëÿ Q(R), òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí g(x) =
∑n

i=1 x
ibi ∈
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R[x] íàèìåíüøåé ñòåïåíè, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî g(b) = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî b0 6= 0 è b0 ∈ J(A). Òàê êàê J(R) = 0, òî äëÿ íåêîòîðîãî

ìàêñèìàëüíîãî èäåàëà I êîëüöà R èìååì b0 /∈ I. Òàê êàê ñîãëàñíî 10.141)
AI 6= A, òî I = I ′∩R, ãäå I ′ � ìàêcèìàëüíûé èäåàë êîëüöà A, â êîòîðîì
ñîäåðæèòñÿ èäåàë AI. Ñëåäîâàòåëüíî, b0 /∈ I ′. ×òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó

ôàêòó, ÷òî b0 ∈ J(A).

3) Ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ R[x] è ìàêñèìàëüíûé èäåàë I êîëüöà

R, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ 10.141). Òîãäà AI 6= A. Òàê êàê A �

ïîëå, òî I = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, R � ïîëå.

10.15. Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç 10.14(2).

10.16. Âûòåêàåò èç 10.15 è 10.14(3) ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî êîëè÷å-

ñòâó ïîðîæäàþùèõ R-àëãåáðû A.

10.17. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäûé ïðîñòîé èäåàë àëãåáðû A ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðåñå÷åíèåì ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ àëãåáðû A. Ïîñëåäíåå óòâåð-

æäåíèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç 10.15.

10.18. Âûòåêàåò èç 10.16.

10.19. Âûòåêàåò èç 10.17 è 10.18.

11.16. Íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå P n âåêòîð-ñòðîê äëèíû n ñ êîì-

ïîíåíòàìè èç ïîëÿ P ìîæíî çàäàòü ñòðóêòóðó ïðàâîãî A-ìîäóëÿ äâóìÿ

ñïîñîáàìè: ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ ñïðàâà íà ýëåìåíòû èç A è ñîãëàñíî

ïðàâèëó ma := mφ(a), ãäå a ∈ A,m ∈ P n. Ýòè ïðàâûå A-ìîäóëè îáî-

çíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç M1 è M2. Èç 11.13 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå

èçîìîðôèçìà f : M1 → M2. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîé îáðàòèìîé

ìàòðèöû A èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

aA = Aφ(a).

11.17. Äîêàæåì èìïëèêàöèþ ⇒. Ïóñòü ωH = e · RG, ãäå e = e2.

Òàê êàê ωH ⊆ ωG 6= AG, òî e 6= 1. Ïîñêîëüêó 0 6= 1 − e ∈ `(ωH), òî

|H| = n < ∞ è `(ωH) = RG
∑

h∈H h (4.1). Ïóñòü 1 − e = x
∑

h∈H h, ãäå

x =
∑
aigi ∈ RG. Òîãäà 1 = χ(1− e) = χ(x)χ(

∑
h∈H h).

⇐. Îáîçíà÷èì e = n−1(n −
∑

h∈H h) = 1 − n−1
∑

h∈H h. Òàê êàê

n−
∑

h∈H h =
∑

h∈H(1− h), òî eRG ⊆ ωH. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåïîñðåä-

ñòâåííî ïðîâåðÿþòñÿ ðàâåíñòâà e2 = e, e(1−h) = 1−h, ãäå ïðîèçâîëüíûé
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ýëåìåíò èç H.

11.18. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïåðâûé ïóíêò. Ïóñòü G =
⋃n
i=1Hti. Ðàñ-

ñìîòðèì îòîáðàæåíèå, f : M → N, êîòîðîå çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì f(m) =

n−1
∑n

i=1 f(mti
−1)ti. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî çàäàíèå îòîáðàæåíèÿ f íå

çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû G ïî ïîä-

ãðóïïå H. Åñëè g ∈ G è m ∈M , òî

f(mg) = n−1
n∑
i=1

f(mgti
−1)ti = n−1(

n∑
i=1

f(mgti
−1)(gti

−1)−1)g = f(m)g.

Ïîýòîìó f � ãîìîìîðôèçì ïðàâûõ RG-ìîäóëåé. Êðîìå òîãî,

f(m) = n−1
n∑
i=1

f(mti
−1)ti = n−1

n∑
i=1

f(m) = n−1nf(m) = f(m).

11.20. Ïóñòü S = EndR(Mn), S ′ = BiendR(Mn) è (x1, x2, . . . xn) = x.

Òàê êàê Mn � ïîëóïðîñòîé ïðàâûé R ìîäóëü, òî äëÿ íåêîòîðîãî èäåìïî-

òåíòà π ∈ S èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî πMn = xR. Òîãäà

xS ′ = xRS ′ = (πMn)S ′ =

= (HomR(Mn, πMn)Mn)S ′ = HomR(Mn, πMn)(MnS ′) =

= HomR(Mn, πMn)Mn = πMn = xR.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà r ∈ R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

xβ = xr.

11.24. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè n = dim(V ) > 2, òî V êàê

ìîäóëü íàä àëãåáðîé B íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Åñëè B � ìîäóëü V ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòûì, òî èç òåîðåìû Áåðíñàéäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî B = A. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, íåñëîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð êâàäðàòíûõ ìàòðèö X, Y ïîðÿäêà

n òàêèõ, ÷òî [X, Y ] íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíîé ìàòðèöåé.

11.25. Íåîáõîäèìîñòü ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Äîêàæåì äîñòà-

òî÷íîñòü. Ïóñòü A � ïîäàëãåáðà àëãåáðû EndF (V ) ïîðîæäåííàÿ ëèíåé-

íûìè îïåðàòîðàìè A è B. Åñëè [A,B] = 0, òî òðèàíãóëèçèðóåìîñòü àë-

ãåáðû A ñëåäóåò èç 11.24. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî [A,B] 6= 0. Äîñòàòî÷íî

ïîêàçàòü, ÷òî åñëè n = dim(V ) > 2, òî V êàê ìîäóëü íàä àëãåáðîé A íå

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Åñëè A - ìîäóëü V ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî èç òåîðåìû
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Áåðíñàéäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî EndF (V ) = A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåñëîæíî

ïðèâåñòè ïðèìåð ëèíåéíîãî îïåðàòîðà C òàêîãî, ÷òî C[A,B] íå ÿâëÿåòñÿ

íèëüïîòåíòíûì îïåðàòîðîì.

11.26.Äîêàæåì ïåðâûé ïóíêò. ÏóñòüA � ïîäàëãåáðà àëãåáðû EndF (V )

ïîðîæäåííàÿ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè A è B. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

åñëè n = dim(V ) > 2, òî V êàê ìîäóëü íàä àëãåáðîé A íå ÿâëÿåòñÿ ïðî-

ñòûì. Åñëè A - ìîäóëü V ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî èç òåîðåìû Áåðíñàéäà

ñëåäóåò ðàâåíñòâî EndF (V ) = A. Èç ðàâåíñòâ A[A,B] = [A,B]B = 0

ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð AB êîììóòèðóåò ñ ëèíåéíûìè îïåðàòî-

ðàìè A è B. Ñëåäîâàòåëüíî, AB = αE , ãäå α ∈ F è E � òîæäåñòâåííûé

ëèíåéíûé îïåðàòîð. Òîãäà [A,B] = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî 11.24 A -

ìîäóëü V íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Èç ïîëó÷åííîãî

ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò, ÷òî A - ìîäóëü V íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

11.28. Ïðèìåíèòü 11.27 è 1.93.

11.29. Ïðèìåíèòü 11.27 è 1.94.

11.30. Èìïëèêàöèÿ 1)⇒ 2) ñëåäóåò èç 3.8 è 3.11.

2) ⇒ 1) Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî J(R) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöû (
1 b

c a

)
,

(
1 c

b a

)
íàä êîëüöîì R îáðàòèìû â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà îáðàòèìû ñîîòâåò-

ñòâåííî ìàòðèöû (
1 b

0 a− cb

)
,

(
1 c

0 a− bc

)
.

Òîãäà èç óñëîâèÿ ïóíêòà 2) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ

a, b, c ∈ R èìååò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîñòü

a+ bc ∈ U(R)⇔ a+ cb ∈ U(R).

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îáðàòèìîãî ýëåìåíòà u èç êîëüöà R èìåþò

ìåñòî èìïëèêàöèè

u−1 ∈ U(R)⇒ ∀r, s ∈ R(u−1 + rs− rs ∈ U(R))⇒
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⇒ ∀r, s ∈ R(u−1 + rs− sr ∈ U(R))⇒ ∀r, s ∈ R(1 + u(rs− sr) ∈ U(R))⇒

⇒ ∀r, s ∈ R(1 + (ur − ru)s ∈ U(R))⇒ ∀r ∈ R([u, r] = 0).

Òàêèì îáðàçîì, U(R) ⊂ C(R). Òàê êàê äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ R
ýëåìåíò 1+ab−ba îáðàòèì, òî [R,R] ∈ C(R). Òîãäà èìïëèêàöèÿ 2)⇒ 1)

ñëåäóåò èç 11.29.

11.35. 1)⇒ 2) Èìïëèêàöèÿ ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

2) ⇒ 1) Ïóñòü L � ïîäìîäóëü ìîäóëÿ P è p ∈ P òàêîé, ÷òî p +

L ∈ J(P/L). Åñëè p + L + N 6= L + N , òî â ñèëó (2) ñóùåñòâóåò òàêîé

ìàêñèìàëüíûé ïîäìîäóëü M ìîäóëÿ P , ÷òî L+N ⊂ M è p /∈ M . Òîãäà

L ⊂ M è p + L /∈ M/L è, ñëåäîâàòåëüíî, p + L /∈ J(P/L). Ïîëó÷åííîå

ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî p + L + N = L + N . Òàêèì îáðàçîì, p ∈
L+N áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî p ∈ N .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p /∈ L. Òîãäà p /∈ L ∩ N è ïî (2) ñóùåñòâóåò ìàê-

ñèìàëüíûé ïîäìîäóëü S ìîäóëÿ N , äëÿ êîòîðîãî p /∈ S è L ∩ N ⊂ S.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (2) ñóùåñòâóåò òàêîé ìàêñèìàëüíûé ïîäìîäóëü

T ìîäóëÿ P , ÷òî p /∈ T è S ⊂ T . Òàêèì îáðàçîì, p ∈ N è p /∈ T è,

ñëåäîâàòåëüíî, N * T . Òîãäà S = N ∩ T . Åñëè L * T , òî P = L + T

è â ñèëó π-ïðîåêòèâíîñòè ìîäóëÿ P äëÿ íåêîòîðîãî f ∈ End(P ) èìååì

Im(f) ⊂ L, Im(1 − f)(P ) ⊂ T . Òîãäà äëÿ êàæäîãî n ∈ N èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî n = f(n) + (1− f)(n), ãäå f(n) ∈ N ∩ L è (1− f)(n) ∈ N ∩ T .
Îòñþäà N ⊂ N ∩ L+N ∩ T = N ∩ L+ S = S, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñè-

ìàëüíîñòè S â N . Òàêèì îáðàçîì, L ⊂ T è ïîñêîëüêó p + L ∈ J(P/L),

òî p ∈ T . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî J(P/L) = 0.

11.36. 1)⇒ 2) Èìïëèêàöèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç 11.31.

2)⇒ 1) Ïóñòü N - íåêîòîðûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M , S � ïðîñòîé ïðà-

âûé R � ìîäóëü è I = Ann(S). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ãîìîìîðôèçì

f : N → S. Òàê êàê f(NI) = 0, òî äëÿ åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà

f1 : N → N/NI è íåêîòîðîãî ãîìîìîðôèçìà f2 : N/NI → S èìååì

f = f2f1. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî èç óñëîâèÿ (∗)
ñëåäóåò ðàâåíñòâî NI = N∩MI. Òîãäà îòîáðàæåíèå g : N/NI →M/MI,

äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó f(n + NI) = n + MI, ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèç-

ìîì. Òîãäà èç óñëîâèÿ ïóíêòà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ãîìîìîðôèç-
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ìà h : M/MI → S èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî f2 = hg. Åñëè i : N → M

- åñòåñòâåííîå âëîæåíèå è p :→ N/NI - åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì, òî

gf1 = pi. Òîãäà f = f2f1 = hgf1 = (hp)i.

11.37. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

N/Hom(M,N)N + L/Hom(M,N)N = M/Hom(M,N)N .

Òàê êàê ìîäóëüM π-ïðîåêòèâåí, òî Hom(M,N)+Hom(M,L) = End(M).

Òîãäà N = End(M)N ⊂ Hom(M,N)N + L = L. Ñëåäîâàòåëüíî,

L/Hom(M,N)N = M/Hom(M,N)N.

11.39. Ïóñòü N � ïîäìîäóëü ìîäóëÿ P . Òàê êàê

Hom(P,N) Hom(P,N)N ⊂ Hom(P,N)N ,

òî êàæäûé ãîìîìîðôèçì èç Hom(P,N) èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì èç

Hom(P/Hom(P,N)N,N/Hom(P,N)N).

Ïîñêîëüêó ìîäóëü P ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî êîïîëèôîðìíûì, òî èç 11.37 ñëåäó-

åò, ÷òî Hom(P,N)P = Hom(P,N)N . Òàê êàê ìîäóëü P ïîðîæäàåò êàæ-

äûé ñâîé ïîäìîäóëü, òî Hom(P,N)P = N . Ñëåäîâàòåëüíî, Hom(P,N)N =

N .

12.8. Èìïëèêàöèÿ 1)⇒ 2) î÷åâèäíà. Èìïëèêàöèÿ 2)⇒ 3) ñëåäóåò èç

9.12.

3) ⇒ 1) Ïóñòü M � îäíîðîäíûé ìîäóëü, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

ïóíêòà 3). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî S 6 M. Ñî-

ãëàñíî 12.7 äëÿ íåêîòîðûõ m ∈ M è j ∈ J(R) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

S = mjR. Òàê êàê mj(J(R)∩ jR) = 0, òî S èçîìîðôåí ïîäìîäóëþ ïîëó-

ïðîñòîãî ìîäóëÿ jR/(J(R) ∩ jR).

12.11. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî R/J(R) � ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëüöî R/J(R) îáëàäàåò íåíóëåâûì ýëåìåíòîì r, äëÿ

êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî r2 = 0. Òàê êàê R/J(R) � êîíå÷íîå ïðÿìîå

ïðîèçâåäåíèå ïîëíûõ ìàòðè÷íûõ êîëåö íàä òåëàìè, òî êîëüöî R/J(R)

îáëàäàåò ñèñòåìîé íåíóëåâûõ ìàòðè÷íûõ åäèíèö {e11, e12, e21, e22}. Äëÿ
íåêîòîðîãî èäåìïîòåíòà e ∈ R èìååì e + J(R) = e11 è (eR(1 − e))2 =
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((1 − e)Re)2 = 0. Òîãäà eR(1 − e) ∪ (1 − e)Re ⊂ J(R) è, ñëåäîâàòåëüíî,

e11 � öåíòðàëüíûé èäåìïîòåíò, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, R/J(R)

� ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî.

12.12. Èìïëèêàöèè 1)⇒2) ñëåäóåò èç 3.15 è 12.3.

2)⇒1) Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ôàêòîðêîëüöî R/J(R) è äëÿ êàæäîãî r ïî-

ëîæèì r = r + J(R). Òîãäà 1 = e1 + . . . + en, ãäå äëÿ êàæäîãî i ïðàâûé

R̄-ìîäóëü ēiR̄ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, è, ñëåäîâàòåëüíî, R̄ � êëàññè÷åñêè ïîëó-

ïðîñòîå êîëüöî. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà r ∈ R èìååò ìå-

ñòî ðàâåíñòâî r̄2 = r̄. Òîãäà r̄ = f̄1+. . .+ f̄k è 1− r̄ = fn−k+. . .+fm, ãäå f̄i

� ïðèìèòèâíûå âçàèìîîðòîãîíàëüíûå èäåìïîòåíòû. Èç òåîðåìû Æîðäà-

íà - Ã¼ëüäåðà ñëåäóåò, ÷òî n = m è áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì

ñ÷èòàòü äëÿ êàæäîãî i èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì ēiR̄ ∼= f̄iR̄. Ñîãëàñíî 5.17

äëÿ êàæäîãî i èìååì ei = aibi, f̄i = b̄iāi, ãäå āi ∈ ēiR̄f̄i, b̄i ∈ f̄iR̄ēi. Åñëè
u = a1 + . . .+an v = b1 + . . .+bn, òî ūv̄ = v̄ū = 1̄ è uf i = eiu = ai äëÿ êàæ-

äîãî i. Î÷åâèäíî, u � îáðàòèìûé ýëåìåíò. Ïîëîæèì f = u−1(e1+. . .+ek)u.

Òîãäà f = u−1(e1 + . . .+ ek)u = u−1e1u+ . . .+u−1eku = f 1 + . . .+ fk = r.

13.6. Ïóñòü IM/I2M � àðòèíîâûé ìîäóëü. Äîêàæåì ñ ïîìîùüþ èí-

äóêöèè ïî n, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N ìîäóëü InM/In+1M àðòèíîâ. Ïðè

n = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü InM/In+1M � àðòèíîâûé ìîäóëü

è {f1, . . . , fk} � ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ äëÿ ïðàâîãî S-ìîäóëÿ I. Äëÿ

êàæäîãî 1 6 i 6 k îïðåäåëåíû ýïèìîðôèçìû

φi : InM/In+1M → (fiI
nM + In+2M)/In+2M,

äåéñòâóþùèå ïî ïðàâèëóm+In+1M 7→ fim+/In+2M. Òîãäà äëÿ êàæäîãî

1 6 i 6 k ìîäóëè (fiI
nM + In+2M)/In+2M ÿâëÿþòñÿ àðòèíîâûìè è,

ñëåäîâàòåëüíî, ìîäóëü

k∑
i=1

(fiI
nM + In+2M)/In+2M = In+1M/In+2M

òàêæå ÿâëÿåòñÿ àðòèíîâûì.

13.10. Ïóñòü Mij = Mi−1 + Mi ∩M ′
j(1 6 i 6 n, 0 6 j 6 m). Òîãäà
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èìååì öåïü ïîäìîäóëåé

M = Mnm ⊇Mn,m−1 ⊇ . . . ⊇Mn1 ⊇Mn0 = Mn−1 =

= Mn−1,m ⊇Mn−1,m−1 ⊇ . . . ⊇Mn−1,1 ⊇Mn−1,0 = Mn−2

...

= Mim ⊇Mi,m−1 ⊇ . . . ⊇Mi1 ⊇Mi0 = Mi−1

...

= M1m ⊇M1,m−1 ⊇ . . . ⊇M11 ⊇M10 = M0 = 0,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ óïëîòíåíèåì öåïè 0 = M0 ⊆M1 ⊆ . . . ⊆Mn−1 ⊆Mn =

M. Ôàêòîðàìè ýòîé öåïè ÿâëÿþòñÿ ìîäóëè

Mij/Mi,j−1(1 6 i 6 n, 1 6 j 6 m).

Àíàëîãè÷íî ïîëàãàÿ M ′
ji = M ′

j−1 + M ′
j ∩ Mi(1 6 i 6 n, 0 6 j 6 m)

ïîëó÷èì óïëîòíåíèå öåïè 0 = M ′
0 ⊆ M ′

1 ⊆ . . . ⊆ M ′
n−1 ⊆ M ′

m = M, ó

êîòîðîé ôàêòîðàìè ÿâëÿþòñÿ ìîäóëè

M ′
ji/M

′
j,i−1(1 6 i 6 n, 1 6 j 6 m).

Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî ëåììå î áàáî÷êåMij/Mi,j−1
∼= M ′

ji/M
′
j,i−1, òî ïîñòðî-

åííûå óïëîòíåíèÿ öåïåé 0 = M0 ⊆ M1 ⊆ . . . ⊆ Mn−1 ⊆ Mn = M è

0 = M ′
0 ⊆M ′

1 ⊆ . . . ⊆M ′
n−1 ⊆M ′

m = M ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè.

13.13. Äîêàæèòå ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî äëèíå ìî-

äóëÿ B.

13.21. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R � àðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî, ó êîòîðîãî ðà-

äèêàë Äæåêîáñîíà íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì èäåàëîì. Òîãäà äëÿ íåêî-

òîðîãî íåíóëåâîãî èäåàëà I êîëüöà R èìååì I2 = I 6= 0, I ⊂ J(R). Ïóñòü

A � ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò â ìíîæåñòâå âñåõ òàêèõ íåíóëåâûõ ïðàâûõ

èäåàëîâ B, ÷òî BI = B,B ⊂ J(R). Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâî-

ãî ýëåìåíòà a ∈ A èìååì aI 6= 0, aII = aI. Â ñèëó âûáîðà A èìååì

aR ⊆ A = aI ⊆ aR. Òîãäà ai = a äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ J(R). Ñëåäîâàòåëü-

íî, a = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ýëåìåíòà a.

13.25. Èìïëèêàöèè 1)⇒ 2) è 2)⇒ 3)î÷åâèäíû.

3)⇒ 1) Ñîãëàñíî óñëîâèþ ïóíêòà 3) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

J(R) = x1R + . . .+ xnR + J2(R).
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Ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðî-

èçâîëüíîãî k ∈ N èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Jk(R) =
∑

xi1 . . . xikR + Jk+1(R).

Òîãäà ñîãëàñíî 9.10 äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N èìååì Jn(R) = 0. Èç óñëîâèÿ

ïóíêòà 3) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî k ∈ N Jk(R)/Jk+1(R) êîíå÷íî ïî-

ðîæäåí êàê ïðàâûé R � ìîäóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, RR � ìîäóëü êîíå÷íîé

äëèíû.

13.27. Ïîñêîëüêó A � êîíå÷íàÿ ïðÿìàÿ ñóììà ëîêàëüíûõ êîëåö, òî

áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A � ëîêàëüíîå êîëüöî

(ïðîâåðüòå !). Òàê êàê ìîäóëü M òî÷åí, òî îòîáðàæåíèå

f : J(A)→ HomA(M,MJ(A)),

äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó a 7→ (m 7→ ma) ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì ãîìî-

ìîðôèçìîìA - ìîäóëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, lg(J(A)) 6 lg(HomA(M,MJ(A))).

Åñëè m = lg(M/MJ(A)), òî èç ëåììû Íàêàÿìû ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå

ýïèìîðôèçìà g : Am →M. Îòîáðàæåíèå

g : HomA(M,MJ(A)))→ HomA(Am,MJ(A)),

äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó ϕ 7→ ϕg ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì A - ìîäóëåé.

Òàê êàê

HomA(Am,MJ(A)) ∼= HomA(A,MJ(A))m ∼= MJ(A)m,

òî lg(HomA(M,MJ(A))) 6 m lg(MJ(A)) = lg(M/MJ(A)) lg(MJ(A)).

Òîãäà

lg(J(A)) 6 lg(HomA(M,MJ(A))) 6 lg(M/MJ(A)) lg(MJ(A)) =

= lg(M/MJ(A))(lg(M)− lg(M/MJ(A))) 6 [
lg2(M)

4
].

Òàê êàê lg(A) = lg(J(A)) + 1, òî lg(A) 6 [ lg2(M)
4 ] + 1.

13.28. Ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ ïîäàëãåáðà ïîëíîé ìàòðè÷íîé àë-

ãåáðû Mn(P ). Ðàññìîòðèì ñíà÷àëî ñëó÷àé, êîãäà P � àëãåáðàè÷åñêè çà-

ìêíóòîå ïîëå. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âåêòîð - ñòðîê äëèíû
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n íàä ïîëåì P. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòó-

ðó òî÷íîãî ïðàâîãî A � ìîäóëÿ. Òîãäà èç 13.12 è 13.28 ñëåäóåò íåðà-

âåíñòâî dimP (A) 6 [n
2

4 ] + 1. Ïóñòü òåïåðü P � ïðîèçâîëüíîå ïîëå è

P � åãî àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå. Òàê êàê Mn(P ) ∼= P ⊗P Mn(P ) è

dimP P ⊗P A = dimP (A), òî ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå èìååì íåðàâåí-

ñòâî

dimP (A) = dimP (P ⊗P A) 6 [
n2

4
] + 1.

13.32. Ïîêàæåì, ÷òî R � íåòåðîâî ñïðàâà êîëüöî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ïðàâîãî èäåàëà I è äëÿ êàæäîãî n ∈ N ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî In

êîëüöà S âèäà

In = {s ∈ S | ∃s0, . . . , sn ∈ S : snr
n + . . .+ s1r + s0 ∈ I, sn = s}.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî In � èäåàë êîëüöà R. Íåñëîæíî çà-

ìåòèòü, ÷òî äâà èäåàëà I ⊂ I ′ êîëüöà R ñîâïàäàþò â òî÷íîñòè òîãäà,

êîãäà In = I ′n äëÿ êàæäîãî n ∈ N.
Ïóñòü A(1) ⊂ A(2) ⊂ . . . � âîçðàñòàþùàÿ öåïü ïðàâûõ èäåàëîâ êîëüöà

R. ßñíî, ÷òî A
(i)
j ⊂ A

(i′)
j′ , åñëè i 6 i′, j 6 j′. Òàê êàê S � íåòåðîâî ñïðàâà

êîëüöî, òî ñóùåñòâóåò m òàêîå, ÷òî A
(i)
i = A

(j)
j äëÿ êàæäûõ i, j > m è

ñóùåñòâóåò m′, äëÿ êîòîðîãî A
(i)
s = A

(i)
j , åñëè 0 6 i 6 m − 1 è j, s > m′.

Òîãäà äëÿ êàæäûõ i, j > max(m,m′) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî A(i) = A(i).

13.41 Ïóñòü M � íåíóëåâîé ïðàâûé RG-ìîäóëü. Ìîäóëü M îáëàäà-

åò ìàêñèìàëüíûì R-ïîäìîäóëåì N. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî
⋂
g∈GNg �

RG-ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M è M/
⋂
g∈GNg êàê ïðàâûé R ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ

íåíóëåâûì ïîëóïðîñòûì ìîäóëåì. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîäóëü M îáëàäàåò

ìàêñèìàëüíûì RG-ïîäìîäóëåì, êîòîðûé ñîäåðæèò ïîäìîäóëü
⋂
g∈GNg.

13.43. 1) Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì f : F → F/G. Òàê

êàê äëÿ êàæäîãî i ∈ N èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî f(xi) − f(xi+1)bi = 0, òî

F/G = (F/G)J(R). Òîãäà F/G = 0.

2) Ïóñòü r = ri äëÿ êàæäîãî èíäåêñà i. Äëÿ êàæäîãî m ∈ F ïî-

ëîæèì m̄ = m + G. Òîãäà F/G = ⊕∞i=1x̄iR. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F 6=
G. Òîãäà ìîäóëü F/G ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ïîäìîäóëü T . Ïîñêîëü-

êó äëÿ êàæäîãî i èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî xi+1r = x̄i, òî äëÿ íåêîòî-

ðîãî i0 èìååì x1, . . . , xi0 ∈ T ;xi0+1, xi0+2, . . . /∈ T . Äëÿ êàæäîãî m̄ ∈
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F/G ïîëîæèì m = m̄ + T . Ïîñêîëüêó (M/N)/T � ïðîñòîé ìîäóëü, òî

xi0+1R = xi0+2R. Òàê êàê Ann(xi0+1) è Ann(xi0+2) � äâóñòîðîííèå èäåà-

ëû è R/Ann(xi0+1) ∼= xi0+1R = xi0+2R ∼= R/Ann(xi0+2), òî Ann(xi0+1) =

Ann(xi0+1R) = Ann(xi0+2R) = Ann(xi0+2). Èç ðàâåíñòâà xi0+1r = xi0 ñëå-

äóåò, ÷òî r ∈ Ann(xi0+1) = Ann(xi0+2). Òîãäà 0 = xi0+2r = xi0+1, ÷òî

íåâîçìîæíî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî F = G.

13.44. 1)⇒ 2) Ïîñêîëüêó êàæäûé ïðàâûé R/J(R)-ìîäóëü ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê ïðàâûé R-ìîäóëü, òî êîëüöî R/J(R) ÿâëÿåòñÿ max -

êîëüöîì. Ïîêàæåì, ÷òî J(R) � t-íèëüïîòåíòíî ñïðàâà. Ïðåäïîëîæèì

ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ñåìåéñòîâî {bi}∞i=1 ýëåìåíòîâ èäå-

àëà J(R), ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

bnbn−1 . . . b1 6= 0. Ðàññìîòðèì ñâîáîäíûé ìîäóëü F ñ áàçèñîì {xi}∞i=1,

åãî ïîäìîäóëü G =
∞∑
i=1

(xi − xi+1bi)R. Ñîãëàñíî 13.43 F = G =
∞∑
i=1

(xi −

xi+1bi)R. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû r1, r2, . . . , rn, ÷òî x1 =
n∑
i=1

(xi−

xi+1bi)ri = x1r1 + x2(r2 − b1r1) + . . .+ xn(rn − bn−1rn−1)− xn+1bnrn. Ñðàâ-

íèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ, èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà

ïîëó÷àåì r1 = 1, r2 = b1r1 = b1, r3 = b2r2 = b2b1, . . . , rn = bn−1rn−1 =

bn−1bn−2 . . . b1 è 0 = bnrn = bnbn−1bn−2 . . . b1. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå

ïîêàçûâàåò, ÷òî èäåàë J(R) ÿâëÿåòñÿ t-íèëüïîòåíòíûì ñïðàâà.

2)⇒ 1) Åñëè M � íåíóëåâîé ïðàâûé R-ìîäóëü, òî MJ(R) 6= M . Ïî-

ñêîëüêóR/J(R) � ïðàâîå max-êîëüöî, òî ïðàâûéR/J(R) � ìîäóëüM/MJ(R)

ñîäåðæèò ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ïîäìîäóëü. Îòñþäî ñëåäóåò, ÷òî M

ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ïîäìîäóëü.

13.47. 1) Ïóñòü r � ýëåìåíò êîëüöà R, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ëåâûì

äåëèòåëåì íóëÿ. Ðàññìîòðèì ìîäóëü

M = ⊕∞i=1xiR,

ãäå xiR = R/riR. Ïóñòü N =
∑∞

i=1(xi+1r − xi). Ñîãëàñíî 13.43 ñóùå-
ñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû r1, . . . , rn ∈ R, ÷òî
x1 =

∑n
i=1(xi+1r − xi)ri = −x1r1 +

∑n
i=2 xi(rri−1 − ri) + xn+1rrn.

Òîãäà

x1 = −x1r1; rri−1 − ri ∈ riR, (i = 2, . . . , n); rrn ∈ rn+1R.

Ïîñêîëüêó r íå ÿâëÿåòñÿ ëåâûì äåëèòåëåì íóëÿ, òî èç rrn ∈ rn+1R
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ñëåäóåò rn ∈ rnR. Åñëè rk ∈ rkR, ãäå k = 2, . . . , n, òî èç rrk−1 − rk ∈ rkR
ñëåäóåò rrk−1 ∈ rkR è, ñëåäîâàòåëüíî, rk−1 ∈ rk−1R. Ïî èíäóêöèè ìû

èìååì r1 ∈ r1R. Òîãäà x1 = −x1r1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, rR = R è äëÿ

íåêîòîðîãî ýëåìåíòà s èìååì rs = 1. Ïîñêîëüêó (sr − 1)s, òî sr = 1 è

r ∈ U(R).

2) Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî r ∈ R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî rR ⊕
rR(r) = RR. Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî R � ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî è rR(r) �

äâóñòîðîííèé èäåàë. Ïóñòü s ∈ rR ∩ rR(r). Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ R
èìååì s = rx è rs = 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì xs ∈ rR(r), s2 = rxs = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó R � ðåäóöèðîâàííîå, òî s = 0. Ðàññìîò-

ðèì êîëüöî R = R/rR(r). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî R ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì èíâàðè-

àíòíûì êîëüöîì è ïðàâûì max-êîëüöîì. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà

s = s + rR(r) ∈ R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî rs = 0, òî rs ∈ rR(r) ∩ rR = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, s ∈ rR(r) è s = 0. Òàêèì îáðàçîì, r íå ÿâëÿåòñÿ ëåâûì

äåëèòåëåì íóëÿ è èç ïóíêòà 1) ñëåäóåò, ÷òî r ∈ U(R). Òàêèì îáðàçîì,

rR = R è, ñëåäîâàòåëüíî, rR + rR(r) = RR.

13.51. Èìïëèêàöèè 1)⇒ 2), 2)⇒ 3), 3)⇒ 4) è 5)⇒ 1) ïðîâåðÿþòñÿ

íåïîñðåäñòâåííî.

4) ⇒ 1). Ïóñòü 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ . . . ⊂ Mα ⊂ Mα+1 ⊂ . . . ⊂ Mτ = M

� âîçðàñòàþùàÿ öåïî÷êà ïîäìîäóëåé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ïóíêòà

4). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà 1) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäûé íåíóëåâîé

ïîäôàêòîð ìîäóëÿM èìååò íåíóëåâîé öîêîëü. Ïóñòü G è F � ïîäìîäóëè

ìîäóëÿ M è G $ F . Äîïóñòèì β � íàèìåíüøåå îðäèíàëüíîå ÷èñëî, äëÿ

êîòîðîãî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Mβ ∩G 6= Mβ ∩ F . Î÷åâèäíî, ÷òî β �

íåïðåäåëüíîå îðäèíàëüíîå ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì,Mβ−1∩G = Mβ−1∩F è

(F+Mβ−1)/(G+Mβ−1) ∼= F/(G+(F ∩Mβ−1)) ∼= F/G. Åñëè F ∩Mβ ⊂ G+

Mβ−1, òî F ∩Mβ ⊂ G+(F ∩Mβ−1) = G+(G∩Mβ−1) = G. Ñëåäîâàòåëüíî,

Mβ∩G = Mβ∩F , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî F∩Mβ * G+Mβ−1. Òîãäà èç èçîìîðôèçìà

((F ∩Mβ) +G+Mβ−1)/(G+Mβ−1) ∼= (F ∩Mβ)/F ∩ (Mβ−1 + (G ∩Mβ))

ñëåäóåò, ÷òî íåíóëåâîé ìîäóëü ((F∩Mβ)+G+Mβ−1)/(G+Mβ−1) ÿâëÿåòñÿ

ãîìîìîðôíûì îáðàçîì ìîäóëÿ (F ∩ Mβ)/(F ∩ Mβ−1) ∼= ((F ∩ Mβ) +

Mβ−1)/Mβ−1, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì.
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1) ⇒ 5). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èìïëèêàöèè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

êëàññ ïîëóàðòèíîâûõ ìîäóëåé, çàìêíóò îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ïîäìîäóëåé,

ôàêòîðìîäóëåé è ïðÿìûõ ñóìì. Çàìêíóòîñòü ïîëóàðòèíîâûõ ìîäóëåé îò-

íîñèòåëüíî ïîäìîäóëåé è ôàêòîðìîäóëåé ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Ðàâíîñèëüíîñòü ïóíêòîâ 1) è 4) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëóàðòèíîâû ìîäóëè

çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ ñóìì.

13.54. Èñïîëüçóåì òðàíñôèíèòíóþ èíäêóöèþ ïî α. Ñëó÷àé α = 0 î÷å-

âèäåí. Åñëè α � ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî ðàâåíñòâî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåä-

ñòâåííî. Ïóñòü α � íåïðåäåëüíûé îðäèíàë. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè

ïîëó÷àåì

(Socα(N) + Socα−1(M))/ Socα−1(M) ∼=
Socα(N)/(Socα(N) ∩ Socα−1(M)) = Socα(N)/ Socα−1(N).

Îòñþäî ñëåäóåò âêëþ÷åíèå Socα(N) ⊂ Socα(M) ∩ N . Ñ äðóãîé ñòîðîíû

èìååì

(Socα(M) ∩N)/ Socα−1(N) = (Socα(M) ∩N)/(Socα−1(M) ∩N) ∼=
(Socα(M) ∩N + Socα−1(M))/ Socα−1(M),

÷òî äîêàçûâàåò îáðàòíîå âêëþ÷åíèå.

13.55.Èñïîëüçóåì òðàíñôèíèòíóþ èíäêóöèþ ïî α. ÏóñòüM = ⊕i∈IMi.

Ñëó÷àé α = 1 î÷åâèäåí. Åñëè α � ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî ðàâåíñòâî ïðî-

âåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ïóñòü α � íåïðåäåëüíûé îðäèíàë. Òîãäà ïî

ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè Socα−1(⊕i∈IMi) = ⊕i∈I Socα−1(Mi). Èç åñòå-

ñòâåííîãî èçîìîðôèçìà

Mi/ Socα−1(Mi) ∼= (Mi + Socα−1(M))/ Socα−1(M)

ñëåäóåò

Soc(Mi/ Socα−1(Mi)) = Socα(Mi)/ Socα−1(Mi) ∼= (Socα(Mi) +

Socα−1(M))/ Socα−1(M) = Soc((Mi + Socα−1(M))/ Socα−1(M)).

Òîãäà

Socα(M)/ Socα−1(M) = Soc(M/ Socα−1(M)) =

⊕i∈I Soc((Mi + Socα−1(M))/ Socα−1(M)) =

⊕i∈I(Socα(Mi) + Socα−1(M))/ Socα−1(M) = (⊕i∈I Socα(Mi))/ Socα−1(M)
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è, ñëåäîâàòåëüíî, Socα(⊕i∈IMi) = ⊕i∈I Socα(Mi).

13.56. Èñïîëüçóÿ òðàíñôèíèòíóþ èíäóêöèþ, ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæ-

äîãî îðäèíàëà α èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå f(Socα(M)) ⊂ Socα(N). Åñëè

α = 0, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî β < α íàøå

óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Åñëè β � ïðåäåëüíûé îðäèíàë, òî âêëþ÷åíèå ïðî-

âåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ïóñòü α � íåïðåäåëüíûé îðäèíàë. Ïî ïðåäïî-

ëîæåíèþ èíäóêöèè f(Socα−1(M)) ⊂ Socα−1(N). Òîãäà îòîáðàæåíèå f èí-

äóöèðóåò ãîìîìîðôèçì f̄ : M/ Socα−1(M)) → N/ Socα−1(N). Ïîñêîëüêó

f̄(Soc(M/ Socα−1(M))) ⊂ Soc(N/ Socα−1(N)), òî f(Socα(M)) ⊂ Socα(N).

13.60. Èìïëèêàöèè 1)⇒ 2) è 2)⇒ 3) î÷åâèäíû.

3) ⇒ 1) Èç óñëîâèÿ ïóíêòà 3) ñëåäóåò, ÷òî f � ìîíîìîðôèçì. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî f íå ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì. Ïóñòü α � íàèìåíüøèé îð-

äèíàë òàêîé, ÷òî f|Socα(M) : Socα(M) → Socα(M) íå àâòîìîðôèçì. ßñíî,

÷òî α � íåïðåäåëüíûé îðäèíàë. Ãîìîìîðôèçì f|Socα(M) èíäóöèðóåò ãîìî-

ìîðôèçì g : Socα(M)/ Socα−1(M)→ Socα(M)/ Socα−1(M), äåéñòâóþùèé

ïî ïðàâèëó: m + Socα−1(M) 7→ f(m) + Socα−1(M). Åñëè Ker(g) 6= 0, òî

f(m) ∈ Socα−1(M) äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà m ∈ Socα(M) \ Socα−1(M).

Ñ äðóãîé ñòðîíû, ïîñêîëüêó f|Socα−1(M) : Socα−1(M)→ Socα−1(M) � àâòî-

ìîðôèçì, òî äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà m′ ∈ Socα−1(M) âûïîëíåíî ðàâåí-

ñòâî f(m′) = f(m). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ èíúåêòèâíîñòüþ f. Òàêèì

îáðàçîì, g èíúåêòèâíî è ïîñêîëüêó Socα(M)/ Socα−1(M) � ìîäóëü êî-

íå÷íîé äëèíû, òî g � àâòîìîðôèçì. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî m ∈
Socα(M) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò m′ ∈ Socα(M) òàêîé, ÷òî f(m) = f(m′)+n,

ãäå n ∈ Socα−1(M). Òàê êàê f|Socα−1(M) : Socα−1(M)→ Socα−1(M) � àâòî-

ìîðôèçì, òî f(n′) = n äëÿ íåêîòîðîãî n′ ∈ Socα−1(M). Òàêèì îáðàçîì,

m = f(m′ + n′). Ñëåäîâàòåëüíî, f|Socα(M) � àâòîìîðôèçì, ÷òî ïðîòèâîðå-

÷èò ñäåëàííîìó âûøå ïðåäïîëîæåíèþ.

13.64. 1)⇒ 2) Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî J(R) � t-íèëüïîòåíòíûé ñëåâà

èäåàë. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà r ∈ R îáîçíà÷èì ÷åðåç h(r) íàèìåíüøèé

îðäèíàë β, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå r ∈ Socβ(RR). Íåïîñðåä-

ñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî h(r) � íåïðåäåëüíûé îðäèíàë. Ïóñòü {ri}∞i=1 �

ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ èç J(R). Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî îðäèíàëà α è ïðà-

âîãîR-ìîäóëÿM ìîäóëü Socα(M)/ Socα−1(M) ïîëóïðîñò, òî Socα(M)J(R) ⊂
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Socα−1(M). Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì óáûâàþùóþ öåïî÷êó h(r1) > h(r1r2) >

. . .. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ óáûâàþùàÿ öåïî÷êà îðäèíàëîâ ñòàáèëèçèðóåòñÿ,

òî ñóùåñòâåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî r1r2 . . . rn = 0

2)⇒ 1) Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ïðàâûé R-ìîäóëü. Åñëè

mJ(R) 6= 0 äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî m ∈ M , òî äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî

m ∈ M ìû ñìîæåì íàéòè òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ri}∞i=1 ýëåìåíòîâ

èç J(R), ÷òî äëÿ êàæäîãî n èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî mr1r2 . . . rn 6= 0.

×òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ïóíêòà 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîäóëü M ñîäåð-

æèò òàêîé íåíóëåâîé ýëåìåíò m, ÷òî mJ(R) = 0. Ïîñêîëüêó R/J(R)

ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà, òî ìîäóëü mR ñîäåðæèò ïðîñòîé ïîäìîäóëü.

13.65. Ïóñòü P � íåêîòîðîå ïîëå è I � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíî-

æåñòâî. Ðàññìîòðèì â êîëüöå CFMI(P ) ïîäêîëüöî R âèäà PE +N , ãäå

E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à N = {A ∈ CFMI(P ) | Aij = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ

ïàð (i, j) ∈ I × I è Aij = 0, åñëè i > j}. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî R � ëîêàëüíîå êîëüöî è J(R) = N .

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè I óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îáðûâà óáûâàþùèõ (âîç-

ðàñòàþùèõ) öåïî÷åê, òî èäåàë J(R) ÿâëÿåòñÿ t-íèëüïîòåíòíûì ñïðàâà(ñëåâà).

Ïóñòü (ri)
∞
i=1 � ñèñòåìà ýëåìåíòîâ èçN è sn = rn . . . r1 (tn = r1 . . . rn). Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç An (Bn) ìíîæåñòîâ èíäåêñîâ i ∈ I, äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ

òàêîé ýëåìåíò k ∈ I, ÷òî (sn)ik 6= 0((tn)ki 6= 0). ßñíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî

i ∈ An+1(i ∈ Bn+1) íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò j ∈ An(j ∈ Bn), äëÿ êîòîðîãî

i < j(i > j). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî j ∈ An+1(j ∈
Bn+1) ñóùåñòâóåò òàêàÿ öåïî÷êà j < jn < . . . < j1(j > jn > . . . > j1),

÷òî jk ∈ Ak(jk ∈ Bk), ãäå 1 6 k 6 n. Ïîñêîëüêó I óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ îáðûâà óáûâàþùèõ(âîçðàñòàþùèõ) öåïî÷åê è An (Bn) êîíå÷íî äëÿ

êàæäîãî n, òî èç òåîðåìû Êåíèíãà ñëåäóåò, ÷òî Am = ∅ (Bm = ∅) äëÿ

íåêîòîðîãî m. Ñëåäîâàòåëüíî, 0 = rm . . . r1 (0 = r1 . . . rm).

Åñëè I íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îáðûâà óáûâàþùèõ(âîçðàñòàþùèõ)

öåïî÷åê, òî â I ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ óáûâàþùàÿ(âîçðàñòàþùàÿ) öåïü

i1 > i2 > . . . (i1 < i2 < . . .). Òîãäà äëÿ ñèñòåìû ìàòðè÷íûõ åäèíèö

{ei2,i1, ei3,i2, . . .} ({ei1,i2, ei2,i3, . . .}) íåðàâåíñòâî ein,in−1 . . . ei3,i2ei2,i1 6= 0

(ei1,i2ei2,i3 . . . ein−1,in 6= 0) èìååò ìåñòî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n.

Òàêèì îáðàçîì, èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî èäåàë
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J(R) t-íèëüïîòåíòåí ñïðàâà(ñëåâà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ îáðûâà óáûâàþùèõ(âîçðàñòàþùèõ) öåïî÷åê. Â ÷àñòíî-

ñòè, åñëè ïîëîæèòü I = N, òî ìû ïîëó÷èì ïðèìåð êîëüöà, êîòîðîå ïîëó-

àðòèíîâî ñëåâà, íî íå ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà.

13.61. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî Soc(M) èìååò êîíå÷íóþ äëèíó. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî Soc(M) íå ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì êîíå÷íîé äëèíû. Ïóñòü A �

ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M , ó êîòîðûõ öîêîëè íå

ÿâëÿþòñÿ ìîäóëÿìè êîíå÷íîé äëèíû. ßñíî, ÷òîA 6= ∅. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ïîäìîäóëü N0 ∈ A ìîäóëÿ M òàêîé, ÷òî

Loewy(N0) = min{Loewy(N) | N ∈ A}.

Ïîëîæèì α = Loewy(N0). Ïîñêîëüêó N0 êîíå÷íî ïîðîæäåí, òî ìîäóëü

N0/Socα−1(N0) ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì ìîäóëåì êîíå÷íîé äëèíû. Ïóñòü

n = lg(N0/Socα−1(N0)). Òàê êàê ïîäìîäóëü Soc(N0) èìååò áåñêîíå÷íóþ

äëèíó, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Soc(N0) = S1 ⊕ . . .⊕ Sn+1,

ãäå S1, . . . , Sn+1 ïîäìîäóëè ìîäóëÿ M, ó êîòîðûõ äëèíû áåñêîíå÷íû.

Ïóñòü S1, . . . , Sn+1 � çàìûêàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ïîäìîäóëåé S1, . . . , Sn+1

â ìîäóëå N0. Ñîãëàñíî 9.25 ïîäìîäóëè S1, . . . , Sn+1 çàìêíóòû â ìîäóëå

M. Òîãäà â ñèëó âûáîðà ìîäóëÿ N0 èìååþò ìåñòî ðàâåíñòâà

α = Loewy(S1) = . . . = Loewy(Sn+1).

Ïóñòü f : N0 → N0/Socα−1(N0). Ñîãëàñíî 13.54 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Socα−1(N0) ∩ (S1 ⊕ . . .⊕ Sn+1) = Socα−1(S1 ⊕ . . .⊕ Sn+1)

Socα−1(S1 ⊕ . . .⊕ Sn+1) = Socα−1(S1)⊕ . . .⊕ Socα−1(Sn+1).

Òîãäà

f(S1 ⊕ . . .⊕ Sn+1) ∼= S1/ Socα−1(S1)⊕ . . .⊕ Sn+1/ Socα−1(Sn+1).

Òàê êàê Si/ Socα−1(Si) 6= 0 äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 n + 1, òî ìîäóëü

N0/ Socα−1(N0) ñîäåðæèò ïîäìîäóëü, ó êîòîðîãî äëèíà áîëüøå n, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó n = lg(N0/ Socα−1(N0)).
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13.41 Ïóñòü M � íåíóëåâîé ïðàâûé RG-ìîäóëü. Ìîäóëü M îáëàäà-

åò ïðîñòûì R-ïîäìîäóëåì S. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî
∑

g∈G Sg � RG-

ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M , êîòîðûé êàê ïðàâûé R ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ìîäó-

ëåì êîíå÷íîé äëèíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîäóëü M îáëàäàåò ïðîñòûì RG-

ïîäìîäóëåì, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â ïîäìîäóëå
∑

g∈G Sg.

13.70. Èç 13.54 ñëåäóåò, ÷òî

Loewy(N) = min{α | N = N ∩ Socα(M)}.

Èç 13.56 ñëåäóåò, ÷òî

Loewy(M/ SocLoewy(N)(M)) 6 Loewy(M/N).

Òîãäà

Loewy(M) = Loewy(SocLoewy(N)(M)) + Loewy(M/ SocLoewy(N)(M)) 6

Loewy(N) + Loewy(M/N).

13.71. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü, èñïîëüçóÿ ìàòåìàòè÷åñêóþ

èíäóêöèþ ïî ïðàâîé äëèíå Ëåâè êîëüöà. Ñëó÷àé Loewy(RR) = 1 ñëåäóåò

èç òåîðåìû Âåääåðáàðíà - Àðòèíà. Äîïóñòèì Loewy(RR) = n è M =

J(R) ∩ Soc(RR). Ïîñêîëüêó Soc(RR)M = 0, òî ìîäóëü RM ìû ìîæåì

ðàññìàòðèâàòü êàê ëåâûé R = R/ Soc(RR)-ìîäóëü è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî

ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè Loewy(RM) 6 Loewy(RR) 6 2n−1 − 1.

Ïîêàæåì, ÷òî Soc(RR)/M ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì ëåâûì R-ìîäóëåì.

Ïóñòü e � ïðèìèòèâíûé èäåìïîòåíò èç Soc(RR). Åñëè ëåâûé R/M -ìîäóëü

(R/M)(e+M) ñîäåðæèò íèëüïîòåíòíûé èäåàë (A+M)/M , ãäåA-ïîäìîäóëü

Re, òî èç ðàâåíòñâàM 2 = 0 ñëåäóåò, ÷òî ëåâûé èäåàë A ÿâëÿåòñÿ íèëüïî-

òåíòíûì. ÒîãäàA ⊂ J(R)∩Soc(RR) = M è, ñëåäîâàòåëüíî, (R/M)(e+M)

� ïðîñòîé ìîäóëü. Ïîñêîëüêó Soc(RR) = ⊕i∈IeiR ⊕M , ãäå ei � ïðèìè-

òèâíûå èäåìïîòåíòû, òî èç ðàâåíñòâà Soc(RR)/M = (
∑

i∈I ReiR+M)/M

ñëåäóåò, ÷òî Soc(RR)/M ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì ëåâûì R-ìîäóëåì.

Òîãäà

Loewy(RR) 6 Loewy(RR/ Soc(RR))+Loewy(RSoc(RR)/M)+Loewy(RM) 6

(2n−1 − 1) + 1 + (2n−1 − 1) = 2n − 1.
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13.72. Ïóñòü D � íåêîòîðîå òåëî, T = CFMN(D) è S = Soc(T ). Ïóñòü

φ : S → S � îòîáðàæåíèå, ïðè êîòîðîì φ(A)ij = Ai+1,j, ãäå A ∈ S è

i, j ∈ N. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî φ � D − T -ãîìîìîðôèçì è Ker(φ) = {A ∈
S | Ai,j = 0 äëÿ êàæäîãî i > 1 }. Íà ìíîæåñòâå R = D × S îïðåäåëèì

îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ïîêîîðäèíàòíî è îïåðàöèþ óìíîæåíèå ïî ïðàâèëó

(d, s)(d′, s′) = (dd′, sd′ + ds′ + sφ(s′)).

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî îòíîñèòåëüíî ââåäåííûõ

îïåðàöèé R � êîëüöî ñ åäèíèöåé (1, 0) è (0, S), (0,Ker(φ)) � åãî èäåàëû,

ïðè÷åì (0, S)(0,Ker(φ)) = 0. Òàê êàê (0, s)(d′, s′) = (0, s(d′ + φ(s′))) è φ

� ýïèìîðôèçì, òî Lat((0, S)R) = Lat(ST ). Òàêèì îáðàçîì, ïðàâûé èäåàë

(0, S) êîëüöà R ïîëóïðîñò è ïîñêîëüêó R/(0, S) ∼= D, òî R � ïîëóàðòè-

íîâî êîëüöî è l(RR) = 2.

Òàê êàê (0, S)(0,Ker(φ)) = 0, òî ëåâûé èäåàë (0,Ker(φ)) ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê ëåâûé ìîäóëü íàä êîëüöîìR/(0, S) ∼= D. Òîãäà (0,Ker(φ))

� ïîëóïðîñòîé ëåâûé R � ìîäóëü. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâà-

åò, ÷òî Ker(φ) � òî÷íûé ïðàâûé T -ìîäóëü. Ïóñòü (d, s) � ïðîèçâîëüíûé

ýëåìåíò êîëüöà R, êîòîðûé íå ëåæèò â (0,Ker(φ)). Â ýòîì ñëó÷àå ëè-

áî d 6= 0, ëèáî s /∈ Ker(φ). Ïîñêîëüêó â êîëüöå CFMN(D) èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî D ∩ S = 0, òî d + φ(s) 6= 0. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé íåíóëå-

âîé ýëåìåíò (0, n) ∈ (0,Ker(φ)), ÷òî (0, n)(d, s) = (0, n(d + φ(s))) 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ëåâûé èäåàë (0,Ker(φ)) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì â RR è,

ñëåäîâàòåëüíî, Soc(RR) = Ker(φ). Ïîñêîëüêó R/(0,Ker(φ)), î÷åâèäíî, íå

ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì, òî l(RR) = 3.

14.5. 1) Ïîñêîëüêó rn−1R 6= 0, òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò s ∈ R,

÷òî e = rn−1s � íåíóëåâîé èäåìïîòåíò è s = se. Ïóñòü ei = rn−isri−1 äëÿ

êàæäîãî 1 6 i 6 n. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî e2
i = ei è òàê êàê ri−1eir

n−is = e 6=
0, òî ei 6= 0. Åñëè i < j, òî

ejei = rn−jsrj−1rn−isri−1 = rn−jsrn+j−i−1sri−1 = 0.

Ïóñòü f = e1 ◦ . . . ◦ en. Òîãäà èç 3.4 ñëåäóåò, ÷òî f � íåíóëåâîé èäåì-

ïîòåíò è fei = eif = ei äëÿ êàæäîãî i. Ðàññìîòðèì êîëüöî S = fRf .

ßñíî, ÷òî S = ⊕ni=1eiS. Ïîñêîëüêó ei = (rn−is)ri−1 è e = e1 = ri−1(rn−is),

òî eiS ∼= e1S äëÿ êàæäîãî i. Òîãäà S ∼= EndS(SS) = EndS(⊕ni=1eiS) ∼=
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Mn(eSe) è, ñëåäîâàòåëüíî, êîëüöî S ñîäåðæèò ñèñòåìó èç n2 ìàòðè÷íûõ

åäèíèö.

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî e11Re11 � íåðåäóöèðîâàííîå êîëüöî. Ïóñòü f =

e11 + . . . + enn è S = fRf . Òîãäà S ∼= Mn(e11Se11), ïðè÷åì e11Se11 =

e11Re11. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî 1) êîëüöî e11Se11 ñîäåðæèò ñèñòåìó

{tij}ki,j=1 èç k2 > 1 ìàòðè÷íûõ åäèíèö. Òàêèì îáðàçîì, êîëüöî R ñî-

äåðæèò ñèñòåìó {fij}nki,j=1 èç (nk)2 ìàòðè÷íûõ åäèíèö, ïðè÷åì áåç îãðà-

íè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî f11 ∈ e11Re11.

Äîïóñòèì, ÷òî f íå ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì èäåìïîòåíòîì. Ïîñêîëü-

êó R �ïîëóïåðâè÷íîå êîëüöî, òî fR(1 − f) 6= 0. Òîãäà essR(1 − f) 6= 0

äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 s 6 n. Òàê êàê essR(1 − f)R íå ÿâëÿåòñÿ íèëüïî-

òåíòíûì èäåàëîì, òî essR(1− f)Ress 6= 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðåäêîëüöî

essR(1−f)Ress ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðèìèòèâíûì I0-ïðåäêîëüöîì. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé èäåìïîòåíò fss ∈ essR(1 − f)Ress, ÷òî äëÿ íåêî-

òîðûõ ýëåìåíòîâ fs,n+1 ∈ essR(1−f), fn+1,s ∈ (1−f)Ress èìååò ìåñòî ðà-

âåíñòâî fss = fs,n+1fn+1,s. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

fssfs,n+1 = fs,n+1 è fn+1,sfss = fn+1,s. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçû-

âàåò, ÷òî fn+1,n+1 = fn+1,sfs,n+1 � íåíóëåâîé èäåìïîòåíò. Ïóñòü fsi = fssesi

è fis = eisfss, ãäå i = 1, . . . , n, è fij = fisfsj, ãäå i, j = 1, . . . , n + 1. Ëåã-

êî âèäåòü, ÷òî {fij}n+1
i,j=1 � ñèñòåìà ìàòðè÷íûõ åäèíèö è f11 � íåíóëåâîé

èäåìïîòåíò êîëüöà e11Re11.

14.6. Ïóñòü I � íåíóëåâîé èäåàë êîëüöà R, In(I) = m è r ∈ I �

òàêîé ýëåìåíò, ÷òî In(r) = m. Òîãäà èç 14.5 ñëåäóåò, ÷òî â èäåàëå I

ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ ñèñòåìà ìàòðè÷íûõ åäèíèö {eij}mi,j=1. Åñëè ëèáî

êîëüöî e11Re11 íå ðåäóöèðîâàíî, ëèáî èäåìïîòåíò f = e11 + . . . + emm

íåöåíòðàëåí â R, òî èç ïóíêòà 2 14.5 ñëåäóåò, ÷òî â èäåàëå I ñóùåñòâóåò

íåíóëåâàÿ ñèñòåìà ìàòðè÷íûõ åäèíèö {fij}si,j=1, ãäå s > m. Òîãäà ëåãêî

âèäåòü, ÷òî In(f12 + f23 + . . .+ fs−1,s) = s > m. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå

ïîêàçûâàåò, ÷òî èäåìïîòåíò f öåíòðàëåí â R, à êîëüöî e11Re11 ÿâëÿåòñÿ

ðåäóöèðîâàííûì.

14.7. 1) ⇒ 2) Èç ëåììû Öîðíà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ìàê-

ñèìàëüíîãî ìíîæåñòâà îðòîãîíàëüíûõ íåíóëåâûõ öåíòðàëüíûõ èäåìïî-

òåíòîâ {fi}i∈I , ÷òî fiR = Mni(Di), ãäå Di � ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî, è
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ni 6 n äëÿ êàæäîãî i ∈ I. Ðàññìîòðèì èäåàë A = ⊕i∈IMni(Di). Åñëè äëÿ

íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî ïðàâîãî èäåàëà B êîëüöà R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

B∩A = 0, òî BA = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, l(A) 6= 0. Òîãäà, ñîãëàñíî 14.6 èäå-

àë l(A) ñîäåðæèò òàêîé öåíòðàëüíûé èäåìïîòåíò f , ÷òî fR = Mn0(D),

ãäåD � ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî è n0 6 n. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáî-

ðîì ìíîæåñòâà {fi}i∈I . Òàêèì îáðàçîì, èäåàë A ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì

â R. Âûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ ïóíêòà b) äëÿ êîëåö Di ïðîâåðÿåòñÿ íåïî-

ñðåäñòâåííî.

2) ⇒ 1) Î÷åâèäíî.

14.8. Òàê êàê èäåàë I ñîäåðæèò íåíóëåâîé èäåìïîòåíò, òî ìû ìî-

æåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî I ñîäåðæèò ñèñòåìó èç n1 > 1 ìàòðè÷íûõ åäè-

íèö {e(1)
i1j1
}. Åñëè ëèáî êîëüöî e

(1)
11 Re

(1)
11 íå ðåäóöèðîâàíî, ëèáî èäåìïî-

òåíò
∑
e

(1)
i1j1

íå öåíòðàëåí, òî ïî 14.5 ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåíóëåâàÿ ñèñòåìà

{e(2)
i2j2
} èç n2 ìàòðè÷íûõ åäèíèö, ÷òî e

(2)
11 ∈ e

(1)
11 Re

(1)
11 è n2 > n1. Ïîâòî-

ðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå âûøå, ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñèñòåì èç nk ìàòðè÷íûõ åäèíèö {e(k)
ikjk
} (k = 1, 2, . . . ), ãäå n1 < n2 <

. . . è e
(k)
11 ∈ e

(k−1)
11 Re

(k−1)
11 . Äîïóñòèì, ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåñêîíå÷íà.

Òîãäà ìû èìååì áåñêîíå÷íóþ âîçðàñòàþùóþ öåïî÷êó ïðàâûõ èäåàëîâ

(1 − e
(1)
11 )R ⊆ (1 − e

(2)
11 )R ⊆ . . .. Ïîñêîëüêó e

(k)
11 6= 0 äëÿ êàæäîãî k, òî⋃∞

i=1(1− e
(i)
11 )R 6= R. Ïóñòü M � ìàêñèìàëüíûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà R,

êîòîðûé ñîäåðæèò ïðàâûé èäåàë
⋃∞
i=1(1− e

(i)
11 )R, è P = AnnR(R/M). Åñ-

ëè e
(i)
11 ∈ P ⊂ M äëÿ íåêîòîðîãî i, òî 1 ∈ M , ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì

îáðàçîì, e
(i)
11 /∈ P äëÿ êàæäîãî i. Òîãäà äëÿ êàæäîãî i êîëüöî R/P ñîäåð-

æèò ñèñòåìó èç ni ìàòðè÷íûõ åäèíèö è, ñëåäîâàòåëüíî, R/P íå ÿâëÿåòñÿ

êîëüöîì îãðàíè÷åííîãî èíäåêñà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò,

÷òî äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k êîëüöî e
(k)
11 Re

(k)
11 ðåäóöèðîâàíî è

èäåìïîòåíò f =
∑
e

(k)
ikjk

öåíòðàëåí. Òàê êàê e
(k)
11 ∈ e

(1)
11 Re

(1)
11 , òî {e

(k)
ikjk
} ⊂ I.

Òîãäà I ñîäåðæèò èäåàë S = fRf , êîòîðûé êàê êîëüöî èçîìîðôåí êîëüöó

Mn(e
(k)
11 Se

(k)
11 ), ãäå êîëüöî e

(k)
11 Se

(k)
11 = e

(k)
11 Re

(k)
11 ðåäóöèðîâàíî.

14.9. Ïîñêîëüêó R � íåðàçëîæèìîå êîëüöî, òî èç 14.8 ñëåäóåò, ÷òî

R = Mn(D), ãäå D � ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî. Òàê êàê â ðåäóöèðîâàííîì

êîëüöå êàæäûé èäåìïîòåíò ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì, òî D � I0-êîëüöî, â

êîòîðîì íåò íåòðèâèàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ. Ò.å. D � òåëî.
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14.8. Ñì. 12.11

14.12. ßñíî, ÷òî óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü äëÿ ïîäìîäóëåé

ìîäóëÿ M , êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ äâóìÿ ýëåìåíòàìè. Ïóñòü m, n ∈ M .

Òîãäà mR = eM è (n − e(n))R = fM , ãäå e è f � èäåìïîòåíòû êîëüöà

End(M). Ðàññìîòðèì ýëåìåíò e+ f − fe. Èìååì

(e+ f − fe)(m) = e(m) + f(m)− fe(m) = m

è

(e+f−fe)(n) = e(n)+f(n)−fe(n) = e(n)+f(n−e(n)) = e(n)+n−e(n) = n.

Òàêèì îáðàçîì,

Im(e+ f − fe) = nR +mR

è

(e+ f − fe)|nR+mR = 1nR+mR.

Ñëåäîâàòåëüíî, e+ f − fe � èäåìïîòåíò è mR + nR = (e+ f − fe)M .

14.18. 1) Ïóñòü x + I � èäåìïîòåíò êîëüöà R/I. Òîãäà x2 − x ∈ I è,

ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ I èìååì (x2 − x)y(x2 − x) = (x2 − x).

Åñëè z = 1 − (1 − x)y(1 − x), òî x = xzx. Ïîñêîëüêó x − xz ∈ I, òî

x+ I = xz + I è (xz)2 = xz.

2) Ñîãëàñíî 1) ñóùåñòâóåò òàêîé èäåìïîòåíò f1 ∈ R, ÷òî f1 + I = e1.

Ðàññìîòðèì êîëüöî R1 = (1−f1)R(1−f1) è èäåàë I1 = (1−f1)I(1−f1) â

íåì. Ïóñòü r+ I = e2, ãäå r ∈ R. Òîãäà äëÿ ýëåìåíòà s = (1− f1)r(1− f1)

èìååì s+ I = e2 è s− s2 ∈ I1. Ñîãëàñíî 1) ñóùåñòâóåò òàêîé èäåìïîòåíò

f2 ∈ (1 − f1)R(1 − f1), ÷òî f2 + I1 = s + I1. Òîãäà f2 îðòîãîíàëåí f1 è

f2 + I = s+ I = e2.

Äîïóñòèì, äëÿ n > 2 ìû ïîñòðîèëè èäåìïîòåíòû f1, f2, . . . , fn. Èç

ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò en+1,

÷òî fn+1 + I = en+1 + I è fn+1 îðòîãîíàëåí ê f1 + f2 + . . . + fn. Òîãäà

î÷åâèäíî, ÷òî fn+1 îðòîãîíàëåí ê êàæäîìó èç èäåìïîòåíòîâ f1, f2, . . . , fn.

3) Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ýëåìåíòîâ f1+(1−(f1+. . .+fn)), f2, . . . , fn, 0, . . .,

ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû, íà÷èíàÿ ñ n + 1 ìåñòà, ðàâíû íóëþ. Íåïîñðåä-

ñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäå-

íèþ ïóíêòà 3).
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14.19. 1)⇒ 2) Ïóñòü x ∈ J . Òîãäà x = xyx, ãäå y ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî,
x = xyx = x(yxy)x è yxy ∈ J .

2) ⇒ 1) Ïóñòü x ∈ R. Òîãäà èç ðåãóëÿðíîñòè êîëüöà R/J ñëåäóåò

ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ýëåìåíòà y ∈ R, ÷òî x − xyx ∈ J . Ñëåäîâàòåëüíî,
x− xyx = (x− xyx)z(x− xyx), ãäå z ∈ J . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x = xwx,

ãäå w ∈ R.
14.22. 1) Ïóñòü x, y ∈ T . ÒîãäàRyR è (RxR+RyR)/RyR � ðåãóëÿðíûå

èäåàëû. Èç 14.19 ñëåäóåò, ÷òî RxR + RyR � ðåãóëÿðíûé èäåàë. Òàêèì

îáðàçîì, T � ðåãóëÿðíûé èäåàë.

2) Ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

3) Ñëåäóåò èç 14.19.

14.23. Åñëè R � ðåãóëÿðíîå êîëüöî, òî óñëîâèÿ 1) - 3) ïðîâåðÿþòñÿ

íåïîñðåäñòâåííî.

Ïóñòü äëÿ êîëüöà R âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1) - 3) è ñóùåñòâóåò òàêîé

ýëåìåíò r ∈ R, ÷òî r /∈ rRr. Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî óñëîâèþ 1), 0 � ïî-

ëóïåðâè÷íûé èäåàë êîëüöà R è r íå ëåæèò â rRr + 0, òî èç óñëîâèÿ 2)

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ïîëóïåðâè÷íîãî èäåàëà J , ÷òî J � ìàêñè-

ìàëüíûé ïîëóïåðâè÷íûé èäåàë ñî ñâîéñòâîì r /∈ rRr + J .

Òàê êàê R/J � íåðåãóëÿðíîå êîëüöî, òî J � íåïåðâè÷íûé èäåàë. Òîãäà

ñóùåñòâóþò òàêèå èäåàëû A è B, ñòðîãî ñîäåðæàùèå J , ÷òî AB ⊂ J .

Ïóñòü L = {s ∈ R | sB ⊂ J} è K = {s ∈ R | Ls ⊂ J}. Åñëè äëÿ íåêî-

òîðîãî èäåàëà T , ñòðîãî ñîäåðæàùåãî èäåàë L, èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

T 2 ⊂ L, òî TBTB ⊂ J è, ñëåäîâàòåëüíî, TB ⊂ J . Òîãäà T ⊂ L, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó äîïóùåíèþ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâà-

åò, ÷òî L � ïîëóïåðâè÷íûé èäåàë. Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî K � ïîëóïåðâè÷íûé èäåàë. Òàê êàê (L ∩ K)2 ⊂ LK ⊂ J ,

òî L ∩K ⊂ J . Èç âêëþ÷åíèé A ⊂ L è B ⊂ K ñëåäóåò, ÷òî èäåàëû L è

K ñòðîãî ñîäåðæàò èäåàë J . Èç ìàêñèìàëüíîñòè èäåàëà J ñëåäóåò ñóùå-

ñòâîâàíèå òàêèõ ýëåìåíòîâ x è y, ÷òî r − rxr ∈ L è r − ryr ∈ K. Òàê

êàê

r − r(x+ y − xry)r = (r − rxr)− (r − rxr)yr ∈ L è

r − r(x+ y − xry)r = (r − ryr)− rx(r − ryr) ∈ K,
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òî r ∈ rRr + (K ∩ L) ⊂ rRr + J , ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâî-

ðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî R � ðåãóëÿðíîå êîëüöî.

14.30. Èìïëèêàöèè 1) ⇒ 2), 2) ⇒ 3), 1) ⇒ 5) ïðîâåðÿþòñÿ íåïî-

ñðåäñòâåííî. Èìïëèêàöèÿ 3)⇒ 4) ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî âñÿêîå ïî-

ëóïðèìèòèâíîå êâàçèèíâàðèàíòíîå ñïðàâà êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ïîäïðÿìûì

ïðîèçâåäåíèåì òåë. Èìïëèêàöèÿ 4)⇒ 1) ñëåäóåò èç 1.67.

5)⇒ 4) Ïîñêîëüêó R ïîëóïåðâè÷íî, òî êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ïîäïðÿìûì

ïðîèçâåäåíèåì òåë. Ñëåäîâàòåëüíî, R � ðåäóöèðîâàíî.

Ýêâèâàëåíòíîñòü 1)⇔ 6) ñëåäóåò èç 1.76 è 1.79.

14.32. Èìïëèêàöèÿ 1)⇒ 2) î÷åâèäíà.

2) ⇒ 1) Ïóñòü r ∈ R. Åñëè r(r) = 0, òî íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

r ∈ U(R). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r(r) 6= 0. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî

ýëåìåíòà s ∈ R âûïîëíåíî ðàâåíñòâî rR = r(s). Èç 1.75 ñëåäóåò, ÷òî

r(r) ∩ r(s) = 0. Ïîýòîìó, åñëè (r + s)t = 0, òî rt = −st ∈ r(r) ∩ r(s) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, t ∈ r(r)∩r(s) = 0. Òàêèì îáðàçîì, d = r+s ∈ U(R). Òàê

êàê rd = r2, òî (r − rd−1r)2 = 0. Ïîñêîëüêó R � ðåäóöèðîâàííîå êîëüöî,

òî r = rd−1r.

14.35. Ïóñòü P � íåêîòîðîå ïîëå. Ðàññìîòðèì êîëüöî S =
∏

i>1Ri,

ãäå Ri = M2(P ) äëÿ êàæäîãî i. Âûäåëèì â êîëüöå S ïîäêîëüöî R =

{(ai)i∈N ∈ S | ∃N∀i, j > N : ai = aj}. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî R �

ðåãóëÿðíîå êîëüöî. Ïóñòü u =

(
1 0

1 1

)
∈ M2(P ) è φ � àâòîìîðôèçì

êîëüöà M2(P ), äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó φ(a) = uau−1. Äëÿ êàæäîãî íà-

òóðàëüíîãî ÷èñëà n â êîëüöå R ðàññìîòðèì ïîäêîëüöî Rn = {(a)i∈N ∈
R | ai = φ(ai+1)äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n}. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåð-

êà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N îòîáðàæåíèå èç Rn â R, ïðè

êîòîðîì (a1, a2, . . .) 7→ (an+1, an+2, . . .), ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî n ∈ N êîëüöî Rn ðåãóëÿðíî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

(ai)i∈N ∈
⋂
i∈NRn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (ai)i∈N = (a, a, . . .), ãäå a

ýëåìåíò èç M2(P ), êîììóòèðóþùèé ñ u. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëüöî
⋂
i∈NRn

èçîìîðôíî êîëüöó {a ∈ M2(P ) | au = ua}. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëå-

íèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî {a ∈ M2(P ) | au = ua} = {

(
α 0

β α

)
| α, β ∈ P}.
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Òàêèì îáðàçîì,
⋂
i∈NRn ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì íåïîëóïðîñòûì êîëüöîì è,

ñëåäîâàòåëüíî, íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì.

14.36. 1)⇒ 4) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî e1r1e2r2 . . . , enrn 6= 0 äëÿ êàæäîãî n.

Òîãäà e1r1R ⊇ e1r1e2r2R ⊇ . . . � óáûâàþùàÿ öåïî÷êà íåíóëåâûõ ïðàâûõ

èäåàëîâ êîëüöà R è èç 5.55 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ïðèìèòèâíîãî

ñëåâà èäåàëà P , ÷òî en /∈ P äëÿ êàæäîãî n. Òîãäà e1 + P, e2 + P, . . . �

áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî íåíóëåâûõ îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ êîëüöà

R/P , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò àðòèíîâîñòè R/P .

4)⇒3) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ïåðâè÷íîãî èäåàëà P êîëü-

öî R/P íå ÿâëÿåòñÿ àðòèíîâûì. Òîãäà â êîëüöå R/P ñóùåñòâóåò áåñ-

êîíå÷íîå ñåìåéñòâî íåíóëåâûõ îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ f1, f2, . . ..

Èç 14.18 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ñåìåéñòâà íåíóëåâûõ îðòîãîíàëü-

íûõ èäåìïîòåíòîâ e1, e2, . . ., ÷òî en + P = fn äëÿ êàæäîãî n. Ïîñêîëü-

êó P ïåðâè÷íî è en /∈ P äëÿ êàæäîãî n, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ñåìåé-

ñòâî ýëåìåíòîâ r1, r2, . . . ∈ R, ÷òî e1r1e2r2 . . . , enrn /∈ P è, ñëåäîâàòåëüíî,

e1r1e2r2 . . . , enrxn 6= 0.

3)⇒1) Èìïëèêàöèÿ ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî êàæäûé ïðèìèòèâíûé

ñëåâà èäåàë ÿâëÿåòñÿ ïåðâè÷íûì.

2)⇔ 3)⇔ 5) äîêàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íî.

14.41. 1) Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè ãîìîìîðôèçìà φi äëÿ êàæäîãî i ïîäìî-

äóëü φi(P ) âûäåëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîãî ñëàãàåìîãî â P è, ñëåäîâàòåëüíî,

ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ìîäóëåì. Òîãäà óòâåðæäåíèå ïóíêòà ñëåäóåò èç

òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ êàæäîãî i Ker(φ) ∩ φi(P ) ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ýïèìîð-

ôèçìà f : φi(P ) → φi+1(P ), êîòîðûé äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó f(p) = φ(p)

äëÿ êàæäîãî p ∈ φi(P ).

2)Ïîñòðîèì òàêèå ïîäìîäóëè P1, . . . , Pt ìîäóëÿ P , ÷òî

φi(P ) = φi+1(P )⊕ Pi+1

äëÿ i = 0, . . . , t − 1 è Pi+1 = φ(Pi) äëÿ i = 1, . . . , t − 1. Ïîëîæèì

Pt = φt−1(P ). ßñíî, ÷òî φt−1(P ) = φt(P )⊕ Pt. Äîïóñòèì äëÿ íåêîòîðîãî

1 6 k < t ìû ïîñòðîèëè ìîäóëè Pk+1, . . . , Pt. Ïóñòü π � ïðîåêöèÿ íà ïåð-

âîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå îòíîñèòåëüíî ðàçëîæåíèÿ φk(P ) = φk+1(P )⊕Pk+1.

Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì φ0 : φk−1(P ) → φk(P ), êîòîðûé äåéñòâóåò ïî
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ïðàâèëó φ0(p) = φ(p) äëÿ êàæäîãî p ∈ φk−1(P ). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Ker(πφ0) = φ−1(Pk+1) ∩ φk−1(P ) = Ker(φ0)⊕ P ′k,

ãäå P ′k � ïîäìîäóëü ìîäóëÿ P , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ φ(P ′k) = Pk+1.

Èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìîäóëÿ A ìîäóëÿ

P èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

φk(P ) = Ker(φ) ∩ φk(P )⊕ A.

ßñíî, ÷òî A ∩Ker(πφ0) = 0. Òàê êàê πφ0(A) = φk+1(P ), òî

φk−1(P ) = Ker(πφ0)⊕ A = Ker(φ0)⊕ P ′k ⊕ A.

Ïîñêîëüêó

Ker(φ) ∩ φk(P ) ⊂ Ker(φ) ∩ φk−1(P ) = Ker(φ0),

òî èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìîäóëÿ B ìî-

äóëÿ P èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Ker(φ0) = B ⊕Ker(φ) ∩ φk(P ).

Ïóñòü Pk = B ⊕ P ′k. Òîãäà φk−1(P ) = Pk ⊕ φk(P ) è φ(Pk) = Pk+1.

Èç ðàâåíñòâ

P = P1 ⊕ φ1(P ) = P1 ⊕ P2 ⊕ φ2(P ) = . . . = P1 ⊕ P2 . . .⊕ Pt

ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ïóíêòà.

14.42. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ I/J , óäîâëåòâîðÿ-
þùåãî ðàâåíñòâó tn = 0, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò s ∈ I, äëÿ êîòîðîãî âû-

ïîëíåíû ðàâåíñòâà s + J = t è sn = 0. Èç 14.41 ñëåäóåò, ÷òî â êîëüöå

R/J ñóùåñòâóåò ñèñòåìà îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ f1, . . . , fn, óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì tfiR/J = fi+1R/J äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n − 1,

f1 + . . . + fn = 1 è tfnR/J = 0. ßñíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n − 1

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî tfi = fi+1tfi. Èç 14.18 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òà-

êîé ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ e1, . . . , en êîëüöà R, ÷òî e1 +

. . . + en = 1 è ei + J = fi äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò
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s = e2s0e1 + . . . + ens0en−1, ãäå s0 � ýëåìåíò èäåàëà I, óäîâëåòâîðÿþùèé

óñëîâèþ s0 + J = t. Òîãäà

s+ J = f2tf1 + . . .+ fntfn−1 = tf1 + . . .+ tfn = t

è sn = 0.

14.43. Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî è I � ñóììà âñåõ ðåãóëÿðíûõ

èäåàëîâ êîëüöà R, ÷üè èíäåêñû íå ïðåâîñõîäÿò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Òî-

ãäà I � ðåãóëÿðíûé èäåàë. Ïîêàæåì, ÷òî In(I) 6 n. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî

ïîêàçàòü, ÷òî ñóììà äâóõ èäåàëîâ êîëüöà R, ÷üè èíäåêñû íå ïðåâîñõîäÿò

n, ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì, ó êîòîðîãî èíäåêñ íå ïðåâîñõîäèò n. Ïóñòü I1, I2 -

èäåàëû êîëüöà R, è In(I1), In(I2) 6 n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî In(I1+I2) > n.

Òîãäà èç òåîðåìû Ëåâèöêîãî ñëåäóåò,÷òî èäåàë I1 + I2 ñîäåðæèò ñèñòåìó

ìàòðè÷íûõ åäèíèö {eij}mi,j=1, ó êîòîðîé n < m. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåí-

íûé ãîìîìîðôèçì êîëåö φ : R → R/I1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ(ei0j0) = 0

äëÿ íåêîòîðûõ èíäåêñîâ 1 6 i0, j0 6 m. Òîãäà, î÷åâèäíî, φ(eij) = 0 äëÿ

êàæäîé ïàðû èíäåêñîâ 1 6 i, j 6 m è {eij}mi,j=1 ⊂ I1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

íåðàâåíñòâó In(I1) 6 n. Ñëåäîâàòåëüíî, φ(eij) 6= 0 äëÿ êàæäîé ïàðû èí-

äåêñîâ 1 6 i, j 6 m è {φ(eij)}mi,j=1 ñèñòåìà ìàòðè÷íûõ åäèíèö èç èäåàëà

(I1 + I2)/I1
∼= I2/(I1 ∩ I2). Òîãäà In(I2/(I1 ∩ I2)) > n, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

14.42. Èç ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò, ÷òî In(I1 + I2) 6 n.

14.45. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëüöî R íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì. Òîãäà

íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò r ∈ R, ÷òî r /∈ rRr. Ìíîæåñòâî èäåàëîâ I, äëÿ

êîòîðûõ r /∈ rRr+I, âïîëíå óïîðÿäî÷åíî ïî âêëþ÷åíèþ. Òîãäà ïî ëåììå

Öîðíà íàéäåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò â ýòîì ìíîæåñòâå, êîòîðûé ìû

îáîçíà÷èì ÷åðåç I ′.

Ïîêàæåì, ÷òî êîëüöî R/I ′ íåðàçëîæèìî. Åñëè ýòî êîëüöî ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ íåíóëåâûõ êîëåö R1 è R2, òî â ñèëó âûáî-

ðà èäåàëà I ′ ïðîåêöèè ýëåìåíòà r áóäóò ðåãóëÿðíûìè â ýòèõ êîëüöàõ.

Òîãäà, î÷åâèäíî, ñàì ýëåìåíò r áóäåò ðåãóëÿðíûì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íà-

øåìó äîïóùåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, êîëüöî R/I ′ ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìûì

ïîëóïðèìèòèâíûì I ′-êîëüöîì, ó êîòîðîãî êàæäûé ïðèìèòèâíûé îáðàç

èìååò îãðàíè÷åííûé èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè. Èç 14.9 ñëåäóåò, ÷òî R/I ′

� àðòèíîâî ïðîñòîå êîëüöî è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåãóëÿðíî. Ïîëó÷åííîå ïðî-
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òèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò ðåãóëÿðíîñòü êîëüöà R.

14.46. 3) Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäûé ãëàâíûé ïðàâûé èäåàë

êîëüöà R ïîðîæäàåòñÿ èäåìïîòåíòàìè. Ïóñòü s,m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è

s 6 m. Âûäåëèì âR ïîäêîëüöîRsm, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ìàòðèö, ó êîòîðûõ

íåíóëåâûå ýëåìåíòû ñòîÿò òîëüêî â êâàäðàòíûõ êëåòêàõ, ðàñïîëîæåííûõ

äðóã çà äðóãîì íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, ïðè÷åì ïåðâàÿ êëåòêà èìååò ðàç-

ìåð s× s, à âñå îñòàëüíûå � m×m. Î÷åâèäíî, Rsm � ðåãóëÿðíîå êîëüöî.

Ïóñòü r ∈ R èm = 2n(r)+1. Äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 m ÷åðåç e(i) îáîçíà÷èì

òàêîé ýëåìåíò êîëüöà R, ÷òî e
(i)
xy = 1, åñëè x = y = km+ i äëÿ íåêîòîðîãî

öåëîãî ÷èñëà k è e
(i)
xy = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. ßñíî, ÷òî e(1), . . . , e(m) �

îðòîãîíàëüíûå íåíóëåâûå èäåìïîòåíòû è 1 = e(1) + . . .+e(m). Ðàññìîòðèì

ýëåìåíò re(i) äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 i 6 m. Íåñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçû-

âàþò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî si, ïðè êîòîðîì re
(i) ∈ Rsim.

Ïîñêîëüêó êîëüöî Rsim ðåãóëÿðíî, òî äëÿ íåêîòîðîãî ti ∈ Rsim èìååò ìå-

ñòî ðàâåíñòâî re(i) = re(i)tire
(i). Ïîëîæèì fi = re(i)ti. Òîãäà f

2
i = fi äëÿ

êàæäîãî i è

r = re(1) + . . .+ re(m) = f1re
(1) + . . .+ fmre

(m) j f1R + . . .+ fmR.

Òàêèì îáðàçîì, rR j f1R + . . . + fmR. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ñëåäóåò

èç ñîîòíîøåíèé fi = re(i)ti ∈ rR äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 m.

4) Ïóñòü a ∈ R � òàêîé ýëåìåíò, ÷òî aii = 1,ai,i+1 = −1 äëÿ êàæäîãî íà-

òóðàëüíîãî ÷èñëà i è ar,s = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. ×åðåç b ∈ CFMN(P )

îáîçíà÷èì âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó, ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû, ñòî-

ÿùèå íå íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè, ðàâíû 1. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà

ïîêàçûâàåò, ÷òî ab = ba = 1. Åñëè a = aca äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ R, òî c = b

è b ∈ R, ÷òî íåâîçìîæíî.
14.50. 1) Ïóñòü r ∈ J(R). Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ r1, . . . , rn,

s1, . . . , sn ∈ R èìååì r = rr1rs1 + . . .+ rrnrsn. Ïîñêîëüêó äëÿ íåêîòîðîãî

ýëåìåíòà s ∈ U(R) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (1− (r1rs1 + . . .+ rnrsn))s = 1,

òî 0 = r(1− (r1rs1 + . . .+ rnrsn))s = r.

2) Ïóñòü I � íåíóëåâîé èäåàë êîëüöà R è r � íåíóëåâîé ýëåìåíò I.

Äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ r1, . . . , rn, s1, . . . , sn ∈ R èìååì r = rr1rs1 +

. . . + rrnrsn. Òîãäà 0 = r(1 − (r1rs1 + . . . + rnrsn)) è, ñëåäîâàòåëüíî,

r1rs1 + . . .+ rnrsn = 1. Òàêèì îáðàçîì, I = R.
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3) Ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

14.58. Ïóíêò 1) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

2) Ïóñòü a ∈M ′ � íåíóëåâîé ýëåìåíò. Òàê êàê A′ � ðåãóëÿðíàÿ ïðîñòàÿ

íåàðòèíîâà àëãåáðà, òî a ∈ M ′a è Soc(A′A′) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, {x ∈
A′ | xM ′ = 0} = 0 è M ′aM ′ 6= 0. Ïîñêîëüêó A′M ′aM ′ � íåíóëåâîé

èäåàë A′, òî â ñèëó ïðîñòîòû àëãåáðû A′ èìååì A′M ′aM ′ = A′. Òîãäà

M ′ = M ′A′ = M ′A′M ′aM ′ ⊂ M ′aM ′. Òàêèì îáðàçîì, M ′ = M ′aM ′

è a ∈ M ′aM ′a è, ñëåäîâàòåëüíî, M ′ � ñëàáî ðåãóëÿðíûé ñëåâà ïðàâûé

èäåàë.

3) Òàê êàê R/M ′ ∼= P , òî èç 14.54 ñëåäóåò, ÷òî R � ñëàáî ðåãóëÿðíàÿ

ñëåâà àëãåáðà. Ïîñêîëüêó(
0 0

1 0

)
/∈

(
0 0

1 0

)
M ′ =

(
0 0

M M

)
,

òî àëãåáðà R íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíîé ñïðàâà.

14.59. 1) Ïóñòü J � ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé èäåàë êîëüöà R è r �

íåíóëåâîé ýëåìåíò èç J. Òàê êàê êîëüöî R ñëàáî ðåãóëÿðíî ñïðàâà, òî

ñóùåñòâóåò ïðàâàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà

r = rr1, r1 = r1r2, . . . , rk = rkrk+1, . . .

ãäå rk ∈ I äëÿ êàæäîãî k ∈ N. Ñîãëàñíî óñëîâèþ ïóíêòà 1) è äëÿ íåêî-

òîðîãî èíäåêñà k èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî rk = r2
k. ßñíî, ÷òî èäåìïîòåíò

e = rk íåíóëåâîé è e ∈ J . Òàê êàê, î÷åâèäíî, R � I-êîíå÷íîå êîëüöî, òî

èäåàë J ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ïðàâûé èäåàë âèäà fR, ãäå f 2 = f. Åñëè

(1−f)J(1−f) 6= 0, òî c ïîìîùüþ ðàññóæäåíèé, êîòîðûå àíàëîãè÷íû ðàñ-

ñóæäåíèÿì ïðèâåäåííûõ âûøå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èäåàë (1−f)J(1−f)

êîëüöà (1− f)R(1− f) ñîäåðæèò íåíóëåâîé èäåìïîòåíò g. Òàê êàê èäåì-

ïîòåíò g îðòîãîíàëåí f è g ∈ J, òî ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì

èäåàëà fR. Òàê êàê êîëüöî R ïîëóïåðâè÷íî, òî J(1− f) = (1− f)J = 0.

Òîãäà J = fR è f � öåíòðàëüíûé èäåìïîòåíò. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé

èäåàë êîëüöà R ïîðîæäàåòñÿ öåíòðàëüíûì èäåìïîòåíòîì è èç 1.56 ñëå-

äóåò, ÷òî R � ïðÿìàÿ ñóììà ïðîñòûõ êîëåö.

2) Ñëåäóåò èç ïåðâîãî ïóíêòà 1).

14.62. Ïóñòü a ∈ A. Ñóùåñòâóþò òàêèå n ∈ N è b ∈ AanA, ÷òî an(1−
b) = 0. Åñëè a ∈ J(A), òî b ∈ J(A), ýëåìåíò 1 − b îáðàòèì è an = 0.
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Ïîýòîìó J(A) � íèëü-èäåàë.

Äîïóñòèì, ÷òî a ∈ Sing(AA). Òîãäà b ∈ AanA ⊆ Sing(AA). Ëåâûé

èäåàë `(b) êîëüöà A ñóùåñòâåíåí . Ïóñòü x = yan ∈ `(b)∩Aan, ãäå y ∈ A.
Òîãäà

0 = xb = yanb = yan = x, `(b) ∩ Aan = 0.

Òàê êàê `(b) � ñóùåñòâåííûé ëåâûé èäåàë, òî Aan = 0 è an = 0.

14.67. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé 1), 2) è 4). Èì-

ïëèêàöèÿ 1)⇒ 2) è ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé 2) è 4) ïðîâåðÿåòñÿ íåïî-

ñðåäñòâåííî.

2)⇒ 1). Ïóñòü x ∈ R. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ xh = xh+1y è yk = yk+1z äëÿ

íåêîòîðûõ y, z ∈ R è h, k ∈ N. Ïóñòü a ≡ xh+k, b ≡ yh+k è c ≡ zh+k.

Òîãäà a2b = a è b2c = b. Ïî óñëîâèþ 2) ñóùåñòâóåò òàêîå d ∈ R, ÷òî

(c− a)n = (c− a)n+1d äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N. Òîãäà

abc = a2b2c = a2b = a, ac = a2bc = a2, a(c− a) = 0,

b2(c− a)2 = b2c(c− a)− b2a(c− a) = b(c− a).

Ïîýòîìó âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

bm(c− a)m = b(c− a) (m = 1, 2, . . .)(∗).

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà

abc = a, (c− a)n = (c− a)n+2d2, a(c− a) = 0,

ïðèìåíèì íåñêîëüêî ðàç ñîîòíîøåíèÿ (*) è ïîëó÷èì

a− ab2a2 = ab(c− a) + ab2(c− a)a = abn+1(c− a)n+1 + abn+1(c− a)na =

= abn+1(c− a)na = abn+1(c− a)n+2d2c = ab(c− a)2d2c =

= (a− aba)(c− a)d2c = 0, a = ab2a2, xh+k ∈ Axh+k+1.

Òàê êàê xh = xh+1y, òî xh+k = xh+k+1y è ïîëîæèì n = h+ k.

14.68. Èìïëèêàöèè 1)⇒ 2) è 2)⇒ 3) ñëåäóþò èç òîãî, ÷òî âñå ôàêòîð-

êîëüöà ñòðîãî π-ðåãóëÿðíûõ êîëåö ñòðîãî π-ðåãóëÿðíû.

3)⇒ 1). Äîïóñòèì, ÷òî an ∈ R \ an+1R äëÿ êàæäîãî n ∈ N. Ïóñòü E �
ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ èäåàëîâ E â R, ÷òî h(an) ∈ h(R) \ h(an+1R), ãäå
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h : R → R/E � åñòåñòâåííûé ýïèìîðôèçì. Òàê êàê 0 ∈ E , òî íåïóñòîå

ìíîæåñòâî E ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò I ïî ëåììå Öîðíà. Ïî

óñëîâèþ 3) èäåàë I íå ïåðâè÷åí. Ïîýòîìó â R ñóùåñòâóþò òàêèå èäåàëû

K è L, ÷òî K è L ñòðîãî ñîäåðæàò I è KL ⊆ I. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå

x, y ∈ R, ÷òî an − a2n+1x ∈ K è an − a2n+1y ∈ L äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N.
Ïîýòîìó

a2n − a2n+1(any + xan − xa2n+1) = (an − a2n+1x)(an − a2n+1y) ∈ KL ⊆ I.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âêëþ÷åíèþ I ∈ E .
14.72. Ïóñòü R � áèðåãóëÿðíîå êîëüöî è r ∈ R. Òîãäà RrR = eR, ãäå e

� öåíòðàëüíûé èäåìïîòåíò êîëüöà R, è rR = reR ⊂ rRrR ⊂ rR. Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà r ∈ R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî rRrR = rR.

14.73. ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü ïóíêòîâ 1) è

3).

1)⇒(3) Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò s ∈ R. Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî
ëåììå 3.2 s ∈ sRsR, òî äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà t ∈ RsR èìååì s(1−t) =

0. Òîãäà RsR+r(s) = R. Òàê êàê r(s) � èäåàë è RsR∩r(s) = 0, òî êîëüöî

R ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ñâîèõ èäåàëîâ RsR è r(s). Ñëåäîâàòåëüíî,

äëÿ íåêîòîðîãî öåíòðàëüíîãî èäåìïîòåíòà e èìååì RsR = eR è r(s) =

(1− e)R.
3)⇒ 1) Èìïëèêàöèÿ ñëåäóåò èç 14.72.

14.79. Ïóñòü f ∈ EndT (V ). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

S = {(A, a) | A 6 V, fA ⊂ A, a = a2 ∈ EndT (A), f|A−a ∈ U(EndT (A))}.
Íà ìíîæåñòâå S ââåäåì îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ñîãëàñíî ñëå-

äóþùåìó ïðàâèëó

(A, a) 6 (B, b)⇐⇒ A 6 B, b|A = a.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî S èíäóêòèâíî óïîðÿäî÷åíî. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå Öîðíà â S ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëå-

ìåíò (W, e). Äëÿ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà U 6 V èìååò ìåñòî ðàâåí-

ñòâî V = W ⊕ U. Ïîêàæåì, ÷òî V = W.

Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f îòíîñèòåëüíî ðàçëîæåíèÿ V = W ⊕U èìååò

ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå âèäà
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(
f|W g

0 h

)
Åñëè Ker(h) 6= 0, òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f|W⊕Ker(h) èìååò ñëåäóþùåå

ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå (
f|W g′

0 0

)

Òàê êàê

(
f|W g′

0 0

)
−

(
a 0

0 1

)
∈ U(EndT (W ⊕Ker(h))), òî ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì ïàðû (W, e). Òàêèì îáðàçîì, h � èíúåêòèâíûé

ãîìîìîðôèçì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî h(U) 6= U. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ïîäïðîñòðàíñòâà

U ′ 6 V èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî U = U ′ ⊕ h(U). Òîãäà íåñëîæíî âèäåòü,

÷òî äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

U = U ′ ⊕ h(U ′)⊕ . . .⊕ hn−1(U ′)⊕ hn(U).

Íà âåêòîðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå V ′ =
⊕

i>0 h
i(U ′) ðàññìîòðèì ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå φ, äåéñòâóþùåå ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó

φ(h2i(v)) = h2i(v), φ(h2i+1(v)) = h2i+2(v)− h2i(v),

ãäå i ∈ N, v ∈ U ′. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî φ2 = φ è h|V ′ − φ
� îáðàòèìîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå è (h|V ′ − φ)−1 = 1|V ′ + (h|V ′ − φ).

Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f|W⊕V ′ èìååò ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå(
f|W g′′

0 h|V ′

)

Òàê êàê

(
f|W g′′

0 h|V ′

)
−

(
a 0

0 φ

)
∈ U(EndT (W ⊕ V ′)), òî ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì ïàðû (W, e). Òàêèì îáðàçîì, h ∈ EndT (U) �

îáðàòèìîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Åñëè U 6= 0, òî êàê è âûøå ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì ïàðû (W, e). Òàêèì îáðàçîì, U = 0.
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14.86. Ïóñòü a � ñòðîãî π-ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò êîëüöà R. Òîãäà ñîãëàñ-

íî 14.64 äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî RR = r(an)⊕ anR.
Ïóñòü ā ∈ EndR(RR) � ãîìîìîðôèçì, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó r 7→ ar.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî α = ā|l(an) ∈ EndR(l(an)) � íèëüïîòåíòíûé ãîìî-

ìîðôèçì è β = ā|anR ∈ EndR(anR) � àâòîìîðôèçì. Òîãäà èç ðàâåíñòâà

ā = α⊕ β = (α− 1)⊕ β + 1⊕ 0

ñëåäóåò ñòðîãàÿ ÷èñòîòà ýëåìåíòà a.

6.8. Ïðèìåíèòü óïðàæíåíèÿ 1.35 è 6.7.

15.26. Ïóñòü r(R/M) = I.

1) ⇒ 2) Èç òåîðåìû ïëîòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî R/I � ïðîñòîå àðòèíîâî

êîëüöî. Òîãäà R/M � Σ-èíúåêòèâíûé êàê ïðàâûé R/I-ìîäóëü. Òàê êàê

R � ðåãóëÿðíîå êîëüöî, òî R/M ÿâëÿåòñÿ Σ-èíúåêòèâíûì ïðàâûì R-

ìîäóëåì.

2) ⇒ 1) Ïóñòü ïðàâûé R-ìîäóëü ⊕∞i=1R/M èíúåêòèâåí. Åñëè êîëüöî

R/I íå ÿâëÿåòñÿ àðòèíîâûì, òî îíî îáëàäàåò ñ÷åòíûì ñåìåéñòâîì îð-

òîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ e1, e2, . . . , en, . . . òàêèõ, ÷òî x1e1 6= 0, x2e2 6=
0, . . . , xnen 6= 0, . . . äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ x1, x2, . . . , xn, . . . ìîäóëÿ

R/M. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì f : ⊕∞i=1eiR → ⊕∞i=1R/M ïðè êîòî-

ðîì f(ei) = xi äëÿ êàæäîãî i. Òàê êàê ìîäóëü ⊕∞i=1R/M èíúåêòèâåí,

òî ãîìîìîðôèçì f ìîæíî ïðîäîëæèòü íà ìîäóëü RR, ÷òî, î÷åâèäíî, íå

âîçìîæíî.

15.29. Ýêâèâàëåíòíîñòè 1) ⇔ 2) è 3) ⇔ 4) ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåä-

ñòâåííî.

1)⇒ 4) Ïóñòü Ω � ñèñòåìà ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ èçîìîðôíûõ ïðî-

ñòûõ ïðàâûõ R-ìîäóëåé. Ñîãëàñíî 15.24 E = ⊕S∈ΩE(S) � êîïîðîæäàþ-

ùèé ïðàâûé R � ìîäóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò âëîæåíèå f : M →
Πα∈AEα, ãäå E = Eα äëÿ êàæäîãî α ∈ A. Äëÿ êàæäîãî S ∈ Ω ÷åðåç πα,S

îáîçíà÷èì ïðîåêöèþ ìîäóëÿ Πα∈AEα íà ïðÿìîå ñëàãàåìîå E(S) ìîäóëÿ

Eα. Ïîñêîëüêó E(S) èìååò êîíå÷íóþ äëèíó, òî lg(M/Ker(πα,Sf)) < ∞
è, ñëåäîâàòåëüíî, ∩α∈A,S∈Ω Ker(πα,Sf) = Ker(f) = 0.

4)⇒ 1) Ïóñòü S � ïðîñòîé ïðàâûé R-ìîäóëü. Ñîãëàñíî íàøåìó ïðåä-

ïîëîæåíèþ, ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîäìîäóëåé N ìîäóëÿ E(S), ó êîòîðûõ
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lg(E(S)/N) < ∞, ðàâíî 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîé ïîäìîäóëü

N0 ìîäóëÿ E(S), ÷òî N0 ∩ S = 0 è lg(E(S)/N0) <∞. Ïîñêîëüêó S ñóùå-

ñòâåí â E(S), òî N0 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, lg(E(S)) <∞.

15.30. Ïóñòü I � ñîáñòâåííûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà R. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî In 6= In+1. Òîãäà èç 15.30 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ïðàâîãî èäå-

àëà L, ÷òî In+1 ⊂ L, In " L è lg(RR/L) < n + 1. Åñëè äëÿ íåêîòî-

ðîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà i < n + 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

I i + L = I i+1 + L, òî In ⊂ (I i + L)In−i = (I i+1 + L)In−i ⊂ In+1 + L = L,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó äîïóùåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, I i +L 6= I i+1 +L

äëÿ i = 0, . . . , n. Ñëåäîâàòåëüíî, lg(RR/L) > n+ 1. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâî-

ðå÷èå, ïîêàçûâàåò, ÷òî In = In+1.

15.32. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü è N � åãî S-ïîäìîäóëü, ó êî-

òîðîãî lg((M/N)S) = k. Ðàññìîòðèì S-ïîäìîäóëü Na−1
i = {m ∈ M |

mai ∈ N} ìîäóëÿ M . Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî îòîá-

ðàæåíèå f : M/Na−1
i → M/N , ïðè êîòîðîì f(m + Na−1

i ) = mai +

N äëÿ êàæäîãî m ∈ M , ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâûì âëîæåíèåì, èíäóöèðóþ-

ùèå âëîæåíèå Lat((M/Na−1
i )S) â Lat((M/N)S). Òîãäà lg((M/Na−1

i )S) 6

lg((M/N)S) = k. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∩ni=1Na
−1
i � R-ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M

è lg((M/∩ni=1Na
−1
i )R) 6 lg((M/∩ni=1Na

−1
i )S) 6 nk. Òàêèì îáðàçîì, êàæ-

äûé S-ïîäìîäóëü N ìîäóëÿ M , ó êîòîðîãî lg((M/N)S) = k, ñîäåðæèò

R-ïîäìîäóëü N0, ó êîòîðîãî lg((M/N0)R) 6 nk. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå âñåõ

R-ïîäìîäóëåé N ìîäóëÿ M , ó êîòîðûõ lg((M/N)R) <∞, ðàâíÿåòñÿ 0.

16.9. 1) Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè {Mi}i∈I � ìíîæåñòâî ïîäìî-

äóëåé ìîäóëÿ M, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ïðÿìûì ñëàãàåìûì ìî-

äóëÿ M, òî N = ⊕i∈IMi � çàìêíóòûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M. Ïóñòü N

� çàìûêàíèå ìîäóëÿ N â ìîäóëå M. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N 6= N. Ñóùå-

ñòâóåò ýëåìåíò m ∈ N \ N, ó êîòîðîãî r(m) ìàêñèìàëåí. Äëÿ íåêîòî-

ðîãî ýëåìåíòà r ∈ R èìååì mr 6= 0 è mr ∈ ⊕i∈I ′Mi, ãäå I
′ � êîíå÷íîå

ïîäìíîæåñòâî I. Òîãäà èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà N = N0 ⊕ (⊕i∈I ′Mi) è

m = m1 + m2, ãäå N0 6 N,m1 ∈ M è m2 ∈ ⊕i∈I ′Mi. Â ñèëó âûáî-

ðà ýëåìåíòà m èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî r(m) = r(m1). Òîãäà m1r 6= 0 è

m1r = mr −m2r ∈ N ∩ (⊕i∈I ′Mi), ÷òî íåâîçìîæíî.

2) Ñëåäóåò èç ïóíêòà 1).
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16.10.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé çàìêíóòûé ïîäìîäóëü êàæäîãî öèê-

ëè÷åñêîãî ïîäôàêòîðà ìîäóëÿ M ÿâëåòñÿ öèêëè÷åñêèì. Ìîäóëü Soc(M)

ïðåäñòàâèì â âèäå Soc(M) = ⊕∞i=1Mi, ãäåMi íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæ-

äåííûì äëÿ êàæäîãî i ∈ N. Ïóñòü Mi � çàìûêàíèå ïîäìîäóëÿ â ìîäóëå

M äëÿ êàæäîãî i ∈ N è φ : M → M/ Soc(M) � åñòåñòâåííûé ãîìî-

ìîðôèçì. Òîãäà ìíîæåñòâî {φ(Mi)}i∈N ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ φ(M) ÿâëÿ-

åòñÿ ëîêàëüíûì ïðÿìûì ñëàãàåìûì è, î÷åâèäíî, φ(Mi) 6= 0 äëÿ êàæäîãî

i ∈ N. Ïóñòü N/ Soc(M) � çàìûêàíèå ïîäìîäóëÿ ⊕i∈Nφ(Mi) â ìîäóëå

φ(M). Ñîãëàñíî óñëîâèþ 16.10 N/ Soc(M) � öèêëè÷åñêèé ìîäóëü. Òîãäà

äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìîäóëÿ S ′ ìîäóëÿ Soc(M) è íåêîòîðîãî öèêëè÷åñêîãî

ïîäìîäóëÿ M0 ìîäóëÿ M èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî N = M0⊕ S ′. ßñíî, ÷òî
Mi ∩ M0 6= 0 äëÿ êàæäîãî i ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî i ∈ N
ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ïîäìîäóëü Si ìîäóëÿ M òàêîé, ÷òî Si ⊂ Mi ∩M0.

Ïóñòü T � çàìûêàíèå ìîäóëÿ ⊕i∈NSi â ìîäóëå M0. Òîãäà φ(T ) � íåíóëå-

âîé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ N/ Soc(M) è T ∩⊕i∈NMi ⊂ Soc(M). Ñëåäîâàòåëü-

íî, φ(T ) ∩ ⊕i∈Nφ(Mi) = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñóùåñòâåííîñòè ïîäìîäóëÿ

⊕i∈Nφ(Mi) â ìîäóëå N/ Soc(M).

16.11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîäóëü M èìååò áåñêîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü

Ãîëäè. Òîãäà M íå ÿâëÿåòñÿ I-êîíå÷íûì ìîäóëåì è, ñëåäîâàòåëüíî, ñî-

ãëàñíî 7.1, 7.2 ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà A1 ⊃
A2 ⊃ . . . � ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ìîäóëÿM è íåíóëåâûå ïîäìîäóëèB1, B2, . . .

ìîäóëÿ M òàêèå, ÷òî M = B1⊕ . . .⊕Bn⊕An è ⊕∞i=n+1Bi ⊂ An äëÿ êàæ-

äîãî n. Ïóñòü Ci � ìàêñèìàëüíûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ Bi äëÿ êàæäîãî

i ∈ N è N/(⊕i∈NCi) � çàìûêàíèå ïîäìîäóëÿ (⊕i∈NBi)/(⊕i∈NCi) â ìîäóëå
M/(⊕i∈NCi). Òîãäà N ′ = N/(⊕i∈NCi) � öèêëè÷åñêèé ìîäóëü, Soc(N ′)EN ′

è J(N ′) = 0. Òàê êàê N ′ � CS-ìîäóëü, òî êàæäûé çàìêíóòûé ïîäìîäóëü

ìîäóëÿ N ′ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò 16.10.

16.20. Â ñèëó ëåììû Öîðíà ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî {Mi}i∈I
ëîêàëüíûõ ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ïðÿìûì

ñëàãàåìûì ìîäóëÿ M. Ïóñòü N =
⊕

i∈IMi. Òàê êàê M � ìîäóëü ñî ñâîé-

ñòâîì ïîäúåìà, òî M = N1 ⊕N2, ãäå N1 ⊂ N è N ∩N2 � M. Íåñëîæíî

çàìåòèòü, ÷òî N ∩J(M) = J(N) è J(N)� N. Òîãäà N ∩N2 � N è, ñëå-

äîâàòåëüíî, N = N1. Åñëè N2 6= 0, òî ìîäóëü N2 ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó
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óïðàæíåíèþ ñîäåðæèò ëîêàëüíûé ïîäìîäóëü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó

ìíîæåñòâà {Mi}i∈I . Òàêèì îáðàçîì, M =
⊕

i∈IMi.

17.15. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà r ∈ I ñóùå-

ñòâóåò ýëåìåíò t ∈ I, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî r = tr. Ïóñòü

r ∈ I. Ïîñêîëüêó R/I � ïëîñêèé ïðàâûé R-ìîäóëü, òî èç 17.14 ñëåäóåò

ðàâåíñòâî I ∩ RrR = Ir. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà t ∈ I
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî r = tr.

17.16. 1) Cëåäóåò èç 17.14.

2) Ïóñòü M = ⊕i∈NPi, ãäå Pi = P äëÿ êàæäîãî i ∈ N. Ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèÿ F : M →

⋃
i∈N fi(P ), G :

⋃
i∈N fi(P ) → M, äåéñòâóþùèå

ñîãëàñíî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

F ((p1, p2, . . .)) =
∑
i∈N

fi(pi),

G(p) = (p, (1P − f1)p, (1P − f2)p, . . .).

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ ðàâåíñòâî FG = 1⋃
i∈N fi(P ). Ñëåäîâàòåëüíî,

ìîäóëü
⋃
i∈N fi(P ) èçîìîðôåí ïðÿìîìó ñëàãàåìîìó ìîäóëÿ M è, ñëåäî-

âàòåëüíî, îí ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì.

3) ñëåäóåò èç 1).

17.17. 1)⇒ 2) Ñëåäóåò èç 17.16.

2) ⇒ 1) Ïóñòü I � ïðàâûé èäåàë êîëüöà, äëÿ êîòîðîãî ïðàâûé R-

ìîäóëü R/I ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðàâûé R-ìîäóëü R/I

íå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì. Èç 17.15 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå âîçðàñòàþùåé

ðåãóëÿðíîé ñïðàâà íåíóëåâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ èç ïðàâîãî

èäåàë I. Òîãäà èç óñëîâèÿ ïóíêòà 2) è 1.65 ñëåäóåò, ÷òî èäåàë I ñîäåðæèòå

íåíóëåâîé èäåìïîòåíò e1. Ñëåäîâàòåëüíî, èìåò ìåñòî ðàâåíñòâî I = e1R⊕
I ∩ e1R. Òàê êàê R/I íå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì è

R/I ∼= (1− e1)R/I ∩ e1R,

R/I ∩ e1R ∼= e1R⊕ (1− e1)R/I ∩ e1R,

òî R/I ∩ (1 − e1)R � íåïðîåêòèâûé ïëîñêèé ìîäóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, ê

èäåàëó I1 = (1− e1)R∩ I ïðèìåíèìû òå æå ðàcñóæäåíèÿ, ÷òî è ê èäåàëó

I. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî èäåìïîòåíòà e2 ∈ I1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

I1 = e2R⊕ I2,

245



ãäå I2 = I1∩ (1− e2)R, è R/I2 � íåïðîåêòèâíûé ïëîñêèé ìîäóëü. Ïðîäîë-

æàÿ àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ äàëåå, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü e1, e2, . . .

íåíóëåâûõ èäåìïîòåíòîâ êîëüöà R, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå ej ∈
(1 − ei)R, åñëè i < j. Òîãäà èç 3.5 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå âîçðàñòàþ-

ùåé ðåãóëÿðíîé ñïðàâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç R, êîòîðàÿ íå

ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì ïóíêòà 2).

17.23. ÏóñòüM � èíúåêòèâíûé ïðàâûé R � ìîäóëü è f : A→ B � ìî-

íîìîðôèçì ïðàâûõ S-ìîäóëåé. Òîãäà â ñèëó òî÷íîñòè ñëåâà ôóíêòîðà G

ãîìîìîðôèçì G(f) : G(A) → G(B) ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì. Ïîñêîëü-

êó M èíúåêòèâåí, òî îòîáðàæåíèå Hom(G(f),M) : Hom(G(B),M) →
Hom(G(A),M) ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó åñòåñòâåí-

íîãî èçîìîðôèçìà HomR(G(−),M) ∼= HomS(−, F (M)) îòîáðàæåíèå

Hom(f, F (M)) : Hom(B,F (M))→ Hom(A,F (M))

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì, ÷òî è äîêàçûâàåò èíúåêòèâíîñòü ìîäóëÿ

F (M).

18.9. 1)⇒ 2). Ïóñòü A � íåíóëåâîé ïðàâûé R-ìîäóëü. Ñîãëàñíî óñëî-

âèþ ïóíêòà, ïðàâûé K-ìîäóëü T (A) = (A,A⊗M) ñîäåðæèò ìàêñèìàëü-

íûé ïîäìîäóëü (X, Y ). Åñëè X = A, òî, î÷åâèäíî, Y = A ⊗ M ÷òî

íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, X 6= A è èç ìàêñèìàëüíîñòè ïîäìîäóëÿ

(X, Y ) ñëåäóåò, ÷òî X � ìàêñèìàëüíûé ïîäìîäóëü R-ìîäóëÿ A. Èç ïðè-

âåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé íåíóëåâîé ïðàâûé R-

ìîäóëü ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ïîäìîäóëü è, ñëåäîâàòåëüíî, R � ïðàâîå

max-êîëüöî. Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü, S � ïðàâîå

max-êîëüöî.

2)⇒ 1). Ïóñòü (A,B) � íåíóëåâîé ïðàâûé K-ìîäóëü è (X, Y ) � ñîá-

ñòâåííûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ (A,B). Òàê êàê R, S � max-ñïðàâà êîëüöà,

òî íåíóëåâûå ôàêòîðìîäóëè ìîäóëåé A,B ñîäåðæàò ìàêñèìàëüíûå ïîä-

ìîäóëè. Åñëè (A/X)M 6= B/Y, òî B îáëàäàåò ìàêñèìàëüíûì ïîäìîäó-

ëåì Y ′ òàêèì, ÷òî (A/X)M ⊂ Y ′/Y . Â ýòîì ñëó÷àå íåñëîæíî çàìåòèòü,

÷òî ìîäóëü (A/X, Y ′/Y ) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïîäìîäóëåì ìîäóëÿ

(A/X,B/Y ). Åñëè (B/Y )M 6= A/X, òî àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìîäóëü (A/X,B/Y ) ñîäåðæèò ìàêñèìàëüíûé ïîä-
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ìîäóëü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (A/X)M = B/Y è (B/Y )N = A/X. Ìîäóëü

A îáëàäàåò ìàêñèìàëüíûì ïîäìîäóëåì A0 òàêèì, ÷òî X ⊂ A0. Â ìîäóëå

B ðàññìîòðèì ïîäìîäóëü B0, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

B0/Y = {b ∈ B/Y | bN ⊂ A0/X}.

ßñíî, ÷òî B0/Y 6= B/Y è (A0/X)M ⊂ B0/Y. Ïîêàæåì, ÷òî B0 - ìàêñè-

ìàëüíûé ïîäìîäóëü S-ìîäóëÿ B. Ïóñòü b /∈ B0/Y. Òîãäà bN * A0/X è,

ñëåäîâàòåëüíî,

bN + A0/X = A/X, bNM + (A0/X)M = (A/X)M = B/Y.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî bS + B0/Y = B/Y âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî

ýëåìåíòà b ∈ (B/Y )\ (B0/Y ) è, ñëåäîâàòåëüíî, (B/Y )/(B0/Y ) � ïðîñòîé

S-ìîäóëü. Ïîñêîëüêó

(A0/X)M ⊂ B0/Y, (B0/Y )N ⊂ A0/X,

òî (A0/X,B0/Y ) - ïîäìîäóëü T -ìîäóëÿ (A/X,B/Y ).Íåñëîæíî çàìåòèòü,

÷òî ïðàâûé K-ìîäóëü ((A/X)/(A0/X), (B/Y )/(B0/Y )) èìååò äëèíó íå

áîëüøå äâóõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäìîäóëü (X, Y ) ñîäåðæèòñÿ â ìàêñèìàëü-

íîì ïîäìîäóëå ìîäóëÿ (A,B).

18.10. 1)⇒ 2). Ïóñòü A � íåíóëåâîé ïðàâûé R-ìîäóëü. Ñîãëàñíî óñëî-

âèþ ïóíêòà, ïðàâûé K-ìîäóëü H(A) = (A,HomR(N,A)) ñîäåðæèò ïðî-

ñòîé ïîäìîäóëü (X, Y ). Åñëè X = 0, òî äëÿ êàæäîãî f ∈ Y èìååì

f(N) = fN = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, Y = 0, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îá-

ðàçîì, X 6= 0 è èç ïðîñòîòû ìîäóëÿ (X, Y ) ñëåäóåò, ÷òî X - ïðîñòîé

ïîäìîäóëü R-ìîäóëÿ A. Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî

êàæäûé íåíóëåâîé ïðàâûé R-ìîäóëü ñîäåðæèò ïðîñòîé ïîäìîäóëü è, ñëå-

äîâàòåëüíî, R � ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî. Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäå-

íèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî S � ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî.

2)⇒ 1). Ïóñòü (A,B) � ïðàâûé K-ìîäóëü è (A0, B0) � åãî íåíóëåâîé

ïîäìîäóëü. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A0 6= 0. Òàê

êàê R è S � ïîëóàðòèíîâû ñïðàâà êîëüöà, òî Soc(A) ñóùåñòâåí â A è

Soc(B) ñóùåñòâåí â B. Òîãäà ìîäóëü A0 ñîäåðæèò ïðîñòîé ïîäìîäóëü

aR, ãäå a ∈ A0. Åñëè aRM = aM = 0, òî (aR, 0) - ïðîñòîé ïîäìîäóëü K-

ìîäóëÿ (A0, B0). Åñëè aM 6= 0, òî èç ñóùåñòâåííîñòè ïîäìîäóëÿ Soc(B)
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â ìîäóëå B ñëåäóåò, ÷òî S - ìîäóëü aM ñîäåðæèò ïðîñòîé ïîäìîäóëü

bS, ãäå b ∈ B0. ßñíî, ÷òî ýëåìåíò b èìååò âèä b = am, ãäå m ∈ M.

Åñëè bN = 0, òî (0, bS) - ïðîñòîé ïîäìîäóëü K - ìîäóëÿ (A0, B0). Åñëè

bN 6= 0, òî bN = amN ⊂ aMN - íåíóëåâîé ïîäìîäóëü ïðîñòîãî ìîäóëÿ

aR. Ñëåäîâàòåëüíî, bN = aR. Èç ðàâåíñòâà aRM = bNM è ïðîñòîòû

ìîäóëÿ bS ñëåäóåò, ÷òî aRM = bS. Òàê êàê aR � ïðîñòîé R-ìîäóëü,

bS � ïðîñòîé S-ìîäóëü è aRM = bS, bSN = aR, òî (aR, bS) � ïðîñòîé

ïîäìîäóëü K-ìîäóëÿ (A0, B0).

18.14. Ïóñòü f ∈ J(Hom(A,B)), g ∈ Hom(C,A),h ∈ Hom(B,D). Äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà s ∈ Hom(D,C) âûïîëíåíî óñëîâèå 1A−(gsh)f ∈
UA. Òîãäà 1D − (hfg)s ∈ UD è, ñëåäîâàòåëüíî, hfg ∈ J(Hom(C,D)).

18.15. 1) Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò f = (fij) èç J(Hom(A,B)).

Òîãäà ñîãàñíî ðàâåíñòâó fij = π′ifεj è 18.14 èìååì f ∈ (J(Hom(Ai, Bj))).

Ñëåäîâàòåëüíî, J(Hom(A,B)) ⊂ (J(Hom(Ai, Bj))). Ïóñòü f = (fij) ∈
(J(Hom(Ai, Bj))). Òîãäà

f = (
∑m

i=1 ε
′
iπ
′
i)f(

∑n
i=1 εiπi) =

∑n
i=1

∑m
j=1 ε

′
jfjiπi ∈ J(Hom(A,B)).

Òàêèì îáðàçîì, (J(Hom(Ai, Bj))) ⊂ J(Hom(A,B)).

18.17. 1) Ïóñòü f ∈ 4(HomR(M,N)) è g ∈ HomR(N,M). Òàê êàê

Ker(f) 6e M è Ker(f) ∩ Ker(1M − gf) = 0, òî 1M − gf � ìîíîìîðôèçì.

Ïîñêîëüêó M � C2-ìîäóëü è Ker(f) ∈ J(1M − gf), òî 1M − gf � èçîìîð-

ôèçì.

2) Äîêàçàòåëüñòâî äâîéñòâåííî ïóíêòó 1).

18.20. 1) ⇒ 2). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ e = gf è d = fg. Åñëè

m ∈ Ker f , òî em = gfm = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, m = (1 − e)m è Ker(f) ⊂
(1 − e)M . Ïîñêîëüêó f(1 − e)M = 0, òî Ker f = (1 − e)M . Òàê êàê

fM = dM , e = e2 è d = d2, òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ

M = Ker f ⊕ eM,N = fM ⊕ (1− d)M .

2)⇒ 1). Ïóñòü M = A⊕Ker f,N = fM ⊕B, ãäå A � ïîäìîäóëü M è

B � ïîäìîäóëü N . Òîãäà îòîáðàæåíèå f îòíîñèòåëüíî ýòèõ ðàçëîæåíèé

èìååò ñëåäóþùåå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå(
ϕ 0

0 0

)
, ãäå ϕ � èçîìîðôèçì ìåæäó A è fM , èíäóöèðîâàííûé ãî-

ìîìîðôèçìîì f .
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Òîãäà â êà÷åñòâå k ìîæíî âçÿòü ãîìîìîðôèçì(
ϕ−1 0

0 0

)
18.34. 1) ⇒ 2) Îïðåäåëèì d = feg. Òîãäà d2 = fegfeg = feg = d.

Ïîñêîëüêó gdf = gfegf = e 6= 0, òî d 6= 0 è â êà÷åñòâå h ìîæíî âçÿòü

ýëåìåíò eg.

2)⇒ 3) Ïîñêîëüêó hfhfhfh = hfh è f(hfh) = fh 6= 0, òî â êà÷åñòâå

k ìîæíî âçÿòü ýëåìåíò hfh.

3)⇒ 1) Ïîñêîëüêó kf = kfkf è kf 6= 0, òî â êà÷åñòâå g ìîæíî âçÿòü

ýëåìåíò k.

1) ⇒ 4) Ïóñòü d = feg. Ïîñêîëüêó d2 = d, òî M = dM ⊕ (1− d)M =

eM ⊕ (1− e)M . Òîãäà feM = fgfgfM = dfM ⊂ dM , gdM = gfegM =

egM ⊂ eM è äëÿ êàæäîãî m èç M èìååì gf(em) = gfgfm = em,

fg(dm) = fgfegm = dm. Ñëåäîâàòåëüíî, f èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì

ìåæäó eM è dM .

4)⇒ 3) Ïóñòü ϕ � èçîìîðôèçì ìåæäó A è B, èíäóöèðîâàííûé ãîìî-

ìîðôèçìîì f . Ñîãëàñíî óñëîâèþ M = A ⊕ A′ è N = B ⊕ B′, ãäå A′ -

ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M è B′ - ïîäìîäóëü ìîäóëÿ N . Â ìàòðè÷íîé ôîðìå

ãîìîìîðôèçì f îòíîñèòåëüíî ýòèõ ðàçëîæåíèé èìååò âèä(
ϕ α

0 β

)
Òîãäà â êà÷åñòâå k ìîæíî âçÿòü ãîìîìîðôèçì(
ϕ−1 0

0 0

)
.

18.21. 2). Äîêàæåì èìïëèêàöèþ ⇒. Òàê êàê End(M) � ñòðîãî π-

ðåãóëÿðíîå êîëüöî, òî ñóùåñòâóþò òàêèå ýíäîìîðôèçìîâ g è h ìîäóëÿ

M , ÷òî fn = f 2ng = hf 2n äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N. Ïîýòîìó

(1− fng)(M) ⊆ Ker(fn), M = (1− fng)(M) + fng(M),

M = Ker(fn) + fn(M).

Åñëè x = fn(m) ∈ Ker(fn)∩ fn(M), òî 0 = hfn(x) = hf 2n(m) = fn(m) =

x. Ïîýòîìó Ker(fn) ∩ fn(M) = 0.

⇐. Ïóñòü f ∈ End(M). Ïî ïðåäïîëîæåíèþM = Ker(fn)⊕fn(M) äëÿ
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íåêîòîðîãî n ∈ N. Îáîçíà÷èì t = fn. Òîãäà

M = Ker(t)⊕ t(M), t(M) = t(Ker(t)⊕ t(M)) = t2(M),

t(Ker(t2)) ⊆ t(M) ∩Ker(t) = 0, Ker(t2) ⊆ Ker(t) ⊆ Ker(t2),

Ker(t2) = Ker(t), M = Ker(t2)⊕ t2(M).

Ðàâåíñòâîì u(x+t2(y)) = t(y) êîððåêòíî çàäàåòñÿ ýíäîìîðôèçì u ìîäóëÿ

M (x ∈ Ker(t) = Ker(t2) è t2(y) ∈ t2(M)). Òîãäà t = ut2. Ïîýòîìó fn =

uf 2n è êîëüöî End(M) ñòðîãî π-ðåãóëÿðíî.

18.22. 1)⇒2) ÏóñòüM = A1⊕B1 = A2⊕B2 èA1
∼= A2. Òîãäà ñóùåñòâó-

åò òàêîé ãîìîìîðôèçì s ∈ S, ÷òî s(B1) = 0 è s|A1
: A1 → s(A1) = A2 �

èçîìîðôèçì. Äëÿ íåêîòîðîãî àâòîìîðôèçìà t ∈ S èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

s = sts. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî M = Ker(s)⊕ Im(ts) = B1⊕ t(A2). Ïîñêîëüêó

t èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì ìåæäó M/A2 è M/t(A2), òî B2
∼= B1.

2)⇒1) Ïóñòü s ∈ S. Èç 18.20 ñëåäóåò, ÷òîM = Ker(s)⊕A = Im(s)⊕B
äëÿ íåêîòîðûõ ïîäìîäóëåé A è B ìîäóëÿ M . Ïîñêîëüêó A ∼= Im(s), òî

ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ B ∼= Ker(s). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò èçî-

ìîðôèçìû α : Im(s) → A è β : B → Ker(s). Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì

t ∈ S, êîòîðûé êàæäûé ýëåìåíò âèäà m + n, ãäå m ∈ Im(s) è n ∈ B,

ïåðåâîäèò â ýëåìåíò α(m) + β(n). ßñíî, ÷òî t � àâòîìîðôèçì è s = sts.

18.25. Îáîçíà÷èì

A = {f ∈ Hom(M,N) | Hom(Ni, Nt)fij Hom(Ms,Mj) ⊂ Reg(Ms, Nt)}.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ End(B)-End(A)-ïîäáèìîäóëåì áè-

ìîäóëÿ End(N) Hom(M,N)End(M).

Ïîêàæåì, ÷òî Reg(Hom(M,N)) ⊂ A. Òàê êàê

Hom(Nj, Nt)π
′
j Reg(Hom(M,N))εi Hom(Ms,Mi) ⊂ π′t Reg(Hom(M,N))εt,

òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò èç π′j Reg(Hom(M,N))εi ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈ Reg(M,N). Òàê êàê ε′jπ
′
jfεiπi ∈

Reg(Hom(M,N)), òî äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà g ∈ Hom(N,M) èìååì

ε′jπ
′
jfεiπi = ε′jπ

′
jfεiπigε

′
jπ
′
jfεiπi. Òîãäà

π′jfεi = π′jε
′
jπ
′
jfεiπiεi = π′jε

′
jπ
′
jfεiπigε

′
jπ
′
jfεiπiεi = (π′jfεi)πigε

′
j(π
′
jfεi).

250



Ïîêàæåì, ÷òîA ⊂ Reg(Hom(M,N)). Òàê êàêA ÿâëÿåòñÿ ÿâëÿåòñÿ End(B)-

End(A)-ïîäáèìîäóëåì áèìîäóëÿ End(N) Hom(M,N)End(M), òî äîñòàòî÷íî

ïîêàçàòü ðåãóëÿðíîñòü êàæäîãî ýëåìåíòà èç A. Ïîêàæåì ýòî îò ïðîòèâíî-

ãî. Äîïóñòèì â A ñóùåñòâóåò íåðåãóëÿðíûé ýëåìåíò. Òîãäà â A ñóùåñòâó-

åò íåðåãóëÿðíûé ýëåìåíò f , ó êîòîðîãî â ñòðîêå f11, . . . , f1n, . . . , fm1, . . . , fmn,

ñîñòàâëåííîé èç ñòðîê ìàòðèöû (fij), íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïåðâûõ íó-

ëåé. Ïóñòü fi0j0 � ïåðâûé íåíóëåâîé ýëåìåíò èç ýòîé ñòðîêè. Òàê êàê fi0j0
� ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò, òî äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà gj0i0 ∈ Hom(Ni0,Mj0)

èìååì fi0j0 = fi0j0gj0i0fi0j0. Òîãäà

f − fεj0gj0i0π′i0f =
∑

i,j ε
′
ifijπj − (

∑
i,j ε

′
ifijπj)εj0gj0i0π

′
i0

(
∑

i,j ε
′
ifijπj) =∑

i,j ε
′
ihijπj,

ãäå hij = fij − fij0gj0i0fi0j. ßñíî, ÷òî hij = 0, êîãäà ëèáî i < i0, ëèáî

i = i0, j < j0, ëèáî i = i0, j = j0. Òîãäà â ñèëó âûáîðà ýëåìåíòà f ýëåìåíò

f−fεj0gj0i0π′i0f ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì. Èç 18.23 ñëåäóåò ðåãóëÿðíîñòü ýëå-
ìåíòà f , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøèì íà÷àëüíûì ïðåäïîëîæåíèÿì.

18.32. 1) ⇒ 2) Ïóñòü f ∈ HomR(M,N). Ñîãëàñíî óñëîâèþ ïóíêòà 1)

äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ HomR(N,M) âûïîëíåíû óñëîâèÿ g = gfg, f − fgf ∈
J(HomR(M,N)). Òàê êàê Ker(f) = Ker(f(1M −gf))∩Ker(gf) 6 Ker(gf)

è Ker(f(1M − gf)) 6e M, òî Ker(f) ñóùåñòâåí â ïðÿìîì ñëàãàåìîì (1−
gf)M ìîäóëÿ M.

2)⇒ 1) Ïóñòü f ∈ HomR(M,N). Ñîãëàñíî óñëîâèþ ïóíêòà 2) Ker(f) 6e

π(M) äëÿ íåêîòîðîãî π = π2 ∈ EndR(M). Òàê êàê ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ

N - ïðÿìî èíúåêòèâíûì, òî äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ HomR(N,M) âûïîëíå-

íî ðàâåíñòâî 1M − π = hf. Ïîëîæèì g = (1M − π)h. Òîãäà gfg = g

è Ker(f − fgf) = Ker(f) ⊕ (1M − π)(M) 6e M. Çàìåòèì, ÷òî åñëè

f ∈ J(HomR(M,N)), òî ñîãëàñíî ðàâåíñòâó 1M−π = hf èìååì π = 1M è,

ñëåäîâàòåëüíî, f ∈ 4(HomR(M,N)). Òàêèì îáðàçîì, J(HomR(M,N)) ⊂
4(HomR(M,N)). Òîãäà èç 18.17 ñëåäóåò ðàâåíñòâî 4(HomR(M,N)) =

J(HomR(M,N)) è f − fgf ∈ J(HomR(M,N)).

18.35. Ñîãëàñíî 18.34 äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ Hom(D,C) èìååì thfgt =

t 6= 0. Òîãäà (gth)f(gth) = gth. Ïðè ýòîì íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî gth 6= 0.

18.36. 1) Ïóñòü f ∈ Hom(A,B)\J(Hom(A,B)). Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî
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ýëåìåíòà g ∈ Hom(B,A) èìååì fg ∈ End(B)\J(End(B)). Ñëåäîâàòåëüíî,

ñîãëàñíî óñëîâèþ ïóíêòà ýëåìåíò fg ÷àñòè÷íî îáðàòèì è èç 18.35 ñëåäóåò,

÷òî ýëåìåíò f òàêæå ÷àñòè÷íî îáðàòèì.

Âòîðîé ïóíêò äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

18.37. πi : A→ Ai, π
′
j : B → Bj � êàíîíè÷åñêèå ïðîåêöèè, εi : Ai → A,

ε′j : Bj → B � êàíîíè÷åñêèå âëîæåíèÿ.

1)⇒2) Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò f èç Hom(Ai, Bj)\J(Hom(Ai, Bj)).

Òàê êàê f = π′j(ε
′
jfπj)εj, òî ε

′
jfπj /∈ J(Hom(A,B)). Òîãäà èç óñëîâèÿ

ïóíêòà ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíò ε′jfπj ÷àñòè÷íî îáðàòèì è, ñëåäîâàòåëüíî,

ýëåìåíò f òàêæå ÷àñòè÷íî îáðàòèì.

2)⇒1) Ïóñòü f ∈ Hom(A,B)\J(Hom(A,B)). Òàê êàê

f =
∑n

i=1

∑m
j=1 ε

′
jπ
′
jfεiπi,

òî π′j0fεj0 /∈ J(Hom(Ai0, Bj0) äëÿ íåêîòîðûõ èíäåêñîâ i0, j0. Òîãäà ýëåìåíò

π′j0fεj0 ÷àñòè÷íî îáðàòèì è, ñëåäîâàòåëüíî, f òàêæå ÷àñòè÷íî îáðàòèì.

18.39. 1)⇒2) Ïóñòü f ∈ Hom(B,⊕i∈IAi)\J(Hom(B,⊕i∈IAi)). Òàê êàê

ìîäóëü B êîíå÷íî ïîðîæäåí, òî äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ïî-

ïàðíî ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ i1, . . . , ik èç I èìååì f(B) ⊂ Ai1 ⊕ . . . ⊕ Aik .

Ïóñòü π � ïðîåêöèÿ ìîäóëÿ ⊕i∈IAi íà ìîäóëü Ai1 ⊕ . . . ⊕ Aik , ε � âëî-

æåíèå ìîäóëÿ Ai1 ⊕ . . . ⊕ Aik â ìîäóëü ⊕i∈IAi. Èç 18.37 ñëåäóåò, ÷òî â

Hom(B,Ai1⊕. . .⊕Aik)\J(Hom(B,Ai1⊕. . .⊕Aik)) êàæäûé ýëåìåíò ÷àñòè÷-

íî îáðàòèì. Òàê êàê επf = f è f ∈ Hom(B,⊕i∈IAi)\J(Hom(B,⊕i∈IAi)),

òî πf ∈ Hom(B,Ai1 ⊕ . . . ⊕ Aik)\J(Hom(B,Ai1 ⊕ . . . ⊕ Aik)). Òîãäà ýëå-

ìåíò πf ÷àñòè÷íî îáðàòèì è, ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòà f òàêæå ÷àñòè÷íî

îáðàòèì.

Èìïëèêàöèÿ 2)⇒1) ñëåäóåò èç 18.37.

18.40. Ïóñòü f ∈ J(Hom(A,B)). Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà g ∈
Hr(f) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî f = fg. Òàê êàê g ∈ J(Hom(A,A)), òî äëÿ

íåêîòîðîãî ýëåìåíòà h ∈ Hom(A,A) èìååì (1A− g)h = 1A. Ñëåäîâàòåëü-

íî, 0 = f(1A − g)h = f .

18.41 . Íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ âêëþ÷åíèé Hr(f −
fg) ⊂ Hr(f), gHr(f − fg) ⊂ Hr(f).

18.42. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
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I = {f ∈ Hom(A,B) | End(B)f End(A) ñëàáî ðåãóëÿðíî ñïðàâà }.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî I çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ñëåâà íà ýëåìåí-

òû èç End(B) è óìíîæåíèÿ ñïðàâà íà ýëåìåíòû èç End(A). Ïîêàæåì,

÷òî I çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ. Ïóñòü f, g ∈ I è h ∈ End(B)(f +

g) End(A). Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ h1 ∈ End(B)f End(A), h2 ∈
End(B)g End(A) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî h = h1 + h2. Òàê êàê ýëåìåíò

h1 ñëàáî ðåãóëÿðåí ñïðàâà, òî h1 = h1

∑n
i=1 sih1ai, ãäå si ∈ Hom(B,A),

ai ∈ End(A) äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 n. Òîãäà ýëåìåíò h1 + h2 − (h1 +

h2)
∑n

i=1 si(h1 + h2)ai = h2 − h1

∑n
i=1 sih2ai − h2

∑n
i=1 si(h1 + h2)ai ∈

End(B)h2 End(A) ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì ñïðàâà è èç 18.41 ñëåäó-

åò, ÷òî ýëåìåíò h1 + h2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì ñïðàâà.

18.43. 1) Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé

èíäóêöèè. Äîêàæåì íàøå óòâåðæäåíèå ïðè m = 1. Òàê êàê Hom(A,C1)

ñëàáî ðåãóëÿðíî ñïðàâà, òî f1s ∈ f1sHr(f1s) ⊂ f1sHr(s). Ïðåäïîëîæèì,

÷òî íàøå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ m = k. Ïóñòü Hom(A,C1), . . . ,

Hom(A,Ck+1) ñëàáî ðåãóëÿðíû ñïðàâà è f1 ∈ Hom(B,C1), . . . , fk+1 ∈
Hom(B,Ck+1),s ∈ Hom(A,B). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè íàéäåòñÿ

òàêîé ãîìîìîðôèçì h ∈ Hr(s), ÷òî äëÿ êàæäîãî 1 5 i 5 k èìååò ìå-

ñòî ðàâåíñòâî fis = fish. Òàê êàê Hom(A,Ck+1) ñëàáî ðåãóëÿðåí ñïðàâà,

òî äëÿ íåêîòîðîãî ãîìîìîðôèçìà h′ ∈ Hr(fk+1s− fk+1sh) ⊂ Hr(s) èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî (fk+1s − fk+1sh) = (fk+1s − fk+1sh)h′. Òîãäà äëÿ êàæ-

äîãî 1 5 i 5 k èìååì fis(h + h′ − hh′) = fish + fis(1A − h)h′ = fis è

fk+1s(h+h′−hh′) = fk+1s. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ÷òî h+h′−hh′ ∈ Hr(s).

2) Äîêàçàòåëüñòâî äâîéñòâåííî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

18.44. Ïóñòü f ∈ Hom(A,B1) è i � âëîæåíèå ìîäóëÿ B1 â ìîäóëü B

è π � ïðîåêöèÿ ìîäóëÿ B íà ìîäóëü B1 îòíîñèòåëüíî ðàçëîæåíèÿ B =

B1 ⊕B2.

Ïîñêîëüêó Hom(A,B) ñëàáî ðåãóëÿðíî, òî èìååò ðàâåíñòâî

if =
m∑
k=1

hkifgk,
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ãäå gk ∈ Hr(if), à hk ∈ Hom(B,B) äëÿ êàæäîãî k. Òîãäà

f =
m∑
k=1

πhkifgk ∈ Hom(B1, B1)fHr(f).

18.45. Ïóñòü f ∈ Hom(A,B), π1 è π2 � ïðîåêöèè ìîäóëÿ B íà ïåðâîå

è ñîîòâåòñòâåííî íà âòîðîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå îòíîñèòåëüíî ðàçëîæåíèÿ

B = B1 ⊕ B2, i1 è i2 � âëîæåíèÿ ìîäóëÿ B1 è ñîîòâåòñòâåííî ìîäóëÿ B2

â ìîäóëü B.

Èç ñëàáî ðåãóëÿðíîcòè Hom(A,B1) è Hom(A,B2) ñëåäóåò, ÷òî

π1f =
m∑
k=1

gkπ1fhk

è

π2f =
n∑
k=1

skπ2ftk,

ãäå gk ∈ Hom(B1, B1), hk ∈ Hr(π1f) äëÿ êàæäîãî 1 6 k 6 m è sk ∈
Hom(B2, B2) tk ∈ Hr(π2f) äëÿ êàæäîãî 1 6 k 6 n. Òîãäà

f = i1π1f + i2π2f =
∑m

k=1 i1gkπ1fhk +
∑n

k=1 i2skπ2ftk.

Òàê êàê i1gkπ1fhk, i2skπ2ftk ∈ Hom(B,B)fHr(f) äëÿ êàæäîãî k, òî

f ∈ Hom(B,B)fHr(f).

18.46. 1)⇒2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Hom(N,Ai) ñëàáî ðåãóëÿðíî äëÿ êàæ-

äîãî i ∈ I. Ïóñòü f ∈ Hom(N,⊕i∈IAi). Òàê êàê ìîäóëü N êîíå÷íî ïîðîæ-

äåí, òî äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ

i1, . . . , ik èç I èìååì f(N) ⊂ Ai1 ⊕ . . . ⊕ Aik . Ïóñòü π � ïðîåêöèÿ ìîäóëÿ

⊕i∈IAi íà ìîäóëü Ai1⊕. . .⊕Aik , i - âëîæåíèå ìîäóëÿ Ai1⊕. . .⊕Aik â ìîäóëü

⊕i∈IAi. Èç ëåììû 4 ñëåäóåò, ÷òî Hom(N,Ai1⊕ . . .⊕Aik) ñëàáî ðåãóëÿðíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, πf ∈ Hom(Ai1 ⊕ . . . ⊕ Aik, Ai1 ⊕ . . . ⊕ Aik)πfHr(πf) ⊂
Hom(Ai1 ⊕ . . . ⊕ Aik, Ai1 ⊕ . . . ⊕ Aik)πfHr(f). Òàê êàê iπf = f , òî f ∈
Hom(⊕i∈IAi,⊕i∈IAi)fHr(f). Ñëó÷àè ñëàáî ðåãóëÿðíûõ ñïðàâà è ñëàáî ðå-

ãóëÿðíûõ ñëåâà ìíîæåñòâ ãîìîìîðôèçìîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

2)⇒1) Èìïëèêàöèÿ ñëåäóåò èç 18.45.

18.53. Ýëåìåíò êîëüöà ôîðìàëüíûõ ìàòðèö K = K({Mij} : {ϕikj}),
ó êîòîðîãî êîìïîíåíòà, íàõîäÿùàÿñÿ íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî
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ñòîëáöà ðàâíà r, à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ðàâíû íóëþ, áóäåì îáîçíà÷àòü

÷åðåç reij. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî {r ∈ K | MtirijMjs ⊂ I(Mts)} ÷åðåç I ′.
Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî I ′ � èäåàë êîëüöà K. Ïîêàæåì, ÷òî I(K) ⊂ I ′.

Òàê êàê eiiKejjI(K)essKett ⊂ I(K), òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ó êàæäî-

ãî ýëåìåíòà èäåàëà I(K) âñå êîìïîíåíòû ñëàáî ðåãóëÿðíû ñïðàâà. Ïóñòü

a ∈ I(K). Òîãäà äëÿ êàæäîé ïàðû èíäåêñîâ i, j èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

eiiaejj = eiiaejj(
m∑
k=1

bkeiiaejjck) = eiiaejj(
m∑
k=1

bkeiiaejjckejj),

aij = aij(
m∑
k=1

(bk)jiaij(ck)jj.

Ïîêàæåì, ÷òî I ′ ⊂ I(K). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èäåàë I ′ ñîäåðæèò ýëåìåíò,

êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì ñïðàâà. Âûáåðåì â I ′ íå ñëàáî ðå-

ãóëÿðíûé ýëåìåíò r, ó êîòîðîãî ñòðîêà r11, . . . , r1n, . . . , rn1, . . . , rnn èìååò

íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïåðâûõ íóëåé. Ïóñòü ri0j0 ïåðâûé íåíóëåâîé ýëå-

ìåíò â ýòîé ñòðîêå. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ri0j0 = ri0j0
∑

k akri0j0bk, ãäå

ak ∈Mj0i0, bk ∈ Rj0j0 äëÿ êàæäîãî k. Òîãäà

r − r
∑
k

akej0i0rbkej0j0 =
∑
i,j

rijeij − (
∑
i,j

rijeij)(
∑
k

akej0i0(
∑
i,j

rijeij)bkej0j0) =

=
∑
i,j

gijeij,

ãäå gij = rij, åñëè j 6= j0, è gij0 = rij0 −
∑

k rij0akri0j0bk. ßñíî, ÷òî gij = 0,

åñëè ëèáî i < i0, ëèáî i = i0, j < j0, ëèáî i = i0, j = j0. Ñëåäîâàòåëüíî, â

ñèëó âûáîðà ýëåìåíòà r ýëåìåíò r−r
∑

k akej0i0rbkej0j0 ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðå-

ãóëÿðíûì ñïðàâà. Òîãäà r � ñëàáî ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

íàøèì èñõîäíûì ïðåäïîëîæåíèÿì.

18.54. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ r1, r2 ∈ R ÷åðåç r1 ∗ijk r2 áóäåì

îáîçíà÷àòü âûðàæåíèå φijk(r1 ⊗ r2).

1). Ïîêàæåì âûïîëíèìîñòü ðàâåíñòâà èç ïóíêòà a). Îáîçíà÷èì ïðà-

âóþ ÷àñòü ïóíêòà a) ÷åðåç I ′. Âêëþ÷åíèå I(K) ⊂ I ′ ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåä-

ñòâåííî. Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü r ∈ I ′.

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ 1 6 i, j, s, t 6 n è a, b ∈ R èìåþò ìåñòî ðàâåí-
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ñòâà

arijbηsjtηsijηtst = arijbηsjtηsijηtst
∑

16l6k

clarijbηsjtηsijηtstdl,

arijbηsjtηsij = arijbηsjtηsij
∑

16l6k

clarijbηsjtηsijηtstdl,

(a ∗sij rij) ∗sjt b = ((a ∗sij rij) ∗sjt b)
∑

16l6k

(cl ∗tst ((a ∗sij rij) ∗sjt b))dl.

Òîãäà r ∈ I(K). Ðàâåíñòâî èç ïóíêòà b) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

2). ⇒. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ 1 6 i, j 6 n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

1 =
∑

16t6k

rt ∗iji st = ηiji
∑

16t6k

rtst.

Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû âèäà ηiji îáðàòèìû âR. Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî

1 6 k 6 n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ηiji = ηijkηjik, òî {ηikj} ⊂ U(R)

⇐. Èìïëèêàöèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïåðâîãî ïóíêòà èñõîäíîé

òåîðåìû.

3). Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.
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20 Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé

1) C(R) öåíòð êîëüöà R

2) N(R) âåðõíèé íèëü-ðàäèêàë êîëüöà R

3) Nil(R) ìíîæåñòâî âñåõ íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà R.

4) Reg(R) íàèáîëüøèé ðåãóëÿðíûé èäåàë êîëüöà R

5) J(R) ðàäèêàë Äæåêîáñîíà êîëüöà R

6) rad(R) ïåðâè÷íûé ðàäèêàë (èëè íèæíèé íèëü-ðàäèêàë) êîëüöà R

7) U(R) ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà R.

8) End(M) êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ ïðàâîãî ìîäóëÿ M

9) HomR(M,N) ìíîæåñòâî âñåõ ãîìîìîðôèçìîâ èç ïðàâîãî R-ìîäóëÿ

M â ïðàâûé R-ìîäóëü N

10) Loewy(M) äëèíà Ëåâè ìîäóëÿ M

11) Soc(M) öîêîëü ìîäóëÿ M

12) J(M) ðàäèêàë Äæåêîáñîíà ìîäóëÿ M

13) r(s) ïðàâûé àííóëÿòîð ýëåìåíòà s èç êîëüöà R.

14) l(s) ëåâûé àííóëÿòîð ýëåìåíòà s èç êîëüöà R.

15) N �M N ìàëûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M .

16) N 6e M N � ñóùåñòâåííûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M

17) N 6M N � ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M

18) N 6d M N � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ìîäóëÿ M

19) CFMN(R) êîëüöî êîíå÷íî ñòîëáöåâûõ ìàòðèö èçRN×N, ãäåR � íåêî-

òîðîå êîëüöî

20) lg(M) äëèíà ìîäóëÿ êîíå÷íîé äëèíû M

21) σ(M) ìíîæåñòâî âñåõ ìîäóëåé ïîäïîðîæäåííûõ ìîäóëåì M
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