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О НЕРАВЕНСТВАХ, СВЯЗЫВАЮЩИХ
ФУНКЦИЮ И ЕЕ ПРОИЗВОДНЫЕ
В СПЕЦИАЛЬНЫХ ВЕСОВЫХ
ПРОСТРАНСТВАХ ЛЕБЕГА

Пусть r — произвольно зафиксированное натуральное чис-
ло, ρ = ρ(t) =

√
1− t2 — вес Чебышева второго рода,

q = q(t) = [ρ(t)]4r−3 . Отметим, что функция q(t) является
частным случаем хорошо известного веса Якоби. Обозначим
через L2,q ≡ L2,q(−1, 1) пространство функций, квадратично
суммируемых на интервале (−1, 1) с весом q(t) . В этом про-
странстве норму определим обычным образом

‖f‖2,q ≡ ‖f‖L2,q =





+1∫

−1

q(t)|f(t)|2dt





1/2

, f ∈ L2,q.

Функции из пространства L2,q квадратично суммируемы на
любом отрезке, целиком вложенном в интервал (−1, 1) , и при
r > 1 имеют, вообще говоря, особенности на концах промежут-
ка [−1, 1] порядка ниже r − 1/4 . Это означает, что функции из
L2,q в общем случае не принадлежат пространству L2(−1, 1) .
Кроме того, при r > 2 обратная функция 1/q(t) уже весовой
не будет. Это отличает проводимые нами исследования от ис-
следований других авторов (в большинстве работ берется вес
Чебышева первого или второго рода).
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В пространстве L2,q модуль непрерывности введем несколь-
ко отличным от традиционного интегрального модуля:

ω(y; δ)2,q ≡ sup
0<η6δ

{ 1−η∫

−1

(1 + t)2r−3/2(1− t− η)2r−3/2×

× |y(t + η)− y(t)|2dt

}1/2

, y ∈ L2,q, 0 < δ 6 2.

Отметим, что все основные свойства модуля непрерывности
здесь выполняются.

Имеют место следующие результаты.

Теорема 1. Пусть i ∈ N, qi(t) = [ρ(t)]4i−3 = (1 − t2)2i−3/2,

существует f (i) ∈ L2,qi(−1, 1) . Тогда для j, l ∈ N справедливы
неравенства:

‖(1− t2)jf(t)‖C 6
√

π
(4j − 3)!!

(4j)!!
[
2j ‖f‖2,1/ρ +

√
4j − 1 ‖f ′‖2,ρ

]
;

‖(1− t2)i−1/2f(t)‖C 6
√

π
(4i− 5)!!
(4i− 2)!!

×

× [
(2i− 1) ‖f‖2,1/ρ +

√
4i− 3 ‖f ′‖2,ρ

]
, (−1)!! ≡ 1;

‖(1− t2)jf (l)(t)‖C 6
√

π
(4(j − l)− 1)!!
(4(j − l) + 2)!!

×

× [
2j ‖f (l)‖2,ql

+
√

4(j − l) + 2 ‖f (l+1)‖2,ql+1

]
, l 6 j, l < i.
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Теорема 2. Пусть i ∈ N, qi(t) = [ρ(t)]4i−3 = (1 − t2)2i−3/2,

существуют производные f (i), g(i) ∈ L2,qi(−1, 1) . Тогда име-
ют место неравенства:

‖fg‖2,qi 6
√

π
(4i− 5)!!
(4i− 2)!!

[
(2i− 1) ‖f‖2,1/ρ+

+
√

4i− 2 ‖f ′‖2,ρ

]‖g‖2,1/ρ, (−1)!! ≡ 1;

‖fg(j)‖2,qi 6
√

π
(4(i− j)− 5)!!
(4(i− j)− 2)!!

[
2(i− j) ‖f‖2,1/ρ+

+
√

4(i− j)− 2 ‖f ′‖2,ρ

]‖g(j)‖2,qj , 1 6 j 6 i− 1;

‖f (l)g(j)‖2,qi 6
√

π
(4(i− j − l)− 1)!!
(4(i− j − l) + 2)!!

[
2(i− j) ‖f (l)‖2,ql

+

+
√

4(i− j − l) + 2 ‖f (l+1)‖2,ql+1

]‖g(j)‖2,qj , l, j > 1, l + j 6 i.

Теорема 3. Пусть i, j, l ∈ N, qi(t) = (1 − t2)2i−3/2 ,
0 < δ 6 2 . Тогда имеют место неравенства:

ω(x; δ)2,qi 6 δ ‖x′‖2,qi , x′ ∈ L2,qi(−1, 1);

ω(zx; δ)2,qi 6 ω(z; δ)2,qj‖x‖C + ‖z‖2,qjω(x; δ)C ,

z ∈ L2,qj (−1, 1), x ∈ C[−1, 1];

ω(zx; δ)2,qi 6
√

δ‖z′‖2,qi‖x‖2,1/ρ+

+
[
(2i− 3/2)

√
7‖z‖2,qi−1 +

√
2 ‖z′‖2,qi

]
ω(x; δ)2,1/ρ,

z′ ∈ L2,qi(−1, 1), x ∈ L2,1/ρ(−1, 1);
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ω(zx; δ)2,qi 6

6 ω(z, δ)2,qj

√
π

(4l − 3)!!
(4l)!!

[
2l ‖x‖2,ql

+
√

4l − 1 ‖x′‖2,ql+1

]
+

+ ω(x, δ)2,ql

√
π

(4j − 3)!!
(4j)!!

[
2j ‖z‖2,qj +

√
4j − 1 ‖z′‖2,qj+1

]
,

z′ ∈ L2,qj (−1, 1), x′ ∈ L2,ql
(−1, 1), l + j < i.

Приведенные теоремы 1 – 3 служат основой при доказа-
тельстве корректности по Адамару краевых задач для обык-
новенных интегро-дифференциальных уравнений в случае, ко-
гда порядок внутреннего дифференциального оператора вы-
ше порядка соответствующего внешнего дифференциального
оператора. Кроме того, они позволяют проводить теоретико-
функциональное обоснование прямых методов решения ука-
занных задач (см., например, [1], [2]), а также оптимизацию
по порядку точности (см. [3]).

Работа выполнена при финансовой поддержке Министер-
ства образования и науки РФ (госконтракт 02.740.11.0193).
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