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Н.Н.КОРНЕЕВА

СТРУКТУРА СТЕПЕНЕЙ КОНЕЧНО-АВТОМАТНЫХ
ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ПРЕФИКСНО РАЗРЕШИМЫХ СВЕРХСЛОВ

Аннотация. Показано, что структура степеней конечно-автоматных преобразований префикс-
но разрешимых сверхслов не является верхней полурешеткой.

Ключевые слова: конечно-автоматные преобразования, верхняя полурешетка, сверхслово, пре-
фиксная разрешимость.

УДК: 510.53

В работе изучаются степени неразрешимости бесконечных последовательностей симво-
лов конечного алфавита, индуцируемые сводимостью, определяемой при помощи конечных
автоматов Мили. Впервые эти степени, называемые степенями конечно-автоматных пре-
образований, были введены в работе Г. Рейна [1], в которой также были получены первые
структурные свойства частично упорядоченного множества этих степеней. В частности, бы-
ло доказано, что структура степеней конечно-автоматных преобразований является верхней
полурешеткой [1]. Позже В.Р.Байрашевой в [2] были рассмотрены две подструктуры ука-
занной структуры: множество степеней конечно-автоматных преобразований, состоящих
из обобщенно почти периодических последовательностей, и множество степеней конечно-
автоматных преобразований, состоящих из последовательностей с разрешимой монадиче-
ской теорией. Было показано, что обе эти подструктуры не являются верхними полурешет-
ками [2]. Также В.Р.Байрашевой [3] было показано, что верхней полурешеткой не явля-
ется и частично упорядоченное множество степеней конечно-автоматных преобразований
бесконечных последовательностей, рассматриваемых над алфавитом, мощность которого
ограничена некоторым натуральным числом. В данной работе рассматривается еще од-
на подструктура структуры степеней конечно-автоматных преобразований, состоящая из
степеней, содержащих префиксно разрешимые последовательности. Понятие префиксной
разрешимости последовательности было введено в работе М.Н.Вялого, А.А.Рубцова [4] и
является ослаблением свойства последовательности иметь разрешимую монадическую тео-
рию.
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Определение 1. Конечным автоматом Мили называется пятерка (S,Σ,Σ′, δ, ω), где S,
Σ, Σ′ — конечные множества состояний, входных и выходных символов соответственно;
δ : S × Σ −→ S — функция переходов; ω : S × Σ −→ Σ′ — функция выходов. Конечный
автомат Мили, в котором выделено начальное состояние s0, называется инициальным.

В дальнейшем, если рассматривается несколько автоматов и необходимо указать функ-
цию переходов или выходов, множество входных или выходных символов автомата S, будем
записывать δS , ωS , ΣS , Σ′

S.
Пусть Σ — конечный алфавит и x = (x(n)) — бесконечная последовательность символов

над алфавитом Σ, которая называется сверхсловом над алфавитом Σ. Через x(n) будем
обозначать n-ю букву сверхслова. Если i ≤ j, то x[i, j] будет обозначать отрезок сверхслова
x вида x(i)x(i + 1) . . . x(j). Слово x[0, i] является префиксом x. Множество всех префик-
сов сверхслова x будем обозначать Pref(x). Образом сверхслова x под действием автома-
та (S,Σ,Σ′, δ, ω, s0) является сверхслово ωS(s0, x) над алфавитом Σ′ вида ω(t0, x(0))ω(t1,
x(1))ω(t2, x(2)) . . . , где t0 = s0 и ti+1 = δ(ti, x(i)).

Определение 2. Пусть x, y — сверхслова над конечными алфавитами Σ и Σ′ соответ-
ственно. Сверхслово y конечно-автоматно сводится к сверхслову x, если существует конеч-
ный инициальный автомат Мили (S,Σ,Σ′, δ, ω, s0) такой, что ω(s0, x) = Ay, где блок A над
алфавитом Σ′ определяет некоторую конечную задержку.

Определение 3 ([1]). Пусть x, y — сверхслова над конечными алфавитами Σ и Σ′ соот-
ветственно. Сверхслово y конечно-автоматно эквивалентно сверхслову x, если существуют
конечные инициальные автоматы Мили (S,Σ,Σ′, δS , ωS , s0) и (T,Σ′,Σ, δT , ωT , t0) такие, что
ω(s0, x) = Ay и ω(t0, y) = Bx, где блоки A ∈ (Σ′)∗ и B ∈ Σ∗ определяют некоторые конечные
задержки.

Класс конечно-автоматной эквивалентности сверхслова x называется степенью конечно-
автоматных преобразований сверхслова x и обозначается [x]. На множестве степеней конеч-
но-автоматных преобразований естественным образом индуцируется отношение частичного
порядка: [y] ≤ [x], если сверхслово y конечно-автоматно сводится к сверхслову x.

В данной работе будут рассмотрены сверхслова и их степени конечно-автоматных преоб-
разований, для которых разрешима следующая алгоритмическая задача, называемая зада-
чей префиксной реализуемости: по описанию регулярного языка определить, существует
ли префикс сверхслова, принадлежащий данному языку. Такие сверхслова называются пре-
фиксно разрешимыми.

Определение 4 ([4]). Сверхслово x над алфавитом Σ называется префиксно разрешимым,
если для любого регулярного языка L над алфавитом Σ разрешима задача L∩Pref(x) �= ∅.

Регулярный язык можно задавать при помощи конечного детерминированного или ко-
нечного недетерминированного автомата, распознающего его, или при помощи регулярного
выражения. Поскольку для нас нет разницы между различными способами задания регу-
лярного языка, то в дальнейшем будем считать, что регулярный язык задается при помощи
конечного детерминированного автомата, распознающего его. Таким образом, сверхслово x
префиксно разрешимо, если существует алгоритм, который по любому конечному детер-
минированному автомату определяет, проходит ли он через допускающее состояние при
чтении сверхслова x.

Пусть ϕ0, ϕ1, ϕ2, . . . — нумерация частично вычислимых функций и S0, S1, S2, . . . — ну-
мерация конечных детерминированных автоматов.
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Сверхслово x префиксно разрешимо, если

∃n∀k[[ϕn(Sk) = 1 ↔ ∃l[δSk
(sk

0, x[0, l]) ∈ FSk
]] ∧ [ϕn(Sk) = 0 ↔ ∀l[δSk

(sk
0, x[0, l]) /∈ FSk

]]],

где ϕn(Sk) — значение n-й частично вычислимой функции, вычисленное на аргументе, рав-
ном номеру конечного детерминированного автомата Sk.

Более сильным является свойство разрешимости по Бюхи сверхслова. Сверхслово назы-
вается разрешимым по Бюхи [4], если для него разрешима следующая алгоритмическая
задача: по описанию регулярного языка определить, бесконечно ли пересечение этого язы-
ка и множества префиксов сверхслова. Причем свойство разрешимости по Бюхи сверх-
слова эквивалентно разрешимости монадической теории сверхслова [4]. Для разрешимых
по Бюхи сверхслов ранее уже было доказано свойство замкнутости относительно конечно-
автоматных преобразований [2], также было доказано, что множество степеней конечно-
автоматных преобразований разрешимых по Бюхи сверхслов не является верхней полуре-
шеткой [2].

Для префиксно разрешимых сверхслов аналогичные утверждения доказываются в дан-
ной работе.

Следствием более общего результата о замкнутости относительно асинхронно автомат-
ных преобразований свойства префиксной разрешимости сверхслов, доказанного в [5], яв-
ляется

Теорема 1. Пусть x — префиксно разрешимое сверхслово над конечным алфавитом Σ,
(T,Σ,Σ′, δ, ω, t0) — конечный инициальный автомат Мили. Тогда y = ω(t0, x) — префиксно
разрешимое сверхслово над алфавитом Σ′.

Схема доказательства. Необходимо доказать, что для произвольного конечного детермини-
рованного автомата (S,Σ′, δS , s0,FS) можно определить, проходит он при чтении сверхслова
y через допускающее состояние или нет.

Построим автомат (˜S,Σ, δ
˜S , s̃0,F˜S), где ˜S = T × S, начальное состояние s̃0 = (t0, s0).

Функция перехода определяется следующим образом: δ
˜S((t, s), a) = (δT (t, a), δS(s, ωT (t, a))).

Множество допускающих состояний F
˜S = {(t, s)|s ∈ FS}.

Автомат ˜S проходит через допускающее состояние при подаче на его вход сверхслова
x, если и только если S проходит через допускающее состояние при чтении сверхслова y.
Поскольку для сверхслова x задача префиксной реализуемости разрешима, то для сверх-
слова y указанная задача также разрешима.

Из теоремы 1 следует, что степень конечно-автоматных преобразований, содержащая
префиксно разрешимое сверхслово, состоит лишь из префиксно разрешимых сверхслов.
Далее докажем, что множество степеней конечно-автоматных преобразований префиксно
разрешимых сверхслов не является верхней полурешеткой. Сначала построим сверхслово,
не являющееся префиксно разрешимым.

Теорема 2. Существует сверхслово, которое не является префиксно разрешимым.

Схема доказательства. Пусть ϕ0, ϕ1, ϕ2, . . . — нумерация частично вычислимых функций,
S0, S1, S2, . . . — нумерация конечных детерминированных автоматов над алфавитом Σ =
{0, 1}. Cверхслово x над алфавитом Σ = {0, 1} не префиксно разрешимо, если

∀n∃k[[ϕn(Sk) /∈ {0, 1}] ∨ [[ϕn(Sk) = 1] ∧ ∀l[δSk
(sk

0, x[0, l]) /∈ FSk
]] ∨ [[ϕn(Sk) = 0]∧
∧ ∃l[δSk

(sk
0 , x[0, l]) ∈ FSk

]]].
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Сверхслово x, не являющееся префиксно разрешимым, строим методом начальных сег-
ментов из блоков ai длины (i + 2), начинающихся на единицу и заканчивающихся на нуль
и не содержащих внутри себя блоков указанного вида меньшей длины. Например, пусть
ai = 11i0.

Рассмотрим автоматы S(i), которые распознают языки, содержащие само слово ai и слова,
оканчивающиеся на 0ai.
Шаг 0. Определим I0 как пустой блок (длины нуль).
Шаг (n+1). Сделаем по (n+1) шагов в вычислении функций ϕ0(S(0)), ϕ1(S(1)), ..., ϕn(S(n)).

Пусть i — наименьшее натуральное число такое, что ϕi(S(i)) определено. Если такого числа
не существует, то полагаем In+1 = In. Если такое число существует, то поступаем следую-
щим образом:

1) если ϕi(S(i)) /∈ {0, 1}, то полагаем In+1 = In;
2) если ϕi(S(i)) = 0, то полагаем In+1 = Inai;
3) если ϕi(S(i)) = 1, то полагаем In+1 = In.
Удаляем функцию ϕi и блок ai из дальнейшего рассмотрения и переходим к шагу (n+2).
Сверхслово x, являющееся пределом последовательности блоков Ii при i → ∞, не явля-

ется префиксно разрешимым, поскольку n-я частично вычислимая функция ϕn ошибается
при проверке, проходит ли автомат S(n) при чтении x через допускающее состояние.

Сверхслово, не являющееся префиксно разрешимым, можно строить также и из блоков
bi = 10i0. Построение будет аналогично приведенному в теореме 2, с заменой автоматов S(i)

на автоматы, распознающие языки, содержащие слово bi и слова, оканчивающиеся на 0bi.
Из блоков ai и bi можно построить также и префиксно разрешимое сверхслово x.

Предложение. Существует префиксно разрешимое сверхслово, построенное из блоков ai

(или bi).

Схема доказательства. Пусть S0, S1, S2, . . . — нумерация конечных детерминированных
автоматов над алфавитом Σ = {0, 1} такая, что автомат с номером n имеет не более (n + 1)
состояний.

Префиксно разрешимое сверхслово x над алфавитом Σ = {0, 1} строится из блоков ai =
11i0 методом начальных сегментов. (Для блоков bi = 10i0 построение аналогично.)
Шаг 0. Определим I0 как пустой блок.
Шаг (n+1). Рассмотрим автомат Sn = (S, {0, 1}, δ, s0 ,F) c номером n в нашей нумерации

конечных детерминированных автоматов. Подадим на его вход слово In. Если при чтении
этого слова автомат проходит через допускающее состояние, то полагаем In+1 = In. В
противном случае, рассмотрим последовательность множеств:

Q0 = {s | s = δ(s0, In)}, Q1 = {δ(s, ai) | i ∈ N} ∪ {s},
Q2 = {δ(s, ai) | s ∈ Q1, i ∈ N} ∪ {s}, . . . , Qk+1 = {δ(s, ai)|s ∈ Qk, i ∈ N} ∪ {s}, . . . .

По построению, очевидно, что Q0 ⊆ Q1 ⊆ · · · ⊆ Qk ⊆ Qk+1 ⊆ · · · . Следовательно, суще-
ствует наименьшее натуральное число l(≤ n) такое, что Ql = Ql+1 = Ql+2 = · · · .

Если Ql ∩ F �= ∅, то существует слово b, состоящее из слов ai (i ≤ n), такое, что при
чтении этого слова из состояния s автомат пройдет через допускающее состояние. Причем
слово b можно взять длины не более (n + 1)(n + 2). Положим In+1 = Inb.

Если Ql∩F = ∅, то какое бы слово, состоящее из блоков ai, ни добавили к In, при чтении
этого слова из состояния s автомат не пройдет ни через одно из допускающих состояний.
Можно положить In+1 = In.



94 Н.Н.КОРНЕЕВА

Cверхслово x, которое является пределом последовательности блоков Ii при i → ∞,
является префиксно разрешимым.

Далее, наряду со сверхсловами x = (x(n)) и y = (y(n)) будем рассматривать сверхслово
(x, y) = (x(n), y(n)).

Теорема 3. Существуют префиксно разрешимые сверхслова x и y такие, что сверхслово
(x, y) не является префиксно разрешимым.

Схема доказательства. Сверхслова x и y над алфавитом Σ = {0, 1} строятся из блоков ai =
11i0 и bi = 10i0 соответственно, сверхслово (x, y) над алфавитом Σ×Σ = {(0, 0), (0, 1), (1, 0),
(1, 1)} — из блоков, начинающихся на (1, 1), заканчивающихся на (0, 0) и не содержащих
внутри себя блоков указанного вида меньшей длины.

Пусть S0, S1, S2, . . . — нумерация конечных детерминированных автоматов над алфави-
том Σ, причем автомат с номером n имеет не более (n + 1) состояний, и T0, T1, T2, . . . —
нумерация конечных детерминированных автоматов над алфавитом Σ × Σ.

Определим автоматы T (i), которые распознают языки, содержащие слово ci=(1, 1)(1, 0)i(0, 0)
и слова, оканчивающиеся на (0, 0)ci.
Шаг 0. Определим I0 как пустой блок.
Шаг (n+1). Повторим конструкцию, аналогичную конструкции теоремы 2, с автоматами

T (i) и блоками ci. В результате построим блок I ′n+1 = (X ′
n+1, Y

′
n+1).

Для автомата Sn и блока X ′
n+1 повторим конструкцию из предыдущего предложения.

Получим слово X ′′
n+1 = X ′

n+1U
′0. Положим I ′′n+1 = (X ′′

n+1, Y
′′
n+1), где Y ′′

n+1 = Y ′
n+1V

′0 и V ′

получено из слова U ′ заменой нулей на единицы и единиц на нули.
Для автомата Sn и блока Y ′′

n+1 повторим конструкцию, аналогичную конструкции из
предыдущего предложения, но только с блоками bi. Получим слово Y ′′′

n+1 = Y ′′
n+1V

′0. Поло-
жим In+1 = (X ′′′

n+1, Y
′′′
n+1), где X ′′′

n+1 = X ′′
n+1U

′0, и U ′ получено из слова V ′ заменой нулей
на единицы и единиц на нули.

Перейдем к шагу n + 2.
Определим сверхслово (x, y) как предел последовательности блоков Ii при i → ∞, x =

pr1(x, y) и y = pr2(x, y). Согласно теореме 2 (x, y) не префиксно разрешимо, согласно преды-
дущему предложению, x и y префиксно разрешимы.

Известно, что структура степеней конечно-автоматных преобразований является верх-
ней полурешеткой, причем наименьшей верхней гранью степеней [x] и [y] является сте-
пень конечно-автоматных преобразований сверхслова (x, y) [1]. Этот результат и результат
предыдущей теоремы позволяет доказать следующее утверждение.

Теорема 4. Множество степеней конечно-автоматных преобразований префиксно разре-
шимых сверхслов не является верхней полурешеткой.
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