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__________________________________________________________________________________ 
Аннотация: предложен вариант кинематического метода теории предельного равновесия; рас-
сматриваются массивные элементы конструкций, материал которых, в общем случае, анизо-
тропный. 

Принята жесткопластическая модель деформируемого твердого тела. Принято допущение, 
что массивные элементы конструкций разрушаются путем разделения на части, которые отно-
сительно мало деформируются («абсолютно жесткие конечные элементы»,АЖКЭ) и имеют 6 
степенней свободы в трехмерном пространстве. Процесс разрушения материала идет по беско-
нечно тонким обобщенным поверхностям разрушения (ОПР), на которых учитывается работа 
всех действующих внутренних силовых факторов (ВСФ) – 9-ти сил и 9-ти моментов. Рассмот-
рены тела из однородных изотропных материалов, сопротивляющихся по-разному растяжению 
и сжатию. Поверхности прочности в пространстве ВСФ описываются соответствующими па-
раметрическими уравнениями. 

С использованием уравнения равновесия в форме Лагранжа и принципа максимума Мизеса, а 
также предложенных параметрических уравнений предельной поверхности, задача определе-
ния минимального значения параметра кинематический возможной нагрузки сведена к стан-
дартной задаче линейного программирования (ЛП), которая решается с использованием сим-
плекс-метода. 
Ключевые слова: массивные тела, несущая способность по прочности, абсолютно жесткие 
конечные элементы, обобщенные поверхности разрушения, пространство обобщенных сил, 
трехмерное напряженное состояние 
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__________________________________________________________________________________ 
Abstract: a variant of the kinematic method of the theory of limit equilibrium is proposed; massive 
structural elements are considered, the material of which, in the general case, is anisotropic. 
A rigid-plastic model of a deformable solid body is adopted. It is assumed that massive structural ele-
ments are destroyed by dividing into parts that deform relatively little (“absolutely rigid finite ele-
ments”, ARFE) and have 6 degrees of freedom in three-dimensional space. The process of destruction 
of the material goes along infinitely thin generalized destruction surfaces (GDS), on which the work of 
all acting internal force factors (IFF) is taken into account – 9 forces and 9 moments. Bodies made of 
homogeneous isotropic materials that resist tension and compression in different ways are considered. 
The strength surfaces in the IFF space are described by the corresponding parametric equations. 
Using the equilibrium equation in the Lagrange form and the Mises maximum principle, as well as the 
proposed parametric equations of the limiting surface, the problem of determining the minimum value 
of the possible kinematic parameter of the load is reduced to a standard linear programming problem 
(LP), which is solved using the simplex method. 
Keywords: massive bodies, strength-bearing capacity, absolutely rigid finite elements, generalized 
fracture surfaces, space of generalized forces, three-dimensional stress state 
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ВВЕДЕНИЕ 

Использованы жесткопластическая модель деформируемого твердого тела, понятия «абсо-
лютно жёсткие конечные элементы»и «обобщенные поверхности разрушения». В общем случае 
движение в трехмерном пространстве каждого из АЖКЭ определяется шестью обобщенными 
координатами. В каждом ОПР учитывается работа шести ВСФ. 

С использованием уравнения равновесия в форме Лагранжа и принципа максимума Мизеса 
[2], а также аппроксимаций поверхностей прочности вписанными многогранниками, задача 
определения минимального значения параметра кинематический возможной нагрузки и соот-
ветствующего поля скоростей обобщенныхперемещений, сведена к стандартной задаче линей-
ного программирования (ЛП), которая решается с использованием симплекс-метода [1]. Метод 
разработан применительно к массивным телам различной формы, а конфигурация внешней 
нагрузки является произвольной. 
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МЕТОДЫ И МАТЕРИАЛЫ 

На рис. 1 изображены два соседних АЖКЭ Π1.D1…Dn и Π2.D1…Dn, контактирующие между 
собой через ОПР D1.D2….Dn. Согласно теореме Шаля [11], движение каждого из АЖКЭ в трех-
мерном пространстве можно рассматривать как составленный из поступательного движения 
вместе с его полюсом и движения около полюса как неподвижного [1].  

 

 
Рис. 1. Соседние АЖКЭ Π1.D1…Dn и Π2.D1…Dn 

Fig. 1. Neighboring ARFE Π1.D1…Dn and Π2.D1…Dn 

 
Скорость диссипации внутренней энергии в точке Di ОПР (рис. 1) [1]: 

. . . . .  (1) 
 
Здесь ,  – главный вектор и главный момент внутренних распределенных сил, приве-

денных в точку Di, соответственно, они отнесены к единице площади; 
. . . . .  

. . .  
(2) 

. ,  – скорости движения полюсов Π1 и Π2 (рис. 1), соответственно; . , .  – 
мгновенные угловые скорости вращения соответствующих АЖКЭ около полюсов Π1 и Π2. 

В (1) силы и скорости перемещений связаны ассоциированным законом [12]: 
.  , .  . (3) 

 
Здесь  – скалярный множитель;  – уравнение поверхности проч-

ности в пространстве обобщенных сил. Принцип максимума Мизеса [2]: 
. . (4) 

 
Здесь  – любая комбинация обобщённых сил, удовлетворяющая условию , 

но необязательно связанная ассоциированным законом деформирования с комбинацией 
, .  

Векторы обобщенных сил: 
; 

. (5) 

 
Пусть тело нагружено внешними поверхностными  и объемными  силами: 
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. , 
. . (6) 

 
Здесь , , ,  являются функциями только пространственных координат; i,j=X,Y,Z;  – 

монотонно возрастающий параметр. Способ закрепления тела исключает возможность его сво-
бодных перемещений. Предельному значению  соответствует механизм разрушения тела. 

Когда разрушение массивного тела происходит по отдельным ОПР между соседними 
АЖКЭ, уравнение равновесия в форме Лагранжа [2]: 

. . . .  (7) 
 
Здесь  – площадь k-й поверхности, по которой идет разрушение;  – число таких поверх-

ностей; ,  – площади на поверхности тела, где действуют силы , , соответственно, , 
 – объемы в составе тела, где действуют силы  и , соответственно;  – мощность ВСФ, 

приходящаяся на единицу площади; ,  – компоненты векторов скоростей движения точек 
тела, где приложены силы , , соответственно. Если внешние силы действуют в областях те-
ла, отдельных друг от друга, то в правой части (7) далее берутся суммы интегралов по соответ-
ствующим областям с , , , ,l,m,n,p = 1,2,3,… . 

Задача математического программирования:  
Найти min , где 

  (8) 
 
при интегральном ограничении 

  (9) 
 
и при выполнении равенств вида (1) во всех точках всех ОПР.  

Представим задачу в виде задачи ЛП. Интегрирование в (8) и (9) необходимо заменить сум-
мированием конечных величин, а вместо (1) необходимо использовать систему ограничений 
вида (4), где различные комбинации  соответствуют вершинам выпуклого предельного 
многогранника, аппроксимирующего предельную поверхность : 
найти min , где 

  (10) 
 
при ограничениях 

  (11) 
. 

(12) 
, , . 

 
Здесь m – число ОПР;  – площадь k-й ОПР;  – число точек на k-й ОПР, в которых опре-

деляется ;  – число АЖКЭ, к которым приложены внешние активные силы, зависящие 
от ;  – число АЖКЭ, к которым приложены силы, не зависящие от ;  – число вершин 

предельного многогранника в пространстве ВСФ; , , , - силы и моменты, получен-
ные в результате приведения внешних сил, действующих на j-й АЖКЭ, к его полюсу; ,  – 
скорости перемещения полюса j-го АЖКЭ и его поворота вокруг своего полюса, соответствен-
но;  в (12) определяют произвольную вершину предельного многогранника. Число огра-
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ничений вида (12) равно произведению числа всех точек Di на число вершин предельного мно-
гогранника. Согласно (10) N на  определяется как сумма объемов прямоугольных призм с 
одинаковыми площадями оснований. Возможны другие варианты аппроксимации N в пределах 

 (например, суммой объемов непрямоугольных призм с различными треугольными основа-
ниями и т.д.). Соотношения (10), (11), (12) записаны нами в проекциях на оси неподвижной си-
стемы координат XYZ. Здесь  являются несвободными переменными задачи ЛП, , 

 – свободными переменными [1]. 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЯ 

Алгоритм определения наилучшей верхней оценки предельной нагрузки для массивных тел 
кинематическим методом (алгоритм А3): 

1. Разбиваем тело на АЖКЭ и пронумеруем их. Номера АЖКЭ могут совпадать с номера-
ми соответствующих полюсов. Полюса номеруем от 1 до Kp; 

2. Нумеруем все вершины АЖКЭ от Kp+1 до KСТР, где СТР – «сложные точки разрушения» 
(вершины АЖКЭ, где сходятся несколько ОПР); 

3. Координаты всех полюсов Πi, вершин АЖКЭ и точек приложения внешних нагрузок 
задаем в глобальной системе OXYZ; 

4. Вводим результаты расчетов ВСФ алгоритмом А2 для конкретного случая, а именно 
для однородного изотропного материала с разными сопротивлениями на растяжение и сжатие. 

Суммарную скорость диссипации внутренней энергии для всей конструкции определим сле-
дующей формулой: 

  (13) 

 
Здесь  – число всех ОПР;  – число простых точек разрушения (ПТР) на рассматри-

ваемой ОПР(j);  – значение N в рассматриваемой ПТР ;  – площадь ОПР(j).  
5. Решая соответствующею задачу ЛП, определяем min . 
На базе алгоритма А3 составлена программа для ЭВМ в среде Matlab. Задача определения 

несущей способности массивного тела решается в общей постановке (вид напряженно дефор-
мируемого состояния заранее не учитывается). Ниже приведены некоторые результаты, полу-
ченные с использованием составленной программы для куба с размерами 10x10x10 (см). Мате-
риал куба - бетон B25 с характеристиками Rb =14.5 МПа, Rbt=1.05 МПа, Rsh=2.1 МПа. На ри-
сунках 2,3 АЖКЭ №1 является неподвижным. На рис. 2 приведен вариант дискретизации куба, 
которому соответствует min . На верхнюю и боковую грани куба действу-
ют равномерные сжимающие нагрузки с интенсивностью . Куб 
разбит на 8 разных АЖКЭ в форме кубиков. На рис. 2 и 3 в кружочках – номера полюсов соот-
ветствующих АЖКЭ. 
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Рис. 2. Схема разрушения бетонного элемента №1 (двухосное сжатие) 

Fig. 2. Scheme of the destruction of the concrete element No. 1 (biaxial compression) 

Таблица 1. Результаты по схеме разрушения на рис. 2.(алгоритм А3) 
Table 1. The results according to the fracture scheme in fig. 2. (Algorithm A3) 

полюса Скорости перемещений 
      

 0 0 0 0 0 0 
 -1.8585 1.6304 0.6639 0.0000 -0.1539 7.0549 
 -5.3859 1.6304 0.6639 0.0000 -0.1539 7.0549 
 0.3765 -0.343 0.0570 0.0000 -0.1539 -1.2781 
 -0.0797 0.0000 0.0685 0.0000 -0.2967 0.0000 
 -1.9354 1.6304 0.6639 0.0000 -0.1539 7.0549 
 -5.4629 1.6304 0.6639 0.0000 -0.1539 7.0549 
 0.2995 -0.343 0.057035 0.0000 -0.15398 -1.27816 

 
Процесс разрушения идет по плоскостям 18-11-9-15, 18-11-10-17, 18-15-14-17, 18-11-12-19, 

18-19-16-15, 18-21-13-11, 18-19-22-21, 18-21-20-17, 18-15-23-25, 18-17-24-25, 18-21-27-25. 
На рис. 3 на все грани куба действуют равномерные сжимающие нагрузки с интенсивностью 

. Куб разбит на 8 разных АЖКЭ в форме кубиков. Этому варианту 
дискретизации куба соответствует min . 
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Рис. 3. Схема разрушения бетонного элемента №2 (трехосное сжатие) 

Fig. 3. Scheme of the destruction of the concrete element No. 2 (triaxial compression) 

Таблица 2. Результаты по схеме разрушения на рис. 3 (алгоритм А3) 
Table 2. Results according to the destruction scheme in Fig. 3 (algorithm A3) 

полюса Скорости перемещений 
      

 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
 -8.8421 1.4127 0.0000 0.0000 0.0000 1.5671 
 -2.1269 1.4127 0.0000 0.0000 0.0000 1.5671 
 1.51554 -0.515 0.0000 0.0000 0.0000 -2.2173 
 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
 -8.8421 1.4127 0.0000 0.0000 0.0000 1.5671 
 -2.1269 1.4127 0.0000 0.0000 0.0000 1.5671 
 1.51554 -1.5155 0.0000 0.0000 0.0000 -2.2173 

 
Процесс разрушения идет по плоскостям 18-11-9-15, 18-11-10-17, 18-15-14-17, 18-11-12-19, 

18-19-16-15, 18-21-13-11, 18-19-22-21, 18-15-23-25, 18-17-24-25, 18-21-27-25. 
В табл. 3 приведены сравнения эмпирических прочностей с соответствующими расчетными 

значениями (алгоритм А3) для бетона В25. 

Таблица 3. Сравнения эмпирических данных с расчётными результатами по алгоритму А3 
Table 3. Comparison of empirical data with calculated results according to Algorithm A3 

п/п Схема разрушения 
бетонного элемента 

Тип нагрузки Эмпирические 
прочности, МПа 

Расчетные резуль-
таты по А3, МПа 

1 №1 Двухосное сжа-
тие 

1.3…1.4 Rb = 
18.85-20.3 

Rb = 20.1214 

2 №2 Трехосное 
сжатие 

- Rb = 30.3022 
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Схемы разрушения на рис. 2 и 3 и эмпирические результаты в табл. 3 взяты с работы Г.А. 
Гениева, А.С. Курбатова [13]. 

В качестве примеров реальных конструкций рассчитаны два контрфорса, боковые грани ко-
торых имеют вид треугольника и трапеции. Материал контрфорсов – бетон класса B25. Ниже 
приведены результаты решения задачи с использованием алгоритма А3 и соответствующей 
программы для ЭВМ и сравнения соответствующих результатов с решениями задачи с исполь-
зованием программного продукта ПК Лира 10.12. 

Внешние нагрузки на контрфорс: горизонтальное давление грунта ( ); равномерно распре-
деленная нагрузка на грунт ( ); собственный вес конструкции контрфорса ( ). Нагрузка q за-
висит от параметра , а нагрузки  и  – не зависят. 

 
Рис. 4. Расчетная схема: 1 – подпорная стенка; 2 – контрфорс; 3 – фундамент 

Fig. 4. Design scheme: 1 – retaining wall; 2 – buttress; 3 – foundation 
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Рис. 5. Окончательные варианты разбиения контрфорса на АЖКЭ:  
а – призма; б – усеченная призма 

Fig. 5.The final options for splitting the buttress on ARFE: a – prism; b – truncated prism 
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На рис. 5 приведены схемы дискретизации контрфорсов, которым соответствуют min . На 
рисунках 6а и 6в показаны соответствующие схемы разрушения контрфорсов, на рисунках 6б и 
6г – распределения скоростей диссипации внутренней энергии по соответствующим ОПР 3-4-5-
6. 
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Рис. 6. Результаты расчетов контрфорсовс использованием алгоритма А3 
Fig. 6. Results of calculations of buttresses using the A3 algorithm 

 
Некоторые численные результаты решенных нами задач приведены в табл. 4 и 5. 

Таблица 4. Скорости диссипации внутренней энергии 
Table 4. Rates of dissipation of internal energy 

Вид контрфорса 
Диссипация внутренней энергии в угловых точ-

ках ОПР 
3 4 5 6 

Треугольная боковая поверхность 0.7713 0.7713 1.9877 1.9877 
Трапецеидальная боковая поверхность 0.7374 0.7374 2.1512 2.1512 
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Таблица 5. Результаты расчетов контрфорсов с использованием алгоритма А3 
Table 5. Results of calculations of buttresses using the A3 algorithm 

Вид контр-
форса 

min , 
МПа 

Номер 
АЖКЭ 

Скорости обобщенных перемещений 
      

Треугольная 
боковая по-
верхность 

0.4597 
 0 0 0 0 0 0 

 0.1338 -1.057 0.2815 1.5063 0 -0.84 

Трапеце-
идальная 
боковая по-
верхность 

0.5416 

 0 0 0 0 0 0 

 0.1670 -1.250 0.3392 1.4401 0 -0.80 

 
На рис. 7а и 7б приведены результаты решения аналогичных задач с использованием ПК 

Лира 10.12. 

 
а                              б 

Рис. 7. Результаты расчетов контрфорсов по ПК Лира 10.12 
Fig. 7. Results of calculations of buttresses according to PC Lira 10.12 

 
Красные зоны – зоны растяжения, синие зоны – зоны сжатия. Максимальные растягиваю-

щие напряжения, полученные с использованием ПК Лира 10.12 для нагрузок, соответствующих 
min  в табл. 5, превышают предел прочности бетона В25 на растяжение (Rbt=1.05 
МПа=107.07 т/м2) – кинематический метод дает верхнюю оценку предельной нагрузки. 

ВЫВОДЫ 

Несущие способности бетонных кубов, определенные при различных видах нагружения, с 
использованием предлагаемого нами метода, согласуются с соответствующими эмпирическими 
данными других авторов [15-17]. 

Качественные картины напряженно-деформированных состояний различных контрфорсов, 
полученные с использованием ПК Лира 10.12, удовлетворительно согласуются с решениями 
этих же задач с использованием предлагаемого нами метода. 
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Приведенные выше результаты были получены с использованием алгоритмов и программ 
для ЭВМ, разработанных для исследования несущей способности однородных массивных тел 
при объемном напряженном состоянии, в самом общем случае. Можно предположить, что раз-
работанные нами методы найдут свое применение в инженерной практике, в частности, в таких 
работах, как [8-10]. 
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