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�  ï à ¡®â  ¯®á¢ïé¥  ¨§ãç¥¨î ¥ª®â®àëå áâàãªâãà ®¯¥à ¤, ¢®§¨ª îé¨å   ¬®¦¥-
áâ¢ å ¯®¬¥ç¥ëå ª®¥çëå £à ä®¢. �¯à¥¤¥«¥¨ï ¨ ®¡®§ ç¥¨ï, ®â®áïé¨¥áï ª â¥®à¨¨ ®¯¥à ¤,
¢§ïâë ¨§ [1]. �âàãªâãàë, ¨§ãç ¥¬ë¥ ¢ ¤ ®© à ¡®â¥, ¡ë«¨ ®¯à¥¤¥«¥ë ¢ [2]. �«ï ª®¥çëå ¥-
¯®¬¥ç¥ëå £à ä®¢ ª®¬¯®§¨æ¨ï £à ä®¢, ®ç¥ì ¯®å®¦ ï   ®¯¥à ¤ãî, ¢¢¥¤¥  ¢ [3]. �«ï ¥¯®-
¬¥ç¥ëå £à ä®¢, ®¤ ª®, ¥«ì§ï ¨á¯®«ì§®¢ âì ¢®§¬®¦®áâ¨, ¯à¥¤®áâ ¢«ï¥¬ë¥ â¥®à¨¥© ®¯¥à ¤.
�á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¯®ïâ¨ï ¨ ®¡®§ ç¥¨ï ¨§ â¥®à¨¨ £à ä®¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ª¨£¥ [4]. � ¬¥â¨¬, çâ®
â¥à¬¨ \®¯¥à ¤  £à ä®¢" ¥¤ ¢® ã¦¥ ¯®ï¢¨«áï ¢ «¨â¥à âãà¥ ¯® â¥®à¨¨ ®¯¥à ¤ [5], ® ¢ ¤ ®©
áâ âì¥ íâ®â â¥à¬¨ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¤«ï á®¢á¥¬ ¨®£® ®¡ê¥ªâ . �¢¨¤ã â®£® çâ® í«¥¬¥âë  è¨å
®¯¥à ¤ ¡®«ìè¥ ¯®å®¦¨   £à äë ¢ âà ¤¨æ¨®®¬ á¬ëá«¥, á®åà ¨¬ á«®¢® \£à äë" ¢  §¢ ¨¨
¨§ãç ¥¬®£® §¤¥áì ®¡ê¥ªâ . �¢â®àë ¡« £®¤ àë ¯à®ä. �.�§¨¥¢¨çã §  ¯à¥¤®áâ ¢«¥ãî ¢®§¬®¦-
®áâì ®§ ª®¬¨âìáï á ¥£® à ¡®â ¬¨, ¢ ç áâ®áâ¨, á® áâ âì¥© [5].

�ãáâì K | ¥ª®â®à®¥ ¬®¦¥áâ¢® á ¢ë¤¥«¥ë¬ í«¥¬¥â®¬ ". �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Mn;k =
Mn;k(K) ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å n � k-¬ âà¨æ c ª®¬¯®¥â ¬¨ ¨§ K. �¯à¥¤¥«¨¬ ¤¢¥ ®¯¥à æ¨¨ ª®¬-
¯®§¨æ¨¨. �ãáâì Ai 2Mni;ki , 1 � i � m, B 2Mm;m, B = (bij), 1 � j � m. �¯¥à æ¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨,
ª®â®àãî ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ª®¬¯®§¨æ¨¥© 1, ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â ª:

A1A2 : : : AmB =

0
BBB@
A1 b1 2 : : : b1m
b2 1 A2 : : : b2m
...

...
. . .

...
bm 1 bm 2 : : : Am

1
CCCA ; (1)

A1A2 : : : AmB | ¡«®ç ï (n1+ � � �+nm)� (k1+ � � �+ km)-¬ âà¨æ , à §¡¨â ï   ¡«®ª¨ à §¬¥à ¬¨
ni � kj , ¨ bij ¢ (1) | ¬ âà¨æ  à §¬¥à  ni � kj , § ¯®«¥ ï ®¤¨¬ ¨ â¥¬ ¦¥ í«¥¬¥â®¬ bij ¨§ B.
�¬¥áâ® bij á«¥¤®¢ «® ¡ë ¯¨á âì bijJni;kj , £¤¥ Jni;kj | ¬ âà¨æ , á®áâ®ïé ï ¨§ ¥¤¨¨æ.

�ãáâì â¥¯¥àì K | ¬®®¨¤ á ¥¤¨¨æ¥© ". �¯¥à æ¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨, ª®â®àãî ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì
ª®¬¯®§¨æ¨¥© 2, ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â ª:

A1A2 : : : AmB =

0
BBB@
A1b1 1 b1 2 : : : b1m
b2 1 A2b2 2 : : : b2m
...

...
. . .

...
bm 1 bm 2 : : : Ambmm

1
CCCA : (2)

�®£« è¥¨ï §¤¥áì â¥ ¦¥ á ¬ë¥, çâ® ¨ ¢ (1).
� ¯®¬¨¬ [1], çâ® ®¯¥à æ¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨  §ë¢ ¥âáï  áá®æ¨ â¨¢®©, ¥á«¨ ¢ë¯®«¥ë â®¦¤¥-

áâ¢ 
(A1B1) : : : (AmBm)C = (A1 : : : Am)(B1 : : : BmC);

£¤¥ Ai = A1;i : : : Ani;i, Al;i 2Mnl;i;kl;i , Bi 2Mni;ni
, C 2Mm;m, 1 � i � m, 1 � l � ni.

�¥¬¬  1. �¡¥ ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨ (1) ¨ (2)  áá®æ¨ â¨¢ë.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �â® ¤¥« ¥âáï á ¯®¬®éìî ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®© ¯à®¢¥àª¨, ¨á¯®«ì§ãîé¥© ®¯à¥-
¤¥«¥¨ï (1) ¨ (2).
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�¯à¥¤¥«¨¬ ¤¢  á¥¬¥©áâ¢  ¬®¦¥áâ¢ M = fM(n) j n = 1; 2; : : : g, M = fM(n) j n = 1; 2; : : : g.
�ãáâìM(n) | ¯®¤¬®¦¥áâ¢®Mn;n, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¢á¥å ¬ âà¨æ, ¤¨ £® «ìë¥ í«¥¬¥âë ª®â®àëå
à ¢ë ",   M(n) = Mn;n. �  M(n) ¨ M(n) á«¥¢  ¤¥©áâ¢ã¥â £àã¯¯  ¯®¤áâ ®¢®ª n-© áâ¥¯¥¨ �n

á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �á«¨ A = (aij), 1 � i; j � n, aij 2 K, � 2 �n, â® ¬ âà¨æ  �A á®áâ®¨â ¨§
í«¥¬¥â®¢

(�A)ij = a��1(i);��1(j): (3)

� ¤ «ì¥©è¥¬ ¯à¨ ¤¥©áâ¢¨ïå á ¬ âà¨æ ¬¨ ¬®¦® áç¨â âì, çâ® ¨å ª®¬¯®¥âë «¥¦ â ¢ ¯®«ã-
£àã¯¯®¢®¬ ª®«ìæ¥ Z[K].

�¥¬¬  2. �ãáâì M(�) | ¬ âà¨æ  ¯®¤áâ ®¢ª¨ � 2 �n. �®£¤ 

�A =M(�)AM(�)�1:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì Ei;j | ¬ âà¨ç ï ¥¤¨¨æ , â®£¤  M(�) =
nP

j=1
E�(j);j , ¨

M(�)AM(��1) =
� nX

k=1

E�(k);k

�� nX
i;j=1

aijEi;j

�� nX
l=1

El;�(l)

�
=
� nX

j=1

nX
k=1

akjE�(k);j

�� nX
l=1

El;�(l)

�
=

=
nX

k=1

nX
l=1

aklE�(k);�(l) =
nX
i=1

nX
j=1

a��1(i);��1(j)Ei;j :

�®«ãç¥  ¬ âà¨æ , ¢ ª®â®à®©   (i; j)-¬ ¬¥áâ¥ áâ®¨â í«¥¬¥â a��1(i);��1(j), ª ª ¨ ã �A.

�¥®à¥¬  1. 1) �¥¬¥©áâ¢® M ( á®®â¢¥âáâ¢¥® M) á ®¯¥à æ¨¥© ª®¬¯®§¨æ¨¨ 1 (á®®â¢¥â-
áâ¢¥® 2) ¨ ¤¥©áâ¢¨¥¬ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å £àã¯¯ (3) áâ ®¢¨âáï ®¯¥à ¤®©.

2) �®¦¥áâ¢® A =
S

n;k�1
Mn;k ¯à¥¢à é ¥âáï ¢  «£¥¡àã  ¤ ®¯¥à ¤®© M, ¥á«¨ ®¯à¥¤¥«¨âì

ª®¬¯®§¨æ¨î ¯® ä®à¬ã«¥ (1), ¨ ¢  «£¥¡àã  ¤ ®¯¥à ¤®© M, ¥á«¨ ®¯à¥¤¥«¨âì ª®¬¯®§¨æ¨î ¯® ä®à-

¬ã«¥ (2). �à¨ íâ®¬ ®¯¥à ¤ë M ¨ M  ¤® áç¨â âì ¥á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ (â. ¥. ¨áª«îç¨âì ¨§

¨å ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¤¥©áâ¢¨ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å £àã¯¯).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �áá®æ¨ â¨¢®áâì ¯à®¢¥à¥  ¢ «¥¬¬¥ 1. �¤¨¨çë¬ í«¥¬¥â®¬ ¢ M ¨ M
c«ã¦¨â 1 � 1-¬ âà¨æ  (") 2 M(1) = M(1), £¤¥ " 2 K | ¢ë¤¥«¥ë© í«¥¬¥â K (¨«¨ ¥¤¨¨æ 
¬®®¨¤ ). �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ á¢®©áâ¢  áà §ã ¢ëâ¥ª îâ ¨§ ä®à¬ã« (1), (2). �á¥ íâ® ¯®ª §ë¢ ¥â,
çâ® M ¨ M | ¥á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ®¯¥à ¤ë. �§ «¥¬¬ë 1 â¥¯¥àì á«¥¤ã¥â, çâ® A ¥áâì  «£¥¡à   ¤
M ¨«¨ M ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â®£®, ª ª ï ª®¬¯®§¨æ¨ï ¨á¯®«ì§ã¥âáï.

�áâ ¥âáï ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ä®à¬ã«  (3) ¯à¥¢à é ¥â M ¨ M ¢ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ®¯¥à ¤ë. �®-
ª § â¥«ìáâ¢  ¤«ï M ¨ M ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ®¤¨ ª®¢ë. �ë¯®«¨¬ ¢á¥ ¯à®¢¥àª¨ ¤«ï M. �®ª ¦¥¬
â®¦¤¥áâ¢®

(�1A1)(�2A2) : : : (�mAm)B = (�1 � �2 � � � � � �m)A1A2 : : : AmB: (4)

�ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì «¥¬¬ã 2. � ¯®¬¨¬, çâ®

� � � =
�

1 : : : m m+ 1 : : : m+ n
�(1) : : : �(m) m+ �(1) : : : m+ �(n)

�
;
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£¤¥ � 2 �m, � 2 �n. �®£¤  M(� � �) =
�
M(�) 0
0 M(�)

�
. �¥£ª® ¯à®¢¥àï¥âáï à ¢¥áâ¢®

0
BBB@
M(�1)A1M(�1)�1 b12 : : : b1m

b21 M(�2)A2M(�2)�1 : : : b2m

: : : : : :
. . . : : :

bm1 bm2 : : : M(�m)AmM(�m)�1

1
CCCA =

=

0
BBB@
M(�1) : : : 0
0 : : : 0

: : :
. . . : : :

0 : : : M(�m)

1
CCCA
0
BBB@

A1 b12J12 : : : b1mJ1m
b21J21 A2 : : : b2mJ2m

: : : : : :
. . . : : :

bm1Jm1 bm2Jm2 : : : Am

1
CCCA
0
BBB@
M(�1)�1 : : : 0

0 : : : 0

: : :
. . . : : :

0 : : : M(�m)�1

1
CCCA ;

¨§ ª®â®à®£® á«¥¤ã¥â (4).
�áâ «®áì ¯à®¢¥à¨âì ¢ë¯®«¨¬®áâì ¯®á«¥¤¥£® â®¦¤¥áâ¢ 

A1A2 : : : Am(�B) = (� � �)(A�(1)A�(2) : : : A�(m)B): (5)

� ¯®¬¨¬ [1], çâ® � � � ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â ª: ¥á«¨ � = (n1; : : : ; nm), � 2 �m,

p1 = (1; 2; : : : ; n1);p2 = (n1 + 1; : : : ; n1 + n2); : : : ;pi = (n1 + � � �+ ni�1 + 1; : : : ; n1 + � � �+ ni�1 + ni);

1 � i � m, â® � � � =
�
p1 p2 : : : pm
p�(1) p�(2) : : : p�(m)

�
. �ç¥¢¨¤®,

A1 : : : Am(�B) =

0
BBB@

A1 b��1(1);��1(2) : : : b��1(1);��1(m)

b��1(2);��1(1) A2 : : : b��1(2);��1(m)

: : : : : :
. . . : : :

b��1(m);��1(1) b��1(m);��1(2) : : : Am

1
CCCA :

� áá¬®âà¨¬ ¯à ¢ãî ç áâì â®¦¤¥áâ¢  (5). � âà¨æ  M(� � �) ãáâà®¥  á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬.
�â® ¡«®ç ï ¬ âà¨æ  ¨§ m�m ¡«®ª®¢, £¤¥ ¡«®ª á ¨¤¥ªá ¬¨ (�(j); j) ¨¬¥¥â n�(j) áâà®ª ¨ n�(j)
áâ®«¡æ®¢ ¨ à ¢¥ ¥¤¨¨ç®© n�(j) � n�(j)-¬ âà¨æ¥ En�(j)

. �áâ «ìë¥ ¡«®ª¨, à §¬¥àë ª®â®àëå
®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ïîâáï, ã«¥¢ë¥. �¥ä®à¬ «ì® £®¢®àï, M(� � �) ¯®«ãç ¥âáï â ª: ¢ M(�)
¢¬¥áâ® ¥¤¨¨æ (à á¯®«®¦¥ëå ¢ áâà®ª å �(j) ¨ áâ®«¡æ å j ) \¯®¤áâ ¢«ïîâáï" ¡«®ª¨ En�(j)

,  
¢¬¥áâ® ã«¥© | ã«¥¢ë¥ ¡«®ª¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å à §¬¥à®¢. �ãáâì

A�(1) : : : A�(m)B =

0
BBB@
A�(1) b12 : : : b1m
b21 A�(2) : : : b2m

: : : : : :
. . . : : :

bm1 bm2 : : : A�(m)

1
CCCA = C =

0
BBB@
C11 C12 : : : C1m

C21 C22 : : : C2m

: : : : : :
. . . : : :

Cm1 Cm2 : : : Cmm

1
CCCA ;

£¤¥ Cij | ¡«®ª à §¬¥à  n�(i) � n�(j). �ëç¨á«¨¬ M(� � �)CM(� � �)�1 = (� � �)C á ãç¥â®¬ â®£®,
çâ® M(� � �)�1 =M(� � �)T , â. ¥. ¢ j-© ¡«®ç®© áâà®ª¥ è¨à¨®© n�(j), ¢ �(j)-¬ ¡«®ç®¬ áâ®«¡æ¥
è¨à¨ë n�(j)  å®¤¨âáï ¬ âà¨æ  En�(j)

. �®«®¦¨¬

M =M(� � �) =

0
B@
M11 : : : M1m

: : :
. . . : : :

Mm1 : : : Mmm

1
CA ;

£¤¥Mij | ¡«®ª à §¬¥à®¬ ni�n�(j), ¯à¨ç¥¬M�(j);j = En�(j)
,Mij = 0 ¤«ï ¨ëå i. �â® ®§ ç ¥â, çâ®

¢ áâ®«¡æ¥ á ®¬¥à®¬ n�(1)+� � �+n�(j�1)+k, 1 � k � n�(j), ¯à®å®¤ïé¥¬ ç¥à¥§ j-© ¡«®ª, ¢á¥ í«¥¬¥âë
ã«¥¢ë¥, ªà®¬¥ â®£® í«¥¬¥â , ª®â®àë©  å®¤¨âáï ¢ áâà®ª¥ á ®¬¥à®¬ n1 + � � �+ n�(j)�1 + k.

�®ª ¦¥¬, çâ®  ¤ ç¨á«®¬ n1 + : : : + n�(j)�1 + k, 1 � k � n�(j), ¢ ¯®¤áâ ®¢ª¥ � � � =�
p1 p2 : : : pm
p�(1) p�(2) : : : p�(m)

�
à á¯®«®¦¥® ç¨á«® n�(1)+ � � �+n�(j�1)+ k. �¨á«® n1+ � � �+n�(j)�1+ k
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à á¯®«®¦¥® ¢ ¡«®ª¥ p�(j)   k-¬ ¬¥áâ¥. �¨á«®, à á¯®«®¦¥®¥  ¤ ¨¬, ¥áâì ¥£® ¯®àï¤ª®¢ë©
®¬¥à, áç¨â ï á«¥¢   ¯à ¢®. �«¥¤®¢ â¥«ì®, íâ® ç¨á«® í«¥¬¥â®¢ ¢ ¡«®ª å p�(1); : : : ;p�(j�1)
¯«îá k: n�(1) + � � � + n�(j�1) + k. � áá¬®âà¨¬

M 0 =

0
B@
M 0

11 : : : M 0
1m

: : :
. . . : : :

M 0
m1 : : : M 0

mm

1
CA =MT =M�1;

£¤¥ M 0
ij | ¡«®ª à §¬¥à®¬ n�(i) � nj , ¯à¨ç¥¬ M 0

i;�(i) = En�(i)
, M 0

ij = 0 ¤«ï ¨ëå j. �ëç¨á«¨¬
MCM 0. �â® ¬ âà¨æ  ¨§ m�m ¡«®ª®¢, ¯à¨ç¥¬ (i; j)-© ¡«®ª ¨¬¥¥â à §¬¥à ni�nj, ¨ ¢ëç¨á«ï¥âáï

¯® ä®à¬ã«¥
mP
k=1

mP
l=1

MikCklM
0
lj . �¥ã«¥¢®¥ á« £ ¥¬®¥ ¢ íâ®¬ ¢ëà ¦¥¨¨ ¯®«ãç ¥âáï «¨èì ¯à¨

k = ��1(i), l = ��1(j). � íâ®¬ á«ãç ¥

Mi;��1(i) = En
�(��1(i))

= Eni
; M 0

��1(j);j = En
�(��1(j))

= Enj
;

¨ ¢áï áã¬¬  à ¢  C��1(i);��1(j).
�â ª, � � � ¤¥©áâ¢ã¥â   C á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

(� � �)C =

0
B@
C��1(1);��1(1) : : : C��1(1);��1(m)

: : :
. . . : : :

C��1(m);��1(1) : : : C��1(m);��1(m)

1
CA :

�  (i; j)-¬ ¬¥áâ¥ ¢ íâ®© ¬ âà¨æ¥ áâ®¨â ¡«®ª C��1(i);��1(j). �á«¨ i = j, â® C��1(i);��1(i) = A�(��1(i)) =
Ai; eá«¨ i 6= j, k = ��1(i), l = ��1(j), â® Ckl = bklJn�(k);n�(l)

= b��1(i);��1(j)Jni;nj
.

�âáî¤  á«¥¤ã¥â (� � �)C = (A1 : : : Am)(�B).

�ãáâì G(n) | ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å (¥ ®¡ï§ â¥«ì® ¯à®áâëå) ¥®à¨¥â¨à®¢ ëå ª®¥çëå £à -
ä®¢ á n ¢¥àè¨ ¬¨, ¯®¬¥ç¥ë¬¨ á¨¬¢®« ¬¨ 1; 2; : : : ; n. �ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® £à äë à áá¬ âà¨¢ -
îâáï á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬  á«¥¤ãîé¥£® ¢¨¤ : £à äë �0;�00 2 G(n) áç¨â îâáï à ¢ë¬¨,
¥á«¨ ¬¥¦¤ã ¬®¦¥áâ¢ ¬¨ à¥¡¥à, á®¥¤¨ïîé¨å «î¡ë¥ ¤¢¥ ¢¥àè¨ë á ¬¥âª ¬¨ i ¨ j (¢ ¤ «ì¥©-
è¥¬ ¡ã¤¥¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì ¢¥àè¨ë ¨ ¨å ¬¥âª¨) ¢ £à ä¥ �0, ¨ à¥¡¥à, á®¥¤¨ïîé¨å ¢¥àè¨ë i ¨
j ¢ £à ä¥ �00, ¬®¦® ãáâ ®¢¨âì ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥.

�¯à¥¤¥«¨¬   ¬®¦¥áâ¢¥ G(n) áâàãªâãàã ®¯¥à ¤ë. � ª ®¡ëç®, ¤«ï £à ä  � 2 G(n) ç¥-
à¥§ V (�) ®¡®§ ç ¥âáï ¬®¦¥áâ¢® ¥£® ¢¥àè¨,   ç¥à¥§ E(�) | ¬®¦¥áâ¢® ¥£® à¥¡¥à. � ¤ ¤¨¬
ª®¬¯®§¨æ¨î

G(n1)� � � � �G(nm)�G(m)! G(n1 + � � �+ nm); (�1; : : : ;�m;�0) 7! �1 : : :�m�0:

�ãáâì �i 2 G(ni), 1 � i � m, �0 2 G(m). �à ä � = �1 : : :�m�0 ãáâà®¥ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:
V (�) = f1; 2; : : : ; n1; n1 + 1; : : : ; n1 + n2; n1 + n2 + 1; : : : ; n1 + : : : + nmg. �®¦¥áâ¢® fn1 + � � � +
ni�1+1; : : : ; n1+ � � �+ni�1+nig ¡ã¤¥¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì á f1; : : : ; nig = V (�i), á®¯®áâ ¢«ïï ¢¥àè¨¥

1 � j � ni ¢¥àè¨ã n1 + : : : + ni�1 + j. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®¦® áç¨â âì, çâ® V (�) =
mS
i=1

V (�i),

¯à¨ç¥¬ V (�i)
T
V (�j) = ;.

�¥¡à  E(�) ®¯¨áë¢ îâáï â ª. �ãáâì à¥¡à® e 2 E(�i) á®¥¤¨ï¥â ¢¥àè¨ë u; v, £¤¥ 1 � u; v � ni.
�®£¤  ¢ £à ä¥ � ®¯à¥¤¥«¥® à¥¡à® á â¥¬ ¦¥ ¨¬¥¥¬ e, á®¥¤¨ïîé¥¥ ¢¥àè¨ë n1 + � � �+ ni�1 + u
¨ n1 + � � � + ni�1 + v. � ãç¥â®¬ á¤¥« ®£® ¢ëè¥ ®â®¦¤¥áâ¢«¥¨ï ¢¥àè¨ �i á ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬
¢¥àè¨ � íâ® ®§ ç ¥â, çâ® E(�i) ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ E(�) â ª, çâ® £à ä �i | íâ® ¯®¤£à ä £à ä 
� ¯à¨ 1 � i � m.

�à®¬¥ â®£®, ¥á«¨ e 2 E(�0) á®¥¤¨ï¥â ¢¥àè¨ë i ¨ j (1 � i; j � m) £à ä  �0, â® ¤«ï «î¡ëå
¢¥àè¨ u 2 E(�i), v 2 E(�j) ®¯à¥¤¥«¥® à¥¡à® euv = evu 2 E(�), á®¥¤¨ïîé¥¥ ¢¥àè¨ã n1+ � � �+
ni�1 + u £à ä  � á ¢¥àè¨®© n1 + � � �+ nj�1 + v.
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�¯à¥¤¥«¨¬ ¤¥©áâ¢¨¥ �n   G(n). �ãáâì � 2 �n, � 2 G(n). �®«®¦¨¬ �� à ¢ë¬ £à äã á
¢¥àè¨ ¬¨ 1; : : : ; n, ¯à¨ç¥¬ i ¨ j á®¥¤¨¥ë à¥¡à®¬ e ¢ � â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢¥àè¨ë
�(i) ¨ �(j) á®¥¤¨¥ë à¥¡à®¬ á â¥¬ ¦¥ ¨¬¥¥¬ e ¢ £à ä¥ ��.

�à®¢¥à¨¬, çâ® â ª ®¯à¥¤¥«¥® ¤¥©áâ¢¨¥, â. ¥. (��)� = �(��). �ãáâì �1 = ��, G2 = �(��),
�3 = (��)�. � ¤® ¯®ª § âì, çâ® �2 = �3, â. ¥. á®£« á® á¤¥« ë¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï¬ ¤®«¦®
áãé¥áâ¢®¢ âì ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã à¥¡à ¬¨, á®¥¤¨ïîé¨¬¨ ª ¦¤ãî ¯ àã
¢¥àè¨ u; v (¢¥àè¨ë ¢ �2 ¨ �3 ®¡é¨¥). �¥¡à® e á®¥¤¨ï¥â ¢ £à ä¥ � ¢¥àè¨ë i ¨ j â®£¤  ¨
â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  à¥¡à® á â¥¬ ¦¥ ¨¬¥¥¬ e á®¥¤¨ï¥â ��(i) ¨ ��(j) ¢ �3.

� ¤àã£®© áâ®à®ë, e á®¥¤¨ï¥â i ¨ j ¢ � â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  à¥¡à®¬ á ¨¬¥¥¬ e
á®¥¤¨¥ë ¢¥àè¨ë �(i) ¨ �(j) ¢ �1, çâ® íª¢¨¢ «¥â® â®¬ã, çâ® ¢¥àè¨ë ��(i) ¨ ��(j) co¥¤¨¥ë
à¥¡à®¬ e. �®áª®«ìªã ¤àã£¨å à¥¡¥à, ªà®¬¥ à¥¡¥à ãª § ®£® ¢¨¤ , ¢ �2 ¨ �3 ¥â, â®  «¨ç¨¥
¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®£® á®®â¢¥âáâ¢¨ï ®ç¥¢¨¤®.

�¥à¥§ E ®¡®§ ç¨¬ £à ä á ®¤®© ¢¥àè¨®© ¨ ¯ãáâë¬ ¬®¦¥áâ¢®¬ à¥¡¥à (E 2 G(1)).

�¥®à¥¬  2. 1) �¥¬¥©áâ¢® ¬®¦¥áâ¢ G = fG(n) j n � 1g c ®¯à¥¤¥«¥®©   ¨å ¢ëè¥ ®¯¥-

à æ¨¥© ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¨ ¤¥©áâ¢¨¥¬ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å £àã¯¯ ï¢«ï¥âáï ®¯¥à ¤®©. �¤¨¨æ  ®¯¥à ¤ë

| £à ä E.
2) �®¤®¯¥à ¤  ®¯¥à ¤ë G, á®áâ®ïé ï ¨§ £à ä®¢ ¡¥§ ¯¥â¥«ì, ¨§®¬®àä  ¯®¤®¯¥à ¤¥, ®¯¨á ®©

¢ â¥®à¥¬¥ 1 ®¯¥à ¤ë M (£¤¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ K ¡¥à¥âáï ¬®¦¥áâ¢® æ¥«ëå ¥®âà¨æ â¥«ìëå ç¨á¥«

¨ " = 0), á®áâ®ïé¥© ¨§ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ¬ âà¨æ.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à®¢¥à¨¬ á¢®©áâ¢  ¥¤¨¨æë. �ãáâì �1 = � � � = �m = E, � = E : : : E�0. �
£à ä¥ � ¨¬¥¥âáïm ¢¥àè¨, ª ª ¨ ¢ �0. �®áª®«ìªã �i = E, 1 � i � m, ¥ ¨¬¥¥â à¥¡¥à, â® ¢á¥ à¥¡à 
� ¯®«ãç îâáï ¨§ à¥¡¥à �0. �ãáâì k; l | ¢¥àè¨ë �0, e | á®¥¤¨ïîé¥¥ ¨å à¥¡à® ¢ �0. �¥àè¨ë
�k ¨ �l ¬®¦® ¢ë¡à âì ¥¤¨áâ¢¥ë¬ á¯®á®¡®¬, ¨ ®¨ ¨¬¥îâ ¬¥âª¨ (¢ �) k ¨ l. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ª®¬¯®§¨æ¨¨, ¢ �  ©¤¥âáï «¨èì ®¤® à¥¡à® ekl. �¥¯¥àì ®ç¥¢¨¤®, çâ® ¨¬¥¥âáï
¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã à¥¡à ¬¨ � ¨ �0. �«¥¤®¢ â¥«ì®, íâ® ®¤¨ ¨ â®â ¦¥
í«¥¬¥â G(m). �á«¨ m = 1, �0 = E, � = �1�0 = �1E, â® ¯àï¬® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨ ïá®,
çâ® ¢¥àè¨ë ¨ à¥¡à  � â¥ ¦¥, çâ® ¨ ã �1.

�®ª ¦¥¬, çâ® ª®¬¯®§¨æ¨ï  áá®æ¨ â¨¢ . �ãáâì �i = �1i : : :�nii, 1 � i � m, �ji 2 G(kij),
�i 2 G(ni), �0 2 G(m). �®ª ¦¥¬, çâ® £à äë �0 = (�1�1) : : : (�m�m)�0 ¨ �00 = �1 : : :�m(�1 : : :�m�0)

¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ®¤¨ ¨ â®â ¦¥ í«¥¬¥â ¨§ G
� mP
i=1

niP
j=1

kji
�
.

�á®, çâ® ¬®¦¥áâ¢® ¢¥àè¨ ã íâ¨å £à ä®¢ ®¤® ¨ â® ¦¥:
n
1; 2; : : : ;

mP
i=1

niP
j=1

kji
o
. �à¨ íâ®¬

¢«®¦¥¨ï £à ä®¢ �ji ! �1i : : :�nii�i ! �00, �ji ! �00 ®â®¡à ¦ îâ ¢¥àè¨ë �ji ¢ V (�0) = V (�00)

®¤¨ ª®¢ë¬ ®¡à §®¬: l 7!
i�1P
s=1

nsP
t=1

kts +
ni�1P
t=1

kti + l.

�â®¦¤¥áâ¢«ïï �ji á ¯®¤£à ä ¬¨ �0 ¨ �00,   �i | á ¯®¤£à ä ¬¨ �1 : : :�m�0, à áá¬®âà¨¬ à¥¡à 
�0 ¨ �00. �®¦¥áâ¢® à¥¡¥à �0 ¬®¦® à §¡¨âì   âà¨ ¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ¯®¤¬®¦¥áâ¢ :

1)
mS
i=1

niS
j=1

E(�ji);

2) ¬®¦¥áâ¢® à¥¡¥à, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå â ª: ¤«ï ª ¦¤®£® à¥¡à  e 2 E(�i), ¨æ¨¤¥â®£® ¢¥àè¨-
 ¬ k; l 2 V (�i), ¤«ï «î¡ëå ¢¥àè¨ u 2 V (�ki), v 2 V (�li) ®¯à¥¤¥«¥® à¥¡à® euv = evu,
c®¥¤¨ïîé¥¥ u ¨ v; 1 � i � m;

3) ¬®¦¥áâ¢® à¥¡¥à, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå â ª: ¤«ï ª ¦¤®£® à¥¡à  e 2 E(�0), á®¥¤¨ïîé¥£® ¢¥à-
è¨ë k; l £à ä  �0, ¯à®¨§¢®«ìëå p; q, 1 � p � nk, 1 � q � nl, ¨ ¤«ï «î¡ëå u 2 V (�pk),
v 2 V (�ql) ®¯à¥¤¥«¥® à¥¡à® epq;uv, c®¥¤¨ïîé¥¥ u ¨ v (§¤¥áì epq;uv = eqp;uv = epq;vu ¨ â. ¤.).

� «®£¨çë¬ ®¡à §®¬, ¨á¯®«ì§ãï ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ª®¬¯®§¨æ¨¨, ¬®¦¥áâ¢® à¥¡¥à �00 ¬®¦® à §-
¡¨âì   âà¨ ¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ¯®¤¬®¦¥áâ¢ , ª®â®àë¥ (á â®ç®áâìî ¤® ®¡®§ ç¥¨©) á®¢¯ ¤ îâ
á ¬®¦¥áâ¢ ¬¨ ¨§ ¯¯. 1), 2), 3) ¢ëè¥. �®íâ®¬ã �0 = �00 ª ª í«¥¬¥âë ®¯¥à ¤ë G.
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�à®¢¥à¨¬ á¢®©áâ¢  ®¯¥à ¤ë, á¢ï§ ë¥ á ¯®¤áâ ®¢ª ¬¨. �ãáâì �i 2 �ni
, �i 2 G(ni),

1 � i � m, �0 2 G(m); �0 = (�1�1) : : : (�m�m)�0, �00 = (�1 � � � � � �m)(�1 : : :�m�0). �®ª ¦¥¬,
çâ® íâ® ®¤¨ ¨ â®â ¦¥ í«¥¬¥â G(n1 + � � �+ nm). �«ï íâ®£® ¯®áâà®¨¬ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®®â-
¢¥âáâ¢¨¥ à¥¡¥à (á®¢¯ ¤¥¨¥ ¢¥àè¨ ®ç¥¢¨¤®). �ãáâì e | à¥¡à® �0, á®¥¤¨ïîé¥¥ ¤¢¥ ¢¥àè¨ë
¯®¤£à ä  �i�i � �0,  ¯à¨¬¥à, n1 + � � � + ni�1 + �i(k) ¨ n1 + � � � + ni�1 + �i(l), 1 � k; l � ni.
�® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â à¥¡àã e, á®¥¤¨ïîé¥¬ã ¢¥àè¨ë n1 + � � � + ni�1 + k ¨ n1 + � � � + ni�1 + l
¯®¤£à ä  �i £à ä  �1 : : :�m�0. �® ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î �1 � � � � � �m íâ®¬ã à¥¡àã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â
à¥¡à®, á®¥¤¨ïîé¥¥ ¢¥àè¨ë (�1 � � � � � �m)(n1 + � � � + ni�1 + k) = n1 + � � � + ni�1 + �i(k) ¨
(�1 � � � � � �m)(n1 + � � �+ ni�1 + l) = n1+ � � �+ ni�1+ �i(l) £à ä  �00 = (�1 � � � � � �m)(�1 : : :�m�0).
�á«¨ ¦¥ e | à¥¡à® �0, á®¥¤¨ïîé¥¥ ¢¥àè¨ë k ¨ l, 1 � k; l � m, â® «î¡ë¥ ¢¥àè¨ë ¢ �k�k
¨ �l�l ¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ �ku ¨ �lv, 1 � u � nk, 1 � v � nl, â ª çâ® ¢ �0 ®¯à¥¤¥«¥®
à¥¡à® e�ku;�lv, á®¥¤¨ïîé¥¥ ¢¥àè¨ë n1 + � � � + nk�1 + �ku ¨ n1 + � � � + nl�1 + �lv. �«ï â®£® ¦¥
à¥¡à  e ¢ £à ä¥ �1 : : :�m�0 ®¯à¥¤¥«¥® à¥¡à® eu;v, á®¥¤¨ïîé¥¥ ¢¥àè¨ë n1 + � � � + nk�1 + u
¨ n1 + � � � + nl�1 + v. �â®¬ã à¥¡àã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¢ £à ä¥ (�1 � � � � � �m)(�1 : : :�m�0) à¥-
¡à®, á®¥¤¨ïîé¥¥ ¢¥àè¨ë (�1 � � � � � �m)(n1 + � � � + nk�1 + u) = n1 + � � � + nk�1 + �ku ¨
(�1 � � � � � �m)(n1 + � � � + nl�1 + v) = n1 + � � �+ nl�1 + �lv.

�ãáâì â¥¯¥àì � 2 �m, �0 = (�1 : : :�m)(��0), � = (n1; : : : ; nm), �00 = (� � �)(��1 : : :��m�0).
�®áâà®¨¬ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã à¥¡à ¬¨ �0 ¨ �00.

�ãáâì e | à¥¡à® £à ä  ��j , á®¥¤¨ïîé¥¥ ¢¥àè¨ë k ¨ l, 1 � k; l � n�(j), 1 � j � m.
�à¨ ¢«®¦¥¨¨ ��j ¢ �0 ¥¬ã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â à¥¡à® (á â¥¬ ¦¥ ¨¬¥¥¬), á®¥¤¨ïîé¥¥ ¢¥àè¨ë
n1 + � � �+ n�(j)�1 + k ¨ n1 + � � � + n�(j)�1 + l.

� áá¬®âà¨¬ ¢«®¦¥¨¥ £à ä  ��(j) ¢ £à ä ��1 : : :��m�0. �¥¡àã e £à ä  ��(j) ¡ã¤¥â á®®â¢¥â-
áâ¢®¢ âì à¥¡à® á â¥¬ ¦¥ ¨¬¥¥¬, á®¥¤¨ïîé¥¥ ¢¥àè¨ë n�(1) + � � � + n�(j�1) + k ¨ n�(1) + � � � +
n�(j�1) + l. �®£¤  ¢ £à ä¥ (� � �)(��1 : : :��m�0) à¥¡à® á ¨¬¥¥¬ e ¤®«¦® á®¥¤¨ïâì ¢¥àè¨ë
(� ��)(n�(1)+ � � �+n�(j�1)+k) ¨ (� ��)(n�(1)+ � � �+n�(j�1)+ l). �® ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 1
ã¦¥ ¡ë«® ¯®ª § ®, çâ® íâ¨ ç¨á«  à ¢ë n1+� � �+n�(j)�1+k ¨ n1+� � �+n�(j)�1+l á®®â¢¥âáâ¢¥®.

�ãáâì e | à¥¡à® £à ä  �0, á®¥¤¨ïîé¥¥ ¢¥àè¨ë k ¨ l, 1 � k; l � m. �¬ã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â
à¥¡à® e £à ä  ��, á®¥¤¨ïîé¥¥ �k ¨ �l. �®£¤  ¤«ï «î¡ëå ¢¥àè¨ u 2 V (��(k)), 1�u�n�(k),
v 2 V (��(l)), 1 � v � n�(l), ®¯à¥¤¥«¥® à¥¡à® eu;v ¢ �0, á®¥¤¨ïîé¥¥ n1 + � � � + n�(k)�1 + u
¨ n1 + � � � + n�(l)�1 + v. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¯® à¥¡àã e 2 E(�0) ¨ ¢¥àè¨ ¬ u 2 V (��(k)),
v 2 V (��(l)) áâà®¨âáï à¥¡à® eu;v ¢ £à ä¥ ��1 : : :��m�0, á®¥¤¨ïîé¥¥ ¢¥àè¨ë n�(1)+� � �+n�(k�1)+u
¨ n�(1) + � � � + n�(l�1) + v. � £à ä¥ (� � �)(��1 : : :��m�0) íâ®¬ã à¥¡àã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â à¥¡à® á â¥¬
¦¥ ¨¬¥¥¬, á®¥¤¨ïîé¥¥ ¢¥àè¨ë (� � �)(n�(1) + � � � + n�(k�1) + u) = n1 + � � � + n�(k)�1 + u ¨
(� � �)(n�(1) + � � �+ n�(l�1) + v) = n1 + � � �+ n�(l)�1 + v.

�¥¬ á ¬ë¬ ¯à®¢¥à¥ë ¢á¥ á¢®©áâ¢  ®¯¥à ¤ë ¤«ï G.
�ãáâì K = f0; 1; 2; : : : g | ¬®¦¥áâ¢® æ¥«ëå ¥®âà¨æ â¥«ìëå ç¨á¥«. � ¦¤®¬ã £à äã

� 2 G(n) ¬®¦® á®¯®áâ ¢¨âì ¬ âà¨æã ¨æ¨¤¥æ¨© A = A(�), ª®¬¯®¥âë ª®â®à®© | í«¥¬¥-
âë K. � ª ª ª ¢¥àè¨ë £à ä®¢ ¨§ G(n) ã¯®àï¤®ç¥ë, â® â ª¨¬ ®¡à §®¬ § ¤ ¥âáï ¨ê¥ªâ¨¢®¥
®â®¡à ¦¥¨¥ ¨§ G(n) ¢ Mn;n = M(n). �®¦¥áâ¢® £à ä®¢ ¨§ G(n) ¡¥§ ¯¥â¥«ì ¯à¨ íâ®¬ ®â®¡à -
¦ ¥âáï ¢ M(n).

�¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ¥á«¨ �1; : : : ;�m;�0 | £à äë ¡¥§ ¯¥â¥«ì, â® ¨ �1 : : :�m�0 ®¡« ¤ ¥â
íâ¨¬ á¢®©áâ¢®¬, ¨ ¥á«¨ ¬ âà¨æë A1 2 M(n1); : : : ; Am 2 M(nm), A0 2 M(m) á¨¬¬¥âà¨çë, â®
¨ ¬ âà¨æ  A1 : : : AmA0 2 M(n1 + : : : + nm) â ª¦¥ á¨¬¬¥âà¨ç . � ª¨¬ ®¡à §®¬, íâ¨ £à äë ¨
¬ âà¨æë ®¡à §ãîâ ¯®¤®¯¥à ¤ë ¢ G ¨ M á®®â¢¥âáâ¢¥®.

� âà¨æ  ¨æ¨¤¥æ¨© ¤«ï ¥®à¨¥â¨à®¢ ®£® £à ä  ï¢«ï¥âáï á¨¬¬¥âà¨ç®©, ¥¥ í«¥¬¥âë
| æ¥«ë¥ ¥®âà¨æ â¥«ìë¥ ç¨á« , ¨ â. ª. à áá¬ âà¨¢ îâáï £à äë ¡¥§ ¯¥â¥«ì, â® ¤¨ £® «ìë¥
í«¥¬¥âë ¬ âà¨æë à ¢ë ã«î. �¡à â®, «î¡ ï ¬ âà¨æ  â ª®£® ¢¨¤  ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥â
£à ä ¡¥§ ¯¥â¥«ì | í«¥¬¥â G(n). �¥£ª® ¯à®¢¥àï¥âáï, çâ® A(�1 : : :�m�0) = A(�1) : : : A(�m)A(�0),
¨ A(��) = �A(�) ¯à¨ � 2 �n, � 2 G(n).

� ¬¥ç ¨¥ 1. � «®£¨ç® â®¬ã, ª ª íâ® á¤¥« ® ¢ëè¥ ¤«ï ¥®à¨¥â¨à®¢ ëå £à ä®¢,
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¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ®¯¥à ¤ã, í«¥¬¥â ¬¨ n-© ª®¬¯®¥âë ª®â®à®© ¡ã¤ãâ ®à¨¥â¨à®¢ ë¥ £à äë
á ¬®¦¥áâ¢®¬ ¢¥àè¨ f1; 2; : : : ; ng. �®¦® â ª¦¥ ¢¢¥áâ¨ ®¯¥à ¤ë ¢§¢¥è¥ëå £à ä®¢ (®à¨¥â¨-
à®¢ ëå ¨«¨ ¥â), à¥¡à ¬ ª®â®àëå ¯à¨¯¨á ë ¢¥á  ¨§ ¬®®¨¤  K. �¬¥¥âáï â ª¦¥ ¥áª®«ìª®
áâàãªâãà ®¯¥à ¤   ¬®¦¥áâ¢ å ¯®¬¥ç¥ëå £¨¯¥à£à ä®¢. � ¤ ®© à ¡®â¥, ®¤ ª®, á®áà¥¤®â®-
ç¨¬áï   ®¯¥à ¤¥ ¥®à¨¥â¨à®¢ ëå £à ä®¢.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �à ä � ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ®¯¥à ¤® à §«®¦¨¬ë¬ (¨«¨ ¯à®áâ® à §«®¦¨-
¬ë¬), ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ã¬¥à æ¨ï ¥£® ¢¥àè¨, çâ® � ¨§®¬®àä¥ ®¯¥à ¤®© ª®¬¯®§¨æ¨¨
�1 : : :�m�0, £¤¥ �1; : : : ;�m;�0 | ¯®¬¥ç¥ë¥ £à äë (í«¥¬¥âë ®¯¥à ¤ë G) â ª¨¥, çâ® �0 6= E ¨,
¯® ªà ©¥© ¬¥à¥, ®¤¨ ¨§ �i ¥âà¨¢¨ «¥ ¯à¨ i � 1.

�à ä � ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ®¯¥à ¤® ¥à §«®¦¨¬ë¬ (¨«¨ ¯à®áâ® ¥à §«®¦¨¬ë¬), ¥á«¨ ® ¥
ï¢«ï¥âáï ®¯¥à ¤® à §«®¦¨¬ë¬. �ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¤«ï ¥à §«®¦¨¬®£® £à ä  ¨§ � �= �1 : : :�m�0
á«¥¤ã¥â, çâ® «¨¡® �1 = � � � = �m = E, �0 �= �, «¨¡® m = 1, �0 = E, �1 �= �.

�¥¬¬  3. �ãáâì � = �1 : : :�m�0. �®£¤  ¢ � áãé¥áâ¢ã¥â ¯®¤£à ä, ¨§®¬®àäë© �0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �âà®¨¬ íâ®â ¯®¤£à ä á«¥¤ãîé¨¬ ®¡àa§®¬. �ë¡¨à ¥¬ ¤«ï ª ¦¤®£®
i 2 V (�0) ¯® ®¤®© ¢¥àè¨¥ vi 2 V (�i), 1 � i � m, ¨ ¤«ï ª ¦¤®£® à¥¡à  e, á®¥¤¨ïîé¥£® ¢
�0 ¢¥àè¨ë i ¨ j | à¥¡à® evivj , á®¥¤¨ïîé¥¥ vi 2 V (�i) � V (�) ¨ vj 2 V (�j) � V (�). �ç¥¢¨¤®,
¯®¤£à ä �0 £à ä  � c ¬®¦¥áâ¢®¬ ¢¥àè¨ fv1; : : : ; vmg ¨ ¬®¦¥áâ¢®¬ à¥¡¥à fevivj j e 2 E(�0)g
¨§®¬®àä¥ �0.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. �à £¬¥â®¬ £à ä  � á ï¤à®¬ �� ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¯ àã £à ä®¢ (�0;��), £¤¥
�� � �0 � �, ¯à¨ç¥¬ ¢ë¯®«¥ë ãá«®¢¨ï

1) eá«¨ v1; v2 2 V (��) ¨æ¨¤¥âë à¥¡àã e 2 E(�), â® e 2 E(��);
2) eá«¨ v 2 V (��) á®¥¤¨¥® à¥¡à®¬ e c v0 2 V (�), â® v0 2 V (�0) ¨ e 2 E(�0).

�à £¬¥â (�0;��) ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¥âà¨¢¨ «ìë¬, ¥á«¨ ï¤à® �� ¥ à ¢® âà¨¢¨ «ì®¬ã
£à äã á ®¤®© ¢¥àè¨®© ¡¥§ à¥¡¥à, ¨ V (�0) 6= V (��).

�¥âà¨¢¨ «ìë© äà £¬¥â (�0;��) £à ä  � ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì à §« £ îé¨¬, ¥á«¨ ¢ë¯®«ï¥âáï
¥é¥ ®¤® ãá«®¢¨¥

3) eá«¨ ¢¥àè¨ë v 2 V (��) ¨ v0 2 V (�0), v0 =2 V (��), á®¥¤¨ï¥â (¢ £à ä¥ �) k à¥¡¥à (k � 0
á®£« á® ãá«®¢¨î 2) ¢á¥ íâ¨ à¥¡à  ¯à¨ ¤«¥¦ â £à äã �0), â® «î¡ ï ¤àã£ ï ¢¥àè¨ 
w 2 V (��) á®¥¤¨¥  ¢ £à ä¥ � c v0 ¢ â®ç®áâ¨ k à¥¡à ¬¨.

� ¬¥ç ¨¥ 2. �á«¨ (�0;��) | äà £¬¥â, â® ¤«ï � � �00 � �0 ¯ à  (�00;��) â ª¦¥ ¡ã¤¥â
äà £¬¥â®¬ �, à §« £ îé¨¬, ¥á«¨ à §« £ îé¨¬ ¡ë« äà £¬¥â (�0;��).

�¥¬¬  4. �à £¬¥â (�0;��) ï¢«ï¥âáï à §« £ îé¨¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¯®á«¥

¥ª®â®à®© ¯¥à¥ã¬¥à æ¨¨ ¢¥àè¨ �0 �= ��E : : : E�0 ¤«ï ¥ª®â®à®£® £à ä  �0, ¢ ª®â®à®¬ ¥â

¯¥â¥«ì, ¨æ¨¤¥âëå ¢¥àè¨¥ 1.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì �0 = ��E : : : E�0 ¨ 1; 2; : : : ;m | ¢¥àè¨ë �0. �®«®¦¨¬ �1 = ��,
�2 = E; : : : ;�m = E, â ª çâ® �0 = �1�2 : : :�m�0. �®£¤  �1 = �� | ¯®¤£à ä �0. �ãáâì 1; : : : ; n1 |
¢¥àè¨ë �1, â®£¤  ®áâ «ìë¬¨ ¢¥àè¨ ¬¨ �0 ¡ã¤ãâ n1+1; : : : ; n1+m�1. �â¨ ¢¥àè¨ë á®®â¢¥â-
áâ¢ãîâ âà¨¢¨ «ìë¬ ¯®¤£à ä ¬ E ¢ à §«®¦¥¨¨ �0 = ��E : : : E�0. �® ®¯à¥¤¥«¥¨î ®¯¥à ¤®©
ª®¬¯®§¨æ¨¨ ª ¦¤®¬ã à¥¡àã e £à ä  �0, á®¥¤¨ïîé¥¬ã ¢¥àè¨ë 1 ¨ j > 1, á®®â¢¥âáâ¢ã¥â á¥-
¬¥©áâ¢® à¥¡¥à �0 ¢¨¤  ei;n1+j , á®¥¤¨ïîé¨å ¢á¥ ¢¥àè¨ë �1 = �� (â. ¥. ¢¥àè¨ë i = 1; : : : ; n1) á
¢¥àè¨®© n1+j. �á«¨ ¢ �0 ¨¬¥¥âáï k à¥¡¥à, ¨æ¨¤¥âëå 1 ¨ j, â® ¤«ï �0 íâ® ¡ã¤¥â ®§ ç âì, çâ®
ª ¦¤ ï ¢¥àè¨  �� á®¥¤¨¥  á ¢¥àè¨®© n1 + j ®¤¨¬ ¨ â¥¬ ¦¥ ª®«¨ç¥áâ¢®¬ k à¥¡¥à. � ª¨¬
®¡à §®¬, ãá«®¢¨¥ 3) ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¢ë¯®«¥®.

�¡à â®, ¯ãáâì (�0;��) | à §« £ îé¨© äà £¬¥â, n1 = jV (��)j. � ¡¤¨¬ ¢¥àè¨ë �0 ¬¥â-
ª ¬¨,  ç ¢ ã¬¥à æ¨î á ¢¥àè¨ ��, â ª çâ® V (�0) = f1; 2; : : : ; n1, n1 + 1; : : : ; n1 + m � 1g ¨
V (��) = f1; : : : ; n1g. �ãáâì �0 | £à ä, ¯®«ãç¥ë© \áâï£¨¢ ¨¥¬" ¢á¥å à¥¡¥à ¨ ¢¥àè¨ �� ¢
®¤ã â®çªã. �®¦¥áâ¢®¬ ¥£® ¢¥àè¨ ¡ã¤¥â f1; 2; : : : ;mg, ¯à¨ç¥¬ ¢¥àè¨  1 c®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¢á¥¬
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¢¥àè¨ ¬ ��, ¢¥àè¨ë j | ¢¥àè¨ ¬ n1 + j ¯à¨ 2 � j � m� 1. �®¦¥áâ¢® à¥¡¥à �0 ãáâà®¥®
á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �á«¨ e | à¥¡à® �0, á®¥¤¨ïîé¥¥ j ¨ t, £¤¥ j; t > n1, â® ¥¬ã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â
à¥¡à® �0, á®¥¤¨ïîé¥¥ j � n1 ¨ t � n1. �«ï «î¡®£® j > n1 «¨¡® ¥ áãé¥áâ¢ã¥â à¥¡¥à �0, c®-
¥¤¨ïîé¨å j á ¢¥àè¨ ¬¨ 1; : : : ; n1, «¨¡® ª ¦¤ ï ¢¥àè¨  1; : : : ; n1 á®¥¤¨¥  á j ®¤¨¬ ¨ â¥¬
¦¥ ª®«¨ç¥áâ¢®¬ ( ¯à., k) à¥¡¥à. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¢ �0 ¢¥àè¨  1 á®¥¤¨¥  á ¢¥àè¨®© j � n1
à®¢® k à¥¡à ¬¨. �ãáâì �1 = ��, �2 = � � � = �m = E. �®£¤ , áà ¢¨¢ ï �0 c �1 : : :�m�0, ¯àï¬® ¨§
®¯à¥¤¥«¥¨ï ¤¥« ¥¬ ¢ë¢®¤ ®¡ ¨§®¬®àä®áâ¨ íâ¨å £à ä®¢.

�¥¬¬  5. �ãáâì �0 = �1E : : : E�00 ¤«ï ¥ª®â®à®£® £à ä  �
0
0. �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ £à äë �0 ¨

�� â ª¨¥, çâ® �0 = ��E : : : E�0, ¨ ¢ �0 ¥â ¯¥â¥«ì, ¨æ¨¤¥âëå ¢¥àè¨¥ 1.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ ¢ �00 ¥â ¯¥â¥«ì, ¨æ¨¤¥âëå ¢¥àè¨¥ 1, â® �0 = �00, �
� = �1, ¨

¢á¥ ¤®ª § ®. � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥, ¯ãáâì � | ¯®¤£à ä �00 á ¥¤¨áâ¢¥®© ¢¥àè¨®© 1, à¥¡à 
ª®â®à®£® | ¢á¥¢®§¬®¦ë¥ ¯¥â«¨, ¨æ¨¤¥âë¥ íâ®© ¢¥àè¨¥.

�ãáâì �0 | £à ä, ¯®«ãç ¥¬ë© ¨§ �00 áâï£¨¢ ¨¥¬ ¢á¥å à¥¡¥à �. �®¦¥áâ¢® ¢¥àè¨ ã �0 â®
¦¥, çâ® ¨ ã �00, ® ¢ �0 ã¦¥ ¥â ¯¥â¥«ì, ¨æ¨¤¥âëå ¢¥àè¨¥ 1. �à®¬¥ â®£®, ®ç¥¢¨¤®, çâ®
�00 = �E : : : E�00 (£¤¥ âà¨¢¨ «ìë¥ £à äë E á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¢¥àè¨ ¬ �00, ¥ ¢å®¤ïé¨¬ ¢ �).
�âáî¤  �1E : : : E�00 = �1E : : : E(�E : : : E�0) = (�1�)(EE) : : : (EE)�0 = (�1�)E : : : E�0, ¨ ¬®¦®
¢§ïâì �� = �1�.

�¥¬¬  6. �ãáâì � = �1 : : :�n1
�n1+1 : : :�m�0 ¨ ¢ë¯®«¥ë á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï :

a) �1; : : : ;�n1
| ¯ãáâë¥ £à äë, â. ¥. £à äë ¡¥§ à¥¡¥à;

b) ¢ �0 ¨¬¥¥âáï äà £¬¥â (�00;�
�
0) â ª®©, çâ® V (�

�
0) = f1; : : : ; n1g.

�®£¤  ¢ � ¬®¦® ¢ë¡à âì äà £¬¥â (�0;��) â ª®©, çâ® �� �= ��0.
�á«¨ ª â®¬ã ¦¥ (�00;�

�
0) | à §« £ îé¨© äà £¬¥â, â® ¨ (�0;��) ¬®¦® ¢ë¡à âì à §« £ -

îé¨¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®á¯®«ì§ã¥¬áï «¥¬¬®© 3, ¢ ª®â®à®© áâà®¨âáï ¯®¤£à ä �00 � �, ¨§®¬®àä-
ë© �0. �ãáâì �� | ¯®¤£à ä, ï¢«ïîé¨©áï ®¡à §®¬ ��0 ¯à¨ íâ®¬ ¨§®¬®àä¨§¬¥,   �0 áâà®¨âáï
â ª, çâ® V (�0) =

S
j2V (�00)

V (�j), ¨ ¥á«¨ v1 2 V (�j1), v2 2 V (�j2), â® à¥¡à  V (�
0), c®¥¤¨ïîé¨¥ v1 ¨

v2, ¨¬¥îâ ¢¨¤ ev1v2 , £¤¥ e 2 V (�0) á®¥¤¨ï¥â j1 ¨ j2. �à®¢¥à¨¬ ãá«®¢¨ï 1) ¨ 2) ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï
äà £¬¥â . �ãáâì v1; v2 2 V (��). �â® § ç¨â, çâ® v1 2 V (�i1), v2 2 V (�i2), i1; i2 | ¢¥àè¨ë
�0 ¨ ¢¥àè¨ë ��0 á®®â¢¥âáâ¢¥®, â ª çâ® 1 � i1; i2 � n1. �ãáâì e | à¥¡à® �, ¨æ¨¤¥â®¥ v1 ¨
v2. �®¯ãáâ¨¬, çâ® v1 = v2 = v. �®£¤  ¯® ¯®áâà®¥¨î �00 ¤®«¦® ¡ëâì i1 = i2 = i. � ª ª ª ¢ �i
¥â ¯¥â¥«ì, â® e = uvv, £¤¥ u | ¯¥â«ï ¢ �0, ¨æ¨¤¥â ï ¢¥àè¨¥ i. � ª ª ª i 2 V (��0), â® ¨§
ãá«®¢¨ï 1) ¤«ï äà £¬¥â  (�00;�

�
0) á«¥¤ã¥â u 2 E(��0). �âáî¤  ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î �00 ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

uvv 2 E(��). �á«¨ ¦¥ v1 6= v2, â® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ i1 6= i2, ¨ à¥¡à® e  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¨¬¥¥â ¢¨¤
uv1v2 ¤«ï ¥ª®â®à®£® à¥¡à  u 2 V (�0), ¨æ¨¤¥â®£® i1 ¨ i2. �® íâ® à¥¡à® ®¡ï§ ® ¯à¨ ¤«¥¦ âì
E(��0), ¨ ¯® ¯®áâà®¥¨î uv1v2 2 E(��).

�ãáâì â¥¯¥àì ¤ ë ¢¥àè¨ë v 2 V (��), v0 2 V (�) ¨ á®¥¤¨ïîé¥¥ ¨å à¥¡à® e 2 E(�). �á«®-
¢¨¥ a) ¨áª«îç ¥â á«ãç ©, ª®£¤  v ¨ v0 ¯à¨ ¤«¥¦ â ®¤®¬ã ¨ â®¬ã ¦¥ �i, 1 � i � m. �ãáâì
v 2 V (�i), v0 2 V (�j), i 6= j. �®£¤  e = uvv0 , £¤¥ u | à¥¡à® �0, c®¥¤¨ïîé¥¥ ¢¥àè¨ë i 2 V (��0)
¨ j. �® ®¯à¥¤¥«¥¨î äà £¬¥â  ¤®«¦® ¡ëâì j 2 V (�00) ¨ u 2 E(�00). �â® ®§ ç ¥â, çâ® v

0 2 V (�0)
¨ e = uvv0 2 E(�0).

�ãáâì äà £¬¥â (�00;�
�
0) à §« £ îé¨©. �à®¢¥à¨¬ ãá«®¢¨¥ 3) ¤«ï äà £¬¥â  (�0;��). �ãáâì

v 2 V (��), v 2 V (�i), 1 � i � n1, v0 2 V (�0), v0 2 V (�j), j > n1, ¨ ¨¬¥¥âáï à®¢® k à¥¡¥à
e(1); : : : ; e(k), á®¥¤¨ïîé¨å ¢ � ¢¥àè¨ë v ¨ v0. � ª ª ª j 6= i, â® ¢á¥ íâ¨ à¥¡à  ¨¬¥îâ ¢¨¤ e(t) = u

(t)
ij ,

£¤¥ u(1); : : : ; u(k) | à¥¡à  �0, c®¥¤¨ïîé¨¥ ¢¥àè¨ë i ¨ j. �ãáâì ¤   ¤àã£ ï ¢¥àè¨  u 2 V (��),
u 2 V (�p), 1 � p � n1. � �0 ¨¬¥¥âáï à®¢® k à¥¡¥à, á®¥¤¨ïîé¨å ¢¥àè¨ã j á ¢¥àè¨®© p. �á«¨
w(1); : : : ; w(k) | íâ¨ à¥¡à , â® ¨¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¢ � à®¢® k à¥¡¥à w

(1)
i;p ; : : : ; w

(k)
i;p , á®¥¤¨ïîé¨å
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¢¥àè¨ë u ¨ v0. �® ®¯à¥¤¥«¥¨î ®¯¥à ¤®© ª®¬¯®§¨æ¨¨ £à ä®¢ ¤àã£¨å à¥¡¥à, á®¥¤¨ïîé¨å u
¨ v0, ¡ëâì ¥ ¬®¦¥â.

�¥®à¥¬  3. �à ä � 2 G(n) à §«®¦¨¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ® á®¤¥à¦¨â ¥âà¨¢¨-

 «ìë© à §« £ îé¨© äà £¬¥â.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì � = �1 : : :�m�0 | ¥âà¨¢¨ «ì®¥ à §«®¦¥¨¥. �®¦® áç¨â âì, çâ®
�1 6= E, ¨ ¯ãáâì n1 = jV (�1)j. �®£¤ 

� = �1 : : :�m�0 = (E : : : E| {z }
n1

�2 : : :�m)(�1E : : : E| {z }
m�1

�0):

�® ¤®ª § ®¬ã ¢ëè¥ ¬®¦® áç¨â âì, çâ® �00 = �1E : : : E�0 = ��0E : : : E�000 , £¤¥ �
00
0 | £à ä

¡¥§ ¯¥â¥«ì, ¨æ¨¤¥âëå ¢¥àè¨¥ 1, ¨ â®£¤  (�00;�
�
0) | à §« £ îé¨© äà £¬¥â ¢ �00. �§ «¥¬¬ë 6

¤¥« ¥¬ ¢ë¢®¤ ® â®¬, çâ® à §« £ îé¨© äà £¬¥â áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¢ �.
�¡à â®, ¯ãáâì ¢ � áãé¥áâ¢ã¥â ¥âà¨¢¨ «ìë© à §« £ îé¨© äà £¬¥â (�0;��). �áå®¤ï ¨§ § -

¬¥ç ¨ï ª ®¯à¥¤¥«¥¨î 2, ¬®¦® áç¨â âì, çâ® �0 = �. �®£¤  ¨§ «¥¬¬ë 4 á«¥¤ã¥â � �= ��E : : : E�0,
â. ¥. � à §«®¦¨¬.

� ¬¥ç ¨¥ 3. �¥á¢ï§ë© £à ä � á ¡®«¥¥ ç¥¬ ¤¢ã¬ï ¢¥àè¨ ¬¨ à §«®¦¨¬, â. ª. «î¡®¥ ®¡ê-
¥¤¨¥¨¥ á¢ï§ëå ª®¬¯®¥â, á®¤¥à¦ é¥¥ k ¢¥àè¨, 1 < k < jV (�)j, ¡ã¤¥â ï¤à®¬ à §« £ îé¥£®
äà £¬¥â . � ç áâ®áâ¨, ®¯¥à ¤® ¥à §«®¦¨¬ë¥ £à äë á ¡®«¥¥ ç¥¬ ¤¢ã¬ï ¢¥àè¨ ¬¨ á¢ï§ë.

� «®£¨ç® â®¬ã, ª ª íâ® á¤¥« ® ¢ëè¥, ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®¯¥à ¤  ¯à®áâëå ¯®¬¥ç¥ëå £à ä®¢
¡¥§ ¯¥â¥«ì G = fG(n) j n � 1g. �¯à¥¤¥«¥¨¥ à §« £ îé¥£® äà £¬¥â , ¥£® á¢®©áâ¢ , ä®à¬ã-
«¨à®¢ª  ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 3 ¤«ï á«ãç ï ¯à®áâëå £à ä®¢ ®áâ îâáï â¥¬¨ ¦¥ á ¬ë¬¨.
�¨¦¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï â®«ìª® ¯à®áâë¥ £à äë ¡¥§ ¯¥â¥«ì. � ¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® ®á®¢ë¥ à¥§ã«ì-
â âë à ¡®âë [3]   ï§ëª¥ ®¯¥à ¤ ®§ ç îâ, çâ® ¥ª®â®àë¥ ª« ááë ¯à®áâëå £à ä®¢ ï¢«ïîâáï
¯®¤®¯¥à ¤ ¬¨ ¢ ®¯¥à ¤¥ G.

�¥®à¥¬  4. �à®áâ®© £à ä � á ¥ ¬¥¥¥ ç¥¬ âà¥¬ï ¢¥àè¨ ¬¨ ®¯¥à ¤® ¥à §«®¦¨¬ â®£¤ 

¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¥¬ã á¢®©áâ¢ã : ¤«ï «î¡®£® 2 � n < jV (�)j ¨
«î¡ëå n ¢¥àè¨ v1; : : : ; vn  ©¤¥âáï ¢¥àè¨  v =2 fv1; : : : ; vng, ¨ ¢¥àè¨ë vi ¨ vj, i 6= j, â ª¨¥,
çâ® v á®¥¤¨¥  à¥¡à®¬ á vi, ® ¥ á®¥¤¨¥  à¥¡à®¬ á vj.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �â¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë «®£¨ç¥áª¨ à ¢®á¨«ì® ãâ¢¥à¦¤¥¨î â¥®à¥¬ë 3
¤«ï ¯à®áâëå £à ä®¢. �®ç¥¥, ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ \� à §«®¦¨¬, áãé¥áâ¢ã¥â à §« £ îé¨© äà £¬¥â
(�;��)" «®£¨ç¥áª¨ à ¢®á¨«ì® ãâ¢¥à¦¤¥¨î \� ¥à §«®¦¨¬, ¤«ï «î¡®£® �� äà £¬¥â (�;��)
¥ ï¢«ï¥âáï à §« £ îé¨¬", çâ® á¢®¤¨âáï ª â®¬ã , çâ® ¤«ï «î¡®£® ��  àãè¥® á¢®©áâ¢® 3
¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï à §« £ îé¥£® äà £¬¥â . � ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ íâ®£® á¢®©áâ¢  ãç áâ¢ãîâ â®«ìª®
¢¥àè¨ë v1; : : : ; vn ¯®¤£à ä  ��, ¨ ¥£® ¥¢ë¯®«¥¨¥ ®§ ç ¥â, çâ®  ©¤¥âáï ¢¥àè¨  v =2 V (��),
ª®â®à ï á®¥¤¨¥  à¥¡à ¬¨ ¥ á® ¢á¥¬¨ ¢¥àè¨ ¬¨ �� (á ¥ª®â®àë¬¨ á®¥¤¨¥ , á ¥ª®â®àë¬¨
¥â).

�¥®à¥¬  5. �ãáâì � | ¯à®áâ®© á¢ï§ë© £à ä ¡¥§ ¯¥â¥«ì. �®¯ãáâ¨¬, çâ® � ¥ á®¤¥à¦¨â

¯®¤£à ä®¢, ¨§®¬®àäëå K3 (âà¥ã£®«ì¨ª®¢),   â ª¦¥ ¯®¤£à ä®¢, ¨§®¬®àäëå Kn;m (n � 2),
ãáâà®¥ëå á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �â® ¯®¤£à äë á ¢¥àè¨ ¬¨ v1; : : : ; vn, u1; : : : ; um, ¯à¨ç¥¬ ª -

¦¤ ï ¢¥àè¨  vi á®¥¤¨¥  à¥¡à®¬ á ª ¦¤®© ¢¥àè¨®© uj,   ¢¥àè¨ë vi ¬®£ãâ ¡ëâì á®¥¤¨¥ë

¢ � à¥¡à ¬¨, ªà®¬¥ ¢¥àè¨ ¢¨¤  uj, â®«ìª® á ¢¥àè¨ ¬¨ ¢¨¤  vk. �®£¤  £à ä � ®¯¥à ¤® ¥à §-

«®¦¨¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ à §«®¦¨¬ë© £à ä � (¯à®áâ®©, á¢ï§ë©, ¡¥§ ¯¥â¥«ì), ¨ ¯ãáâì
�� | ï¤à® à §« £ îé¥£® äà £¬¥â , v1; : : : ; vn (n � 2) | ¢¥àè¨ë ��. �ãáâì u1; : : : ; um | ¢á¥
¢¥àè¨ë �, á®¥¤¨¥ë¥ à¥¡à ¬¨ á ¢¥àè¨ ¬¨ ��. �¢¨¤ã á¢ï§®áâ¨ � ¨¬¥¥¬ m > 0. �á«¨ �� ¥
¤¨áªà¥â¥, â® ¤¢¥ ¥£® ¢¥àè¨ë vi ¨ vk, á®¥¤¨¥ë¥ à¥¡à®¬, ¢¬¥áâ¥ á ¢¥àè¨®© uj ®¡à §ãîâ ¯®¤-
£à ä, ¨§®¬®àäë© K3. �á«¨ ¤ ¦¥ �� ¤¨áªà¥â¥, â® ¯®¤£à ä � á ¬®¦¥áâ¢®¬ ¢¥àè¨ v1; : : : ; vn,
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u1; : : : ; um ¨ ¬®¦¥áâ¢®¬ à¥¡¥à, á®¥¤¨ïîé¨å ¢¥àè¨ë vi á ¢¥àè¨ ¬¨ uj , ¨§®¬®àä¥ Kn;m, ¨
ãáâà®¥ â ª, ª ª íâ® ®¯¨á ® ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë. �á«¨ ¦¥ ¢ � ¥â â ª¨å ¯®¤£à ä®¢, â® ¥
áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¥âà¨¢¨ «ìëå à §« £ îé¨å äà £¬¥â®¢.

�à¨¬¥¨¬ â¥®à¥¬ã 5 ¤«ï à¥è¥¨ï ¢®¯à®á  ® ¥à §«®¦¨¬®áâ¨ ¤¢ãå á¥¬¥©áâ¢ £à ä®¢.

�à¨¬¥à 1. � áá¬®âà¨¬ á¥¬¥©áâ¢® £à ä®¢ | ¬®£®¬¥àëå ªã¡®¢ Qn. �¥àè¨ë Qn | ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ã«¥© ¨ ¥¤¨¨æ ¤«¨ë n, x = (x1; : : : ; xn), xi = 0 ¨«¨ xi = 1, jV (Qn)j = 2n. �¢¥ ¢¥à-
è¨ë x ¨ y áç¨â îâáï á®¥¤¨¥ë¬¨ à¥¡à®¬, ¥á«¨ à ááâ®ï¨¥ �í¬¬¨£  d(x; y) = jfi j xi 6= yigj
¬¥¦¤ã ¨¬¨ à ¢® ¥¤¨¨æ¥. �®ª ¦¥¬, çâ® ¯à¨ n > 2 £à ä Qn ®¯¥à ¤® ¥à §«®¦¨¬. �à ä
Q2 à §«®¦¨¬ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: Q2 = �1�2K2, £¤¥ �1 = �2 | ¤¨áªà¥âë¥ £à äë á ¤¢ã-
¬ï ¢¥àè¨ ¬¨. �®ª ¦¥¬, çâ® ¯à¨ n > 2 ¢ Qn ¥â ¨ âà¥ã£®«ì¨ª®¢, ¨ ¯®¤£à ä®¢ Kn;m

â ª®£® ¢¨¤ , ª®â®àë© ®¯¨á  ¢ â¥®à¥¬¥ 5. �ãáâì ¢ Qn áãé¥áâ¢ã¥â âà¥ã£®«ì¨ª á ¢¥àè¨ ¬¨
x = (x1; : : : ; xn), y = (y1; : : : ; yn), z = (z1; : : : ; zn), d(x; y) = d(y; z) = d(x; z) = 1. �®¯ãáâ¨¬, çâ®
x1 6= y1, x2 = y2; : : : ; xn = yn. �«ï z à áá¬®âà¨¬ ¤¢  á«ãç ï. �á«¨ z1 6= x1, â® ¨§ d(x; z) = 1 á«¥¤ã-
¥â z2 = x2 = y2; : : : ; zn = xn = yn. �® ¨§ x1 6= y1, x1 6= z1 á«¥¤ã¥â y1 = z1 ¨ y = z. �á«¨ ¦¥ z1 = x1,
¨,  ¯à¨¬¥à, z2 6= x2 = y2, z3 = x3 = y3; : : : ; zn = xn = yn, â® ¯®«ãç¨¬ z1 = x1 6= y1, ¨ z2 6= y2,
d(z; y) = 2, çâ® ¥¢®§¬®¦®. �â¥¯¥ì ª ¦¤®© ¢¥àè¨ë Qn à ¢  n. �ãáâì x, z | ¤¢¥ à §«¨çë¥
¢¥àè¨ë, ¨¬¥îé¨¥ ®¤¨ ¨ â®â ¦¥  ¡®à á¬¥¦ëå ¢¥àè¨ y1; : : : ; yn. �®ª ¦¥¬, çâ® íâ®£® ¥
¬®¦¥â ¡ëâì. �®¦® áç¨â âì, çâ® yi = (x1; : : : ; exi; : : : ; xn), £¤¥ exi = 0, ¥á«¨ xi = 1, ¨ exi = 1, ¥á«¨
xi = 0. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¥¤¨¨ç ï ¯®¤áâ ®¢ª  � 2 �n â ª ï, çâ® y�(i) = (z1; : : : ; ezi; : : : ; zn).
�ë¡¥à¥¬ i â ª, çâ®¡ë �(i) 6= i. �®£¤  x ¨ y�(i) ®â«¨ç îâáï ¢ �(i)-© ª®¬¯®¥â¥ (¨ â®«ìª® ¢ ¥©),
y�(i) ¨ z ®â«¨ç îâáï â®«ìª® ¢ i-© ª®¬¯®¥â¥. � ª ª ª �(i) 6= i, x ¨ z ®â«¨ç îâáï ¤àã£ ®â ¤àã£ 
¨ ¢ i-© ¨ ¢ �(i)-© ª®¬¯®¥â å. �®¯ãáâ¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â j 6= i, j 6= �(i) â ª®¥, çâ® j 6= �(j).
�®£¤ , à ááã¦¤ ï   «®£¨çë¬ ®¡à §®¬, ¯à¨å®¤¨¬ ª ¢ë¢®¤ã, çâ® x ¨ z à §«¨ç îâáï ¢ j-© ¨
�(j)-© ª®¬¯®¥â å. �¥ ¨áª«îç ¥âáï, çâ® �(j) = j, ®, ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥, d(x; z) � 3. �¤ ª® ¨§
d(x; yi) + d(yi; z) � d(x; z) � 3 á«¥¤ã¥â, çâ® ®¤® ¨§ ç¨á¥« d(x; yi); d(yi; z) áâà®£® ¡®«ìè¥ ¥¤¨¨æë,
| ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥. �®¯ãáâ¨¬ â¥¯¥àì, çâ® � | âà á¯®§¨æ¨ï, �(i) = k, �(k) = i, ¨ �(j) = j ¯à¨
j 6= i; k. �à¨ n � 3 â ª®¥ ç¨á«® j áãé¥áâ¢ã¥â. �à ¢¨¢ ï x; yi = y�(k), yk = y�(i), yj = y�(j)
á z, § ª«îç ¥¬, çâ® z ¨ yj à §«¨ç îâáï áà §ã ¢ âà¥å ª®¬¯®¥â å: i-©, j-© ¨ k-©. �®«ãç¥-
®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¢ Qn ¯à¨ n > 3 ¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¯®¤£à ä , ¨§®¬®àä®£® Kp;q,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® ãá«®¢¨î ¨§ â¥®à¥¬ë 5.

�à¨¬¥à 2. �¯¨è¥¬ à §« £ îé¨¥ äà £¬¥âë ¢ ¤¥à¥¢ìïå. �ã¤¥¬  §ë¢ âì ¢¥àè¨ã ¤¥à¥¢  T
¢¥è¥©, ¥á«¨ ¥¥ áâ¥¯¥ì à ¢  ¥¤¨¨æ¥, ¨ ¢ãâà¥¥© ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥. �à®§¤ìî ¢ ¤¥à¥¢¥ T
 §®¢¥¬ ¯®¤¤¥à¥¢® T 0 c ¢¥àè¨ ¬¨ v1; : : : ; vk; v0, k � 2, £¤¥ v1; : : : ; vk | ¢¥è¨¥ ¤«ï T ,   v0 |
¢ãâà¥ïï ¤«ï T ¢¥àè¨ .

�â¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ®  «¨ç¨¥ £à®§¤ì¥¢ ¢ ¤¥à¥¢¥ à ¢®á¨«ì®  «¨ç¨î à §« £ îé¨å äà £¬¥-
â®¢. �®ç¥¥, ¥á«¨ T 0 | £à®§¤ì, T � | ¤¨áªà¥âë© ¯®¤£à ä á ¢¥àè¨ ¬¨ fv1; : : : ; vkg, â® (T 0; T �)
| íâ® à §« £ îé¨© äà £¬¥â ¤¥à¥¢  T . �â® áà §ã á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨©.

�¡à â®, ¯ãáâì (T 0; T �) | à §« £ îé¨© äà £¬¥â T . �ãáâì v1; : : : ; vk | ¢¥àè¨ë T �. �®«¦-
  áãé¥áâ¢®¢ âì ¢¥àè¨  v0 2 V (T 0), v0 =2 V (T �), c®¥¤¨¥ ï à¥¡à®¬ á ®¤®© ¨§ ¢¥àè¨ T � ( 
§ ç¨â, ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¨ á® ¢á¥¬¨). � ç¥, â. ª. ¢á¥ ¢¥àè¨ë T , c®¥¤¨¥ë¥ à¥¡à ¬¨ á ¢¥à-
è¨ ¬¨ ¨§ T �, á®¤¥à¦ âáï ¢ T 0,  àãè¨«®áì ¡ë ãá«®¢¨¥ á¢ï§®áâ¨ T . �â ª, v0 cãé¥áâ¢ã¥â, ®
â®£¤  ¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¤àã£®© â ª®© ¢¥àè¨ë u0 2 V (T 0), u0 =2 V (T �), c®¥¤¨¥®© à¥¡à ¬¨ á®
¢á¥¬¨ v1; : : : ; vk. � ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¢ £à ä¥ T ¡ë«¨ ¡ë æ¨ª«ë (§¤¥áì ¢ ¦® â®, çâ® k � 2). �®
â®© ¦¥ ¯à¨ç¨¥ ¥ áãé¥áâ¢ã¥â à¥¡¥à, á®¥¤¨ïîé¨å à §«¨çë¥ vi ¨ vj ¯à¨ i 6= j; i; j � 1. �â ª,
¯®¤£à ä T 0 ï¢«ï¥âáï £à®§¤ìî, ¨ T � | ¬®¦¥áâ¢® ¥£® ¢¥è¨å ¢¥àè¨.

�¢â®àë ¢ëà ¦ îâ ¡« £®¤ à®áâì à¥æ¥§¥âã §  ¯®«¥§ë¥ § ¬¥ç ¨ï.
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