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Нелинейные одномерные колебания механической системы вблизи точки равновесия

I При увеличении амплитуды колебаний вблизи точки равновесия начинают
проявляться нелинейные свойства движения механической системы.
Вернемся к формуле разложения потенциала вблизи точки равновесия.

I U(x) =
1

2
kx2 +

1

6
U ′′′(0)x3 +

1

24
UIV (0)x4 + · · · (1)

I

.
.

Figure 1. На рисунке приве-
ден типичный график кубиче-
ской параболы, полученный в
СКМ Maple. На первый взгляд
кажется, что следующим ша-
гом обобщения должен быть
учет кубического члена в раз-
ложении (1). Однако, это не
так. В устойчивой механиче-
ской системе этот член разло-
жения должен быть равен ну-
лю. Объяснить, почему.
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Нелинейные одномерные колебания механической системы вблизи точки равновесия

I Рассмотрим разложение (1) до 4-го порядка, исключая теперь члены
третьего порядка, полагая, что потенциал является четной функцией
относительно точки равновесия симметрия физических систем, примеры.

I Итак, положим:

U(x) = a0 +
1

2
a2x

2 +
1

4
a4x

4. (2)

I Для того, чтобы получить потенциальную яму, необходимо, чтобы
a4 > 0. (3)

I Вычисляя первую производную от U(x), получим уравнение на точки
экстремумов:

x(a2 + a4x
2) = 0. (4)

I Одна точка экстремума всегда существует: x = 0. В случае, если a2 > 0,
больше экстремумов нет, и мы имеем параболу 4-го порядка.

I Если a2 < 0, имеются еще две симметричные точки минимумов, в этом
случае x = 0 – точка максимума. Выбирая коэффициенты согласно (5), мы
добьемся того, чтобы чтобы точки минимума находились в нуле
потенциала.

I Тогда получим искомый потенциал 4-го порядка:
I

U(x) =
b2

2

(
x2 −

k

2b2

)2

; a2 = −k/2, a4 = b2/2, a0 = k2/8b2. (5)
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I Рассмотрим разложение (1) до 4-го порядка, исключая теперь члены
третьего порядка, полагая, что потенциал является четной функцией
относительно точки равновесия симметрия физических систем, примеры.

I Итак, положим:

U(x) = a0 +
1

2
a2x

2 +
1

4
a4x

4. (2)

I Для того, чтобы получить потенциальную яму, необходимо, чтобы
a4 > 0. (3)

I Вычисляя первую производную от U(x), получим уравнение на точки
экстремумов:

x(a2 + a4x
2) = 0. (4)

I Одна точка экстремума всегда существует: x = 0. В случае, если a2 > 0,
больше экстремумов нет, и мы имеем параболу 4-го порядка.

I Если a2 < 0, имеются еще две симметричные точки минимумов, в этом
случае x = 0 – точка максимума. Выбирая коэффициенты согласно (5), мы
добьемся того, чтобы чтобы точки минимума находились в нуле
потенциала.

I Тогда получим искомый потенциал 4-го порядка:
I

U(x) =
b2

2

(
x2 −

k

2b2

)2

; a2 = −k/2, a4 = b2/2, a0 = k2/8b2. (5)
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Механизм спонтанного нарушения симметрии

I

Fuigure 2. На рисунке приведен гра-
фик потенциала 4-го порядка (5), по-
лученный в СКМ Maple.

Figure 3. Спонтанное нарушение сим-
метрии

I Уравнение свободных колебаний с потенциалом 4-го порядка с учетом
диссипативных процессов принимает вид:

d2x

dt2
+ β0

dx

dt
−

k

m
x+ 2

b2

m
x3 = 0. (6)

I Это нелинейное дифференциальное уравнение с кубической
нелинейностью. Его решение можно получить только численным
интегрированием.

I Численное моделирование
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метрии

I Уравнение свободных колебаний с потенциалом 4-го порядка с учетом
диссипативных процессов принимает вид:

d2x

dt2
+ β0

dx

dt
−

k

m
x+ 2

b2

m
x3 = 0. (6)

I Это нелинейное дифференциальное уравнение с кубической
нелинейностью. Его решение можно получить только численным
интегрированием.

I Численное моделирование
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