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Ïóñòü âñþäó âî âòîðîé ÷àñòè íàñòîÿùåãî ïîñîáèÿ E � áàíàõîâî

ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R . Ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè φ îäíîãî äåé-

ñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî t ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå E . Ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ φ′ òàêæå ëåæàò â ïðîñòðàíñòâå
E , ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâà E è L(R;E) îòîæäåñòâëÿþòñÿ.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ïóñòü U ⊂ R × E � çàäàííîå ïîäìíîæåñòâî. ×àùå âñåãî U ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ îòêðûòûì, íî ýòî íåîáÿçàòåëüíî, èíîãäà U áóäåò çàìêíóòûì.
Ïóñòü äàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : U → E . Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå èìååò âèä

dx

dt
= f(t, x). (1)

Ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïðèíàäëåæàùàÿ

êëàññó C1 ôóíêöèÿ φ : I → E , ãäå I ⊂ R åñòü èíòåðâàë, êîòîðûé
ìîæåò áûòü îòêðûòûì èëè çàìêíóòûì, îãðàíè÷åííûì èëè íåò, óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ äâóì óñëîâèÿì:

(1◦) (t, φ(t)) ∈ U ∀t ∈ I;

(2◦) φ′(t) = f(t, φ(t)) ∀t ∈ I.

N.B. 1) Íå ñëåäóåò çàáûâàòü, ÷òî áåç óñëîâèÿ (1◦) óñëîâèå (2◦) íå

èìååò ñìûñëà.

N.B. 2) Èçëèøíå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ φ ïðèíàäëåæèò êëàñ-

ñó C1 ; åñëè φ òîëüêî äèôôåðåíöèðóåìà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1◦)

è (2◦) , òî ïðîèçâîäíàÿ φ′ àâòîìàòè÷åñêè áóäåò íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé

îò t , èáî f(t, φ(t)) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé îò t êàê êîìïîçèöèÿ
äâóõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Åñëè E = E1 × . . . × En � êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå áàíàõîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâ, òî U ⊂ R × E1 × . . . × En è f = f(t, x1, . . . , xn) , ãäå xi ∈
Ei, i = 1, n ; ôóíêöèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì n ôóíêöèé f1, . . . , fn ,

ãäå fi : U → Ei . Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ φ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü òàêèõ n ôóíêöèé êëàññà C1 : φi : I → Ei ,

÷òî

(1◦) (t, φ1(t), . . . , φn(t)) ∈ U ∀t ∈ I;

(2◦) φ′
i(t) = fi(t, φ1(t), . . . , φn(t)) ∀t ∈ I, i = 1, n.
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Çàìåòèì, ÷òî ïî ñóùåñòâó èìååì çäåñü ñèñòåìó n äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ n íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè îò t :

dxi
dt

= fi(t, x1, . . . , xn), i = 1, n. (2)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà E = Rn, Ei = R (i = 1, n) ïîëó÷àåì ñèñòå-
ìó èç n ñêàëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ãäå äàííûå ôóíêöèè
fi è íåèçâåñòíûå ôóíêöèè xi = φ(t) ÿâëÿþòñÿ ÷èñëîâûìè. Èçó÷åíèå òà-
êîé ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ îäíîãî âåêòîðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ (1).

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå nãî ïîðÿäêà

Òàêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

dnx

dtn
= f(t, x,

dx

dt
, . . . ,

dn−1x

dtn−1
). (1n)

Çäåñü f � çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ U → E , ãäå U ⊂ R ×
E × . . .× E

n−ðàç
.

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ φ : I → E êëàññà Cn ,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

(1◦) (t, φ(t), φ′(t), . . . , φ(n−1)(t)) ∈ U ∀t ∈ I;

(2◦) φ(n)(t) = f(t, φ(t), φ′(t), . . . , φ(n−1)(t)) ∀t ∈ I.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1n ) ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ ñèñòåìû n�

óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:

dx
dt = x1
dx1
dt = x2
· · · · · ·
dxn−2

dt = xn−1
dxn−1

dt = f(t, x, x1, . . . , xn−1).

(2)

Ïðè òàêîé çàìåíå îäíîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé âìåñòî îä-
íîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè φ : I → E êëàññà Cn ïðèõîäèòñÿ íàõîäèòü

ñèñòåìó n òàêèõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé φ, φ1, . . . , φn−1 : I → E êëàññà

C1 , ÷òî

φ′(t) = φ1(t), φ
′
1(t) = φ2(t), . . . , φ

′
n−2(t) = φn−1(t),
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φ′
n−1(t) = f(t, φ(t), φ1(t), . . . , φn−1(t)).

Çäåñü ôóíêöèè φ1, φ2, . . . , φn−1 ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðîèçâîä-

íûìè ôóíêöèè φ .

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå îäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-
ãî ïîðÿäêà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ îäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà (ñ çàìåíîé E íà En = E × . . .× E

n−ðàç
.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå áóäåì ðàññìàòðèâàòü â îñíîâíîì óðàâíåíèÿ ïåð-

âîãî ïîðÿäêà. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî ïåðâîãî
ïîðÿäêà áóäóò çàòåì ïåðåíåñåíû áåç äîêàçàòåëüñòâà íà óðàâíåíèÿ n-ãî ïî-

ðÿäêà. Íàïðèìåð, äîêàæåì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ (óñëîâèå
Ëèïøèöà äëÿ äàííîé ôóíêöèè f ) äëÿ âíóòðåííåé òî÷êè (t0, x0) ìíîæå-

ñòâà U ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ε > 0 , ÷òî â îòðåçêå [t0−ε, t0+ε] = I ′ äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå φ : I ′ → E ,
óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ φ(t0) = x0 . Åñëè ïåðåíåñòè ýòîò
ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé óðàâíåíèÿ nãî ïîðÿäêà, òî ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó

âûâîäó:

Ïóñòü äàíà âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà U :

(t0, x0, x
′
0, . . . , x

(n−1)
0 ).

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ε > 0, ÷òî â îòðåçêå [t0 − ε, t0 + ε] =

I ′ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1n) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå φ :

I ′ → E , óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:

φ(t0) = x0, φ
′(t0) = x′0, . . . , φ

(n−1)(t0) = x
(n−1)
0 ,

ò.å. ïðè t = t0 çàäàþòñÿ çíà÷åíèÿ φ è åå ïðîèçâîäíûõ äî ïîðÿäêà (n−1)

âêëþ÷èòåëüíî.

Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx

dt
= f(t, x). (1)

Ïóñòü äàíî ÷èñëî ε > 0 . Ôóíêöèÿ φ : I → E , ïðèíàäëåæàùàÿ êëàññó

C1 , íàçûâàåòñÿ ïðèáëèæåííûì ñ òî÷íîñòüþ äî ε ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
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(1) èëè, èíà÷å, åãî ε�ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëå-

äóþùèå óñëîâèÿ:

(1◦) (t, φ(t)) ∈ U ∀t ∈ I,

(2◦) ∥φ′(t)− f(t, φ(t))∥ ≤ ε ∀t ∈ I.

}
(2)

Ýòî ïîíÿòèå îáîáùèì íà ñëó÷àé êóñî÷íî ãëàäêîé êëàññà C1 ôóíê-

öèè φ : I → E . Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû I � êîìïàêòíûé èíòåðâàë, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèé ñîáîé îáúåäèíåíèå êîíå÷íîé ñîâîêóïíîñòè ñìåæíûõ êîìïàêòíûõ

èíòåðâàëîâ Ik ; ïðè ýòîì 1) äëÿ ëþáîãî k êîíåö èíòåðâàëà Ik−1 ñîâïàäàåò
ñ íà÷àëîì èíòåðâàëà Ik ; 2) ñóæåíèå φ íà êàæäûé èíòåðâàë Ik ïðèíàäëå-

æèò êëàññó C1 . Ïîòðåáóåì, êðîìå òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ φ óäîâëåòâîðÿëà
óñëîâèÿì (2), ïîíèìàÿ ïîä ýòèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî èìå-

åò ìåñòî â êàæäîì èç èíòåðâàëîâ Ik . Èíà÷å ãîâîðÿ, â êàæäîé òî÷êå èç
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê t ∈ I , ãäå ïðîèçâîäíàÿ φ′ òåðïèò ðàçðûâ,
òðåáóåì, ÷òîáû

∥φ′
n(t)− f(t, φ(t))∥ ≤ ε, ∥φ′

ë(t)− f(t, φ(t))∥ ≤ ε,

ò.å. óñëîâèÿ íà ïðàâóþ è ëåâóþ ïðîèçâîäíûå.
Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøå-

íèé.

Òåîðåìà. Ïóñòü B(x0; r) ⊂ E � çàìêíóòûé øàð ∥x − x0∥ ≤ r ñ

öåíòðîì â òî÷êå x0 ∈ E è ðàäèóñîì r > 0. Ïóñòü I ⊂ R � êîìïàêòíûé

èíòåðâàë è t0 ∈ I . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíà íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ

ôóíêöèÿ

f : I ×B(x0; r) → E,

ïðè÷åì

∥f(t, x)∥ ≤M, t ∈ I, ∥x− x0∥ ≤ r. (3)

ãäå M � êîíå÷íîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî.

Ïóñòü J � ïåðåñå÷åíèå èíòåðâàëà I ñ îòðåçêîì

t0 −
r

M
≤ t ≤ t0 +

r

M
.

Òîãäà ∀ε > 0 äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå dx
dt = f(x, t) èìååò êóñî÷íî

ãëàäêîå êëàññà C1 ε�ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå φ : J → B(x0; r) òàêîå,

÷òî φ(t0) = x0 . Çàìåòèì, ÷òî âñåãäà íàéäåòñÿ êóñî÷íî ëèíåéíàÿ ôóíê-

öèÿ φ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòèì óñëîâèÿì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ φ íà îòðåçêå J

ïðè t ≥ t0 è ïðè t ≤ t0 . Ïîñòðîèì ñíà÷àëà èñêîìîå ðåøåíèå, åñëè I åñòü
îòðåçîê t0 ≤ t ≤ T äëèíû T − t0 ≤ r

M . Èñõîäÿ èç ýòîãî ðåçóëüòàòà çà-

òåì ñìîæåì ïîñòðîèòü ôóíêöèþ φ âî âñåì èíòåðâàëå I . Ðàññìîòðèì â
èíòåðâàëå I òàêóþ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííóþ àôôèííî�ëèíåéíóþ ôóíê-

öèþ φ0 : I → E , ÷òî φ0(t0) = x0, φ
′
0(t0) = f(t0, x0) , ò.å. ôóíêöèþ âèäà

φ0(t) = x0 + (t− t0)f(t0, x0). (4)

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè φ0 ïðèíàäëåæàò øàðó B(x0, r) , èáî ∥φ0(t) − x0∥ ≤
r
M ·M ïðè t− t0 ≤ r

M ∀t ∈ I . Ôóíêöèÿ φ0 åñòü ε�ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
íà îòðåçêå [t0, t1] , åñëè

∥f(t0, x0)− f(t, x0 + (t− t0)f(t0, x0))∥ ≤ ε (5)

ïðè t0 ≤ t ≤ t1 . Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f ýòî íåðàâåíñòâî
èìååò ìåñòî âî âñÿêîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî t , äîñòàòî÷íî áëèçêîãî ê t0 .

Åñëè îíî èìååò ìåñòî âî âñåì I , ò.å. ïðè t0 ≤ t ≤ T , òî φ0 ÿâëÿåòñÿ
ε�ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì íà I , òàêèì, ÷òî φ0(t0) = x0 , è òîãäà ïîëó-

÷àåì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò íàèáîëüøèé

îòðåçîê [t0, t1] ñ íà÷àëîì â òî÷êå t0 , â êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(5). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü t1 � íèæíÿÿ ãðàíü òåõ t , äëÿ êîòîðûõ (5) íå
âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà íåðàâåíñòâî (5) ñïðàâåäëèâî ïðè t0 ≤ t < t1 è òàêæå

äëÿ t = t1 èç ñîîáðàæåíèé íåïðåðûâíîñòè. Ïîëîæèì φ0(t1) = x1 . Òîãäà
x1 − x0 = (t1 − t0)f(t0, x0) è, ñëåäîâàòåëüíî,

∥x1 − x0∥ < r ïðè t1 − t0 < T − t0 ≤
r

M
.

Ïîëîæèì r1 = r − ∥x1 − x0∥ . Òîãäà ôóíêöèÿ f áóäåò îïðåäåëåíà è

íåïðåðûâíà ïðè t1 ≤ t ≤ T, ∥x − x1∥ ≤ r1 , ïðè÷åì áóäåò èìåòü ìåñòî
íåðàâåíñòâî ∥f(t, x)∥ ≤M è, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü,

T − t1 ≤
r1
M
. (6)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çíà÷åíèé t1 è x1 áóäóò âûïîëíåíû òå æå óñëî-

âèÿ, ÷òî è äëÿ t0 è x0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåì, îòïðàâëÿÿñü îò ýòèõ çíà-
÷åíèé, âíîâü íà÷àòü òîò æå ñàìûé ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ. Ïóñòü àôôèííî�

ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ

φ1(t) = x1 + (t− t1)f(t1, x1),
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îïðåäåëåííàÿ ïðè t1 ≤ t ≤ T , ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â øàðå B(x1, r1 (à

çíà÷èò, è â øàðå B(x0, r0)). Ñóùåñòâóåò íàèáîëüøèé îòðåçîê [t1, t2] , ãäå
t1 < t2 ≤ T , â êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∥f(t1, x1)− f(t, x1 + (t− t1)f(t1, x1))∥ ≤ ε.

Åñëè t2 = T , òî ôóíêöèÿ φ1 , ðàâíàÿ φ0 íà îòðåçêå [t0, t1] è ðàâíàÿ φ1 íà
[t1, t2] , ÿâëÿåòñÿ ε�ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ â îòðåçêå [t0, T ] è íàøå ïîñòðîåíèå îêîí÷åíî. Åñëè t1 < T , òî
âíîâü ïîâòîðèì ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ. Âîçüìåì φ1(t2) = x2 è íàéäåì, ÷òî

∥x2 − x1∥ ≤ r1 , ò.ê. t2 − t1 < T − t1 ≤ r1
M (ñì. ôîðìóëó (6)). Ïîëîæèì

r2 = r1 − ∥x2 − x1∥ ; òîãäà T − t2 ≤ r2
M è ò.ä.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîèì ïî èíäóêöèè âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü òî÷åê t0 < t1 < . . . < tn ≤ T , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ

x0, x1, . . . , xn ∈ E è ëèíåéíûõ ôóíêöèé φ0, φ1, . . . , φn , îïðåäåëåííûõ ñî-
îòâåòñòâåííî íà îòðåçêàõ [t0, t1], [t1, t2], . . . , [tn−1, tn] è ïðèíèìàþùèõ çíà-

÷åíèÿ â øàðå B(x0; r) , ïðè÷åì èõ çíà÷åíèÿ ñîãëàñóþòñÿ â îáùèõ êîíöàõ
t1, . . . tn−1 . Îáúåäèíåíèå ôóíêöèé φi äàåò íåïðåðûâíóþ êóñî÷íî ëèíåé-

íóþ ôóíêöèþ φ : [t0, tn] → B(x0; r) , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ε�ïðèáëèæåííûì
ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè tn = T ïðè íåêîòîðîì n ,

òî òåîðåìà äîêàçàíà.

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà tn < T äëÿ ëþáîãî n , ò.å.

ñëó÷àé, êîãäà ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ïðîäîëæàåòñÿ íåîãðàíè÷åííî.
Ïîêàæåì, ÷òî òàêîé ñèòóàöèè áûòü íå ìîæåò. Áóäåì ðàññóæäàòü îò

ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñòðîåíèå íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæàåò-
ñÿ, è ïóñòü t′ � âåðõíÿÿ ãðàíü ñòðîãî âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

t0 < t1 < . . . < tn < . . . Î÷åâèäíî, ÷òî

∥xn+1 − xn∥ ≤M (tn+1 − tn).

Ñëåäîâàòåëüíî, {xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè. Âñëåäñòâèå çàìêíóòî-

ñòè øàðà ∥x− x0∥ ≤ r , îíà èìååò ïðåäåë x′ ∈ B(x0, r) . Ïðè tn ≤ t ≤ t′

φn(t)− xn = (t− tn)f(tn, xn).

Çíà÷èò, ∥φn(t)− xn∥ ≤M (t′ − tn) ïðè tn ≤ t ≤ t′ , îòêóäà

∥φn(t)− x′∥ ≤ ∥x′ − xn∥+M (t′ − tn) ïðè tn ≤ t ≤ t′. (7)
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Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå (t′, x′) , òî ñóùåñòâóåò òàêîå

÷èñëî η > 0 , ÷òî èç íåðàâåíñòâ |t − t′| ≤ η è ∥x − x′∥ ≤ η ñëåäóåò
∥f(t′, x′)− f(t, x)∥ ≤ ε

2 . Çíà÷èò, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n â ñèëó (7):

∥f(t′, x′)− f(t, φn(t))∥ ≤ ε

2
ïðè tn ≤ t ≤ t′,

∥f(t′, x′)− f(tn, xn)∥ ≤ ε

2
.

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ íåðàâåíñòâ çàêëþ÷àåì, ÷òî

∥f(tn, xn)− f(t, φn(t))∥ ≤ ε ïðè tn ≤ t ≤ t′.

Ñëåäîâàòåëüíî, φn(t) åñòü ε�ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íà îòðåçêå [tn, t
′] .

Îòñþäà, ïî îïðåäåëåíèþ tn+1 , âûòåêàåò, ÷òî tn+1 ≥ t′ . Ïðèõîäèì ê ïðîòè-
âîðå÷èþ, ò.ê. t′ ≥ tn+2 ≥ tn+1 . Èòàê, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.

N.B. Ïóñòü U ⊂ R×E � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî÷êà (t0, x0) ∈ U

è f : U → E � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà

τ > 0, r > 0,M > 0 , ÷òî ëþáàÿ òî÷êà (t, x) , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà

|t− t0| ≤ τ, ∥x− x0∥ ≤ r,

ñîäåðæèòñÿ â U è ∥f(t, x)∥ ≤M äëÿ ýòèõ ïàð (t, x) . Ïóñòü α � íàèìåíü-

øåå èç ÷èñåë τ è M
r . Òåîðåìà äîêàçàííàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî íà êîìïàêò-

íîì èíòåðâàëå |t− t0| ≤ α äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå dx
dt = f(t, x) äëÿ

ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 èìååò êóñî÷íî�ëèíåéíîå ε�ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

x = φ(t), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ φ(t0) = x0 .

Ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ, âîîáùå ãîâîðÿ, ëèøü äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ α . Îòìåòèì, ÷òî âûáîð ÷èñëà α íå çàâèñèò îò âûáîðà ÷èñëà ε .

Ïðèìåð: Ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî

ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

dx

dt
= A(t) ◦ x+B(t), (1p)

ãäå A : I → L(E;E) è B : I → E � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, çàäàííûå
íà èíòåðâàëå I ⊂ R . Òàêèì îáðàçîì, çäåñü f(t, x) = A(t) ◦ x + B(t) åñòü

àôèííî ëèíåéíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îò x ∈ E äëÿ êàæäîãî t ∈ I .
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Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t (ò.ê. A(t) è B(t) � íåïðåðûâíî

çàâèñÿò îò t). Ïîäìíîæåñòâî U ⊂ R× E ñîâïàäàåò ñ R× E .
Ðàññìîòðèì òî÷êè t0 ∈ I è x0 ∈ E . Ìîæåì ïðèìåíèòü äîêàçàííóþ

òåîðåìó ê çàìêíóòîìó øàðó B(x0, r) ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà r . Ïîêàæåì,
÷òî èìååò ìåñòî

Òåîðåìà. Åñëè èíòåðâàë I êîìïàêòåí, òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0

ñóùåñòâóåò òàêîå ε�ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå φ : I → E óðàâíåíèÿ

(1p), ÷òî φ(t0) = x0 .

N.B. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèþ φ , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì ýòîé
òåîðåìû, ìîæíî âûáðàòü êóñî÷íî ëèíåéíîé. Âàæíî òî îáñòîÿòåëüñòâî,
÷òî ïîëó÷àåìîå â ýòîé òåîðåìå ðåøåíèå φ ñóùåñòâóåò íà âñåì èíòåð-

âàëå I .
Äîêàçàòåëüñòâî. Íîðìà ∥A(t)∥ , ò.å. íîðìà â ïðîñòðàíñòâå

L(E;E) , ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîãî t ∈ I . Òàê êàê
èíòåðâàë I êîìïàêòåí, òî ýòà íîðìà èìååò âåðõíþþ ãðàíü. Ïîëîæèì

α = sup
t∈I

∥A(t)∥;

àíàëîãè÷íî,
β = sup

t∈I
∥B(t)∥;

Äàëåå èìååì:

∥f(t, x)∥ = ∥A(t) · x+B(t)∥ ≤ α ∥x∥+ β.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ∥x− x0∥ ≤ r , òî

∥f(t, x)∥ ≤ α ∥x0∥+ β + α r.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çíà÷åíèé t ∈ I, ∥x− x0∥ ≤ r

∥f(t, x)∥ ≤M,

ãäå M = α∥x0∥+ β + αr . Îòñþäà

M

r
=
α∥x0∥+ β

r
+ α.

Äëÿ äàííîãî x0 âûáåðåì ÷èñëî r òàê, ÷òîáû M
r ≤ 2α . Òîãäà, ñîãëàñ-

íî äîêàçàííîé òåîðåìå, ñóùåñòâóåò ε�ïðèáëèæåííîå (êóñî÷íî ëèíåéíîå)

ðåøåíèå φ â êîìïàêòíîì èíòåðâàëå

J = I ∩
[
t0 −

1

2α
, t0 +

1

2α

]
,
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óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ φ(t0) = x0 .

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëèò íàéòè êóñî÷íî ëèíåéíîå ε�ïðèáëèæåííîå

ðåøåíèå âî âñåì èíòåðâàëå I . Äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü åãî îòäåëüíî íà èí-
òåðâàëå I ′ (ìíîæåñòâî òàêèõ t ∈ I , ÷òî t ≥ t0 ) è íà èíòåðâàëå I ′′ (ìíî-

æåñòâî òàêèõ t ∈ I , ÷òî t ≤ t0 ). Ïîñòðîèì ýòî ðåøåíèå, íàïðèìåð, íà
èíòåðâàëå I ′ . Ïóñòü òî÷êà T � åãî ïðàâûé êîíåö. Òîëüêî ÷òî íàøëè

ε�ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå φ0 íà èíòåðâàëå I ′∩ [t0, t0+
1
2α ] , óäîâëåòâîðÿþ-

ùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ φ0(t0) = x0 (â êà÷åñòâå φ0 ìîæíî âçÿòü êóñî÷íî

ëèíåéíóþ ôóíêöèþ). Åñëè t0 + 1
2α ≥ T , òî ïîñòðîåíèå çàêîí÷åíî. Â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå, ïóñòü t1 = t0 +
1
2α < T,φ0(t1) = x1 . Òîãäà ïîâòîðèì äëÿ

t1 è x1 òî, ÷òî äåëàëè äëÿ t0 è x0 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íà èíòåðâàëå

I ′∩ [t1, t1+
1
2α ] êóñî÷íî ëèíåéíîå ε�ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå φ1 , óäîâëåòâî-

ðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ φ1(t1) = x1 . Åñëè t1+ 1
2α ≥ T , òî ïîñòðîåíèå

çàêîí÷åíî, èáî ôóíêöèÿ φ , ðàâíàÿ φ0 íà îòðåçêå [t0, t1] è φ1 íà îòðåçêå
[t1, T ] , îòâå÷àåò âñåì òðåáîâàíèÿì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íà÷íåì ñíà÷àëà:

ïîëàãàåì t1 +
1
2α = t2 < T, φ(t2) = x2 . Ýòîò ïðîöåññ äîëæåí çàêîí÷èòüñÿ

÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, èáî tn = t0+
n
2α ≥ T äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

n , ÷.ò.ä.

Ñëó÷àé, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ Ëèïøèöà; îñíîâíàÿ ëåììà

Èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ f(t, x) , îïðåäåëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ íà ìíî-
æåñòâå U ⊂ R × E ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå E , óäîâëåòâîðÿåò k�

óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x , åñëè

∥f(t, x1)− f(t, x2)∥ ≤ k ∥x1 − x2∥ (1)

äëÿ ëþáûõ ïàð (t, x1) ∈ U, (t, x2) ∈ U .

Ïóñòü U = I × V , ãäå V � âûïóêëîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â E .

Åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû (t, x) ∈ U ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ fx(t, x) ∈ L(E;E)

ñóùåñòâóåò è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

∥fx(t, x)∥ ≤ k,

òî â ñèëó òåîðåìû î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (1).

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò k�óñëîâèþ Ëèïøèöà,

òî ìîæíî ïðîìàæîðèðîâàòü ðàçíîñòü φ1(t) − φ2(t) äâóõ ïðèáëèæåííûõ

11



ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dx

dt
= f(t, x). (2)

Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî
Îñíîâíàÿ ëåììà. Ïóñòü φ1 : I → E åñòü ε1�ïðèáëèæåííîå

ðåøåíèå, à φ2 : I → E åñòü ε2�ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2).

Ïóñòü x1 = φ1(t0) è x2 = φ2(t0) � íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, êîòîðûì îíè

óäîâëåòâîðÿþò ïðè t0 ∈ I . Òîãäà, åñëè f óäîâëåòâîðÿåò k�óñëîâèþ

Ëèïøèöà ïî x äëÿ t ∈ I , òî

∥φ1(t)− φ2(t)∥ ≤ ∥x1 − x2∥ek|t−t0| + (ε1 + ε2)
ek|t−t0| − 1

k
. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé ëåììû. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î
êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

t0 = 0 (âñåãäà ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ïåðåìåííîå t òàê, ÷òî t0 ïåðåéäåò
â 0). Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (3) òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà

t > t0 , ò.å. t > 0 . Ñëó÷àé t < 0 ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó çàìåíîé t íà
−t .

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà:

∥φ′
1(t)− f(t, φ1(t))∥ ≤ ε1, ∥φ′

2(t)− f(t, φ2(t))∥ ≤ ε2,

îòêóäà

∥φ′
1(t)− φ′

2(t)∥ ≤ ε1 + ε2 + ∥f(t, φ1(t))− f(t, φ2(t))∥.

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (1), íàõîäèì

∥φ′
1(t)− φ′

2(t)∥ ≤ ε1 + ε2 + k ∥φ1(t)− φ2(t)∥. (4)

Íàïîìíèì, ÷òî φ′
1 è φ

′
2 � ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé φ1 è φ2 , êóñî÷íî ãëàä-

êèõ êëàññà C1 â êàæäîì èç èíòåðâàëîâ, ãäå φ1 è φ2 ïðèíàäëåæàò êëàññó

C1 . Ïîëîæèì
φ1(t)− φ2(t) = φ(t).

Ôóíêöèÿ φ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ãëàäêîé êëàññà C1 . Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î
êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ ê íåðàâåíñòâó (4), ïîëó÷èì ïðè t > 0 :

∥φ(t)− φ(0)∥ ≤
∫ t

0
(ε1 + ε2 + k ∥φ(τ)∥) dτ.
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Òàê êàê

∥φ(τ)∥ ≤ ∥φ(0)∥+ ∥φ(τ)∥ − φ(0)∥,

òî

∥φ(t)− φ(0)∥ ≤ (ε+ k ∥φ(0)∥)t+ k

∫ t

0
∥φ(τ)∥ − φ(0)∥ dτ, (5)

ãäå ε1 + ε2 = ε .

Ïîëîæèì äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè:

∥φ(t)− φ(0)∥ = u(t) ≥ 0− íåïðåðûâíàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ,

ε+ k ∥φ(0)∥ = a > 0.

}
(6)

Òîãäà (5) çàïèøåòñÿ â âèäå

u(t) ≤ at+ k

∫ t

0
u(τ) dτ. (7)

À ñåé÷àñ âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì íåðàâåíñòâîì.

Âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà. Åñëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ u(t) îïðå-

äåëåíà íà îòðåçêå [0, T ], T > 0, u(t) ≥ 0, íà ýòîì îòðåçêå è óäîâëåòâî-

ðÿåò ñîîòíîøåíèþ (7), òî

u(t) ≤ a

k

(
ekt − 1

)
äëÿ 0 ≤ t ≤ T. (8)

Äîïóñòèì, ÷òî âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà âåðíà è çàêîí÷èì äîêàçà-

òåëüñòâî îñíîâíîé ëåììû: åñëè çàìåíèì u(t) è a íà èõ çíà÷åíèÿ èç
ôîðìóëû (6), òî ïîëó÷èì

∥φ(t)− φ(0)∥ ≤
(ε
k
+ ∥φ(0)∥

)
(ekt − 1) ïðè t > 0,

îòêóäà

∥φ(t)∥ ≤ ∥φ(0)∥+ ∥φ(t)− φ(0)∥ ≤ ∥φ(0)∥ekt + ε

k
(ekt − 1).

À ýòî è åñòü íåðàâåíñòâî (3), êîòîðîå íóæíî áûëî äîêàçàòü, èáî

φ(0) = φ1(0)− φ2(0) = x1 − x2.

Îñòàëîñü ëèøü äîêàçàòü âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó. Ïîëîæèì v(t) =∫ t
0 u(τ) dτ . Îòñþäà v

′(t) = u(t), v(0) = 0 . Òîãäà íåðàâåíñòâî (7) çàïèøåòñÿ
òàê:

v′(t) ≤ at+ kv(t), (9)
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ò.å. â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà. Ïîëîæèì

w(t) = e−ktv(t),

îòêóäà

w′(t) = e−kt(v′(t)− kv(t)).

Òîãäà íåðàâåíñòâî (9) çàïèøåòñÿ â âèäå

w′(t) ≤ ate−kt.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî w(0) = 0 ,

w(t) ≤
∫ t

0
aτe−kτdτ.

Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè, íàõîäèì

w(t) ≤ a

k2
(1− e−kt − kte−kt),

îòêóäà

v(t) = ektw(t) ≤ a

k2
(ekt − 1− kt)

èëè, ïîñêîëüêó â ñèëó íåðàâåíñòâà (7), u(t) ≤ at+ kv(t) , èìååì:

u(t) ≤ at+
a

k
(ekt − 1− kt) =

a

k
(ekt − 1).

Ïðèøëè ê íåðàâåíñòâó (8), êîòîðîå è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðèìåíåíèå îñíîâíîé ëåììû: òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè

Òåîðåìà. Ïóñòü U ⊂ R×E è f : U → E � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ k�óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x ∈ E . Åñëè φ1 è φ2 : I → E

åñòü äâà òî÷íûõ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dx

dt
= f(t, x)

è φ1(t0) = φ2(t0), t0 ∈ I , òî ôóíêöèè φ1 è φ2 ñîâïàäàþò â èíòåðâàëå I .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå (3) îñíîâíîé ëåììû, çäåñü x1 =

x2, ε1 = ε2 = 0 . Ïîýòîìó íàõîäèì

∥φ1(t)− φ2(t)∥ = 0 äëÿ t ∈ I,

÷.ò.ä.
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Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

Òåîðåìà. Ïóñòü U ⊂ R×E � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî è f : U →
E � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ k�óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî

x. Ïóñòü (t0, x0) ∈ U è I ⊂ R � êîìïàêòíûé èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé

òî÷êó t0 . ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 â èíòåðâàëå I

ñóùåñòâóåò òàêîå êóñî÷íî ãëàäêîå êëàññà C1 ε�ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

φ : I → E äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dx

dt
= f(t, x),

÷òî φ(t0) = x0 . Òîãäà íà èíòåðâàëå I ñóùåñòâóåò òî÷íîå ðåøåíèå

φ : I → E ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà-

÷àëüíîìó óñëîâèþ φ(t0) = x0 .

N.B. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïðåäûäóùåé òåîðåìû òàêîå ðåøåíèå åäèí-
ñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèìñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷èñåë εn > 0 ,
ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ, êîãäà n → ∞ . ïóñòü íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ

φn : I → E ÿâëÿþòñÿ òàêèìè εn�ïðèáëèæåííûìè ðåøåíèÿìè äàííîãî
óðàâíåíèÿ, ÷òî φn(t0) = x0 . Â ñèëó îñíîâíîé ëåììû:

∥φn(t)− φp(t)∥ ≤ (εn + εp)
ek|t−t0| − 1

k
∀t ∈ I.

Ïóñòü K = supt∈I
ek|t−t0|−1

k . Òîãäà

∥φn(t)− φp(t)∥ ≤ K(εn + εp), t ∈ I.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè φn îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè ïî
íîðìå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë φ ,

ïðè÷åì φ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé I → E . Ïî ïðåäïîëîæåíèþ

(t, φn(t)) ∈ U, ∀n ∈ N, ∀t ∈ I.

Â ñèëó çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà U èìååì â ïðåäåëå

(t, φ(t)) ∈ U, ∀t ∈ I,

è φ(t0) = x0 .
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Îñòàåòñÿ óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ φ äèôôåðåíöèðóåìà íà I

è

φ′(t) = f(t, φ(t)) ïðè t ∈ I.

Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî

φ(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, φ(τ)) dτ. (1)

Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ

∥φ′
n(t)− f(t, φn(t))∥ ≤ εn,

òî â ñèëó òåîðåìû î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ

∥φn(t)− x0 −
∫ t

t0

f(τ, φn(τ)) dτ∥ ≤ εn|t− t0|.

Óñòðåìèì n ê áåñêîíå÷íîñòè, òîãäà f(τ, φn(τ)) → f(τ, φ(τ)) ðàâíîìåðíî
îòíîñèòåëüíî t ∈ I . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì â ïðåäåëå ñîîòíîøåíèå (1),

÷.ò.ä.

Ñëåäñòâèå (òåîðåìà î ëîêàëüíîì ñóùåñòâîâàíèè). Ïóñòü V �
îêðåñòíîñòü òî÷êè (t0, x0) ∈ R × E è f(t, x) � ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ

íà V , ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E , óäîëâëåòâîðÿþùàÿ
k�óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x . Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî α > 0 , îáëàäàþùåå

ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx

dt
= f(t, x)

èìååò íà èíòåðâàëå I = [t0−α, t0+α] (åäèíñòâåííîå) ðåøåíèå φ : I → E ,
óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ φ(t0) = x0 . Áîëåå òîãî, åñëè ÷èñëî

τ > 0 è r > 0 âûáðàíû ñòîëü ìàëûìè, ÷òî ïðîèçâåäåíèå [t0 − τ, t0 + τ ]×
B(x, r) ñîäåðæèòñÿ â V è

∥f(t, x)∥ ≤M

ïðè |t− t0| ≤ τ, ∥x− x0∥ ≤ r , òî ïðè

α = inf
(
τ,

r

M

)
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè φ : I → E , ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíå-

íèÿ, ïðèíàäëåæàò øàðó B(x0, r) .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ÷èñëà α è r âû-

áðàíû òàê, êàê â óñëîâèè ñëåäñòâèÿ, òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà èíòåðâàëå I èìååò ε�ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

ñî çíà÷åíèÿìè â øàðå B(x0, r) , ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèå x0 ïðè t = t0 .
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü äîêàçàííóþ òåîðåìó, âûáðàâ â êà÷åñòâå

U çàìêíóòîå ìíîæåñòâî I ×B(x0, r) , ÷.ò.ä.

Ñëó÷àé, êîãäà f ëîêàëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f : U → E ëîêàëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ Ëèïøèöà ïî x íà ìíîæåñòâå U ⊂ R × E , åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè
(t0, x0) ∈ U ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü V ýòîé òî÷êè, ñîäåðæàùàÿñÿ

â U è òàêîå ÷èñëî k > 0 , ÷òî äëÿ ëþáûõ ïàð (t, x1), (t, x2) ∈ U

∥f(t, x1)− f(t, x2)∥ ≤ k ∥x1 − x2∥.

Èíûìè ñëîâàìè, ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ f íà V óäîâëåòâîðÿåò k�óñëîâèþ
Ëèïøèöà ïî x .

Òåîðåìà 1◦ . Åñëè îòîáðàæåíèå f : U → E íåïðåðûâíî è ëî-

êàëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, à (t0, x0) � âíóòðåííÿÿ òî÷êà

ìíîæåñòâà U , òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî α > 0, ÷òî äèôôåðåíöèàëü-

íîå óðàâíåíèå dx
dt = f(t, x) èìååò òî÷íîå ðåøåíèå φ : [t0−α, t0+α] → E .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ñëåäñòâèå (òåîðåìà î ëîêàëüíîì ñó-
ùåñòâîâàíèè) ê îêðåñòíîñòè V òî÷êè (t0, x0) , ñîäåðæàùåéñÿ â U , â êîòî-

ðîé îòîáðàæåíèå f óäîâëåòâîðÿåò k�óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x , ÷.ò.ä.
Òåîðåìà 2◦ (î ãëîáàëüíîé åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f :

U → E ëîêàëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, I � èíòåðâàë ⊂ R,
íåîáÿçàòåëüíî êîìïàêòíûé (îí ìîæåò áûòü îòêðûòûì, çàìêíóòûì

èëè ïîëóîòêðûòûì, îãðàíè÷åííûì èëè íåîãðàíè÷åííûì). Åñëè ñóùå-

ñòâóþò äâà òî÷íûõ ðåøåíèÿ φ1 è φ2 : I → E äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ dx
dt = f(t, x) è îíè ðàâíû ïðè t0 ∈ I , òî ýòè ðåøåíèÿ ñîâïà-

äàþò âî âñåì èíòåðâàëå I .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó èíòåðâàë I ñâÿçíîå ìíîæåñòâî, òî äî-

ñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òî÷, ÷òî ìíîæåñòâî J ⊂ I , íà êîòîðîì φ1(t) = φ2(t) ,
îäíîâðåìåííî îòêðûòî è çàìêíóòî â I . Î÷åâèäíî, ÷òî J çàìêíóòî, ò.ê.

ôóíêöèÿ (φ1 − φ2) íåïðåðûâíà. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî J

îòêðûòî â I . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè φ1(t0) = φ2(t0) , òî ñóùåñòâóåò òà-

êîå ÷èñëî α > 0 , ÷òî èç ñîîòíîøåíèé t ∈ I è |t − t0| ≤ α ñëåäóåò
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ðàâåíñòâî φ1(t) = φ2(t) . Ïóñòü x0 = φ1(t0) = φ2(t0) . Ïî ïðåäïîëîæå-

íèþ ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü V òî÷êè (t0, x0) , ñîäåðæàùàÿñÿ â U è
÷èñëî k > 0 , ÷òî ôóíêöèÿ f íà V óäîâëåòâîðÿåò k�óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Ïóñòü ÷èñëî α > 0 òàêîâî, ÷òî äëÿ t ∈ I, |t − t0| ≤ α ïàðû (t, φ1(t)) è
(t, φ2(t)) ïðèíàäëåæàò îêðåñòíîñòè V . Òîãäà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè â

òåìå "Ïðèìåíåíèå îñíîâíîé ëåììû: òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè" óòâåðæäà-
åò, ÷òî φ1(t) = φ2(t)∀t ∈ I ∩ [t0 − α, t0 + α] , ÷.ò.ä.

Îñòàåòñÿ íåâûÿñíåííûì âîïðîñ î ãëîáàëüíîì ñóùåñòâîâàíèè ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ dx
dt = f(t, x) , ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèå x0 ïðè t = t0 , êîãäà

ôóíêöèÿ f it ëîêàëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Ïóñòü (t0, x0) � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà U ⊂ R × E , íà êî-

òîðîì ôóíêöèÿ f , ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ëîêàëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1◦ ñóùåñòâóåò èíòåðâàë I , ñîäåðæàùèé òî÷-

êó t0 , íà êîòîðîì èìååòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå φ : I → E äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ φ(t0) = x0 .

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî E âñåõ ïàð (I, φ) , ãäå I � íåêîòîðûé èíòåðâàë,
à ôóíêöèÿ φ : I → E � íåêîòîðîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëü-

íîìó óñëîâèþ φ(t0) = x0 . Åñëè (I1, φ1) è (I2, φ2) � äâå ïîäîáíûå ïàðû,

òî ïåðåñå÷åíèå I1 ∩ I2 íå ïóñòî, à ðåøåíèÿ φ1 è φ2 ñîâïàäàþò â ïåðå-
ñå÷åíèè â ñèëó òåîðåìû î ãëîáàëüíîé åäèíñòâåííîñòè. Îáîçíà÷èì òîãäà

÷åðåç J îáúåäèíåíèå âñåõ èíòåðâàëîâ I , îáðàçóþùèõ ïàðû (I, φ) ∈ E . Â
J ñóùåñòâóåò òàêàÿ åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ψ : J → E , ÷òî äëÿ âñÿêîé

ïàðû (I, φ) ∈ E ñóæåíèå ðåøåíèÿ ψ íà I ñîâïàäàåò ñ φ . Ýòà ôóíêöèÿ
ψ , î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî è ψ(t0) = x0 .

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Òåîðåìà 3◦ . Åñëè ôóíêöèÿ f : U → E íåïðåðûâíà, ëîêàëüíî óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà è (t0, x0) � çàäàííàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà

ìíîæåñòâà U , Òî ñóùåñòâóåò íàèáîëüøèé èíòåðâàë J ∋ t0 , â êîòî-

ðîì îïðåäåëåíî ðåøåíèå ψ : J → E óðàâíåíèÿ dx
dt = f(t, x), óäîâëåòâî-

ðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ψ(t0) = x0 (ñîãëàñíî òåîðåìå î ãëîáàëüíîé

åäèíñòâåííîñòè, òàêîå ðåøåíèå ψ åäèíñòâåííî).

Ýòî ðåøåíèå ψ íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ðåøåíèåì äëÿ íà÷àëü-
íûõ äàííûõ (t0, x0) .

N.B. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå ψ íåëüçÿ ïðîäîëæèòü â ñòðîãî

áîëüøèé èíòåðâàë, ÷åì J , òîëüêî ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî çàäàííàÿ ôóíêöèÿ
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f îïðåäåëåíà ëèøü íà ÷àñòè ìíîæåñòâà R × E . Îäíàêî íåâîçìîæíîñòü

ïðîäîëæåíèÿ ìîæåò èìåòü ìåñòî äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà f íåïðåðûâíà
è ëîêàëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà âñåì ïðîñòðàíñòâå R ×
E . Ïðèâåäåì ïðèìåð, â êîòîðîì ðîëü ïðîñòðàíñòâà E èãðàåò ÷èñëîâàÿ
ïðÿìàÿ R . Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx

dt
= x2, (∗)

ãäå x(t) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ. Ëåã-
êî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè B � îãðàíè÷åííàÿ ÷àñòü R , òî ôóíêöèÿ f(t, x) =
x2 ëîêàëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà ïðîñòðàíñòâå R × R .
Ïóñòü x0 � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå, êîòîðîå ïðèíèìàåò ðåøåíèå φ(t) ïðè
t = 0 . Åñëè x0 = 0 , òî ðåøåíèå φ(t) = 0 äëÿ ëþáîãî t â ñèëó òåîðåìû
åäèíñòâåííîñòè. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî x0 ̸= 0 . Òîãäà äëÿ t , áëèçêèõ
ê íóëþ, x = φ(t) ̸= 0 è óðàâíåíèå (*) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

dx

x2
= dt,

îòêóäà

−1

x
+

1

x0
= t èëè x =

x0
1− x0t

.

Òàêèì îáðàçîì, φ(t) = x0
1−x0t . Åñëè, íàïðèìåð, x0 > 0 , òî ìàêñèìàëü-

íîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò íà èíòåðâàëå −∞ < t < 1
x0
. Êîãäà t → 1

x0
, òî

φ(t) → ∞ .

Êðèòåðèé ïðîäîëæàåìîñòè ðåøåíèé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

ôóíêöèÿ f ëîêàëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî U îòêðûòî è φ : [t0, t1[→ E �

ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ dx
dt = f(t, x). Åñëè limt→t1

t<t1
φ(t) ñó-

ùåñòâóåò (ïóñòü îí ðàâåí x1) è (t1, x1) ∈ U , òî ðåøåíèå φ ïðîäîëæà-

åòñÿ íà èíòåðâàë [t0, t2] ïðè t2 > t1 (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

Ñëó÷àé ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå áûëî îïðåäåëåíî êàê óðàâ-
íåíèå âèäà

dx

dt
= A(t) ◦ x+B(t), (1)
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ãäå A(t) è B(t) � çàäàííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè â èíòåðâàëå I ⊂ R .
Çäåñü ôóíêöèÿ f(t, x) = A(t)◦x+B(t) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà ïðî-
èçâåäåíèè I × E . Îíà ëîêàëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, èáî

íà ëþáîì ïðîèçâåäåíèè J × E , ãäå J � êîìïàêòíûé èíòåðâàë, ïðèíàä-
ëåæàùèé èíòåðâàëó I , ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà. Â

ñàìîì äåëå,

f(t, x1)− f(t, x2) = A(t) ◦ (x1 − x2),

∥f(t, x1)− f(t, x2)∥ ≤ KJ∥x1 − x2∥ ïðè t ∈ J,

ãäå KJ = supt∈J ∥A(t)∥ . Ñîãëàñíî òåîðåìå 3◦ â òåìå "Ñëó÷àé, êîãäà f

ëîêàëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà" óðàâíåíèå (1) òîãäà èìååò

ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ (t0, x0) , ãäå t0 ∈ I .

Èòàê, ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà

Òåîðåìà (î ãëîáàëüíîì ñóùåñòâîâàíèè â ñëó÷àå ëèíåéíîãî óðàâíå-

íèÿ). Êàêîâû áû íè áûëè òî÷êè t0 ∈ I è x0 ∈ E , ñóùåñòâóåò òî÷íîå

ðåøåíèå φ : I → E óðàâíåíèÿ (1), îïðåäåëåííîå âî âñåì èíòåðâàëå

I è óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ φ(t0) = x0 . ýòî ðåøåíèå,

î÷åâèäíî, åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü J � êîìïàêòíûé èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé-
ñÿ â I è ñîäåðæàùèé òî÷êó t0 . Ñîãëàñíî òåîðåìå â òåìå "Ïðèìåð: Ëè-

íåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå" äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ε�
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íà èíòåðâàëå J , ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèå x0 ïðè

t = t0 . Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ Ëèïøèöà, óòâåðæäàåò, ÷òî íà èíòåðâàëå J ñóùåñòâóåò òî÷-

íîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå
ñóùåñòâóåò íà âñÿêîì êîìïàêòíîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåìñÿ â I (è ñî-

äåðæàùåì t0 ), òî ìàêñèìàëüíîå ðåøåíèå îïðåäåëåíî âî âñåì èíòåðâàëå
I , ÷.ò.ä.

N.B. Äàëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ.

Çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ äàííûõ

Ïóñòü äàíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx

dt
= f(t, x), (1)
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ãäå ôóíêöèÿ f : U → E íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò k�óñëîâèþ Ëèï-

øèöà ïî x , à òî÷êà t0 ∈ I . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî u ∈ A ⊂ E

ñóùåñòâóåò òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), îïðåäåëåííîå íà èíòåðâàëå I

è ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèå u ïðè t = t0 . Ïóñòü φ(t, u) � òî÷íîå ðåøåíèå.
Èññëåäóåì çàâèñèìîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ u .

Âîñïîëüçóåìñÿ îñíîâíîé ëåììîé, â ñèëó êîòîðîé äëÿ ëþáûõ
u, v ∈ A

∥φ(t, u)− φ(t, v)∥ ≤ ∥u− v∥ · ek|t−t0|.
Ïóñòü K � âåðõíÿÿ ãðàíü ôóíêöèè ek|t−t0| äëÿ t ∈ I (ïðåäïîëàãàåì èí-
òåðâàë I îãðàíè÷åííûì). Òîãäà

∥φ(t, u)− φ(t, v)∥ ≤ K ∥u− v∥. (2)

Îòñþäà âûòåêàåò
Ïðåäëîæåíèå 1◦ . Ðåøåíèå φ(t, u), ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèå u ïðè

t = t0 , óäîâëåòâîðÿåò K �óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî u, ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ

K íå çàâèñèò îò t ∈ I .

Ñëåäñòâèå 1◦ . Ôóíêöèÿ φ(t, u) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé
ïàðû (t, u) ∈ I ×A .

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü çàäàíî u0 . Ïðè ôèêñèðîâàííîì t ôóíêöèÿ
φ(t, u) → φ(t, u0) , êîãäà u → u0 . Òàê êàê ïîñòîÿííàÿ K íå çàâèñèò îò

t , òî êàæäîìó ÷èñëó ε > 0 ìîæíî ñîïîñòàâèòü ÷èñëî η > 0 , ÷òî ïðè
∥u− u0∥ ≤ η äëÿ ëþáîãî t

∥φ(t, u)− φ(t, u0)∥ ≤ ε.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå φ çàâèñèò îò u íåïðåðûâíî è ðàâíîìåðíî îò-

íîñèòåëüíî t . Òåïåðü ñëåäñòâèå 1◦ ìîæíî ïîëó÷èòü èç ëåììû 1◦ .
Ëåììà 1◦ . à) Åñëè ψ : I × A → E íåïðåðûâíà ïî t ∈ I ïðè

ôèêñèðîâàííîì u ∈ A è íåïðåðûâíà ïî u ∈ A ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî

t ∈ I , òî ψ åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ïðîèçâåäåíèè I ×A.

â) Îáðàòíî, åñëè ôóíêöèÿ ψ : I × A → E íåïðåðûâíà íà I ×
A è èíòåðâàë I êîìïàêòåí, òî ψ(t, u) íåïðåðûâíà ïî u ðàâíîìåðíî

îòíîñèòåëüíî t ∈ I .

N.B. Îòìåòèì, ÷òî ýòà ëåììà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè çàìåíèòü
I ïðîèçâîëüíûì êîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. à) Ïóñòü çàäàíû t0, u0 è ε > 0 . Èìååì:

∥ψ(t, u)− ψ(t0, u0)∥ ≤ ∥ψ(t, u)− ψ(t, u0)∥+ ∥ψ(t, u0)− ψ(t0, u0)∥.
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Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî η > 0 , ÷òî èç íåðàâåíñòâà

∥u− u0∥ ≤ η ñëåäóåò

∥ψ(t, u)− ψ(t, u0)∥ ≤ ε

2
, ∀t ∈ I.

Áîëåå òîãî, íàéäåòñÿ òàêîå η′ > 0 , ÷òî ïðè |t− t0| ≤ η′ èìååì:

∥ψ(t, u0)− ψ)t0, u0)∥ ≤ ε

2
(íåïðåðûâíîñòü ïî t).

À òîãäà ïðè ∥u− u0∥ ≤ η è |t− t0| ≤ η′ íàõîäèì

∥ψ(t, u)− ψ(t0, u0∥ ≤ ε,

ò.å. íåïðåðûâíîñòü ψ êàê ôóíêöèè îò ïàðû (t, u) .

â) Îáðàòíî, ïóñòü ψ íåïðåðûâíà íà I×A . Ôèêñèðóåì òî÷êó u0 ∈ A

è ÷èñëî ε > 0 . Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ∀t ∈ I ñóùåñòâóåò η(t) > 0 , ÷òî ïðè

|t′ − t| ≤ η(t) è ∥u− u0∥ ≤ η(t) èìååì:

∥ψ(t′, u)− ψ(t, u0)∥ ≤ ε

2
;

â ÷àñòíîñòè, ∥ψ(t′, u)− ψ(t, u0)∥ ≤ ε
2 . Îòñþäà

∥ψ(t′, u)− ψ(t′, u0)∥ ≤ ε. (3)

Êàæäîé òî÷êå t ∈ I ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå èíòåðâàë, îáðàçîâàííûé

òî÷êàìè t′ , äëÿ êîòîðûõ |t′ − t| ≤ η(t) . Ïîñêîëüêó I � êîìïàêò, åãî
ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íîé ñèñòåìîé ïîäîáíûõ èíòåðâàëîâ. Èíà÷å ãîâîðÿ,

ñóùåñòâóþò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê ti ∈ I è ÷èñëî η > 0 , òàêèå, ÷òî
η ≤ η(ti) äëÿ ëþáîãî ti è íåðàâåíñòâî (2) èìååò ìåñòî ïðè ∥u − u0∥ ≤ η

è ëþáîì t′ ∈ I , ÷.ò.ä.

Ñëó÷àé, êîãäà äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå çàâèñèò îò

ïàðàìåòðà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(t, x) çàâèñèò îò ïàðàìåòðà λ , êî-
òîðûé èçìåíÿåòñÿ â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå L , ò.å. ðàññìîòðèì

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx

dt
= f(t, x;λ), (1)

ãäå f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ I × B(x0, r) × L → E, I � êîìïàêòíûé
èíòåðâàë, à B(x0, r) � çàìêíóòûé øàð ∥x − x0∥ ≤ r â áàíàõîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå E .
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:

1) ∥f(t, x;λ)∥ ≤M íà I ×B(x0, r)× L ;

2) ∥f(t, x1;λ) − f(t, x2;λ)∥ ≤ K ∥x1 − x2∥ ïðè t ∈ I, ∥x1 − x0∥ ≤
r, ∥x2 − x0∥ ≤ r, λ ∈ L . Èíûìè ñëîâàìè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f óäîâëå-
òâîðÿåò K �óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x ñ ïîñòîÿííîé K , íå çàâèñÿùåé îò t è
λ .

Åñëè çàôèêñèðîâàòü λ ∈ L , òî óðàâíåíèå (1) áóäåò èìåòü ðåøåíèå

x = φ(t) è ïðèòîì åäèíñòâåííîå, îïðåäåëåííîå â èíòåðâàëå

J = I ∩ [t0 −
r

µ
, t0 +

r

µ
]

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì φ(t0) = x0 . Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåì â òåìàõ "Ïðè-

áëèæåííûå ðåøåíèÿ" è "Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâàÿ
÷àñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà". Îáîçíà÷èì ýòî ðåøåíèå ÷åðåç

φ(t;λ) , ÷òîáû ÿâíî óêàçàòü åãî çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà λ .

Òåîðåìà. Ðåøåíèå φ(t;λ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ïàðû

(t, λ) ∈ J × L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê èçâåñòíî, ôóíêöèÿ φ(t;λ) íåïðåðûâíà ïî t
ïðè ôèêñèðîâàííîì λ . Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ φ(t;λ) íåïðåðûâíà ïî λ

ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t ∈ J . Îòñþäà áóäåò âûòåêàòü íàøà òåîðåìà.

Èòàê, ïóñòü äàíî λ0 . Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ φ(t;λ0) óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ dx
dt = f(t, x;λ) , òî

φ′
t(t;λ0)− f(t, φ(t;λ0);λ0) = 0; (2)

çäåñü f(t, φ(t;λ0);λ) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïàðû (t, λ) . Â ñèëó óòâåð-

æäåíèÿ â) ëåììû îíà ñòðåìèòñÿ ê f(t, φ(t;λ0);λ0) , êîãäà λ → λ0 ðàâíî-
ìåðíî îòíîñèòåëüíî t ∈ J . Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî ÷èñëà ε > 0

ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü V òî÷êè λ0 â L , ÷òî

∥f(t, φ(t;λ0);λ)− f(t, φ(t;λ0);λ0)∥ ≤ ε (3)

äëÿ λ ∈ V , êàêîâî áû íè áûëî t ∈ J . Ñðàâíèâàÿ ñ (2) íàõîäèì, ÷òî

∥φ′
t(t;λ0)− f(t, φ(t;λ0);λ)∥ ≤ ε.

À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî φ(t;λ0) ÿâëÿåòñÿ ε�ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ(1).
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Çàìåòèì ÷òî òî÷íûì ðåøåíèåì áóäåò ôóíêöèÿ φ(t;λ) , êîòîðàÿ òàê-

æå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå x0 ïðè t = t0 . Â ñèëó îñíîâíîé ëåììû ïîëó÷àåì

∥φ(t;λ)− φ(t;λ0)∥ ≤ ε
ek|t−t0| − 1

k
.

Òàê êàê |t− t0| ≤ r/M , òî ïðè λ ∈ V (îêðåñòíîñòü òî÷êè λ0 )

∥φ(t;λ)− φ(t;λ0)∥ ≤ K ε,

ãäå K íå çàâèñèò îò t ∈ J . Ïîñêîëüêó ÷èñëî ε > 0 áûëî âûáðàíî ïðîèç-
âîëüíî, òî òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî φ(t;λ) → φ(t;λ0) ðàâíîìåðíî îòíî-
ñèòåëüíî t ∈ J , ÷.ò.ä.

Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Îáùåå ðåøåíèå

Ïóñòü
dx

dt
= A(t) · x+B(t) (1)

åñòü ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ãäå A � íåïðåðûâíîå îòîá-

ðàæåíèå I → L(E;E) è B � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå I → E .
Èçâåñòíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå φ : I →

E , óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ φ(t0) = x0 (äëÿ çàäàííûõ t0 ∈
I è x0 ∈ E ).

Îïðåäåëåíèå. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx

dt
= A(t) · x (2)

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì óðàâíåíèþ (1).
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè φ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) è ψ � ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (1), òî ñóììà (φ+ ψ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1).
Â ñàìîì äåëå,

φ′(t) + ψ′(t) = A(t) · φ(t) +A(t) · ψ(t) +B(t) = A(t) · (φ(t) + ψ(t)) +B(t).

Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü φ(t;x0) � ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2), ïðè-

íèìàþùåå çíà÷åíèå x0 ïðè t = t0 , è ψ(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1),

îáðàùàþùååñÿ â íóëü ïðè t = t0 . Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), ïðèíèìà-
þùåå çíà÷åíèå x0 ïðè t = t0 , èìååò âèä

φ(t;x0) + ψ(t),

ò.å. ñóììà "îáùåãî ðåøåíèÿ" îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (1).
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Ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

Èññëåäóÿ óðàâíåíèå (2), áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàíåå ââåäåííûå îáî-
çíà÷åíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî

φ(t;x0) + φ(t;x1) = φ(t;x0 + x1),

φ(t;λx0) = λφ(t; x0), λ ∈ R.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðåøåíèå φ(t; x0) ëèíåéíî çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî çíà-
÷åíèÿ x0 (òî÷êà t = t0 âñå âðåìÿ îäíà è òà æå).

Â ÷àñòíîñòè, φ(t; 0) = 0 äëÿ ëþáîãî t . Èòàê, åñëè ðåøåíèå x = φ(t)

îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè íåêîòîðîì t0 ∈ I , òî îíî òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ

â èíòåðâàëå I . Îòñþäà âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü èìååòñÿ k ðåøåíèé φ1(t), . . . , φn(t) è ñóùåñòâó-

þò òàêèå ïîñòîÿííûå λ1, . . . , λk (íå âñå ðàâíûå íóþ), ÷òî
∑
i
λiφi(t0) = 0 .

Òîãäà ýòî ðàâåíñòâî âëå÷åò çà ñîáîé
∑
i
λiφi(t) = 0∀t ∈ I . Ðåøåíèÿ ÿâëÿ-

þòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè.

Òåïåðü çàéìåìñÿ ÿâíûì ëèíåéíûì âûðàæåíèåì φ(t;x0) îò x0 . Ñî-

ïîñòàâèì óðàâíåíèþ (2), ãäå íåèçâåñòíîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ φ : I → E

äðóãîå ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî

íåèçâåñòíîé ôóíêöèè R(t) , çíà÷åíèÿ êîòîðîé ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó
L(E;E) :

dR

dt
= A(t) ◦R(t). (2R)

Ñìûñë ýòîé çàïèñè: ïðîèçâîäíàÿ dR
dt = R′(t) ∈ L(E;E) äîëæíà ðàâíÿòü-

ñÿ êîìïîçèöèè ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé A(t) ∈ L(E;E) è R(t) ∈ L(E;E) .
Ýòî óðàâíåíèå îäíîðîäíî è ëèíåéíî. Åñëè ïîëîæèì E ′ = L(E;E) , òî ýëå-
ìåíò A(t) îïðåäåëèò ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f → A(t) ◦ f ,
ãäå f ∈ E ′ .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(t) ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà L(E ′;E ′) , îïðåäåëåí-
íûé âûøå ÷åðåç A(t) . Òîãäà, ïîñêîëüêó ∥A(t) ◦ f∥ ≤ ∥A(t)∥ · ∥f∥ , òî

∥C(t)∥ ≤ ∥A(t)∥

è, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ A : I → E ′ , èìååì:

A(t) = lim
t′→t

∥A(t′)− A(t)∥ = 0.
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Òàê êàê ∥C(t′)− C(t)∥ ≤ ∥A(t′)− A(t)∥ , òî C(t′) → C(t) , êîãäà t′ → t .

Èíà÷å ãîâîðÿ, C : I → L(E ′;E ′) åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2R ) ïðèíàäëåæèò ê ðàñ-

ñìàòðèâàåìîìó êëàññó óðàâíåíèé è ê íåìó ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó
î ãëîáàëüíîì ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåíííîñòè ðåøåíèÿ â òåìå "Ñëó-

÷àé ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ". Ïóñòü R(t, t0) � ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (2R ), êîòîðîå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1E ïðè t = t0 (çäåñü
1E ∈ L(E;E) åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå E → E ).

Òåîðåìà I◦ . Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dx

dt
= A(t) ◦ x, (2)

ïðèíèìàþùåå çí÷åíèå x0 ïðè t = t0 , ðàâíî

x = R(t, t0) ◦ x0,

ãäå R(t, t0) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2R ), ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèå 1E ïðè

t = t0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = R(t, t0) ◦ x0 . Òîãäà

x′(t) = R′(t, t0)◦x0 = (A(t)◦R(t, t0))◦x0 = A(t) ·(R(t, t0) ·x0) = A(t) ·x(t).

Ñëåäîâàòåëüíî, x(t) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2), à åãî çíà÷åíèå ïðè t = t0
ðàâíî

TR(t0, t0) · x0 = 1E · x0 = x0,

÷.ò.ä.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ R(t, t0) íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòîé (èëè ðå-

çîëüâåíòíûì ÿäðîì) óðàâíåíèÿ (2).

Òåîðåìà II◦ . Åñëè t0, t1 è t � òî÷êè èíòåðâàëà I , òî

R(t, t0) = R(t, t1) ·R(t1, t0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S(t) = R(t, t1) ·R(t1, t0) . Òîãäà èìååì:

dS

dt
=
( d
dt
R(t, t1)

)
·R(t1, t0) = (A(t) ·R(t, t1)) ·R(t1, t0) = A(t) · S(t).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ S(t) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2R ), à åå çíà÷åíèå

ïðè t = t1 ðàâíî 1E ·R(t1, t0) = R(t1, t0) .
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ S(t) åñòü ðåøåíèå, êîòîðîå ïðè t = t1

ðàâíî R(t1, t0) . Îäíàêî, ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3), à èìåííî R(t, t0) òàêæå
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ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2R ), êîòîðîå ïðè t = t1 ðàâíî R(t1, t0) .

Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (3), ÷.ò.ä.
Ñëåäñòâèå. Ôóíêöèÿ R(t, t0) ∈ Isom(E;E) , à îáðàòíûì èçîìîð-

ôèçìîì ÿâëÿåòñÿ R(t0, t) .
Äåéñòâèòåëüíî,

R(t0, t) ·R(t, t0) = R(t0, t0) = 1E, R(t, t0) ·R(t0, t) = R(t, t) = 1E.

N.B. Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñòðîèëè â äåéñòâè-

òåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E äëÿ çàäàííîãî îïåðàòîðà A(t) ∈
LR(E;E) . Ïðîäåëàííîå ìîæíî ïðèìåíèòü è ê êîìïëåêñíîìó ñëó÷àþ.

Ïóñòü E � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íàä C . Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå A : I → LC(E;E) . Òàê êàê LC(E;E) ⊂ LR(E;E) , òî ê îòîáðà-

æåíèþ A ìîæíî ïðèìåíèòü èçó÷åííóþ òåîðèþ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ðåçîëüâåíòà R(t, t0) áóäåò ýëåìåíòîì

ïðîñòðàíñòâà LC(E;E) è äàæå IsomC(E;E) .

Ñëó÷àé, êîãäà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà E êîíå÷íà

Ïóñòü n � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà E . Â äåéñòâèòåëüíîñòè ñó-

ùåñòâóþò äâå òåîðèè: âåùåñòâåííàÿ, â êîòîðîé E èçîìîðôíî Rn (ò.å. n
� âåùåñòâåííàÿ ðàçìåðíîñòü E ) è êîìïëåêñíàÿ, â êîòîðîé E èçîìîðôíî

Cn (ò.å. n � êîìïëåêñíàÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà E ). Êàê â îäíîì, òàê
è â äðóãîì ñëó÷àå ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûáðàëè â ïðîñòðàíñòâå E áàçèñ.

Òîãäà A(t) îïðåäåëÿåòñÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé

{aij(t)}

ñ n ñòðîêàìè è n ñòîëáöàìè, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûå
ôóíêöèè aij(t) íà èíòåðâàëå I . Ýòè ôóíêöèè ïðèíèìàþò âåùåñòâåííûå

çíà÷åíèÿ â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå è êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ � â êîìïëåêñ-
íîì ñëó÷àå.

Íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ x(t) (ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå E ) îïðå-
äåëÿåòñÿ n ôóíêöèÿìè xi(t) , çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò R (ñîîò-

âåòñòâåííî C); äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2) ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó
èç n äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

dxi
dt

=
n∑
j=1

aij(t)xj, i = 1, n.
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Ïðè t = t0 ìîæíî çàäàòü íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ (xi)0 äëÿ n íåèçâåñò-

íûõ ôóíêöèé. Ðåçîëüâåíòà R(t, t0) îïðåäåëÿåòñÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé
{rij(t, t0)} , ãäå rij = δij � ñèìâîë Êðîíåêêåðà. Òàê êàê îòîáðàæåíèå

R(t, t0) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, òî åãî îïðåäåëèòåëü detR(t, t0) îòëè-
÷åí îò íóëÿ. Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò îïðåäåëèòåëü âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ

ìàòðèöû {aij(t)} .
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñëåäà ìàòðèöû {aij} . Ýòîò ñëåä îïðåäåëÿ-

åòñÿ ôîðìóëîé

Tr(A) =
n∑
i=1

aii (ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ).

Îí íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà. Íàïîìíèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå Tr(A)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

det(A− λ1E) = 0.

Ïðåäëîæåíèå 1◦ . Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

detR(t, t0) = exp

∫ t

t0

Tr(A(τ)) dτ . (1)

Òðåáóåìîå ðàâåíñòâî áóäåò äîêàçàíî, åñëè ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ

g(t) = detR(t, t0) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

y′(t) = (Tr(A(t)) · y(t) (2)

è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ y(t0) = 1 (ïîñëåäíåå î÷åâèäíî, ò.ê. det(1E) = 1).
Äîêàæåì ðàâåíñòâî (2). Áóäåì ïèñàòü R(t) âìåñòî R(t, t0) . Âûáå-

ðåì áàçèñ (e1, . . . , en) â ïðîñòðàíñòâå E è ðàññìîòðèì âíåøíþþ àëãåáðó,
îïðåäåëåííóþ íà E . Ñîãëàñíî ïðàâèëàì âíåøíåãî óìíîæåíèÿ

R(t)e1 ∧ . . . ∧R(t)en = detR(t) · e1 ∧ . . . ∧ en.

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî t : ïðîèçâîäíàÿ ëåâîé ÷à-

ñòè � ýòî ïðîèçâîäíàÿ ïîëèëèíåéíîé ôóíêöèè � ðàâíà

R′(t)e1 ∧R(t)e2 ∧ . . . ∧R(t)en +R(t)e1 ∧R′(t)e2 ∧ . . . ∧R(t)en+

+ . . .+R(t)e1 ∧ . . . ∧R(t)en−1 ∧R′(t)en.

Ñîãëàñíî äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (2R ) ýòî âûðàæåíèå ðàâíî

(A(t) ·R(t)e1)∧R(t)e2∧ . . .∧R(t)en+R(t)e1∧(A(t) ·R(t)e2)∧ . . .∧R(t)en+
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+ . . .+R(t)e1 ∧ . . . ∧R(t)en−1 ∧ (A(t) ·R(t)en),

è åñëè ïîëîæèòü R(t)ei = e′i (i = 1, n) , òî ïîëó÷èì

(A(t)e′1) ∧ e′2 ∧ . . . ∧ e′n + e′1 ∧ (A(t)e′2) ∧ . . . ∧ e′n + . . .+

+e′1 ∧ . . . ∧ e′n−1 ∧ (A(t)e′n). (3)

Ïóñòü {aij(t)} � ìàòðèöà îïåðàòîðà A(t) îòíîñèòåëüíî áàçèñà

(e′1, . . . , e
′
n) . Çàïèñûâàÿ åå ñëåä â ÿâíîì âèäå, íàéäåì, ÷òî âûðàæåíèå (3)

ðàâíî( n∑
i=1

aij(t)
)
e′1 ∧ e′2 ∧ . . . ∧ e′n = Tr(A(t)) ·R(t)e′1 ∧ e′2 ∧ . . . ∧R(t)e′n =

= Tr(A(t)) · det(R(t))(e′1 ∧ e′2 ∧ . . . ∧ e′n).

Èòàê, èìååì

d

dt
(detR(t))(e1 ∧ . . . ∧ en) = Tr(A(t)) · det(R(t))(e1 ∧ . . . ∧ en),

îòêóäà
d

dt
(detR(t)) = Tr(A(t)) · det(R(t)),

ò.å. ïîëó÷èëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2), ÷.ò.ä.

Ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ "ïðàâîé ÷àñòüþ" (íåîäíîðîäíîå)

Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå

dx

dt
= A(t) · x+B(t), (1)

ãäå A(t) è B(t) èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è ðàíüøå. Ïóñòü R(t, t0) �
ðåçîëüâåíòà ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ìåòîä âàðèàöèè

ïîñòîÿííûõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîëàãàåì:

x(t) = R(t, t0) · y(t), (2)

ðàññìàòðèâàåì â êà÷åñòâå íåèçâåñòíîé ôóíêöèè y(t) âìåñòî x(t) . Îäíà
èç ýòèõ ôóíêöèé îïðåäåëÿåò äðóãóþ, ò.ê. R(t, t0) ∈ Isom(E;E) . Òîãäà

dx

dt
=
dR

dt
y(t) +R · dy

dt
= A(t) · [R(t, t0) · y(t)] +R · dy

dt
, (∗)
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ïîñêîëüêó R(t, t0) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ dR
dt = A(t) ·R . À èç (1) èìååì

ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé

R(t, t0) ·
dy

dt
= B(t). (3)

Ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòîèò ðåøàòü. Îíî âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ
y(t) ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíîé (ïåðâîîáðàçíîé) äëÿ R(t0, t) ·B(t) .

Â ñèëó (2) èìååì: x0 = x(t0) = y(t0) . Ïîýòîìó

y(t) = x0 +

∫ t

t0

R(t0, τ) ·B(τ) dτ.

Ïîäñòàâëÿÿ y(t) â (2) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

R(t, t0) ·
∫ t

t0

R(t0, τ) ·B(τ) dτ =

=

∫ t

t0

(R(t, t0) ·R(t0, τ)) ·B(τ) dτ =

∫ t

t0

R(t, τ) ·B(τ) dτ,

èìååì îêîí÷àòåëüíî:

x(t) = R(t, t0) · x0 +
∫ t

t0

R(t, τ) ·B(τ) dτ. (4)

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåçîëüâåíòà îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿåò ðåøèòü

óðàâíåíèå ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (1). Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû

(4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ ôóíêöèé: ïåðâàÿ R(t, t0) · x0 åñòü
"îáùåå ðåøåíèå" îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, à âòîðàÿ∫ t

t0

R(t, τ) ·B(τ) dτ (5)

åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), îáðàùàþùååñÿ â íóëü ïðè t = t0 . Ïîëó÷åííîå
ðåøåíèå ëèíåéíî çàâèñèò îò ôóíêöèè B(t) .

Ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå nãî ïîðÿäêà

Ïåðåôîðìóëèðóåì ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé óðàâíåíèÿ

nãî ïîðÿäêà. Íà÷íåì ñ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

dnx

dtn
= A0(t) · x+ A1(t) ·

dx

dt
+ . . . An−1(t) ·

dn−1x

dtn−1
=

n∑
i=0

Ai(t) ·
dix

dti
, (1)
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ïîëàãàÿ d0x
dt

0
= x , ãäå x(t) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ I → E (E � áàíàõîâî

ïðîñòðàíñòâî), "êîýôôèöåíòû"Ai(t) � çàäàííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè

I → L(E;E) . Ñëó÷àé n = 1 áûë òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåí. Îáùèé ñëó÷àé
ñâîäèòñÿ ê íåìó â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà ê ñèñòåìå èç n ëèíåéíûõ îäíîðîä-

íûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè:

x(t) = x0(t), x′(t), x′′(t), . . . , x(n−1)(t),

ïðèíèìàþùèìè çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå E è óäîâëåòâîðÿþùèìè ñèñòåìå

dx
dt = x′, dx′

dt = x′′, dx(n−2)

dt = x(n−1),

dx(n−1)

dt = A0(t) · x+ A1(t) · x′ + . . . An−1(t) · xn−1.

 (2)

Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå äëÿ îäíîé íåèç-

âåñòíîé ôóíêöèè X(t) , çíà÷åíèÿ êîòîðîé ëåæàò â ïðîñòðàíñòâå

En = E × . . .× E︸ ︷︷ ︸
n−ðàç

,

ïðè÷åì åå êîìïîíåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

x(t), x′(t), . . . , x(n−1)(t).

Òîãäà ñèñòåìó (2) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîé ôîðìå

dX

dt
= A(t) ·X,

ãäå A(t) ∈ L(En;En) � ìàòðèöà èç n ñòðîê è n ñòîëáöîâ (ýëåìåíòû
ìàòðèöû ëåæàò â ïðîñòðàíñòâå L(E;E))

A(t) =


0, 1E, . . . . . . 0

0, 0 1E, . . . 0

. . . . . . . . . 1E
A0(t), A1(t), A2(t), . . . An−1(t)

 . (3)

Ïóñòü R(t, t0) � ðåçîëüâåíòà ýòîãî óðàâíåíèÿ. Îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ìàòðèöåé ñ n ñòðîêàìè è n ñòîëáöàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

R0(t, t0), R1(t, t0), . . . , Rn−1(t, t0)

ýëåìåíòû åå ïåðâîé ñòðîêè.
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Ðåøåíèå íàøåãî óðàâíåíèÿ X = [x(t), x′(t), . . . , x(n−1)(t)] , ðàâíîå

X0 = (x0, x
′
0, . . . , x

(n−1)
0 ) ïðè t = t0 , çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

x(t) = R0(t, t0)·x0+R1(t, t0)·x′0+. . .+Rn−1(t, t0)·x(n−1)
0 =

n−1∑
i=0

Ri(t, t0)·x(i)0 .

(4)

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî t ðàâåíñòâî (4), èìååì:

djx

dtj
=

n−1∑
i=0

R
(j)
i (t, t0) · x(i)0 , (5)

ãäå ÷åðåç R(j)
i (t, t0) îáîçíà÷åíà jàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò Ri(t, t0) . Òàêèì îáðà-

çîì, ìàòðèöà�ðåçîëüâåíòà èìååò âèä:

R(t, t0) =
[djRi

dtj
(t, t0)

]
(i=0,n−1)
(j=0,n−1)

. (6)

Òåïåðü óðàâíåíèå dR
dt

= A(t) ·R(t) ïðèìåò âèä:

dnRi

dtn
=

n−1∑
j=0

Aj(t) ·
djRi

dtj
, i = 0, n− 1, (7)

à íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàïèøóòñÿ â âèäå

djRi

dtj
(t0, t0) = δij · 1E. (8)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè t = t0 ìàòðèöà (6) ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé.

Òàêèì îáðàçîì, 1◦) êàæäàÿ ôóíêöèÿ Ri(t, t0) ∈ L(E;E) ÿâëÿåò-

ñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (7) nãî ïîðÿäêà; 2◦) íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ

ýòîãî óðàâíåíèÿ òàê æå, êàê è äëÿ åãî ïðîèçâîäíûõ äî ïîðÿäêà (n− 1)

âêëþ÷èòåëüíî, ïðè t = t0 çàäàþòñÿ ðàâåíñòâîì (8).

Èññëåäóåì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà E � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàç-

ìåðíîñòè 1 . Ïóñòü E = R â äåéñòâèòåëüíîì ñëó÷àå (ñîîòâåòñòâåííî
E = C â êîìïëåêñíîì). Òîãäà Ai(t) � ÷èñëîâûå ôóíêöèè. Îáîçíà÷èì

èõ ÷åðåç ai(t) . Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:

dnx

dtn
=

n−1∑
i=0

ai(t)
dix

dti
, (9)
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ãäå íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ x(t) ïðèíèìàåò ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó-

÷àå ìàòðèöà�ðåçîëüâåíòà R(t, t0) � ýòî îáû÷íàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïî-
ðÿäêà n , ýëåìåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò ÷èñëîâûå ôóíêöèè:

R(t, t0) =
[djri
dtj

(t, t0)
]
.

Êàæäàÿ ôóíêöèÿ ri(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

dnri
dtn

=
n−1∑
j=0

aj(t)
djri
dtj

,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì djri
dtj = δij ïðè t = t0 . Îáùåå ðå-

øåíèå óðàâíåíèÿ (9) èìååò âèä:

x(t) =
n−1∑
i=0

ri(t, t0) · x(i)0 .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ôèêñèðîâàííîì t0 ôóíêöèè ri(t, t0) îáðàçóþò áàçèñ
â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (9), ïðè÷åì ðàçìåðíîñòü

ïðîñòðàíñòâà ðàâíà n . Ïðè ýòîì

detR(t, t0) = det
[ dj
dtj

ri(t, t0)
]
.

Ïðèìåíèì ê ýòîìó ñîîòíîøåíèþ ôîðìóëó

detR(t, t0) = exp

∫ t

t0

Tr(A(τ)) dτ .

Ïîëó÷èì, ÷òî TrA(t) = an−1(t) , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

det
[djri
dtj

(t, t0)
]
= exp

∫ t

t0

an−1(τ) dτ . (10)

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå åñòü îïðåäåëèòåëü ëèíåéíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ, êîòîðîå ïåðåâîäèò ñòðîêó

x(t0), x
′(t0), . . . , x

(n−1)(t0)

â ñòðîêó

x(t), x′(t), . . . , x(n−1)(t)

(äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x(t) óðàâíåíèÿ (9)).
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Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì n ôóíêöèé x1(t), . . . , xn(t) óðàâíåíèÿ

(9). Òîãäà îïðåäåëèòåëü

det


x1(t), x

′
1(t), . . . x

(n−1)
1 (t)

x2(t), x
′
2(t), . . . x

(n−1)
2 (t)

. . . . . . . . . . . .

xn(t), x
′
n(t), . . . , x

(n−1)
n (t)

 ,

íàçûâàþùèéñÿ âðîíñêèàíîì ñèñòåìû, ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ åãî çíà÷åíèÿ

ïðè t = t0 è îïðåäåëèòåëÿ (10), êîòîðûé ñòðîãî ïîëîæèòåëåí. Â ÷àñò-
íîñòè, åñëè âðîíñêèàí ñèñòåìû îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè çíà÷åíèè t = t0 ,

òî îí ðàâåí íóëþ ïðè ëþáîì t . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî òîãäà èìååò ìåñòî
ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå

n∑
i=1

ci xi(t) = 0

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ci , ñðåäè êîòîðûõ íå âñå ðàâíû íóëþ.

Ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå nãî ïîðÿäêà

ñ ïðàâîé ÷àñòüþ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà

dnx

dtn
=

n−1∑
i=0

Ai(t) ·
dix

dti
+B(t), (1)

ãäå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè x : I → E ëåæàò â áåñêîíå÷íîì

ïðîñòðàíñòâå E , êîýôôèöèåíòû Ai(t) åñòü íåïðåðûâíûå ôóíêöèè I →
L(E;E) , à B(t) � çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ I → E . Ïðèìåíèì

ðàíåå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ê ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dX

dt
= A(t) ·X + C(t),

ãäå ìàòðèöà A(t) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

A(t) =


0 1E . . . . . . 0

0 0 1E . . . 0

. . . . . . . . . . . .

A0(t) A1(t) A2(t) . . . An−1(t)


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è

C(t) =


0

0

. . .

B(t)

.


Òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó îáùåãî

ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

n−1∑
i=0

Ri(t, t0) · x(i)0

è ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), îáðàùàþùåãîñÿ â íóëü âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè
äî ïîðÿäêà (n − 1) âêëþ÷èòåëüíî ïðè t = t0 . Ýòî ðåøåíèå çàïèøåòñÿ â

âèäå: ∫ t

t0

Rn−1(t, τ) ·B(τ) dτ. (2)

Íàïîìíèì (ñì. ñîîòíîøåíèÿ (7) è (8) â òåìå "Ëèíåéíîå îäíîðîäíîå

óðàâíåíèå nãî ïîðÿäêà"), ÷òî Rn−1(t, τ) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dnS

dtn
=

n−1∑
j=0

Aj(t) ·
djS

dtj

ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå L(E;E) , êîòîðîå ïðè t = τ îáðàùàåòñÿ â

íóëü âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà (n−2) âêëþ÷èòåëüíî, à (n−1)àÿ

ïðîèçâîäíàÿ dn−1S
dtn−1 â ýòîé òî÷êå ðàâíà 1E .

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.
Ïðèìåð 1◦ . Ïóñòü äàíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dnx

dtn
= B(t).

Íàéäåì åãî ðåøåíèå (nóþ ïðèìèòèâíóþ äëÿ B(t)), êîòîðîå îáðàùàåòñÿ
â íóëü âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà (n− 1) âêëþ÷èòåëüíî

ïðè t = t0 . Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ

S(t) =
(t− τ)n−1

(n− 1)!
· 1E

îáðàùàåòñÿ â íóëü âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà (n − 2)

âêëþ÷èòåëüíî ïðè t = τ , à åå (n − 1)àÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà 1E . Ýòà

35



ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ dnx
dtn = 0 . Îòñþäà âûòå-

êàåò, ÷òî îòûñêèâàåìîå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:∫ t

t0

(t− τ)n−1

(n− 1)!
B(τ) dτ

(íå ïèøåì 1E , èáî 1E · B(τ) = B(τ)). Òàêèì îáðàçîì, îòûñêàíèå nîé

ïðèìèòèâíîé ñâåëîñü ê âû÷èñëåíèþ ïðîñòîãî èíòåãðàëà.
Ïðèìåð 2◦ . Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 2ãî ïîðÿäêà

d2x

dt2
+ x = B(t).

Åãî ðåøåíèå, îáðàùàþùååñÿ â íóëü âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé
ïðè t = t0 , èìååò âèä: ∫ t

t0

sin (t− τ)B(τ) dτ.

Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ S(t) = sin (t− τ) · 1E óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ d2S

dt2 + S = 0 è îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè t = t0 , à åå ïðîèçâîäíàÿ

ðàâíà 1E .

Ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Òåïåðü ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà çàäàííàÿ ôóíêöèÿ A :

I → L(E;E) ïîñòîÿííàÿ. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îäíîðîäíîå
óðàâíåíèå

dx

dt
= A · x, (1)

ãäå A ∈ L(E;E) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çäåñü I = R .
Ðåçîëüâåíòà R(t, 0) = R(t) � ýòî ôóíêöèÿ R → L(E;E) , óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

dR

dt
= A ·R, (2)

è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ R(0) = 1E . Íàéäåì ýòó ôóíêöèþ â ÿâíîì âèäå.

Ðàíåå áûëà îïðåäåëåíà ýêñïîíåíòà:

expA =
∑
n≥0

1

n!
An äëÿ A ∈ L(E;E); (3)
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óñëîâèìñÿ, ÷òî A0 = 1E . Â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò íîðìàëüíî ñõîäÿùèéñÿ

ðÿä, ò.ê. ∥An∥ ≤ ∥A∥n .
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ

R(t) = exp (tA) äëÿ t ∈ R

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2). Ïîñêîëüêó R(0) = 1E , òî ôóíêöèÿ R(t) è

áóäåò ðåçîëüâåíòîé äëÿ (1). Òîãäà

R(t) =
∑
n≥0

tn

n!
An (4)

ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñòåïåííîãî ðÿäà ïî t ∈ R ñ "êîýôôèöèåíòàìè ïðèíàäëå-
æàùèìè ïðîñòðàíñòâó L(E;E) . Èç òåîðåìû î äèôôåðåíöèðîâàíèè ñòå-

ïåííûõ ðÿäîâ âûòåêàåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ R′(t) ðàâíà ñóììå ñòåïåííîãî
ðÿäà, ïîëó÷åííîãî ïî÷èñëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ðÿäà (4):

R(′t) =
∑
n≥1

tn−1

(n− 1)!
An =

∑
n≥0

tn

n!
An+1.

Ìîæíî âûíåñòè A çà ñêîáêó (íàïðèìåð, ñëåâà), òîãäà ïîëó÷èì

R(′t) = A ·
(∑
n≥0

tn

n!
An
)
= A ·R(t),

÷.ò.ä.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), ðàâíîå x0 ïðè t = t0 , èìååò

âèä:
x(t) = exp [(t− t0)A] · x0. (5)

Ñîîòíîøåíèå
R(t, t0) = R(t, t1) ·R(t1, t0)

â ýòîì ñëó÷àå çàïèøåòñÿ òàê:

exp [(t− t0)A] = exp [(t− t1)A] · exp [(t1 − t0)A].

Çàìåòèì, ÷òî

exp [(t1 + t2)A] = exp (t1A) · exp (t2A)

è, ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîììóòèðóþùèõ A1 è A2 èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî A1 · A2 = A2 · A1 ,

exp (A1 + A2) = exp (A1) · exp (A2).
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Â ÷àñòíîñòè, èç ðàâåíñòâà exp (tA) · exp (−tA) = 1E ñëåäóåò, ÷òî

exp (tA) ∈ Isom(E;E) .

Òåïåðü ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ ïðàâîé ÷àñòüþ

dx

dt
= A · x+B(t).

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ

x(t) = R(t, t0) · x0 +
∫ t

t0

R(t, τ) ·B(τ) dτ

ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, îáðàùàþùååñÿ â íóëü ïðè t = t0 , çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé

x(t) =

∫ t

t0

(exp (t− τ)A) ·B(τ) dτ.

Óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè: Ñëó÷àé, êîãäà

ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà E êîíå÷íà

Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì êîìïëåêñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà E

ðàçìåðíîñòè n . Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A ∈ LC(E;E) . Òîãäà exp (tA) ∈
IsomC(E;E) . Ñîïîñòàâèì ýòîìó îïåðàòîðó ðàçëîæåíèå âåêòîðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà E â ïðÿìóþ ñóììó íåêîòîðûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. "Õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîå" óðàâíåíèå îïåðàòîðà A èìååò âèä:

det(A− λ · 1E) = 0. (1)

Ýòî óðàâíåíèå n-îé ñòåïåíè ïî λ , êîðíè êîòîðîãî (ýëåìåíòû ïîëÿ C)
ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà A . Ñîãëàñíî òåîðåìå
Äàëàìáåðà�Ãàóññà, óðàâíåíèå nîé ñòåïåíè èìååò n êîðíåé ñ ó÷åòîì èõ

êðàòíîñòåé.

Ïóñòü λi � ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ki ≥ 1 � êðàòíîñòè

êîðíåé λi . Èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé äîêàçûâàåòñÿ ïðèâå-

äåíèåì ìàòðèöû A ê òðåóãîëüíîìó âèäó ñ ïîìîùüþ âûáîðà ïîäõîäÿùåãî
áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå E .

Ëåììà. Ïóñòü λi � êîðåíü óðàâíåíèÿ (1) êðàòíîñòè ki , à Ei �

ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê x ∈ E , äëÿ êîòîðûõ

(A− λi · 1E)kix = 0. (2)
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Òîãäà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Ei ðàâíà ki (Ei ñîäåðæèò ñîáñòâåí-

íûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λi), à âñå ïðîñòðàí-

ñòâî E ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïðîñòðàíñòâ Ei (çäåñü
∑

i ki = n).

Èç ýòîé ëåììû âûòåêàåò, ÷òî åñëè x ∈ Ei , òî è A · x ∈ Ei , ò.ê.

(A− λi · 1E)ki ·A) · x = (A · (A− λi · 1E)ki) · x = A · ((A− λi · 1E)ki · x) = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ai ∈ L(Ei;Ei) ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, èíäóöèèðîâàííîå

îòîáðàæåíèåì A . Òîãäà

(Ai − λi · 1Ei
)ki = 0. (3)

Â ýòèõ óñëîâèÿõ îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

dx

dt
= A · x

îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì ñèñòåìå îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

dxi
dt

= Ai · xi, (4)

ãäå xi(t) � ôóíêöèè, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ëåæàò â ïðîñòðàíñòâå Ei . Ðåøå-

íèå ñèñòåìû (4) èìååò âèä:

xi(t) = exp (tAi) · ui,

ïðè÷åì ui = xi(0) . Âûðàæåíèå äëÿ exp (tAi) ìîæíî óïðîñòèòü â ñèëó

(3). Äëÿ ñîêðàùåíèÿ áóäåì ïèñàòü (Ai − λi) âìåñòî (Ai − λi · 1Ei
) . Òîãäà

ïîëó÷èì

exp (tAi) = eλit exp t(Ai − λi) =

= eλit
(
1Ei

+ t(Ai − λi) + . . .+
tki−1

(ki − 1)!
(Ai − λi)

ki−1
)
= eλitPi(t),

ãäå Pi(t) � ïîëèíîì ñòåïåíè ≤ (ki − 1) ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàí-

ñòâå L(Ei;Ei) . Êîãäà ui (íà÷àëüíîå çíà÷åíèå) ïðîáåãàåò ïðîñòðàíñòâî
Ei, Pi(t)·ui îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè ki ïîëèíîìîâ
ñòåïåíè ≤ (ki−1) ; èõ çíà÷åíèÿ ëåæàò â ïîäïðîñòðàíñòâå Ei ïðîñòðàíñòâà

E .
Ïîäâîäÿ èòîã, ñôîðìóëèðóåì
Ïðåäëîæåíèå 1◦ . Äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λi îïåðà-

òîðà A (êðàòíîñòè ki) îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

dx

dt
= A · x (5)
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èìååò ðåøåíèÿ (ñî çíà÷åíèÿìè, ïðèíàäëåæàùèìè ïðîñòðàíñòâó Ei),

êîòîðûå îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè ki . Êàæäîå èç

ýòèõ ðåøåíèé èìåò âèä:

eλitQi(t),

ãäå Qi(t) � ïîëèíîì ñòåïåíè ≤ (ki − 1) (ñî çíà÷åíèÿìè, ïðèíàäëåæà-

ùèìè ïðîñòðàíñòâó Ei). Âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ñóììó ïîäîáíûõ ðåøåíèé:

x(t) =
∑
i

eλitQi(t),

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì.

×àñòíûé ñëó÷àé. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (1) èìååò n
ðàçëè÷íûõ êîðíåé, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5), ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáñòâåí-

íîìó çíà÷åíèþ λi , èìååò âèä

eλitci (ci ∈ E, ci ̸= 0)

è ëþáîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè ýòèõ n ÷àñòíûõ ðåøåíèé.
Ïðàêòè÷åñêèé ìåòîä. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ x(t) âîñïîëü-

çóåìñÿ ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Äëÿ êàæäîãî êîðíÿ λi
çàïèøåì â îáùåì âèäå ïîëèíîì Qi(t) ñòåïåíè (ki − 1) ñî çíà÷åíèÿìè
â ïðîñòðàíñòâå Ei (òàêîé ïîëèíîì îïðåäåëÿåòñÿ k2i ÷èñëîâûìè êîýôôè-

öèåíòàìè). Çàòåì ïîäñòàâèì eλitQi(t) â óðàâíåíèå (5) è ïîòðåáóåì, ÷òî-
áû äàííîå âûðàæåíèå ÿâëÿëîñü ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âûðàæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà Qi(t) .
Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ íåîáõîäèìûõ âû÷èñëåíèé îñòàíóòñÿ íåîïðåäåëåííûìè

êàê ðàç ki êîýôôèöèåíòîâ.

Ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà n

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Äîñòàòî÷íî îáúåäèíèòü ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû. Ïóñòü äàíî äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dnx

dtn
= A0 · x+ A1 ·

dx

dt
+ . . .+ An−1 ·

dn−1x

dtn−1
, (1)

ãäå x : R → E � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ è Ai ∈ L(E;E) � çàäàííûå

îòîáðàæåíèÿ.
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Ïîëîæèì

A =


0, 1E, 0, . . . 0

0, 0, 1E, . . . 0

. . . . . . . . . . . .

A0, A1, A2, . . . An−1

 (2)

Òîãäà

exp (tA) =


R0(t), R1(t), . . . Rn−1(t)

R′
0(t), R

′
1(t), . . . R

′
n−1(t)

. . . . . . . . . . . .

R
(n−1)
0 (t), R

(n−1)
1 (t), . . . R

(n−1)
n−1 (t)

 .

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ

dnx

dtn
=

n−1∑
i=0

Ai ·
dix

dti
+B(t),

îáðàùàþùååñÿ ïðè t = t0 â íóëü âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî
ïîðÿäêà (n− 1) âêëþ÷èòåëüíî, èìååò âèä:∫ t

t0

Rn−1(t− τ) ·B(τ) dτ.

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, íàéäåííûå â òåìå "Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëü-

íûå óðàâíåíèÿ nãî ïîðÿäêà ñ ïðàâîé ÷àñòüþ" ïîëó÷àþòñÿ èç ýòîé ôîð-
ìóëû.

Èññëåäóåì ïîäðîáíåå ñëó÷àé, êîãäà E � êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî

ðàçìåðíîñòè 1 , ò.å. E = C . Òîãäà ïîëó÷àåì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

dnx

dtn
=

n−1∑
i=0

ai
dix

dti
, (3)

ãäå ai ∈ C � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, à x(t) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ,

ïðèíèìàþùàÿ êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ. Ïóñòü A ∈ L(Cn;Cn) � ëèíåé-
íîå îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ìàòðèöåé (2), â êîòîðîé Ai çàìåíåíû íà ai .

Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå det(A−λ) = 0 ñâåäåòñÿ ê óðàâíåíèþ

λn =
n−1∑
i=0

aiλ
i. (4)

Çàïèñûâàÿ óñëîâèå òîãî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå èìååò ñîáñòâåííûé âåêòîð
äëÿ çíà÷åíèÿ λ èëè, ñîãëàñíî òåìå "Óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôè-

öèåíòàìè: ñëó÷àé, êîãäà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà E êîíå÷íà ñóùåñòâóåò
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ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) âèäà x = eλt , ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ (4). Â ñèëó
ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ, åñëè λi � êîðåíü óðàâíåíèÿ (4) êðàòíîñòè ki ,
òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (3) èìååò ki ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðå-

øåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò âèä:

eλitqi(t).

Çäåñü qi(t) � ïîëèíîìû ñòåïåíè ≤ (ki− 1) , ïðèíèìàþùèå ÷èñëîâûå çíà-
÷åíèÿ; ýòè ïîëèíîìû îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè ki .

Êàæäîìó ïðîèçâîëüíîìó ïîëèíîìó qi(t) ñòåïåíè ≤ (ki−1) ñîîòâåòñòâóåò
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) âèäà eλitqi(t) .

Èòàê, ñïðàâåäëèâî
Ïðåäëîæåíèå 1◦ . Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3) èìå-

åò âèä ∑
i

eλitqi(t),

ãäå qi(t) � ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì (ñ ÷èñëîâûìè çíà÷åíèÿìè) ñòåïåíè

(ki − 1) (ki � êðàòíîñòü êîðíÿ λi); çäåñü ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî

ìíîæåñòâó ðàçëè÷íûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (4).

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå

íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé

Îíî èìååò âèä
dx

dt
= f(x), (1)

ãäå ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññó C1 íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå U áàíà-
õîâà ïðîñòðàíñòâà E .

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå îáùåãî âèäà ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ýòîìó
÷àñòíîìó ñëó÷àþ. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx

dt
= f(t, x). (2)

Ñîïîñòàâëÿÿ åìó ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñ äâóìÿ íåèç-
âåñòíûìè ôóíêöèÿìè x è t îò äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî u)

dx

du
= f(t, x),

dt

du
= 1 (3)

(çíà÷åíèÿ t(u) ïðèíàäëåæàò ïîëþ R , à çíà÷åíèÿ ôóíêöèè x(u) � áàíàõî-

âó ïðîñòðàíñòâó E ). È çàäàäèìñÿ ñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:
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ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðè u = t0 ïåðåìåííàÿ t ïðèíèìàëà çíà÷åíèå t0 , à ïå-

ðåìåííàÿ x � çíà÷åíèå x0 . Òîãäà t = u , à ôóíêöèÿ x(u) � ýòî ðåøåíèå
x(t) óðàâíåíèÿ (2), ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèå x0 ïðè t = t0 .

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (1). Ïóñòü äàíî åãî ðåøåíèå x = φ(t) . Èçó-
÷èì òðàåêòîðèþ òî÷êè φ(t) â ïðîñòðàíñòâå E , ò.å. îáðàç îòîáðàæåíèÿ

φ áåç ó÷åòà åãî çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà t . Åñëè x0 = φ(t0) , è åñëè
f(x0) = 0 , òî, êàê èçâåñòíî, ðåøåíèå φ(t) ïîñòîÿííî â ñèëó òåîðåìû åäèí-
ñòâåííîñòè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êî-
ãäà f(x0) ̸= 0 . Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî E = Rn è ïóñòü x1, . . . , xn
� êîîðäèíàòû òî÷êè x ∈ Rn; a1, . . . , an � êîîðäèíàòû íà÷àëüíîé òî÷êè
x0 ∈ Rn . Òîãäà óðàâíåíèå (1) ìîæåò áûòü çàìåíåíî ñèñòåìîé óðàâíåíèé

dxi
dt

= fi(x1, . . . , xn), i = 1, n. (4)

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ôóíêöèé fi â òî÷êå

(a1, . . . , an) îòëè÷íà îò íóëÿ; äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü fn(a1, . . . , an) ̸= 0 .
Òîãäà ñèñòåìà (4) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (a1, . . . , an) ýêâèâàëåíò-

íà ñèñòåìå
dxi
dxn

=
fi(x)

fn(x)
, i = 1, n− 1,

dt

dxn
=

1

fn(x)
.

Â ýòîé îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìàÿ òðàåêòîðèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà ñ
ïîìîùüþ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dxi
dxn

=
fi(x)

fn(x)
, i = 1, n− 1, (5)

ñ (n−1) íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè x1, . . . , xn−1 îò ïåðåìåííîãî xn , ïðèíè-
ìàþùèìè íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ (a1, . . . , an) ïðè xn = an . Ñëåäîâàòåëüíî,
xn ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê "ïàðàìåòð" íà êðèâîé òðàåêòîðèè. Íàêîíåö,
ñîîòíîøåíèå

dt

dxn
=

1

fn(x)

çàäàåò t êàê ôóíêöèþ xn ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðû.
Åñëè íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî òðàåêòîðèÿ, à íå "çàâèñèìîñòü îò âðå-

ìåíè òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (5) â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè (a1, . . . , an) . Òàêàÿ ñèñòåìà ÷àñòî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

dx1
f1(x)

=
dx2
f2(x)

= . . . =
dxn
fn(x)

. (6)
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Â ýòîé çàïèñè âñå êîîðäèíàòû ðàâíîïðàâíû, íî ôóíêöèè f1, . . . , fn (êëàñ-

ñà C1 ) íå äîëæíû îáðàùàòüñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî â òî÷êå (a1, . . . , an) .

Ïåðåéäåì ê áîëåå îáùåìó ñëó÷àþ. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

n∑
j=1

cij(x)
dxj
dt

= 0, i = 1, n− 1, (7)

ãäå cij(x) � ÷èñëîâûå ôóíêöèè êëàññà C1 â îêðåñòíîñòè òî÷êè
(a1, . . . , an) , à ðàíã ìàòðèöû {cij(x)} ðàâåí (n − 1) â òî÷êå (a1, . . . , an)

(è, ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîé òî÷êå, áëèçêîé ê ýòîé òî÷êå).

Òàêàÿ ñèñòåìà ÷àñòî çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå

n∑
j=1

cij(x) dxj = 0, i = 1, n− 1. (8)

Ðåøåíèå ñèñòåìû (8) îïðåäåëÿåò â îêðåñòíîñòè òî÷êè (a1, . . . , an) íåêî-
òîðóþ êðèâóþ C ⊂ Rn . Ýòà êðèâàÿ çàäàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè â âèäå

x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) , ãäå ôóíêöèè xi(t) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé

n∑
j=1

cij(x(t))x
′
j(t) = 0, i = 1, n− 1,

êîòîðàÿ ñîñòîèò èç (n − 1) îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó

x′j =
dxj
dt è ýêâèâàëåíòíà (â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î ðàíãå) ñèñòåìå âèäà

(4). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (8) îáðàçóþò ñèñòåìó äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèÿ êîòîðîé îïðåäåëÿþò òðàåêòîðèè ñèñòåìû (4).
Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (8) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (6) (fi íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî). Ïîñêîëüêó
C � ïîäîáíàÿ òðàåêòîðèÿ, òî ÷àñòî ãîâîðÿò, ÷òî ëåâûå ÷àñòè ñèñòåìû (8)

îáðàùàþòñÿ â íóëü íà C .

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà î ëîêàëüíîì ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåí-

íîñòè ðåøåíèÿ ïîçâîëÿåò èçó÷àòü ñèñòåìû âèäà (8) â ñëó÷àå, êîãäà ðàíã
ìàòðèöû {cij(x)} ðàâåí (n− 1) .

Ñëó÷àé, êîãäà âñå f1, . . . , fn îáðàùàþòñÿ îäíîâðåìåííî â íóëü

Òàêàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî â íåêîòîðîé òî÷êå, ãäå ðàíã ìàòðè-

öû èç êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (8) ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå (n − 1) . Òîãäà ê
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ñèñòåìå (6) íå ïðèìåíèìà òåîðåìà î ëîêàëüíîì ñóùåñòâîâàíèè è åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Îäíàêî, åå ìîæíî ïðèìåíèòü ê ñèñòåìå (4). Ïðè
ýòîì òðàåêòîðèÿ, âûõîäÿùàÿ èç òî÷êè (a1, . . . , an) , ïðåâðàùàåòñÿ â òî÷-

êó, êîãäà ôóíêöèè f1, . . . , fn îáðàùàþòñÿ â íóëü â òî÷êå (a1, . . . , an) .
Ïîêàæåì íà ïðèìåðàõ, êàê ìîæåò áûòü óñòðîåíî ìíîæåñòâî òðàåê-

òîðèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè (a1, . . . , an) , â êîòîðîé âñå ôóíêöèè fi îáðàùà-
þòñÿ îäíîâðåìåííî â íóëü. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåçx
è y êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè R2 . Âûáåðåì òî÷êó (a1, . . . , an) çà íà÷àëî
êîîðäèíàò. Ïîñêîëüêó n − 1 = 1 ïðè n = 2 , òî ðå÷ü èäåò îá èçó÷åíèè
òðàåêòîðèé óðàâíåíèÿ

a(x, y) dx+ b(x, y) dy = 0

â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, åñëè â ýòîé òî÷êå îáå ôóíêöèè a è b ,
ïðèíàäëåæàùèå êëàññó C1 , ðàâíû íóëþ.

Ïðèìåð 1◦ . Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå x dx+y dy = 0 . Îíî ýêâèâàëåíò-

íî ñèñòåìå
dx

dt
= −y, dy

dt
= +x,

êîòîðàÿ ïîðîæäàåò ãðóïïó âðàùåíèé ïëîñêîñòè{
x = x0 cos t− y0 sin t,

y = x0 sin t+ y0 cos t.

Òðàåêòîðèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì
â íà÷àëå êîîðäèíàò, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿþòñÿ òðàåêòîðèÿìè, âû-

ðîäèâøèìèñÿ â òî÷êó.
Ïðèìåð 2◦ . Óðàâíåíèå x dy − y dx = 0 ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

dx

dt
= x,

dy

dt
= y,

êîòîðàÿ ïîðîæäàåò ãðóïïó ãîìîòåòèé

x = x0e
t, y = y0e

t.

Òðàåêòîðèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëóïðÿìûå, âûõîäÿùèå èç íà÷àëà êî-
îðäèíàò. Ñàìî íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé, âûðîäèâøåéñÿ â

òî÷êó.
Ïðèìåð 3◦ . Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå x dy+y dx = 0 . Îíî ýêâèâàëåíòíî

ñèñòåìå
dx

dt
= x,

dy

dt
= −y,
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êîòîðàÿ ïîðîæäàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó

x = x0e
t, y = y0e

−t.

Òðàåêòîðèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåòâè ðàâíîáî÷íûõ ãèïåðáîë, àñèìïòî-
òàìè êîòîðûõ ñëóæàò îñè êîîðäèíàò è, êðîìå íèõ, ÷åòûðå ïîëóîñè êîîð-
äèíàò. Íàêîíåö, ñàìî íà÷àëî êîîðäèíàò � ýòî òðàåêòîðèÿ, âûðîäèâøàÿñÿ
â òî÷êó.
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Ñòðåëêè íà ëèíèÿõ óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå âîçðàñòàíèÿ ïàðàìåò-
ðà t .

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, "íå ðàçðåøåííûå"

îòíîñèòåëüíî y′

Íå ñòðîÿ îáùåé òåîðèè, îãðàíè÷èìñÿ óêàçàíèåì íåñêîëüêèõ ðåçóëü-
òàòîâ â ñàìîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ íåèçâåñò-

íîé ôóíêöèåé y îò ïåðåìåííîãî x (çäåñü y è x ïðåäïîëàãàþòñÿ äåéñòâè-
òåëüíûìè ïåðåìåííûìè).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà

F
(
x, y,

dy

dx

)
= 0, (1)

ãäå F (x, y, y′) îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ êëàññà C2 (ñ ÷èñëîâûìè çíà÷åíèÿìè)

íå îòêðûòîì ìíîæåñòâå U ⊂ R3 . Áóäåì ðåøàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.
Äàíà òî÷êà (x0, y0, y

′
0) ∈ U , â êîòîðîé F (x0, y0, y′0) = 0 . Íàäî íàéòè

òàêîå ðåøåíèå y = φ(x) óðàâíåíèÿ (1) ñî çíà÷åíèÿìè â R , ïðèíàäëåæà-
ùåå êëàññó C1 â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 , ÷òî

φ(x0) = y0, φ
′(x0) = y′0, F (x, φ(x), φ

′(x)) = 0. (2)

Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ñèñòåìû èç äâóõ ôóíêöèé y è y′ îò x

(äëÿ x , áëèçêèõ ê x0 ), ðàâíûõ ñîîòâåòñòâåííî y0 è y′0 ïðè x = x0 è

óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå óðàâíåíèé

F (x, y, y′) = 0,
dy

dx
= y′.
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Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî áîëåå îáùóþ çàäà÷ó: áóäåì èñêàòü òðè

ôóíêöèè x, y, y′ îäíîé è òîé æå ïåðåìåííîé t (íå óòî÷íÿåìîé çàðàíåå),
óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x(t0) = x0, y(t0) = y0, y

′(t0) = y′0
è ñèñòåìå óðàâíåíèé

F (x, y, y′) = 0, dy − y′dx = 0. (3)

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå îçíà÷àåò, ÷òî dy
dt − y′ dxdt = 0 . Ïîñëå òîãî êàê ïî-

ñòàâëåííàÿ çàäà÷à áóäåò ðåøåíà, âîçüìåì â êà÷åñòâå t â çàâèñèìîñòè îò

ñèòóàöèè îäíó èç âåëè÷èí x, y, y′ (ýòî óòî÷íèì ïîçæå).
Çàìåíèì ñìåøàííóþ ñèñòåìó (3) ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé
∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy +

∂F

∂y′
dy′ = 0, dy − y′dx = 0. (4)

Åñëè {x = x(t), y = y(t), y′ = y′(t)} åñòü ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû, ïðè÷åì
x(t0) = x0, y(t0) = y0, y

′(t0) = y′0 , òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ F (x(t), y(t), y′(t))

áóäåò ïîñòîÿííîé, ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ îò F ïî t ðàâíà íóëþ. Òàê êàê
íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè ðàâíî íóëþ, òî è ñàìà ôóíêöèÿ åñòü

íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè x = x(t), y = y(t), y′ = y′(t) îïðåäåëÿþò

ðåøåíèå ñèñòåìû (3).
Èòàê, çàìåíèëè ïåðâîíà÷àëüíóþ çàäà÷ó (îòûñêàíèå ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ (4), óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x(t0) = x0, y(t0) =

y0, y
′(t0) = y′0 , äëÿ êîòîðûõ F (x0, y0, y

′
0) = 0) áîëåå îáùåé çàäà÷åé:

îòûñêàíèå ðåøåíèé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4) ñ òåìè

æå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû âèäà
n∑
j=1

cij(x) dxj = 0, i = 1, n− 1,

ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè x, y, y′ . Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ýòîé ñèñòåìû èìå-

åò âèä (
∂F
∂x ,

∂F
∂y ,

∂F
∂y′

−y′, 1, 0
.

)
Åñëè ðàíã ýòîé ìàòðèöû ðàâåí 2 â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0, y

′
0) , òî ñè-

ñòåìà (4) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå

dx
∂F
∂y′

=
dy

y′(∂F∂y′ )
=

−dy′
∂F
∂x + y′(∂F∂y′ )

, (5)
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ïðè÷åì âñå òðè çíàìåíàòåëÿ íå îáðàùàþòñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî. Òà-

êèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâåäåíà ê ðàññìîòðåíèþ ñèñòåìû âèäà

dx1
f1

=
dx2
f2

= . . . =
dxn
fn

,

êîòîðàÿ áûëà óæå ðàññìîòðåíà.
Ñóùåñòâóåò äâà ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ (êîòîðûå íå èñêëþ÷àþò îäèí

äðóãîãî).
Ïåðâûé ñëó÷àé. ∂F

∂y′ ̸= 0 . Òîãäà ìîæíî âûáðàòü x â êà÷åñòâå ïå-

ðåìåííîãî, à ñèñòåìà (5) îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå

dy

dx
= y′,

dy′

dx
= −

∂F
∂x + y′(∂F∂y )

∂F
∂y′

(îáû÷íàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèòé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíû-

ìè ôóíêöèÿìè y è y′ îò x). Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó
î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ ê óðàâíåíèþ F (x, y, y′) = 0 , êîòîðîå â ýòîì ñëó-

÷àå ìîæíî çàìåíèòü óðàâíåíèåì âèäà y′ = f(x, y) â îêðåñòíîñòè òî÷êè
(x0, y0.y

′
0) . Òàêèì îáðàçîì, ïðèøëè ê êëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ, äëÿ êîòîðîãî

èìååò ìåñòî ëîêàëüíàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè.
Âòîðîé ñëó÷àé. ∂F

∂x +y
′
(
∂F
∂y

)
̸= 0 . Òîãäà ìîæíî âçÿòü y′ â êà÷åñòâå

ïåðåìåííîãî è ñèñòåìà (5) îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå

dx

dy′
= −

∂F
∂y′

∂F
∂x + y′(∂F∂y )

,
dy

dy′
= −

y′(∂F∂y′ )
∂F
∂x + y′(∂F∂y )

. (6)

Çäåñü ïðàâûå ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè êëàññà C1 ïî (x, y, y′) . Ïðè-

ìåíèâ ëîêàëüíóþ òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ,
ïîëó÷èì x è y êàê ôóíêöèè îò y′ , ðàâíûå ñîîòâåòñòâåííî x0 è y0 ïðè
y′ = y′0 .

×àñòíûé ñëó÷àé. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå x+yy′ = 0 ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè x0 = 0, y0 = 0 . Òîãäà ∂F

∂y′ = y â òî÷êå (x0, y0, y
′
0) îáðàùàåòñÿ â

íóëü, à ∂F
∂x + y′(∂F∂y ) = 1 + y′2 îòëè÷íî îò íóëÿ.

Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (6) èìååò âèä x = 0, y = 0 (ôóíê-

öèè x è y ïåðåìåííîãî y′ òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ). Êðèâàÿ, ïîëó÷à-
åìàÿ â (x, y, y′)�ïðîñòðàíñòâå, îêàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ëèíèåé. Åå ïðîåêöèÿ

íà (x, y)�ïëîñêîñòü ñâîäèòñÿ ê òî÷êå. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííîå "ðåøå-
íèå" íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è. Ýòî îáîáùåííîå ðåøåíèå,

ò.å. ðåøåíèå ñèñòåìû (4), â êîòîðîé ïåðåìåííûì ñëóæèò y′ .
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Îñòàâëÿåì â ñòîðîíå ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ñëó÷àÿ, êîãäà âûðàæå-

íèÿ ∂F
∂y′ è

∂F
∂x + y′(∂F∂y ) ðàâíû íóëþ â òî÷êå (x0, y0, y

′
0) .

Ðàññìîòðèì òîëüêî êðàéíèé ñëó÷àé. Ïóñòü âî âñåõ òî÷êàõ íåêîòîðîé

êðèâîé C , ëåæàùåé â ïðîñòðàíñòâå R3 ïåðåìåííûõ (x, y, y′) ,

∂F

∂y′
= 0,

∂F

∂x
+ y′

∂F

∂y
= 0, F (x, y, y′) = 0, íî

∂F

∂y
̸= 0.

Òîãäà â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ

∂F

∂y
(dy − y′dx) = dF − ∂F

∂y′
dy′ −

(∂F
∂x

+ y′
∂F

∂y

)
dx,

dy − y′dx = 0 íà ýòîé êðèâîé, ò.å. C �èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ñèñòåìû (4).
Åå ïðîåêöèÿ íà (x, y)�ïëîñêîñòü îïðåäåëÿåò îñîáûé èíòåãðàë äèôôåðåí-

öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1).

N.B. Íå ñòàâèì ïåðåä ñîáîé çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ îáùåé òåîðèè îñî-

áûõ èíòåãðàëîâ.

Ïðèìåð . Îñîáûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Êëåðî.

Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå

y = xy′ + g(y′), (7)

ãäå g � äàííàÿ ôóíêöèÿ êëàññà C2 . Çäåñü âûðàæåíèå ∂F
∂x + y′(∂F∂y ) òîæ-

äåñòâåííî ðàâíî íóëþ è îñîáûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (7) îïðåäåëÿåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ðàâåíñòâ F (y) = 0, ∂F∂y′ = 0 , ò.å.

x+ g′(y′) = 0, y = −y′g′(y′) + g(y′). (8)

Íàéäåì ýòîò îñîáûé èíòåãðàë, ïðèìåíÿÿ ê ñèñòåìå (7) îáùèé ìåòîä, êî-

òîðûé äàåò âñå ðåøåíèÿ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñèñòåìà (4) èìååò
âèä:

dy = x dy′ + y′dx+ g′(y′) dy′, dy = y′dx.

Îò íåå ïåðåéäåì ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå, çàìåíÿÿ dy íà y′dx â ïåðâîì

óðàâíåíèè:

[x+ g′(y′)] dy′ = 0, dy = y′dx

èëè, èíà÷å,

[x+ g′(y′)] dy′ = 0, dF = 0 (F = −y + xy′ + g(y′)).
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Íàñ èíòåðåñóþò ëèøü ðåøåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå F ðàâ-

íî íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

[x+ g′(y′)] dy′ = 0, y = xy′ + g(y′). (9)

Åå "îáùåå" ðåøåíèå y = C (ïîñòîÿííàÿ), îòêóäà y = Cx + g(C) . Ýòî

ñåìåéñòâî ïðÿìûõ (â ïëîñêîñòè (x, y)), çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà C . Íî
èìååòñÿ "÷àñòíîå" ðåøåíèå x = −g′(y) . Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå x â

óðàâíåíèå y = xy′ + g(y′) , íàõîäèì îñîáûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (8). ×å-
ðåç òî÷êó ýòîé îãèáàþùåé ïðîõîäÿò äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå: ïðÿìàÿ è

îãèáàþùàÿ.

Áîëåå îáùèé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà

Ðå÷ü èäåò î äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè y = xf(y′) + g(y′) , ãäå
f è g � äâå äàííûå ôóíêöèè. Îáùèé ìåòîä çäåñü ïðèâîäèò ê îòûñêàíèþ

ðåøåíèé ñèñòåìû

(y′ − f(y′))′, dx = [xf(y′) + g′(y′)] dy′, y = xf(y′) + g(y′). (10)

Åñëè y′0−f(y′0) ̸= 0 , òî ïåðâîå èç äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (10) äàåò

â êà÷åñòâå x ôóíêöèþ φ(y′) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì φ(y′0) = x0 . Òîãäà èç
âòîðîãî óðàâíåíèÿ íàéäåì y êàê ôóíêöèþ îò y′ . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì

ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðàëüíîé êðèâîé.
Ñëó÷àé, êîãäà y′0 − f(y′0) = 0 ñëåäóåò ðàññìîòðåòü îñîáî. Â ýòîé

ñèòóàöèè óðàâíåíèå Ëàãðàíæà ìîæåò èìåòü îñîáûé èíòåãðàë, íî ìîæåò
åãî è íå èìåòü.

Ïðèìåð . Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå y + kx + 2y′ + y′2 = 0, k − const.

Äëÿ îñîáîãî èíòåãðàëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà

1 + y′ = 0, k + y′ = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, îñîáûé èíòåãðàë íå ñóùåñòâóåò, åñëè k ̸= 1 . Ïðåäïîëî-

æèì, ÷òî k = 1 . Òîãäà ñèñòåìà (10) ïðèìåò âèä

(1 + y′)(dx+ 2dy′) = 0, y = −x− 2y′ − y′2.

Îáùèé èíòåãðàë ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ dx+ 2 dy′ = 0 , îòêóäà

x = x0 − 2(y′ − y′0), y = −x0 − 2y′0 − y′2.

Ýòî ïàðàáîëû, ãäå ðîëü ïàðàìåòðà èãðàåò y′ . Îñîáûé èíòåãðàë îïðåäå-
ëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâ y′ = −1, y = −x + 1 . Ïîëó÷àåì ïðÿìóþ, êîòîðàÿ

ÿâëÿåòñÿ îãèáàþùåé íàéäåííîãî âûøå ñåìåéñòâà ïàðàáîë.
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Ïåðâûå èíòåãðàëû è ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx

dt
= f(x), (1)

ãäå f � îòîáðàæåíèå êëàññà C1 îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂ E â ïðî-
ñòðàíñòâî E , ÷åðåç E , êàê âñåãäà, îáîçíà÷àåòñÿ áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.
Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) íå çàâèñèò îò t . Âïðî÷åì, êàê
óæå ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ìîæíî âñåãäà ñâåñòè îáùèé ñëó÷àé ê ýòîìó

÷àñòíîìó.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ ψ(x) , ïðèíàäëåæàùàÿ êëàññó C1 â U , ñ
÷èñëîâûìè çíà÷åíèÿìè èëè, â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, ñî çíà÷åíèÿìè â áà-
íàõîâîì ïðîñòðàíñòâå F ) íàçûâàåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ (1),
åñëè ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ ψ(φ(t)) ïîñòîÿííà â èíòåðâàëå I (ò.å. íå çàâèñèò

îò t) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ : I → U , ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) â èíòåðâàëå I .

Ðàâåíñòâî x = φ(t) îïðåäåëÿåò òðàåêòîðèþ óðàâíåíèÿ (1), ò.å. ìî-

æåì ñêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ψ äîëæíà áûòü ïîñòîÿííîé íà êàæäîé òðà-

åêòîðèè, ñîäåðæàùåéñÿ â U .

Ïðåäëîæåíèå 1◦ . Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ ψ áûëà ïåðâûì èí-

òåãðàëîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû ðàâåíñòâî

ψ′(x) · f(x) = 0 (2)

èìåëî ìåñòî â ëþáîé òî÷êå x ∈ U .

Ïîÿñíåíèå. Çäåñü ψ′(x) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì èç L(E;F ) . Â êà÷å-
ñòâå ïðîèçâåäåíèÿ ψ′(x)·f(x) ∈ F çäåñü áåðåòñÿ åãî çíà÷åíèå, îòâå÷àþùåå

çíà÷åíèþ ôóíêöèè f(x) ∈ E . Èç óñëîâèÿ (2) âûòåêàåò, ÷òî ýòî çíà÷åíèå
ðàâíî íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå (2) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì. Åñëè îíî
âûïîëíåíî, òî ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíêöèè ψ · φ ðàâíà íóëþ, èáî

(ψ · φ)′(t) = ψ′(φ(t)) · φ′(t) = ψ′(φ(t)) · f(φ(t)).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ψ · φ ïîñòîÿííà.
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Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå (2) íåîáõîäèìî. Åñëè ôóíêöèÿ ψ ÿâëÿåòñÿ

ïåðâûì èíòåãðàëîì, òî

ψ′(φ(t))− f(φ(t)) = 0

äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ φ óðàâíåíèÿ (1). Îäíàêî, â ñèëó òåîðåìû ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó
x0 ∈ U ïðîõîäèò èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

ψ′(x0) · f(x0) = 0,∀x0 ∈ U , ÷.ò.ä.

Ñëó÷àé, êîãäà E = Rn

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dxi
dt

= fi(x1, . . . , xn), (3)

ãäå fi � ÷èñëîâûå ôóíêöèè êëàññà C1 íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå U ⊂ Rn; xi
� íåèçâåñòíûå ÷èñëîâûå ôóíêöèè ïåðåìåííîãî t . Òîãäà ïåðâûì èíòå-
ãðàëîì áóäåò ôóíêöèÿ ψ(x1, . . . , xn) îò n äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ

x1, . . . , xn , à óñëîâèå (2) çàïèøåòñÿ â âèäå:
n∑
i=1

fi(x1, . . . , xn)
∂ψ

∂xi
= 0. (4)

Òàêîâî óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòå-

ìû (3), ò.å. ôóíêöèÿ ψ(x1, . . . , xn) .
Ñîîòíîøåíèå (4) ìåæäó ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ∂ψ

∂xi
íåèçâåñòíîé

ôóíêöèè ψ(x1, . . . , xn) , ãäå "êîýôôèöèåíòû"fi � çàäàííûå ôóíêöèè
(êëàññà C1 ) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì 1ãî ïîðÿäêà

â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Âèäèì, ÷òî ïðîèçâîëüíî çàäàííîìó óðàâíåíèþ
òàêîãî âèäà ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé (3), ïîñòðîåííóþ ñ ïîìîùüþ "êîýôôèöèåíòîâ"fi . Ðåøåíèÿ ψ
óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ñîîòâåò-

ñòâóþùåé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3). Ñèñòåìà (3) íàçû-
âàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìîé óðàâíåíèÿ (4).

N.B. Ìîæíî îáîáùèòü ïðåäûäóùèå ïîíÿòèÿ íà ñëó÷àé ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Íàïðèìåð, ïóñòü

äàíà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2ãî ïîðÿäêà

d2xi
dt2

= fi
(
x1, . . . , xn,

dx1
dt
, . . . ,

dxn
dt

)
, i = 1, n. (5)
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Êàê èçâåñòíî, ýòîé ñèñòåìå ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñèñòåìó 2n óðàâíåíèé

ïåðâîãî ïîðÿäêà:

dxi
dt

= x′i,
dx′i
dt

= fi(x1, . . . , xn, x
′
1, . . . , x

′
n). (6)

Ïðèìåíèì ê ñèñòåìå (6) îïðåäåëåíèå ïåðâîãî èíòåãðàëà: ïåðâûé èíòåãðàë
ñèñòåìû (6) � ýòî ôóíêöèÿ ψ(x1, . . . , xn, x′1, . . . , x

′
n) òàêàÿ, ÷òî

n∑
i=1

xi
∂ψ

∂xi
+

n∑
i=1

fi
(
x1, . . . , xn, x

′
1, . . . , x

′
n)
∂ψ

∂x′i
= 0

(òîæäåñòâî ïî x1, . . . , xn, x′1, . . . , x
′
n ). Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ

ψ
(
x1, . . . , xn,

dx1
dt
, . . . ,

dxn
dt

)
ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (5). Ýòî ïîíÿòèå î÷åíü âàæíî äëÿ
ìåõàíèêè, ãäå ïîñòîÿííî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè

óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà; íàïðèìåð, îíî èñïîëüçóåòñÿ â êëàññè÷å-
ñêîé "òåîðåìå æèâûõ ñèë".

Ñóùåñòâîâàíèå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé âèäà
dxi
dt

= fi(x1, . . . , xn)

â ïðîñòðàíñòâå Rn . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå (a1, . . . , an) ∈ U íå âñå

ôóíêöèè fi(a1, . . . , an) îáðàùàþòñÿ â íóëü. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî fn(a1, . . . , an) ̸= 0 . Òîãäà ñèñòåìà

dx1
f1(x)

= . . . =
dxn
fn(x)

(1)

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè V òî÷êè (a1, . . . , an) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

dxi
dxn

=
fi(x)

fn(x)
, i = 1, n− 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì "ãåîìåòðè÷åñêèå òðàåêòîðèè íå çàâèñÿùèå îò
âðåìåíè. Ïåðâûé èíòåãðàë ψ � ýòî ôóíêöèÿ, ïîñòîÿííàÿ íà ãåîìåòðè÷å-

ñêèõ òðàåêòîðèÿõ.
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Â ñèëó èçâåñòíîé òåîðåìû ðåøåíèå ñèñòåìû (1), ïðèíèìàþùåå ïðè

xn = an çíà÷åíèå (u1, . . . , un−1) , áëèçêîå ê (a1, . . . , an−1) , èìååò âèä:

xi = φi(xn, u1, . . . , un−1), i = 1, n. (2)

Çäåñü ôóíêöèè φi ïðèíàäëåæàò êëàññó C1 ïî (xn, u1, . . . , un−1) . Êðîìå

òîãî, èçâåñòíî, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû(
∂φi
∂uj

)
i=1,n−1
j=1,n−1

(3)

îòëè÷åí îò íóëÿ äëÿ çíà÷åíèé (u1, . . . , un−1, xn) , áëèçêèõ ê

(a1, . . . , an−1, an) . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ
ñèñòåìà (2) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå

ui = ψi(x1, . . . , xn−1, xn), i = 1, n, (4)

ãäå ψi � ôóíêöèè êëàññà C1 â îêðåñòíîñòè òî÷êè (a1, . . . , an) .
Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäàÿ èç (n − 1) ôóíêöèé ψi ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì

èíòåãðàëîì: ôóíêöèÿ ψi ïîñòîÿííàÿ âäîëü êàæäîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé
(2). Ïîìèìî ýòîãî, îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû(

∂ψi
∂xj

)
,

îáðàòíîé ê ìàòðèöå (3), îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïóñòü ψ(x1, . . . , xn) � êàêîé�

íèáóäü ïåðâûé èíòåãðàë â îêðåñòíîñòè òî÷êè (a1, . . . , an) . Òîãäà ôóíêöèÿ

ψ(φ1(xn, u1, . . . , un−1), . . . , φn−1(xn, u1, . . . , un−1), xn)

íå çàâèñèò îò xn ; îáîçíà÷èì åå Φ(u1, . . . , un−1) . Îòñþäà

ψ(x1, . . . , xn) = Φ(ψ1(x), . . . , ψn(x)). (5)

Èíà÷å ãîâîðÿ, âñÿêèé ïåðâûé èíòåãðàë ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â îêðåñò-

íîñòè òî÷êè (a1, . . . , an) êàê íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ Φ îò (n− 1) ïåðâûõ èí-
òåãðàëîâ ψ1, . . . , ψn−1 . Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè Φ êëàññà C1

îò (n − 1) ïåðåìåííûõ ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ Φ(ψ1(x), . . . , ψn(x)) ÿâëÿåòñÿ
ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû óðàâíåíèé (1).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà
Òåîðåìà 1◦ . Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1), â êîòî-

ðîé ÷èñëîâûå ôóíêöèè f1, . . . , fn ïðèíàäëåæàò êëàññó C1 â íåêîòîðîé
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îêðåñòíîñòè òî÷êè (a1, . . . , an) è íå âñå ðàâíû íóëþ â ýòîé òî÷êå, îá-

ëàäàåò â ýòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (a1, . . . , an−1) ñèñòåìîé èç (n − 1)

ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ψ1, . . . , ψn−1 ( ñ ÷èñëîâûìè çíà÷åíèÿìè), èõ ïðîèç-

âîäíûå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôîðìàìè, ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè â ëþ-

áîé òî÷êå ýòîé îêðåñòíîñòè. Âñÿêèé ïåðâûé èíòåãðàë ψ èìååò âèä

Φ(ψ1, . . . , ψn−1), ãäå Φ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ êëàññà C1 .

Èñïîëüçóÿ âûâîäû, ñäåëàííûå ðàíåå, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ýêâè-
âàëåíòíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2◦ . Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

n∑
i=1

fi(x1, . . . , xn)
∂ψ

∂xi
= 0, (6)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî fi(x) ñóòü ÷èñëîâûå ôóíêöèè êëàññà C1 â

îêðåñòíîñòè òî÷êè (a1, . . . , an), íå îáðàùàþùèåñÿ â íóëü îäíîâðåìåí-

íî â ýòîé òî÷êå. Òîãäà óðàâíåíèå (6) îáëàäàåò (n − 1) ðåøåíèÿìè ( ñ

÷èñëîâûìè çíà÷åíèÿìè) ψ1, . . . , ψn−1 , ïðîèçâîäíûå îò êîòîðûõ ëèíåéíî

íåçàâèñèìû. Âñÿêîå ðåøåíèå ψ óðàâíåíèÿ (6) åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ôóíê-

öèÿ Φ(ψ1, . . . , ψn−1).

Íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Ðàññìîòðèì âíîâü óðàâíåíèå
n∑
i=1

fi(x1, . . . , xn)
∂ψ

∂xi
= 0.

Îáîçíà÷èì òåïåðü íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ÷åðåç y(x1, . . . , xn) . Ìîæíî
îáîáùèòü ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé âûøå, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû
fi(x1, . . . , xn, y) çàâèñÿò òàêæå îò y è ñ÷èòàÿ â ýòîì óðàâíåíèè ïðà-
âóþ ÷àñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íîé îò íóëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê

óðàâíåíèþ:
n∑
i=1

fi(x1, . . . , xn, y)
∂y

∂xi
= f(x1, . . . , xn, y). (1)

Ïóñòü (÷èñëîâûå) ôóíêöèè fi è f ∈ C1 Óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ ëèíåé-
íûì (íåîäíîðîäíûì) óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé y îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn .
Óêàæåì ìåòîä ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, êîãäà f è âñå fi íå îáðà-

ùàþòñÿ îäíîâðåìåííî â íóëü â îêðåñòíîñòè òî÷êè (a1, . . . , an, b) . Ñâåäåì
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çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ èñêóññòâåííîãî ïðèåìà ê ñëó÷àþ îäíîðîäíîãî óðàâíå-

íèÿ.
Íàéäåì â îêðåñòíîñòè (a1, . . . , an, b) òàêóþ ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ

ψ(x1, . . . , xn, y) ∈ C1 , ÷òî:
1) ψ(a1, . . . , an, b) = 0 è ∂φ

∂y ̸= 0 â òî÷êå (a1, . . . , an, b) ;

2) ôóíêöèÿ y = λ(x1, . . . , xn) , îïðåäåëåííàÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

ψ(x1, . . . , xn, y) = 0 (2)

(ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ), óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(1).
Äèôôåðåíöèðóÿ (2), íàõîäèì:

∂ψ

∂xi
+
∂ψ

∂y
· ∂λ
∂xi

= 0,

îòêóäà

− ∂λ

∂xi
=

∂ψ
∂xi
∂ψ
∂y

.

Çàïèøåì óñëîâèå òîãî, ÷òî ïðîèçâîäíûå ∂λ
∂xi

äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâ-
íåíèþ (1). Òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

n∑
i=1

fi(x1, . . . , xn, y)
∂ψ

∂xi
+ f(x1, . . . , xn, y)

∂ψ

∂y
= 0. (3)

Ðàâåíñòâî (3) äîëæíî èìåòü ìåñòî â ëþáîé òî÷êå (x1, . . . , xn, y) , óäîâëå-
òâîðÿþùåé óðàâíåíèþ (2) (è äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê òî÷êå (a1, . . . , an, b) .

Ïîêàæåì, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç
íåÿâíîãî óðàâíåíèÿ ψ(x1, . . . , xn, y) = 0 , ïðè÷åì ôóíêöèÿ ψ äîëæíà óäî-

âëåòâîðÿòü ðàâåíñòâó (3) òîæäåñòâåííî, à íå òîëüêî â òî÷êàõ, ãäå îíà
ðàâíà íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôóíêöèÿ y = λ(x1, . . . , xn) ÿâëÿåòñÿ ðå-

øåíèåì óðàâíåíèÿ (1), òî äëÿ ïðîâåðêè íàøåãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî
ïîëîæèòü

ψ(x1, . . . , xn, y) = y − λ(x1, . . . , xn);

âû÷èñëåíèÿ íå ïðåäñòàâëÿþò êàêèõ�ëèáî çàòðóäíåíèé.
Èòàê, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1).

Íàäî ïîñòðîèòü îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (3), ðàññìîòðåòü åãî õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó

dx1
f1

= . . . =
dxx
fn

=
dy

f
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è çàòåì íàéòè n ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ψ1(x1, . . . , xn, y), . . . , ψn(x1, . . . , xn, y),

ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ôîðìàìè. Ïîñëå

ýòîãî ñëåäóåò ïîëîæèòü:

ψ(x1, . . . , xn, y) = Φ(ψ1, . . . , ψn),

ãäå Φ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ∂ψ
∂y ̸= 0 .

Ðåøàÿ óðàâíåíèå ψ(x1, . . . , xn, y) = 0 îòíîñèòåëüíî y , ïîëó÷èì íàèáîëåå

îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1).

Ïðèìåðû.

1◦ ) Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå R3 ÷åðåç x, y, z (âìåñòî
x1, x2, y ). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= z (10)

ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé z îò x è y â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè

(a, b, c) , îòëè÷íîé îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà

èìååò âèä
dx

x
=
dy

y
=
dz

z
.

Åñëè, íàïðèìåð, x ̸= 0 , òî èìååì äâà ïåðâûõ èíòåãðàëà

y

x
è

z

x
.

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä z = xφ(yx) , ãäå φ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíê-

öèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî. Ýòî óðàâíåíèå êîíóñà ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êî-

îðäèíàò. Çàìåòèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå âûðàæàåò ñëåäóþùèé ôàêò: êàñà-

òåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê ïîâåðõíîñòè z = f(x, y) â ëþáîé åå òî÷êå ïðîõîäèò

÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, èëè áîëåå òî÷íî

x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= f(x, y).

2◦ ) Ðåøàåì óðàâíåíèå

−y∂f
∂x

+ x
∂f

∂y
+ (1 + z2)

∂f

∂z
= 3zf (2)
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ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé f îò x, y, z . Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà èìååò

âèä:
dx

−y
=
dy

z
=

dz

1 + z2
=

df

3zf
.

Ýòî ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷åòûðüìÿ ïåðåìåííûìè
x, y, z, f .

Íàéäåì òðè ïåðâûõ èíòåãðàëà ýòîé ñèñòåìû:

x2 + y2, arctg
y

x
− arctgz, (1 + z2)−3/2f ;

ïðîèçâîäíûå ýòèõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Îòñþäà ïîëó-
÷àåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2):

f = (1 + z2)3/2Φ
(
x2 + y2, arctg

y

x
− arctgz

)
. (3)

Èíòåðïðåòàöèÿ. Ðàâåíñòâî (2) âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

d2y

dx2
= f

(
x, y,

dy

dx

)
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû âðàùåíèé âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò â
ïëîñêîñòè R2 ñ êîîðäèíàòàìè x, y . Ôîðìóëà (3) ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêîå

óðàâíåíèå âñåãäà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

y′′

(1 + y′2)3/2
= Φ

(
x2 + y2, arctg

y

x
− arctgy′

)
.
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