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Н. Е. Галиуллина, М. Г. Храмченков

О НЕКОТОРЫХ ОСОБЕННОСТЯХ ДЕФОРМИРОВАНИЯ НЕНАСЫЩЕННЫХ  
НАБУХАЮЩИХ ПОРИСТЫХ СРЕД 

Исследовано поведение ненасыщенных набухающих пористых сред под нагрузкой. Получены уравнение нена-
сыщенной фильтрации в набухающих пористых средах и уравнение, связывающее объемную деформацию среды 
с величиной приложенной нагрузки. Проведено сравнение результатов расчетов по этим уравнениям с соответ-
ствующими экспериментальными данными.

Ключевые слова: набухающая пористая среда, почвогрунт, ненасыщенная фильтрация. 

Введение. Процессы, протекающие в пористых средах, поры которых не полностью насыщены влагой 
(ненасыщенных пористых средах), представляют интерес для многих наук о Земле и технологий. В частности, 
изучение влагопереноса в таких системах является важнейшей задачей физики почв и агроэкологии. Важно 
учитывать деформирование ненасыщенных грунтов при строительстве, в частности, для определения долговре-
менной устойчивости оснований и фундаментов зданий. Подобные задачи приходится решать также при изго-
товлении и использовании порошковых материалов. Особый интерес представляют пористые среды, способные 
включать содержащуюся в их порах влагу в состав частиц скелета (набухающие пористые среды).

В настоящей работе исследуются процессы влагопереноса в ненасыщенных почвах и грунтах и особенно-
сти их деформирования под действием приложенной к ним нагрузки. В связи с этим применительно к объекту 
исследования мы будем использовать устоявшийся в отечественной литературе термин "почвогрунт".

Изучение указанных процессов имеет давнюю историю, в том числе с использованием методов математи-
ческого моделирования [1]. Во многих работах по изучению и особенно по моделированию физико-механиче-
ских и физико-химических свойств почвогрунтов почва моделировалась недеформируемой и не набухающей 
пористой средой, находящейся в условиях неполного насыщения влагой. Важнейшим элементом такой моде-
ли является движение почвенной влаги под действием капиллярных и гравитационных сил — ненасыщенная 
фильтрация. С момента появления уравнений для описания процесса ненасыщенной фильтрации (уравнений 
Ричардса) и возникновения необходимости идентификации входящих в них констант столь простой, на первый 
взгляд, процесс является предметом пристального научного интереса в течение уже достаточно продолжитель-
ного времени, при этом почва представляется в виде системы капилляров сложной формы. 

Для детального описания процессов, протекающих в почвогрунтах, необходимо учитывать их деформацию, 
а также гистерезис смачивания и электрокинетические явления, являющиеся следствием наличия на поверхно-
сти почвенных и грунтовых частиц адсорбированных зарядов [2]. Однако даже учет всех этих факторов не дает 
картину реального почвенного или грунтового агрегата (почвенной частицы или частицы грунта). Поэтому для 
решения поставленной задачи необходимо, прежде всего, описать внутреннюю структуру частицы почвогрунта.

Почвогрунт является пористой средой, структурные единицы которой представляют собой соединения 
мелких неорганических и органических частиц. При этом природа и характер взаимодействия этих частиц опре-
деляют в значительной степени свойства почвогрунта в целом. Это можно продемонстрировать на следующем 
примере. В составе почвы могут находиться глинистые минералы, частицы которых несут на себе, вследствие 
гетеровалентного изоморфизма, отрицательный электрический заряд [3], компенсируемый адсорбцией положи-
тельно заряженных частиц (катионов) почвы. В некоторых случаях катионы-компенсаторы непрочно связаны 
с поверхностью глинистых минералов и способны отделяться от их частиц, например при гидратации почвы 
в растворах или в парах воды. В итоге это приводит к набуханию глинистых частиц и системы в целом. От-
личительной чертой почвогрунта с точки зрения происходящих в нем физико-химических процессов является 
способность удержания в его частицах воды без потери структурной целостности при набухании. При этом по-

НИИ математики и механики Казанского федерального университета. Россия, 420008, г. Казань, ул. Кремлев-
ская, 18; э-почта: mkhramch@gmail.com. Поступила 12.04.2014.



Н. Е. ГАЛИУЛЛИНА, М. Г. ХРАМЧЕНКОВ

292 ИФЖ. Том 88, № 2

чвенные частицы никоим образом нельзя отождествлять с твердыми частицами, несмотря на то, что некоторые 
компоненты почвогрунта являются фрагментами твердых (в механическом смысле) тел. 

В этой связи целью настоящей работы является математическое описание переноса влаги (ненасыщенной 
фильтрации) в объеме почвогрунта, представляющего собой пористую среду, набухающую при контакте с пара-
ми воды либо с растворами электролитов.

Фильтрация в набухающем почвогрунте. Запишем уравнение баланса массы (переноса массы) флюида 
в способном набухать почвогрунте:

	 ( ) div ( ) ,mS m S j
t

∂ ρ
+ ρ = −

∂
V 	 (1)

и уравнение баланса массы (переноса массы) условно твердого вещества пористого скелета грунта:

	

( )
( )s

s
1

div 1 0 .
m

m j
t

∂ − ρ   + − ρ + =  ∂
W 	 (2)

При этом для массы условно твердой фазы грунта справедливо соотношение

	
0 0 0 0 0

s s s s s s[(1 ) ] , const .M V m V V V M= ρ + ρ − − ρ = = 	 (3)

Коэффициент объемного расширения почвогрунта определяется как [4]

	 0 0( )/ .V V Vθ = − 	 (4)

Заметим, что в случае уменьшения объема почвогрунта при деформации определение (4) совпадает с определе-
нием его относительной усадки.

Используя предположение о малости коэффициента объемного расширения почвогрунта, будем с достаточ-
ной точностью полагать, что

	 0 0exp , ( 0) .V V V V= θ = θ = 	 (5)

Тогда, используя (5), запишем (3) в виде

	
0

s s(1 ) (1 ) , / 1 .M M m V= − ε + ρ − ε = ρ ρ ≤ 	

Дифференцируя последнее уравнение по времени, получаем

	
s (1 ) (1 ) .M mM m V m V V

t t t t t
∂ ∂ε ∂ρ ∂θ ∂

= − + − + − ρ − ρ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

	 (6)

Плотность условно твердой фазы и ее переток j определяются из соотношений

	

s s
s

(1 ) 1, .
(1 ) (1 )

M M Mj
m V m V V t

− ε ∂
ρ = = ρ + =

− − ∂ 	
Дифференцируя уравнение (2), получаем

	 s(1 ) (1 ) 1(1 ) + div (1 ) .M M Mm m
t V V V t
∂ − ε  − ε  ∂   − ρ + − ρ + =    ∂ ∂    

W 	 (7)

Используя (6) и проводя последовательные дифференцирования в (7), получаем в итоге выражение для скорости 
объемной деформации почвогрунта, выраженную через дивергенцию скорости твердой фазы:

	 / div .t∂θ ∂ = W 	  (8)

Далее, вводя относительную скорость движения флюида в почвогрунте (скорость фильтрации) 
( ),mS= −q V W  с учетом (1) и (8) получаем

	 div ( ) div ( ) 0 .m SmS S m mS j
t t t

∂ρ ∂ ∂
+ ρ + ρ + ρ + ρ + =

∂ ∂ ∂
q W 	 (9)
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Преобразование последнего уравнения в пренебрежении по тем же причинам, что и выше, членами второго по-
рядка малости grad и grad( )mρ ρq W  дает

	 1 s1div .m S MmS S m mS
t t t t V t

− ∂ρ ∂ ∂ ∂θ ∂
ρ + + + + = −

∂ ∂ ∂ ∂ ρ ∂
q 	 (10)

С учетом (6) сомножитель правой части уравнения (10) переходит в уравнение

	
s1 (1 ) (1 ) .M M mm m

V t V t t t t
∂ ∂ε ∂ρ ∂θ ∂

− = − − − − ρ + ρ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

	 (11)

После деления этого выражения на плотность воды получаем с учетом (10) и (11) следующее соотношение:

	

1

1

div

(1 ) (1 ) .

m SmS S m mS
t t t t

M mm m
V t t t t

−

−

∂ρ ∂ ∂ ∂θ
ρ + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂

∂ε ∂ρ ∂θ ∂
= − − ρ − − +
ρ ∂ ∂ ∂ ∂

q

	 (12)

Приводя общие члены в уравнении (12), получаем

	

1[ (1 )] div [ (1 )]

(1 ) .

SmS m m mS m
t t t

M mS
V t t

− ∂ρ ∂ ∂θ
+ − ρ + + + + − =

∂ ∂ ∂

∂ε ∂
= + −
ρ ∂ ∂

q

	 (13)

Для ненасыщенной фильтрации резонно считать, что
0
s, const const .ρ ρ = ⇒ ε =

Тогда уравнение (13) можно переписать как

	 div [1 (1 ) ] (1 )S mm S m S
t t t

∂ ∂θ ∂
+ + − − = −

∂ ∂ ∂
q 	 (14)

или в несколько ином виде

	 [ (1 )] div [1 (1 ) ] 0 .m S S m
t t

∂ − ∂θ
− + + − − =

∂ ∂
q 	 (15)

Уравнение (15) полностью совпадает с полученным в [5] уравнением баланса массы воды при ненасыщенной 
фильтрации в набухающей почве. Однако влажность S в уравнении (15) определена нами как доля воды в транс-
портных порах почвы, в то время как в физике почв принято использовать общую влажность s, т. е. долю воды 
в общем объеме пор почвы или грунта. Для учета этого фактора рассмотрим очевидное соотношение, связыва-
ющее s и S:

	

0
s

c c c
[(1 ) ]( ) , .m V VmSV m m sV m V m

V
− −

= + − = 	 (16)

Из (16) следует, что

	 c c1 .m mS s
m m

 = + − 
 

	 (17)

Тогда, подставляя выражение (17) в уравнение (15), получаем

	 c c[( )(1 )]/ div [1 (1 )( )] / 0 .m m s t s m m t−∂ + − ∂ + + − − + ∂θ ∂ =q 	 (18)

Сумма c( )m m+  представляет собой общую пористость почвы. Вводя обозначение 

	
0

c s1 / ,m m V V n+ = − = 	 (19)
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запишем (18) с учетом (19) в виде

	 [ (1 )] div [1 (1 )] / 0 .n s n s t
t

∂ −
− + + − − ∂θ ∂ =

∂
q 	 (20)

В частном случае, когда c 0 и ,m m n= =  из (6) следует, что

	 (1 ) / / .m t m t− ∂θ ∂ = ∂ ∂ 	 (21)

Подставляя (21) в (20), получаем

	 div 0 .m s s
t t
∂ ∂θ

+ + =
∂ ∂

q 	 (22)

Уравнение (22) получено независимо А. В. Костериным для процесса влагопереноса в ненабухающих ненасы-
щенных пористых средах [6].

Деформирование ненасыщенных набухающих почвогрунтов. Рассмотрим процесс деформирования не-
насыщенного почвогрунта под действием нагрузки. Для этого запишем уравнение (13) в виде

	

1[1 (1 )] div [1 (1 )]

(1 ) .

Sm S m m S
t t t

M mS
V t t

− ∂ρ ∂ ∂θ
+ − ρ + + + + − =

∂ ∂ ∂

∂ε ∂
= + −
ρ ∂ ∂

q

	 (23)

В последнем уравнении резонно считать const.ρ =  Его дифференцирование дает

	 [ ]div [1 (1 ) ] / 1 (1 ) .MS m t S m
V t t

∂ε ∂
+ + − ∂θ ∂ = − − −

ρ ∂ ∂
q 	 (24)

Запишем очевидное соотношение

	 s w[ (1 )] .V m S V V V= − + + 	 (25)

Здесь wV  — объем воды в почвогрунте. За счет того, что вода заполняет поры среды не полностью и при дефор-
мировании такого грунта полного заполнения всех пор не происходит, мы можем считать, что w s const.V V+ =  
Перепишем уравнение (25) в виде

	

s w s w

0

( ) ( )[1 (1 )] (1 ) .V V V Vm S
V V

 + +
− − = = − θ 

 
	 (26)

Интегрируя (24) с учетом условия недренируемости ненасыщенного грунта при его деформации, т. е. при 0,=q  
и принимая во внимание (26), получаем

	

2s w

s

( ) .
(2 )P

V VP
V

 +
= θ β 

	 (27)

В работе [7] было получено решение аналогичной задачи для случая ненабухающих (например песчаных) 
почвогрунтов. Интересно, что полученное в [7] решение с точностью до множителя s w s( )/V V V+  совпадает  
с (27). Поскольку множитель s w s( )/ ,V V V+  очевидно, больше единицы для набухающих почвогрунтов, соответ-
ствующая компрессионная кривая будет отлична от кривой в случае ненабухающего грунта при прочих равных 
условиях. Физически это объясняется тем, что в случае набухающего почвогрунта вода входит в состав как 
частиц (агрегатов) почвогрунта, так и транспортных пор, что находит отражение в появлении в (27) соответ-
ствующего множителя. 

Расчеты, выполненные по уравнению (27), сравнивались с результатами экспериментов, выполненных в 
ходе серийных компрессионных испытаний ненасыщенных грунтов на одометре марки ГТ2.1.2 конструкции 
НПО "Геотек". Как можно видеть из рисунка, имеется хорошее соответствие между расчетными и эксперимен-
тальными данными.
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О НЕКОТОРЫХ ОСОБЕННОСТЯХ ДЕФОРМИРОВАНИЯ НЕНАСЫЩЕННЫХ НАБУХАЮЩИХ ПОРИСТЫХ СРЕД 

Заключение. Получено уравнение фильтрации в набухающих пористых средах, которое может быть ис-
пользовано для количественного описания процессов, протекающих в средах, поры которых не полностью на-
сыщены влагой (ненасыщенных пористых средах). Это уравнение представляет интерес для многих наук о 
Земле и для ряда технологий. Проанализировано поведение ненасыщенных набухающих пористых сред под 
нагрузкой. Получено уравнение, связывающее объемную деформацию среды с величиной приложенной к ней 
нагрузки. Проведено сравнение полученных результатов расчетов с экспериментальными данными, которое по-
казало хорошее между ними соответствие. 

Работа выполнена при государственной поддержке за счет субсидии, выделенной Казанскому федерально-
му университету для повышения его конкурентоспособности среди ведущих мировых научно-образовательных 
центров и для выполнения государственного задания в сфере научной деятельности, и при поддержке Россий-
ского фонда фундаментальных исследований (грант № 14-05-31271 мол_а). 

Обозначения

j — переток жидкости из транспортных пор в условно твердую фазу грунта при набухании; m — объем транспортных 
пор почвы или грунта; mc — объем воды в составе глинистой фракции почвогрунта; sM  — масса условно твердой фазы 
в представительном объеме; Р — давление; q  — скорость фильтрации; s — общая влажность; S — водонасыщенность 
транспортных пор почвы или грунта (степень насыщения транспортных пор); V  — скорость движения флюида в почве 
или грунте; 0

s иV V  — начальный объем твердой фазы и объем представительного элемента пористой среды в предста-
вительном объеме соответственно; wV  — объем воды в почвогрунте; W  — скорость движения вещества твердой фазы; 
βР — сжимаемость материала грунта под действием нагрузки Р; θ  — коэффициент объемного расширения; ρ  — плот-
ность флюида; sρ  — плотность вещества твердой фазы. Индексы: с — глина; s — твердая фаза; w — вода; 0 — значение 
параметра в начальный момент времени.
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Зависимость усадки почвогрунта от компрессионной нагрузки на 
него: точки — эксперимент; сплошная линия — расчет
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