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Неравенство для следа на унитальной 𝐶*-алгебре

А. М. Бикчентаев

Установлено новое неравенство для следа на унитальной 𝐶*-алгебре. Пока-
зано, что полученное неравенство характеризует следы в классе всех положи-
тельных функционалов на унитальной 𝐶*-алгебре. Доказан новый критерий
коммутативности унитальных 𝐶*-алгебр.
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Введение. Пусть ℋ – гильбертово пространство над полем C, ℬ(ℋ) – алгеб-
ра всех линейных ограниченных операторов в ℋ. Оператор 𝑋 ∈ ℬ(ℋ) называется
проектором, если 𝑋 = 𝑋2 = 𝑋*. Коммутантом множества 𝒳 ⊂ ℬ(ℋ) называется
множество

𝒳 ′ = {𝑌 ∈ ℬ(ℋ) : 𝑋𝑌 = 𝑌 𝑋,𝑋 ∈ 𝒳}.

*-Подалгебра ℳ алгебры ℬ(ℋ) называется алгеброй фон Неймана, действующей
в гильбертовом пространстве ℋ, если ℳ = ℳ′′. 𝐶*-Алгеброй называется ком-
плексная банахова *-алгебра 𝒜 такая, что ‖𝐴*𝐴‖ = ‖𝐴‖2 для всех 𝐴 ∈ 𝒜. Любую
𝐶*-алгебру можно реализовать как 𝐶*-подалгебру в ℬ(ℋ) для некоторого гильбер-
това пространстваℋ (Гельфанд–Наймарк; см. [1; теорема 3.4.1]). Для 𝐶*-алгебры 𝒜
через 𝒜sa, 𝒜+ и 𝒜pr будем обозначать ее подмножества эрмитовых элементов, поло-
жительных элементов и проекторов соответственно. Для унитальной 𝒜 пусть 𝐼 –
единица 𝒜, 𝑃⊥ = 𝐼 − 𝑃 для 𝑃 ∈ 𝒜pr. Положительный линейный функционал 𝜙
на 𝐶*-алгебре 𝒜 называется состоянием, если ‖𝜙‖ = 1; следовым, если 𝜙(𝑋*𝑋) =
𝜙(𝑋𝑋*) для всех 𝑋 ∈ 𝒜.

Положительный линейный функционал 𝜙 на алгебре фон Нейманаℳ называется
нормальным, если

𝑋𝑖 ↗ 𝑋, 𝑋𝑖, 𝑋 ∈ℳ+, =⇒ 𝜙(𝑋) = sup𝜙(𝑋𝑖).

Для 𝑃,𝑄 ∈ ℳpr пишем 𝑃 ∼ 𝑄 (эквивалентность Мюррея–фон Неймана), если 𝑃 =
𝑈*𝑈 и 𝑄 = 𝑈𝑈* с некоторым 𝑈 ∈ℳ.

Универсальным представлением 𝐶*-алгебры 𝒜 называется пара

{𝜋,H} =
∑︁

𝜙∈𝒮(𝒜)

⊕
{𝜋𝜙,H𝜙},

где 𝒮(𝒜) – множество всех состояний на𝒜, (𝜋𝜙,H𝜙) – представление Гельфанда–Най-
марка–Сигала 𝐶*-алгебры 𝒜, ассоциированное с 𝜙. В этом случае алгебра фон
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