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×àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü, êàê è íà ïðîøëîì çàíÿòèè, ôóíêöèþ äâóõ ïå-
ðåìåííûõ f(x, y), çàäàííîé íà ìíîæåñòâå D ∈ R2.

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(x, y) ïî ïåðåìåííîé x ïðè ôèêñèðîâàííîì y
íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé f ïî x è îáîçíà÷àåòñÿ êàê ∂f/∂x èëè

f ′x.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ïî y : ∂f/∂y.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îïðåäåëÿþò ïðîèçâîäíûå
âûñøèõ ïîðÿäêîâ è ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå:

∂ 2f

∂ x2
,

∂ 2f

∂ y2
,

∂ 2f

∂ x ∂ y
,

∂ 3f

∂ x3
, è ò.ä.

Ïðèìåð 1. Íàéòè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ-

÷èòåëüíî ó ôóíêöèè

u = arctg
y

x
.

Ðåøåíèå.

∂u

∂x
= − y

x2(1 + y2/x2)
= − y

x2 + y2)
,

∂u

∂y
= − 1

x(1 + y2/x2)
= − x

x2 + y2)
,
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∂ 2u

∂x2
=

2xy

x2 + y2)2
,
∂ 2u

∂y2
= − 2xy

x2 + y2)2
,

∂ 2u

∂x∂y
= −x

2 + y2 − 2y · y
x2 + y2)2

= − y2 − x2

x2 + y2)2
.

Ïîðÿäîê âçÿòèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî ðàçíûì ïåðåìåííûì, êîãäà âû÷èñëÿ-
åòñÿ ñìåøàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ, ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì, åñëè ôóíêöèÿ
è åå ïðîèçâîäíûå ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè, è ýòî ïî-
íÿòèå äëÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ
äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè ïîëíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè f

∆f(x, y) = f(x+ ∆x, y + ∆y)− f(x, y)

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

∆f(x, y) = A(x, y)∆x+B(x, y)∆y + o(∆ρ),

ãäå ôóíêöèè A è B íå çàâèñÿò îò ∆x è ∆y, à ∆ρ =
√

(∆x)2 + (∆y)2, òî
ôóíêöèÿ f(x, y) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå (x, y), à ãëàâ-
íàÿ ëèíåéíàÿ ÷àñòü A(x, y)∆x+B(x, y)∆y ïðèðàùåíèÿ ∆f(x, y), ðàâíàÿ

d f(x, y) = f ′x(x, y)d x+ f ′y(x, y)d y

ãäå d x = ∆x, d y = ∆y, íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèÿ f(x, y)
â òî÷êå (x, y).

Äèôôåðåíöèàë n-ãî ïîðÿäêà

dn f(x, y) =

(
d x

∂

∂x
+ d y

∂

∂y

)n

f(x, y).

Íàïðèìåð, äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f(x, y) âòîðîãî ïîðÿäêà èìååò âèä

d 2 f(x, y) =
∂ 2f

∂ x2
d x2 + 2

∂ 2f

∂ x ∂ y
d x d y +

∂ 2f

∂ y2
d y2 .

Ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ïîíÿòèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè
è ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ! Ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü ÷àñò-

íûå ïðîèçâîäíûå ïî âñåì ïåðåìåííûì, íî íå áûòü äèôôåðåíöèðóåìîé.
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Ïðèìåð 2. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y, ) =
√
|x y | èìååò â òî÷-

êå (0, 0) îáå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå f ′x(0, 0) è f ′y(0, 0), îäíàêî íå ÿâëÿåòñÿ

äèôôåðåíöèðóåìîé â ýòîé òî÷êå.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ìû èìååì äåëî ñ ôóíêöèåé, â çàïèñè êîòîðîé èìå-
þòñÿ ìîäóëè, òî ëó÷øå âû÷èñëÿòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, èñïîëüçóÿ îïðå-
äåëåíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé ñ ïîìîùüþ àñèìïòîòè-
÷åñêîãî (∆x→ 0) ôóíêöèè f(x) : f(x+ ∆x)− f(x) = f ′(x)∆x+ o(∆x).

Èìååì:

∆f(x, y) = f(x+ ∆x, y)− f(x, y) =
√
| (x+ ∆x) y | −

√
|x y | .

Ìû äîëæíû âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ, êîãäà x = y = 0. Îäíàêî ïðèðà-
ùåíèå ôóíêöèè ∆f(x, y) ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ x è y ðàâíî íóëþ, îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî f ′x(0, 0) = 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî è f ′y(0, 0) = 0.

Îäíàêî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìà, òî ïî îïðåäåëå-
íèþ äèôôåðåíöèðóåìîñòè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

f(0 + ∆x, 0 = ∆y)− f(x, y) =
√
|∆x∆y | =

= f ′x(0, 0)∆x+ f ′y(0, 0)∆y + o(
√
| (∆x)2 (∆y)2 |),

òî åñòü äîëæíî áûòü
√
|∆x∆y | = o(

√
| (∆x)2 (∆y)2 |) ïðè ëþáîì ñïîñîáå

ñòðåìëåíèÿ ∆x è ∆y ê íóëþ. Íî åñëè ïîëîæèòü ∆x = ∆y, òî ïîëó÷àåì
ÿâíîå ïðîòèâîðå÷èå: |∆x | = o(∆x).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x, y, ) =
√
|x y | èìååò â òî÷êå (0, 0) ðàâíûå

íóëþ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, íî íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â ýòîé òî÷-
êå ôóíêöèåé.

Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè àðèôìå-
òè÷åñêèõ çàäà÷ íà ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå. Ìû ðåøàëè òàêîãî ðîäà çà-
äà÷è ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî. Ïîêàæåì
íà ïðèìåðå, êàê ýòî äåëàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè
äâóõ ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåð 3. Çàìåíÿÿ ïðèðàùåíèå ôóíêöèè äèôôåðåíöèàëîì, ïðèáëè-

æåííî âû÷èñëèòü
√

1, 023 + 1, 973.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà âûÿñíèì, î çíà÷åíèè êàêîé ôóíêöèè èäåò ðå÷ü?
Åñëè ïîëîæèòü x = 1, 02 è y = 1, 97, òî, î÷åâèäíî, f(x, y) =

√
x3 + y3.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê âûáîðó ∆x è ∆y. Çíà÷åíèÿ ïðèðàùåíèé ñëåäóåò
âûáèðàòü èç óñëîâèÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ,
îáðàùàÿñü ê ïðèáëèæåííîé ôîðìóëå

f(x0 + ∆x, y0 + ∆y) ≈ f(x0, y0) + f ′x(x0, y0)∆x+ f ′y(x0, y0)∆y. (1)
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè x0 +∆x = 1, 02 è y0 +∆y = 1, 97), ñëåäóåò ïîëîæèòü
x0 = 1, ∆x = 0, 02 è y0 = 2, ∆y = −0.03.

Òåïåðü ìû èìååì âñå íåîáõîäèìîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ
√

1, 023 + 1, 973. Ïî-
ñêîëüêó

∂f

∂x
=

3x2

2
√
x2 + y2

,
∂f

∂e
=

3y2

2
√
x2 + y2

,

òî

f(x0 + ∆x, y0 + ∆y) =
√

(x0 + ∆x)3 + (y0 + ∆y)3 ≈
√
x30 + y30+

3x20

2
√
x20 + y20

∆x +
3y20

2
√
x20 + y20

∆y .

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòó ôîðìóëó âûáðàííûå çíà÷åíèÿ x0 = 1, ∆x = 0, 02;
y0 = 2, ∆y = −0.03 è ïðîèçâîäÿ íåîáõîäèìûå àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ,
ïîëó÷àåì, ÷òî

√
1, 023 + 1, 973 ≈ 2, 95.

Ââåäåì åùå îäíî, âàæíîå äëÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, ïîíÿ-
òèå ïðîèçâîäíîé ïî âûáðàííîìó íàïðàâëåíèþ.

Ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìû áðàëè ïðèðàùåíèÿ â íà-
ïðàâëåíèè îñåé êîîðäèíàò. Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ, à íåëüçÿ ëè
âçÿòü ïðèðàùåíèÿ â ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè? Äàâàéòå ðåøèì ýòîò âî-
ïðîñ, ðàññìîòðåâ ôóíêöèþ áîëüøåãî, ÷åì äâà, ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè u = u(x, y, z) â íàïðàâëå-

íèè l(cosα, cos β, cos γ), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñà-

ìè {cosα, cos β, cos γ, cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1}, çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

∂u

∂l
=
∂u

∂x
cosα +

∂u

∂y
cos β +

∂u

∂z
cos γ. (2)

Ïðèìåð 4. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè u = xyz â òî÷êå M (1, 1, 1)
â íàïðàâëåíèè

l

(
1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)
.

Âû÷èñëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå â ôîðìóëå (2), ïîëó÷àåì, ÷òî

∂u

∂l

∣∣∣∣
M

=

[
(yz + xz + y) · 1√

3

]
x=1, y=1, z=1

=
√

3 .
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Ñêîðîñòü íàèáîëüøåãî ðîñòà ôóíêöèè â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå (x, y, z)
ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ
ãðàäèåíòîì ôóíêöèè u(x, y, z) :

grad =
∂u

∂x
~i +

∂u

∂y
~j +

∂u

∂z
~k.

Äëèíà ýòîãî âåêòîðà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

| grad | =

√(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+

(
∂u

∂z

)2

,

à åãî íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû

cosα =
∂u/∂x

| grad |
cos β =

∂u/∂y

| grad |
cos γ =

∂u/∂z

| grad |
.
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Ðåøåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷, âçÿòûõ èç çàäà÷íèêà Äåìèäîâè÷à, âûñûëà-
þòñÿ ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå volodinstudent@gmail.com â âèäå ôîòîãðàôèé
ñ áîëüøèìè ïîëÿìè ââåðõó è âíèçó. Íåêîòîðûå èç ýòèõ çàäà÷ ìîãóò ïîêà-
çàòüñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè, îñîáåííî òà, ÷òî îòìå÷åíà çâåçäî÷êîé, íî,
çàòî, èõ ðåøåíèå îöåíèâàþòñÿ áîëåå âûñîêèì áàëëîì.

3228. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî

îò ôóíêöèè

u = xy
z

.

3341. Íàéòè d u è d2u îò ôóíêöèè

u =
z

x2 + y2
.

5



3245.ã. Çàìåíÿÿ ïðèðàùåíèå äèôôåðåíöèàëîì, ïðèáëèæåííî âû÷èñ-

ëèòü

sin 29o · tg 46o.

3252∗. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x, y) =


xy√
x2+y2

, åñëè x2 + y2 6= 0,

0, åñëè x2 + y2 = 0 .

â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 0) íåïðåðûâíà è èìååò îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå f ′x è f ′y, îäíàêî ýòà ôóíêöèÿ íåäèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (0, 0).

3258. Íàéòè

∂ 6

∂x3∂y3
(x3 sin y + y3 sinx).

3346. Íàéòè âåëè÷èíó è íàïðàâëåíèå ãðàäèåíòà ôóíêöèè

u =
1

r
, ãäå r =

√
x2 + y2 + z2 ,

â òî÷êå M(x0, y0, z0).
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