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Ââåäåíèå

Â äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ ãðàíè÷íûå çàäà÷è è çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ äëÿ ñèñòåì äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ê êîòîðûì ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå çà-

äà÷è òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ è äèôðàêöèè ãàðìîíè÷åñêèõ óïðóãèõ âîëí â ïëîñêîñëîèñòûõ

ñðåäàõ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ñèñòåìàìè íåîäíîðîäíîñòåé òèïà òðåùèí, îòñëîåíèé èëè òîíêèõ

âêëþ÷åíèé. Çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå. Â êàæäîì ñëîå,

êîíå÷íîé òîëùèíû èëè ïîëóáåñêîíå÷íîì, íóæíî íàéòè êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòå-

ìû óðàâíåíèé ýëàñòîäèíàìèêè � êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé, ïðå-

äåëüíûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûì ëèíåéíûì

óñëîâèÿì, èìåþùèì îïðåäåëåííûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Îñíîâíàÿ öåëü ðàáîòû � ïîëó÷èòü

ðàâíîñèëüíûå èñõîäíûì ãðàíè÷íûì çàäà÷àì è çàäà÷àì ñîïðÿæåíèÿ ðåãóëÿðíûå áåñêîíå÷-

íûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé èëè èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, íà îñíîâå

êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè óïðóãèõ

âîëí íà ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåìàõ äåôåêòîâ â ñëîèñòûõ óïðóãèõ ñðåäàõ.

Çàäà÷àì äèôðàêöèè àêóñòè÷åñêèõ, ýëåêòðîìàãíèòíûõ è óïðóãèõ âîëí íà ïðåïÿòñòâèÿõ

ðàçëè÷íîé ïðèðîäû ïîñâÿùåíî î÷åíü ìíîãî ïóáëèêàöèé (ñì., íàïðèìåð, [11, ãë. 4], [5, 13]).

Äîñòàòî÷íî ïîëíî èññëåäîâàíû çàäà÷è äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà ïåðèîäè÷å-

ñêèõ ñèñòåìàõ íåîäíîðîäíîñòåé. Áëèçêèå ê íèì ïî ïîñòàíîâêå è ïî ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷è

òåîðèè óïðóãîñòè èññëåäîâàíû ñóùåñòâåííî ìåíüøå. Ýòî, âåðîÿòíî, ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìà-

òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äèôðàêöèîííûõ ðåøåòîê è àíòåííûõ óñòðîéñòâ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ

ïðè ïðîåêòèðîâàíèè è îïòèìèçàöèè ðåàëüíûõ îïòè÷åñêèõ è ðàäèîòåõíè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé.

Èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ïðîöåññà äèôðàêöèè óïðóãèõ âîëí íà ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåìàõ òðåùèí â

òåëàõ èëè ñåéñìè÷åñêèõ âîëí íà íåîäíîðîäíîñòÿõ â ñëîèñòûõ ïëàñòàõ ïîÿâèëñÿ çíà÷èòåëüíî

ïîçæå. Êðîìå òîãî, ãðàíè÷íûå çàäà÷è è çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè

ÿâëÿþòñÿ áîëåå ñëîæíûìè, ÷åì èõ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèå àíàëîãè.

Ïåðâîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è äèôðàêöèè ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà

ïðîñòîé ðåøåòêå â ñëó÷àå, êîãäà äëèíà âîëíû ñóùåñòâåííî áîëüøå ïåðèîäà ñòðóêòóðû, ïî-

ñòðîèë Ëýìá [74]. Íà äîïóùåííûå èì íåòî÷íîñòè óêàçàíî â ðàáîòå [19]. Àêóñòè÷åñêàÿ çàäà÷à

äèôðàêöèè ïëîñêîé âîëíû íà ðåøåòêå âïåðâûå ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå Ìàéëçà [75].

Ïîäðîáíûé îáçîð èññëåäîâàíèé ïî çàäà÷àì äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà ïåðè-

îäè÷åñêèõ ðåøåòêàõ ìîæíî íàéòè â ïîëó÷èâøèõ øèðîêóþ èçâåñòíîñòü êíèãàõ Â.Ï. Øåñòî-

ïàëîâà è åãî êîëëåã [57, 58, 59]. Â ïåðâîé èç íèõ ñîäåðæèòñÿ ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ìåòîäà ïî-
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ëóîáðàùåíèÿ ïàðíîãî ñóììàòîðíîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû

íà ïåðèîäè÷åñêîé ðåøåòêå ñ ïîìîùüþ ÿâíîãî ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ

àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé � çàäà÷è Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà. Ýòîò ìåòîä áûë ïðåäëîæåí âïåðâûå â

ñòàòüå [1]. Ìåòîä òàêîãî ïîëóîáðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçóþùèì, îí ïðèâîäèò ê áåñêîíå÷-

íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ

èñêîìîãî ïîëÿ â ðÿä, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êîòîðîé ìîæåò áûòü íàéäåíî ìåòîäîì óñå÷åíèÿ.

Ìåòîäîì çàäà÷è Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà óäàëîñü ðåøèòü ìíîãî ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ çàäà÷.

Íî ýòîò ìåòîä ñâÿçàí ñ ãðîìîçäêèìè âû÷èñëåíèÿìè, ÷òî îñîáåííî ïðîÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð,

ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ëåíò â ïîëîñå ïåðèîäà ðåøåòêè. Èçâåñòíû è äðóãèå ïîäõîäû ê èññëå-

äîâàíèþ çàäà÷ äèôðàêöèè âîëí íà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåòêàõ.

Â ðàáîòå Ã.Í. Ãåñòðèíîé [8] áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè çàäà÷è äèôðàê-

öèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà ïåðèîäè÷åñêîé ðåøåòêå ìåòîä èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Â

ðàáîòàõ Þ.Â. Ãàíäåëÿ [6, 7] (ñì. òàêæå ìîíîãðàôèþ [3, ãë.15]) ïàðíîå ñóììàòîðíîå óðàâíåíèå

çàäà÷è äèôðàêöèè áûëî ñâåäåíî ê ñèíãóëÿðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ, äëÿ ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ êîòîðîãî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä äèñêðåòíûõ îñîáåííîñòåé.

Äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåòêàõ ïîñâÿùåíî èññëåäîâà-

íèå [20], â ýòîé êíèãå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îäíîïåðèîäè÷åñêèå, òàê è äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèå

çàäà÷è.

Â ñòàòüå È.Å. Ïëåùèíñêîé è Í.Á. Ïëåùèíñêîãî [44] áûëî ïðåäëîæåíî ïðîâîäèòü ðåãóëÿ-

ðèçàöèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà ðåøåòêå

çà ñ÷åò îáðàùåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ÷àñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, íî ýòîò ïðèåì ÿâëÿ-

åòñÿ ñëèøêîì ñëîæíûì äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ.

Äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûì îêàçàëñÿ ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé âïåðâûå â ðàáîòå Í.Á. Ïëå-

ùèíñêîãî è Ä.Í. Òóìàêîâà [49] (ñì. òàêæå [47]), îñíîâàííûé íà ìåòîäå ðåãóëÿðèçàöèè ïàðíîãî

ñóììàòîðíîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíî-

ñóììàòîðíîãî òîæäåñòâà. Òàêîå òîæäåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå

óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåîïðåäåëåííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è. Â äàííîé äèñ-

ñåðòàöèè ýòîò ìåòîä ðàñïðîñòðàíåí íà ïàðíûå óðàâíåíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ è çàäà÷ ñîïðÿ-

æåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè ïðè íàëè÷èè ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì

äåôåêòîâ, êàê â äâóìåðíîì, òàê è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå.

Â ïîñëåäíèå ãîäû óñèëèëñÿ èíòåðåñ ê çàäà÷àì äèôðàêöèè âîëí íà ïåðèîäè÷åñêèõ ñè-

ñòåìàõ íåîäíîðîäíîñòåé. Â ðàáîòå Ã. Øìèäòà [60] äàíà âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

äèôðàêöèè. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ è åãî åäèíñòâåííîñòü äëÿ âñåõ ÷àñòîò,
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êðîìå, ìîæåò áûòü, äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà. Âàðèàöèîííûå ìåòîäû èñïîëüçîâàëèñü òàêæå â

ðàáîòàõ Àááîóäà, Áàî, Äîáñîíà, Íåäåëåêà è Ñòàðëèíãà. ×èñëåííûé àíàëèç ðåøåíèÿ çàäà÷è

äèôðàêöèè TM-ïîëÿðèçîâàííîé âîëíû íà ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðå ïðîâåäåí â ðàáîòå [65].

Ñðåäè ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ ïðîåêòèðîâàíèþ è îïòèìèçàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóð,

îòìåòèì ðàáîòó [66].

Çàäà÷è äèôðàêöèè âîëí íà ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ, â òîì ÷èñëå è ðàññìàòðèâàåìûå â

äèññåðòàöèè, ïðèâîäÿòñÿ, êàê ïðàâèëî, ê ãðàíè÷íûì çàäà÷àì è çàäà÷àì ñîïðÿæåíèÿ ñ ïåðè-

îäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Íî ñóùåñòâåííî áîëüøå âíèìàíèÿ óäåëÿåòñÿ â ëèòåðàòóðå

êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöè-

åíòàìè. Òàêèå çàäà÷è ïîÿâëÿþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ è óïðóãèõ âîëí â

ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ, íàïðèìåð, âîëíîâîäîâ ñ ïåðèîäè÷åñêèì âîçìóùåíèåì ãðàíèöû.

Êëàññè÷åñêîé ðàáîòîé â ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ êíèãà Áðèëëþýíà [69]. Ìåòîäàì ðàñ÷åòà

âîëíîâûõ ïîëåé â ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ ïîñâÿùåíû ðàáîòû À.Ñ. Èëüèíñêîãî [15, 16].

Ñîâðåìåííûé ïîäõîä ê çàäà÷àì òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóê-

òóðàõ èçëîæåí â îáçîðíîé ñòàòüå [64] è â ìîíîãðàôèè [78]. Ïðÿìûì è îáðàòíûì çàäà÷àì

äèôðàêöèè âîëí íà ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ ïîñâÿùåíû ðàáîòû [72] è [14]. Çàäà÷è òåîðèè

êîëåáàíèé â ñðåäàõ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ñèñòåìàìè íåîäíîðîäíîñòåé ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòå

[54]. Ñâîéñòâà óïðóãèõ âîëí â ñëîèñòûõ ñðåäàõ ïîäðîáíî èññëåäîâàíû â ìîíîãðàôèÿõ [41, 42].

Çàäà÷è äèôðàêöèè óïðóãèõ âîëí íà òîíêèõ òåëàõ, íå îáðàçóþùèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì,

ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [9, 12, 17, 50, 51, 71].

Ñóùåñòâåííî áîëüøå ïóáëèêàöèé èìååòñÿ ïî ñòàöèîíàðíûì çàäà÷àì òåîðèè óïðóãîñòè

äëÿ òåë ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ñèñòåìàìè äåôåêòîâ. Îäíîé èç ïåðâûõ áûëà èññëåäîâàíà ïåðèî-

äè÷åñêàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû øòàìïîâ ñ óïðóãèì

îñíîâàíèåì. Ýòà çàäà÷à ñâåäåíà ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ÿäðîì, ðå-

øåíèå êîòîðîãî íàéäåíî â ÿâíîì âèäå (ñì., íàïðèìåð, [61]).

Ïîäðîáíûé îáçîð ðàáîò ïî ñòàöèîíàðíûì ïåðèîäè÷åñêèì çàäà÷àì ìîæíî íàéòè â ìîíî-

ãðàôèè Â.Â. Ïàíàñþêà, Ì.Ï. Ñàâðóêà, Ç.Ò. Íàçàð÷óêà [40]. Ïåðèîäè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè

óïðóãîñòè èññëåäîâàëè òàêæå È.À. Ñîëäàòåíêîâ [53], Æ. Áëîê è Ë. Êèð â ðàáîòàõ [67, 68].

Â äèññåðòàöèè ïðèíÿò ñëåäóþùèé ïîðÿäîê èññëåäîâàíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ è çàäà÷ ñîïðÿ-

æåíèÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ñèñòåìàìè íåîäíîðîäíîñòåé íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé. Â íåîäíîðîäíûõ

ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ â êà÷åñòâå çàäàííûõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàþòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèå

ôóíêöèè (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà âîëíà, íàáåãàþùàÿ íà ïåðèîäè÷åñêóþ ñòðóêòó-

ðó, ÿâëÿåòñÿ âîëíîé Ôëîêå èëè, â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ïëîñêîé âîëíîé). Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
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äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè îòûñêèâàþòñÿ òàêæå â êëàññå êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ôóíê-

öèé. Ïîêàçàíî (íà ïðèìåðå ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëÿ ïîëóïëîñêîñòè ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé

äåôåêòîâ íà ãðàíèöå), ÷òî òàêèå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü òîëüêî êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè.

Â êàæäîé ÷àñòè ñëîèñòîé ñòðóêòóðû çàïèñûâàåòñÿ ðàçëîæåíèå èñêîìîãî ðåøåíèÿ â ðÿä

ïî ýëåìåíòàðíûì ãàðìîíèêàì Ôëîêå, ñ ó÷åòîì òðåáóåìîãî ïîâåäåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà äåôåêòàõ è óñëîâèÿ âíå äåôåêòîâ ñâîäÿòñÿ ê ïàðíûì ñóììàòîðíûì

ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèÿì (ÏÑÔÓ), ñêàëÿðíûì äëÿ ïðîñòûõ çàäà÷ èëè âåêòîðíûì äëÿ

áîëåå ñëîæíûõ. Êàê ïðàâèëî, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ÏÑÔÓ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå, êîãäà îäíà

èç äâóõ ÷àñòåé ïàðíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé. Òîãäà ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíî-

ñóììàòîðíîãî òîæäåñòâà ìîæíî ïåðåéòè îò ÏÑÔÓ ê ðåãóëÿðíîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ëè-

íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÁÑËÀÓ) îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ èñ-

êîìûõ ôóíêöèé ïî ãàðìîíèêàì. Òåðìèí �ðåãóëÿðíàÿ � çäåñü èñïîëüçóåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî

ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå òàêîé ÁÑËÀÓ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ìåòîäîì óñå÷åíèÿ.

Äëÿ ðåãóëÿðíûõ ÁÑËÀÓ ñ àíàëîãè÷íûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì êîýôôèöèåíòîâ

ïðè íåèçâåñòíûõ ÁÑËÀÓ äîêàçàíî (ñì. [49]), ÷òî ïðè îïðåäåëåííîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó

ïàðàìåòðàìè óñå÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé êîíå÷íûõ ÑËÀÓ ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó

ðåøåíèþ ÁÑËÀÓ. Áîëåå òîãî, åñëè èñõîäíàÿ ÁÑËÀÓ ìîæåò èìåòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå, òî,

õîòÿ áû íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé ðàçìåðíîñòè, âñå êîíå÷íûå ÑËÀÓ èìåþò åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå, ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêèõ ðåøåíèé ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÁÑËÀÓ

[46]. Ïîýòîìó â äèññåðòàöèè îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èìåííî ìåòîäàì ñâåäåíèÿ èñõîäíûõ

ãðàíè÷íûõ çàäà÷ è çàäà÷ ñîïðÿæåíèÿ ê ÏÑÔÓ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå.

Ïàðíûå ñóììàòîðíûå óðàâíåíèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè òàêæå ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëüíûì óðàâ-

íåíèÿì ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ â ÿäðå èëè ê ãèïåðñèíãóëÿðíûì. Åñëè èñêàòü ïðè-

áëèæåííîå ðåøåíèå òàêèõ óðàâíåíèé ìåòîäîì Ãàëåðêèíà, òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå

ñèñòåìû áàçèñíûõ ôóíêöèé áóäåì èìåòü òî÷íî òàêèå æå àïïðîêñèìèðóþùèå ÑËÀÓ, ÷òî è

ïðè óñå÷åíèè ÁÑËÀÓ.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñ-

òî÷íèêîâ.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ãðàíè÷íûì çàäà÷àì äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïëîñ-

êîé òåîðèè óïðóãîñòè â ïîëóïëîñêîñòè â êëàññå ôóíêöèé, ãàðìîíè÷åñêè çàâèñÿùèõ îò âðå-

ìåíè è êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïî îäíîé èç ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå

ïîñòðîåíî îáùåå êâàçèïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôëîêå

è âûäåëåíû ÷åòûðå òèïà ÷àñòíûõ ðåøåíèé � ýëåìåíòàðíûå ãàðìîíèêè Ôëîêå. Âî âòîðîì ïà-
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ðàãðàôå äëÿ êàæäîé ýëåìåíòàðíîé ãàðìîíèêè íàéäåíû âûðàæåíèÿ êîìïîíåíò ñðåäíåãî çíà-

÷åíèÿ âåêòîðà Óìîâà-Ïîéíòèíãà (ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè) è ïîêàçàíî, ÷òî ïåðâàÿ è òðåòüÿ

ãàðìîíèêè ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíû ïî îòíîøåíèþ ê ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè, à âòîðàÿ

è ÷åòâåðòàÿ � îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàíû. Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè

(è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó óïðóãàÿ âîëíà) íàçûâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûìè, åñëè

óïðóãàÿ ýíåðãèÿ ïåðåíîñèòñÿ â íàïðàâëåíèè ïîëîæèòåëüíîé íîðìàëè ê ãðàíèöå ïîëóïëîñ-

êîñòè èëè (è) çàòóõàåò â ýòîì íàïðàâëåíèè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ óïðóãîé îðèåíòèðîâàííîé

êâàçèïåðèîäè÷åñêîé âîëíû ïîòîê ýíåðãèè ÷åðåç ïåðèîä ðàâåí ñóììå ïîòîêîâ ýíåðãèè ÷åðåç

ïåðèîä îòäåëüíûõ ãàðìîíèê.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû çàäà÷è äèôðàêöèè óïðóãîé êâà-

çèïåðèîäè÷åñêîé âîëíû íà ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå äåôåêòîâ, ðàçìåùåííûõ íà ãðàíèöå óïðó-

ãîé ïîëóïëîñêîñòè. Òàêèå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê ãðàíè÷íûì çàäà÷àì äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè, ðåøåíèÿ êîòîðûõ îòûñêèâàþòñÿ â êëàññå ïîëîæèòåëüíî îðèåí-

òèðîâàííûõ ðåøåíèé. Ðåøåíèÿ, óõîäÿùèå îò ñèñòåìû äåôåêòîâ â ïîëóïëîñêîñòü, èíòåðïðå-

òèðóþòñÿ êàê îòðàæåííûå îò ãðàíèöû âîëíû. Ïðåäâàðèòåëüíî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè óïðóãàÿ

ïîëóïëîñêîñòü íàõîäèòñÿ â ïîëíîì êîíòàêòå ñ æåñòêèì îñíîâàíèåì âäîëü âñåé ãðàíèöû (èëè

ñêîëüçèò áåç òðåíèÿ ïî îñíîâàíèþ), òî â îòðàæåííîé âîëíå ñîäåðæàòñÿ ãàðìîíèêè Ôëîêå ñ

òåìè æå íîìåðàìè, ÷òî ó ïàäàþùåé âîëíû.

Ïåðâûé âàðèàíò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàäà÷è äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû íà ïåðèîäè÷åñêîé

ñèñòåìå äåôåêòîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíèöå óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè, èìååò ñëåäóþùèé

ôèçè÷åñêèé ñìûñë: ïîëóïëîñêîñòü íàõîäèëàñü â ïîëíîì êîíòàêòå ñ æåñòêèì îñíîâàíèåì,

íî îòñëîèëàñü îò íåãî (è ñêîëüçèò áåç òðåíèÿ) âäîëü äåôåêòîâ. Äîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ çàäà-

÷à äèôðàêöèè ñâîäèòñÿ ê ïàðíîìó ñóììàòîðíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ. Ñ ïîìîùüþ

èíòåãðàëüíî-ñóììàòîðíîãî òîæäåñòâà ïàðíîå ñóììàòîðíîå óðàâíåíèå ïðåîáðàçîâàíî â áåñêî-

íå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ïàðíîå óðàâíåíèå

ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ â ÿäðå. Âòîðîé âà-

ðèàíò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé: äåôåêòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ó÷àñòêè ñâîáîäíîé ãðàíèöû. Ýòîò

ñëó÷àé áîëåå ñëîæíûé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñìåøàííàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à òàêæå ñâîäèòñÿ ê

ïàðíîìó ñóììàòîðíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå, íî âåêòîðíîìó.

Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò. Ïîëó÷åíî ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé äëÿ çàäà÷è äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû â ïîëóïëîñêîñòè ñ ïåðâûì âàðèàíòîì ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé. Ðåçóëüòàòû ñ÷åòà ïîäòâåðæäàþò ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå âûâîäû òðå-

òüåãî ïàðàãðàôà äèññåðòàöèè.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäåëåííîé ãðàíè÷íîé
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çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè â ïîëóïëîñêîñòè � óñëîâèé íà ãðàíèöå

çàäàíî áîëüøå, ÷åì íóæíî äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîñòðî-

åííîå ðàíåå âñïîìîãàòåëüíîå èíòåãðàëüíî-ñóììàòîðíîå òîæäåñòâî ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ôîðì

óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäåëåííîé çàäà÷è. Ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïåðå-

îïðåäåëåííîé çàäà÷è ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû íà îòñëîåíèÿõ óïðóãîé

ïîëóïëîñêîñòè îò æåñòêîãî îñíîâàíèÿ ìîæåò èìåòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå. Íà îñíîâàíèè ýòîãî

äîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è äèôðàêöèè óïðóãîé êâàçèïåðèîäè÷åñêîé âîëíû íà ïåðèîäè-

÷åñêîé ñèñòåìå íåîäíîðîäíîñòåé, ðàçìåùåííûõ íà ãðàíèöå óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè, ìîæåò

áûòü òîëüêî êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìîòðåíû çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïëîñêîé òåî-

ðèè óïðóãîñòè â ïëîñêîñëîèñòîé ñðåäå. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è äàíà â ïÿòîì ïàðàãðàôå.

Íà ïðÿìûõ, ðàçäåëÿþùèõ ïëîñêîñòü íà ïîëîñû è äâå ïîëóïëîñêîñòè, çàäàþòñÿ óñëîâèÿ ñî-

ïðÿæåíèÿ: óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå ñïîñîáó

âçàèìîäåéñòâèÿ ñëîåâ) èëè ñìåøàííûå óñëîâèÿ ïðè íàëè÷èè äåôåêòîâ. Â êà÷åñòâå äåôåê-

òîâ âûáðàíû ïåðèîäè÷åñêèå ñèñòåìû æåñòêèõ ïëàñòèí (ñ ðàçëè÷íûìè óñëîâèÿìè êîíòàêòà ñ

óïðóãîé ñðåäîé) èëè òðåùèí. Â øåñòîì ïàðàãðàôå ñâåäåíà ê ïàðíîìó ñóììàòîðíîìó ôóíê-

öèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ, ñâåäåíà ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì è áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ëè-

íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïîëíûé êîíòàêò äâóõ

óïðóãèõ ïîëóïëîñêîñòåé íàðóøåí âäîëü ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû îòñëîåíèé, âäîëü êîòîðûõ

ïîëóïëîñêîñòè ñêîëüçÿò áåç òðåíèÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà. Ïàðíîå óðàâíåíèå, èíòåãðàëü-

íûå óðàâíåíèÿ è ÁÑËÀÓ èìåþò òî÷íî òàêóþ æå ôîðìó, ÷òî è â ãðàíè÷íûõ çàäà÷àõ äëÿ

ïîëóïëîñêîñòè.

Ïîêàçàíî, êàê èñïîëüçîâàòü âåêòîðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îáùèõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíå-

íèé òåîðèè óïðóãîñòè ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ ñîïðÿæåíèÿ äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé. Òàêîé ïîä-

õîä èìååò ñóùåñòâåííûå ïðåèìóùåñòâà â ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ èíûå: ïîëíûé

êîíòàêò ïîëóïëîñêîñòåé íà ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå äåôåêòîâ è æåñòêèé êîíòàêò ñ ýêðàíàìè

âäîëü îñòàëüíîé ÷àñòè îáùåé ãðàíèöû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî òàêàÿ çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ ñâîäèòñÿ

ê âåêòîðíîìó ïàðíîìó ñóììàòîðíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ.

Â ñåäüìîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ñëîèñòàÿ ïëîñêîñòü ðàçäåëåíà íà òðè

÷àñòè èëè íà áîëüøåå ÷èñëî ÷àñòåé. Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ðåøåíèè

ñèñòåìû óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè â ïîëîñå, îãðàíè÷åííîé ïî ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòå, ñî-

äåðæàòñÿ ñëàãàåìûå è ïîëîæèòåëüíîé îðèåíòàöèè, è îòðèöàòåëüíîé îðèåíòàöèè. Ïîäðîáíî

ðàññìîòðåíû äâå çàäà÷è. Âî-ïåðâûõ, çàäà÷à äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû íà óïðóãîì ñëîå,

ðàñïîëîæåííîì íà æåñòêîì îñíîâàíèè, ïðè íàëè÷èè ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû äåôåêòîâ íà
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ãðàíèöå ñëîÿ è îñíîâàíèÿ. Êàê è ïðè ñîïðÿæåíèè äâóõ óïðóãèõ ïëîñêîñòåé, ðåøåíèå çàäà-

÷è äèôðàêöèè èùåòñÿ â âèäå ñóììû ðåøåíèé äâóõ ïîäçàäà÷. Ïåðâàÿ ïîäçàäà÷à � çàäà÷à îá

îòðàæåíèè óïðóãîé âîëíû îò ñëîÿ, ëåæàùåãî íà æåñòêîì îñíîâàíèè (áåç äåôåêòîâ). Âòîðàÿ

ïîäçàäà÷à � çàäà÷à î âîçìóùåíèè óïðóãîãî ïîëÿ â ñëîèñòîé ñðåäå îò äåôåêòîâ. Ðåøåíèå ïåð-

âîé ïîäçàäà÷è ñòðîèòñÿ â ÿâíîì âèäå, à âòîðàÿ ïîäçàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïàðíîìó ñóììàòîðíîìó

ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ, íî â ñòàíäàðòíîé ôîðìå. Âî-âòîðûõ, â ñåäüìîì ïàðàãðàôå

ðàññìîòðåíà çàäà÷à äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû íà ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå äåôåêòîâ, ðàçìå-

ùåííûõ ìåæäó äâóìÿ óïðóãèìè ñëîÿìè, ïîêîÿùèìèñÿ íà æåñòêîì îñíîâàíèè. Ïîêàçàíî, êàê

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî âåêòîðíîå ÏÑÔÓ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå.

Çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè â ìíîãîñëîéíîé

ñðåäå â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå òàêæå ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê âåêòîðíîìó ÏÑÔÓ â ñòàíäàðòíîé

ôîðìå. Â êîíöå ïàðàãðàôà ñôîðìóëèðîâàíû òðè ïðàâèëà, êîòîðûå ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçî-

âàòü ïðè ðåøåíèè ðàçðûâíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ ñîïðÿæåíèÿ.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìîòðåíû ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé òðåõìåðíîé òåî-

ðèè óïðóãîñòè â ïîëóïðîñòðàíñòâå â êëàññå äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îáùàÿ ñõåìà

ðàññóæäåíèè òàêàÿ æå, êàê â ïåðâûõ äâóõ ãëàâàõ. Â âîñüìîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíî îáùåå ðå-

øåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôëîêå, êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ïî äâóì ïåðåìåí-

íûì óïðóãîãî ïîëÿ. Âûäåëåíû øåñòü òèïîâ ýëåìåíòàðíûõ âîëí Ôëîêå. Â äåâÿòîì ïàðàãðàôå

èç ñèñòåìû óðàâíåíèé òðåõìåðíîé òåîðèè óïðóãîñòè âûâåäåíà ñâÿçü ìåæäó ïëîòíîñòüþ ýíåð-

ãèè è ïëîòíîñòüþ ïîòîêà ýíåðãèè (çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè). Èññëåäîâàíû ýíåðãåòè÷åñêèå

õàðàêòåðèñòèêè ýëåìåíòàðíûõ âîëí. Ïî àíàëîãèè ñ äâóìåðíûì ñëó÷àåì ââåäåíî ïîíÿòèå

îðèåíòèðîâàííîé âîëíû.

Â äåñÿòîì ïàðàãðàôå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû

óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè â êëàññå êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ îðèåíòèðîâàííûõ ðåøåíèé â ïîëó-

ïðîñòðàíñòâå, ê êîòîðûì ñâîäÿòñÿ çàäà÷è îá îòðàæåíèè óïðóãîé âîëíû îò ãðàíèöû óïðóãîãî

ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ îñíîâàíèåì.

Íàéäåíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè äâóõ ïåðåîïðåäåëåííûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷. Â ïåðâîé çàäà-

÷å íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà çàäàåòñÿ øåñòü ãðàíè÷íûõ óñëîâèé � äëÿ âñåõ êîìïîíåíò

âåêòîðà ïåðåìåùåíèé è òðåõ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé. Âî âòîðîé ïåðåîïðåäåëåííîé

çàäà÷å ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ÷åòûðå ãðàíè÷íûå ôóíêöèè (è äîïîëíèòåëüíî çàäàíî îäíî

îäíîðîäíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå).

Ïîêàçàíî, ÷òî ðàçëè÷íûå âàðèàíòû çàäà÷è äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû íà äâîÿêîïåðèî-

äè÷åñêîé ñèñòåìå äåôåêòîâ, ðàçìåùåííûõ íà ãðàíèöå óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà, ñâîäÿòñÿ

ê ïàðíûì ñóììàòîðíûì ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèÿì. Â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé âçàèìî-



10

äåéñòâèÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ îñíîâàíèåì è îò õàðàêòåðà äåôåêòîâ, ïàðíûå óðàâíåíèÿ ìî-

ãóò áûòü èëè ñêàëÿðíûìè, èëè âåêòîðíûìè. Ïîñòðîåíî èíòåãðàëüíî-ñóììàòîðíîå òîæäåñòâî

äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïàðíîå ñóììàòîðíîå

óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíî-

ñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ Ôëîêå îòðàæåííîé âîëíû. Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ãëàâû êðàòêî

ðàññìîòðåí îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ äâóõ óïðóãèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ � çàäà÷à

îá îòðàæåíèè è ïðåëîìëåíèè óïðóãîé âîëíû íà ïëîñêîé ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû.

1. Äëÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ è çàäà÷ ñîïðÿæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, êîòîðûå âîçíèêàþò â òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ è äèôðàêöèè ãàð-

ìîíè÷åñêèõ óïðóãèõ âîëí â ñëîèñòûõ ñðåäàõ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ñèñòåìàìè íåîäíîðîäíîñòåé,

ðàçðàáîòàí ìåòîä ñâåäåíèÿ ê áåñêîíå÷íûì ñèñòåìàì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

2. Äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû íà îòñëî-

åíèè óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè îò æåñòêîãî îñíîâàíèÿ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ðåøåíèå ãðàíè÷íîé

çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè, ê êîòîðîé

ñâîäèòñÿ çàäà÷à äèôðàêöèè óïðóãîé êâàçèïåðèîäè÷åñêîé âîëíû, ìîæåò áûòü òîëüêî êâàçè-

ïåðèîäè÷åñêèì.

3. Ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ îñíîâíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè â êëàññå ôóíêöèé, êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïî äâóì

ïåðåìåííûì. Íàéäåíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè äâóõ ïåðåîïðåäåëåííûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷.

4. Ïîêàçàíî, ÷òî ãðàíè÷íûå çàäà÷è ñ íåîäíîðîäíûìè óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå äëÿ ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè, êîãäà ðåøåíèå èùåòñÿ

â âèäå êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïî äâóì ïåðåìåííûì ôóíêöèé, ñâîäÿòñÿ ê ñêàëÿðíûì èëè âåê-

òîðíûì ïàðíûì ñóììàòîðíûì ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèÿì.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ×åòâåðòîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëå-êîíôå-

ðåíöèè �Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ � 2005 � (Êàçàíü, 16-18 äåêàáðÿ 2005 ã.), íà Ïÿòîé ìîëîäåæíîé

íàó÷íîé øêîëå-êîíôåðåíöèè �Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ � 2006 � (Êàçàíü, 16-18 äåêàáðÿ 2006 ã.), íà

Èòîãîâîé íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíè-

âåðñèòåòà 2006 ãîäà (Êàçàíü, 25-30 ÿíâàðÿ 2007 ã.), íà Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè �ÑàìÄèô-

2009 � (Ñàìàðà, 29 èþíÿ - 2 èþëÿ 2009 ã.), íà ×åòâåðòîé Âñåðîññèéñêîé ìîëîäåæíîé íàó÷íî-

èííîâàöèîííîé øêîëå �Ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå � (Ñàðîâ, 19-22 àïðå-
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ëÿ 2010 ã.), íà Ðîññèéñêîé ëåòíåé øêîëå �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ

îáúåêòîâ è ÿâëåíèé â ñèñòåìàõ êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè � (Êàçàíü-ßëü÷èê, 6-10 ñåíòÿáðÿ

2010 ã.), íà Äåâÿòîé ìîëîäåæíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè �Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ � 2010� (Êàçàíü,

1-6 îêòÿáðÿ 2010 ã.), íà Ïÿòîé Âñåðîññèéñêîé ìîëîäåæíîé íàó÷íî-èííîâàöèîííîé øêîëå �Ìà-

òåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå � (Ñàðîâ, 11-14 àïðåëÿ 2011 ã.), íà ìåæäóíàðîä-

íîé êîíôåðåíöèè �Days on Di�raction'2011 � (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 30 ìàÿ-3 èþíÿ, 2011 ã.), íà

òðèäöàòü âòîðîì ìåæäóíàðîäíîì ôîðóìå �Progress in Electromagnetics Research Symposium

(PIERS) � (Ìîñêâà, 19-23 àâãóñòà, 2012 ã.), íà ÷åòûðíàäöàòîé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

�Mathematical Methods in Electromagnetic Theory(MMET) � (Õàðüêîâ, 28-30 àâãóñòà, 2012 ã.)

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [29, 30, 31] è

[37, 62, 63]. Ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû � â ðàáîòàõ [33, 36, 45]. Ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû îïóá-

ëèêîâàíû â ðàáîòàõ [32, 34, 35, 38, 39, 76]. Â ðàáîòàõ [62, 63] àâòîðó ïðèíàäëåæàò ðåçóëüòàòû,

îòíîñÿùèåñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷ äèôðàêöèè óïðóãèõ âîëí íà ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåìàõ íåîäíî-

ðîäíîñòåé. Ðåçóëüòàòû îñòàëüíûõ ñîâìåñòíûõ ïóáëèêàöèé ïðèíàäëåæàò àâòîðàì â ðàâíûõ

äîëÿõ.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ äîêòîðó ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñ-

ñîðó Í.Á. Ïëåùèíñêîìó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîìîùü â ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèé.
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Ãëàâà 1. Óïðóãèå âîëíû Ôëîêå â ïîëóïëîñêîñòè

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïîñòðîåíî îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé äâóìåðíîé òåî-

ðèè óïðóãîñòè â êëàññå êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé (âîëíû Ôëîêå), âûäåëåíû ÷àñòíûå

ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ è èññëåäîâàíû èõ ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Ðàññìîòðåíû

çàäà÷è äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû, ïàäàþùåé íà ãðàíèöó ïîëóïëîñêîñòè ñ ïåðèîäè÷åñêèìè

ñèñòåìàìè äåôåêòîâ. Ïàðíûå ñóììàòîðíûå óðàâíåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôëîêå ñâåäåíû ê

èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì è ê áåñêîíå÷íûì ñèñòåìàì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

â äâóõ ôîðìàõ � â ñêàëÿðíîé è â âåêòîðíîé. Ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è äèôðàêöèè âîë-

íû Ôëîêå íà ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå íåîäíîðîäíîñòåé íà ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè ìîæåò áûòü

òîëüêî êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé.

1. Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äèññåðòàöèè ïîëó÷åíî îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé äâóìåðíîé

òåîðèè óïðóãîñòè â êëàññå ôóíêöèé, ãàðìîíè÷åñêè çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè è êâàçèïåðèîäè-

÷åñêèõ ïî îäíîé èç ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò.

1.1. Óðàâíåíèÿ ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè

Â äâóìåðíîì (èëè ïëîñêîì) ñëó÷àå â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñîñòîÿíèå óïðóãîãî

íàïðÿæåííî-äåôîðìèðóåìîãî òåëà îïèñûâàþò ïÿòü ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò

x, y è âðåìåíè t: íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ σx, σy, êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå τ (èëè íàïðÿæåíèå

êðó÷åíèÿ) è ïåðåìåùåíèÿ ux, uy. Åñëè çàâèñèìîñòü ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè

(êîòîðûå ìû ñ÷èòàåì âñïîìîãàòåëüíûìè ôóíêöèÿìè) çàäàíà â ôîðìå çàêîíà Ãóêà, òî îñíîâ-

íûå óðàâíåíèÿ ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè èìåþò âèä

∂σx
∂x

+
∂τ

∂y
− ρ

∂2ux
∂t2

= 0,
∂τ

∂x
+
∂σy
∂y

− ρ
∂2uy
∂t2

= 0,

σx = (λ+ 2µ)
∂ux
∂x

+ λ
∂uy
∂y

, σy = λ
∂ux
∂x

+ (λ+ 2µ)
∂uy
∂y

, τ = µ
∂ux
∂y

+ µ
∂uy
∂x

,

(1.1)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû, λ è µ � ïîñòîÿííûå Ëàìå, îïðåäåëÿþùèå åå óïðóãèå ñâîéñòâà (ñì.,

íàïðèìåð, [52]). ρ, λ, µ � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Ïðè ãàðìîíè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè âèäà exp(iωt), ãäå ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà êîëå-

áàíèé, êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå
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óðàâíåíèé

∂σx
∂x

+
∂τ

∂y
+ ρω2ux = 0,

∂τ

∂x
+
∂σy
∂y

+ ρω2uy = 0,

σx = (λ+ 2µ)
∂ux
∂x

+ λ
∂uy
∂y

, σy = λ
∂ux
∂x

+ (λ+ 2µ)
∂uy
∂y

, τ = µ
∂ux
∂y

+ µ
∂uy
∂x

.

(1.2)

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü îäíè è òå æå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ

ôóíêöèé � ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.1) è äëÿ èõ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä � ðåøåíèé

ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.2). Íàïîìíèì, ÷òî âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f(x, y, t) (ïðè ãàðìî-

íè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè) íàõîäèòñÿ ïî ñâîåé êîìïëåêñíîé àìïëèòóäå ïî ôîðìóëå

f(x, y, t) = Re[f(x, y)eiωt].

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíî ïåðåéòè ê ñèñòåìå óðàâíåíèé Ëàìå òîëüêî äëÿ ïåðåìåùåíèé

(λ+ 2µ)
∂2ux
∂x2

+ µ
∂2ux
∂y2

+ ρω2ux + (λ+ µ)
∂2uy
∂x∂y

= 0,

(λ+ µ)
∂2ux
∂x∂y

+ (λ+ 2µ)
∂2uy
∂y2

+ µ
∂2uy
∂x2

+ ρω2uy = 0.

(1.3)

Åñëè ââåñòè íîâûå èñêîìûå ôóíêöèè � ïðîäîëüíûé è ïîïåðå÷íûé ïîòåíöèàëû φ è ψ òàê,

÷òî

ux =
∂φ

∂x
+
∂ψ

∂y
, uy =

∂φ

∂y
− ∂ψ

∂x
,

òî ñèñòåìà óðàâíåíèé ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè ñâåäåòñÿ ê äâóì óðàâíåíèÿì Ãåëüìãîëüöà

∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
+ k21φ = 0,

∂2ψ

∂y2
+
∂2ψ

∂x2
+ k22ψ = 0, (1.4)

çäåñü k1 è k2 � âîëíîâûå ÷èñëà,

k21 =
ρω2

λ+ 2µ
, k22 =

ρω2

µ
. (1.5)

Áóäåì ñ÷èòàòü â äàëüíåéøåì, ÷òî âñå ïàðàìåòðû óïðóãîé ñðåäû � âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî k1 < k2.

Ëþáàÿ äâóìåðíàÿ óïðóãàÿ âîëíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ âîëí: ïðîäîëüíîé è

ïîïåðå÷íîé. Ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè, äëÿ êîòîðûõ ïîòåíöèàë ψ = 0,

íàçûâàþò ïðîäîëüíûìè óïðóãèìè âîëíàìè, à äëÿ êîòîðûõ φ = 0, íàçûâàþò ïîïåðå÷íûìè

âîëíàìè. Ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ó ïðîäîëüíûõ è ó ïîïåðå÷íûõ âîëí ðàçëè÷íà.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óïðóãàÿ âîëíà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∂ux
∂y

− ∂uy
∂x

= 0.
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Àíàëîãè÷íî, óïðóãàÿ âîëíà ÿâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

= 0.

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè ñïåöèàëü-

íîãî âèäà. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.2) îòûñêèâàåòñÿ êàê íàáîð

êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé σx, σy, τ , ux, uy, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò âèä

f(x, y) = eiαxf0(x, y),

ãäå α � íåêîòîðîå ÷èñëî (ïàðàìåòð Ôëîêå), f0(x, y) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî x ñ ïåðèîäîì l ôóíê-

öèÿ. Ïàðàìåòðû α è l � îäíè è òå æå äëÿ âñåõ êîìïîíåíò ðåøåíèÿ. Òàêèå ðåøåíèÿ áóäåì

íàçûâàòü êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè.

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè áóäåì äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàòü

óïðóãèìè âîëíàìè Ôëîêå. Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü â äàëüíåéøåì, ÷òî âñå ðàññìàòðèâà-

åìûå ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ðàçëàãàþòñÿ ïî ïåðåìåíîé x â ðÿä Ôóðüå, ñóììó êîòîðîãî

ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü (ñõîäèìîñòü â îáùåì ñëó÷àå ïîíèìàåòñÿ â îáîáùåííîì

ñìûñëå). Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû ðåøåíèé óðàâíåíèé (1.2) áóäåì èñêàòü â âèäå

f(x, y) = eiαx
+∞∑

n=−∞
fn(y)e

i 2π
l
nx =

+∞∑
n=−∞

fn(y)e
iLnx, (1.6)

ãäå

Ln = α+
2π

l
n.

1.2. Òåîðèÿ Ôëîêå

Îáñóäèì âàæíûé âîïðîñ: ïî÷åìó ðåøåíèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè âîëí íà ïåðèîäè÷åñêèõ ñè-

ñòåìàõ íåîäíîðîäíîñòåé ìîæíî èñêàòü â âèäå âîëí Ôëîêå? Òàêîé ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ äîñòà-

òî÷íî ÷àñòî, íàïðèìåð, â ýëåêòðîäèíàìèêå, íî âìåñòî ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ

îáû÷íî ïðèâîäÿòñÿ èíòóèòèâíûå ðàññóæäåíèÿ. Èíîãäà óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî êâàçèïåðèîäè÷-

íîñòü èñêîìûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì �òåîðåìû Ôëîêå�.

Â òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [56, ñ.78]) õîðîøî

èçâåñòíî, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ìîæåò áûòü íàéäåíà â âèäå Y (t) = Z(t)exp(Rt),

ãäå Z(t) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà, à R � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå ðåøåíèå

òàêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå (òåîðåìà Ôëîêå-Ëÿïóíîâà) ïðèâåäåíî â îáçîðíîé ñòàòüå [23] è

â ìîíîãðàôèè [73] Ï. Êó÷ìåíòà (ñì. òàêæå [18, ï. 12.1]). Ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ñ ïîìîùüþ çàìåíû èñêîìûõ ôóíêöèé
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ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ðåøåíèÿ êîòîðîé ìîãóò áûòü

íàéäåíû ìåòîäîì Ýéëåðà êàê ïðîèçâåäåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé âèäà exp(iλt) è ïî-

ëèíîìîâ. Îáðàòíàÿ çàìåíà ïðèâîäèò ê êâàçèïåðèîäè÷åñêèì ôóíêöèÿì, êîòîðûå íàçûâàþò

ðåøåíèÿìè Ôëîêå, à â ÷àñòíîì ñëó÷àå (ïîëèíîìû íóëåâîé ñòåïåíè) � âîëíàìè Áëîõà (ñì.

[2, ãë. 8]). Êàê îòìå÷àåò Ï. Êó÷ìåíò, òåîðåìà Ôëîêå-Ëÿïóíîâà íå ïåðåíîñèòñÿ î÷åâèäíûì

îáðàçîì íà óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Òåîðèÿ Ôëîêå â åå êëàññè÷åñêîé ôîðìå ([70, ï. 2.4]) íåïîñðåäñòâåííî íå ìîæåò áûòü

ïðèìåíåíà ê ïåðèîäè÷åñêèì çàäà÷àì äèôðàêöèè âîëí. Äåëî â òîì, ÷òî çàäà÷è ïîèñêà ýëåê-

òðîìàãíèòíûõ èëè óïðóãèõ âîëí â âîëíîâîäíûõ ñòðóêòóðàõ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ñèñòåìàìè

íåîäíîðîäíîñòåé ñòàâÿòñÿ êàê ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè,

íî ïåðèîäè÷åñêèìè â ýòèõ çàäà÷àõ ÿâëÿþòñÿ íå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé, à ãðàíè÷íûå óñëî-

âèÿ � òî÷íåå, èõ êîýôôèöèåíòû è ïðàâûå ÷àñòè. Òåì íå ìåíåå, âîëíû Ôëîêå ïîÿâëÿþòñÿ è â

ýòîì ñëó÷àå.

Âîîáùå ãîâîðÿ, óñëîâèå êâàçèïåðèîäè÷íîñòè ìîæíî âêëþ÷èòü â ïîñòàíîâêó çàäà÷ äè-

ôðàêöèè âîëí íà ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåìàõ íåîäíîðîäíîñòåé èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Íî

åñëè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è äîêàçàíî, ÷òî îíà ìîæåò èìåòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå (òåî-

ðåìà åäèíñòâåííîñòè), è óäàëîñü íàéòè åå êâàçèïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, òî, ðàçóìååòñÿ, íå

èìååò ñìûñëà èñêàòü äðóãèå ðåøåíèÿ.

Â êîíöå ãëàâû áóäåò äîêàçàíî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå. Áóäåò óñòàíîâëåíî, ÷òî ðåøå-

íèå çàäà÷è äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû Ôëîêå íà ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå íåîäíîðîäíîñòåé íà

ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè ìîæåò áûòü òîëüêî êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé. Äîêàçàòåëüñòâî

ýòîãî ôàêòà âîçìîæíî òîëüêî ïîñëå íåêîòîðîé ïîäãîòîâêè.

1.3. Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà

Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèÿ íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé âèäà (1.6) â óðàâíåíèÿ (1.2). Êîýô-

ôèöèåíòû Ôëîêå èñêîìûõ ôóíêöèé äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

iLnσxn(y) + τ
′

n(y) + ρω2uxn(y) = 0, iLnτn(y) + σ
′

yn(y) + ρω2uyn(y) = 0,

σxn(y) = λu
′

yn(y) + iLn(λ+ 2µ)uxn(y), σyn(y) = (λ+ 2µ)u
′

yn(y) + iLnλuxn(y),

τn(y) = µu
′

xn(y) + iµLnuyn(y).

(1.7)

Çàìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèÿõ (1.7) íå ñîäåðæèòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè σxn(y). Èñêëþ÷èì ýòó

ôóíêöèþ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé è ïåðåïèøåì îñòàâøèåñÿ ÷åòûðå óðàâíåíèÿ â íîðìàëüíîé
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ôîðìå:

u
′

xn =
1

µ
τn − iLnuyn, u

′

yn =
1

λ+ 2µ
σyn − iLn

λ

λ+ 2µ
uxn,

σ
′

yn = −iLnτn − ρω2uyn, τ
′

n = −iLn
λ

λ+ 2µ
σyn +

[
4
µ(λ+ µ)

λ+ 2µ
L2
n − ρω2

]
uxn.

(1.8)

Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà (1.8).

Îáîçíà÷èì

βjn =
√
k2j − L2

n =

 |Ln| ≥ kj : i
√
L2
n − k2j ;

|Ln| ≤ kj : −
√
k2j − L2

n,
j = 1, 2.

Òàêîå îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé βjn ñîãëàñîâàíî ñ òåì, êàê â ðàáîòå [48] âûáðàíû îäíîçíà÷íûå

âåòâè ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé βj(ξ).

Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.8) èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

±iβ1n, ±iβ2n,

èì ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå âåêòîðû

h1,2
n =

(
±Ln, β1n, ±i

(
ρω2 − 2µL2

n

)
, 2iµβ1nLn

)
,

h3,4
n =

(
β2n, ∓Ln, −2iµβ2nLn, ±i

(
ρω2 − 2µL2

n

))
.

Ïîýòîìó ëåãêî íàéòè ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.8) è, ñëåäî-

âàòåëüíî, îáùåå êâàçèïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.2).

Âîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà îäíî èç ÷èñåë βjn îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òîãäà ñðåäè ïðîñòûõ ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ïîÿâèòñÿ êðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Ýòà ñèòóàöèÿ â äàëü-

íåéøåì ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóäåò.

Òåîðåìà 1.1. Îáùåå êâàçèïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.2) èìååò âèä

ux(x, y) =
+∞∑

n=−∞

[
AnLne

iβ1ny −BnLne
−iβ1ny + Cnβ2ne

iβ2ny +Dnβ2ne
−iβ2ny

]
eiLnx,

uy(x, y) =
+∞∑

n=−∞

[
Anβ1ne

iβ1ny +Bnβ1ne
−iβ1ny − CnLne

iβ2ny +DnLne
−iβ2ny

]
eiLnx,

σx(x, y) =
+∞∑

n=−∞

[
i(λk21 + 2µL2

n)
(
Ane

iβ1ny −Bne
−iβ1ny

)
+

+2iµLnβ2n
(
Cne

iβ2ny +Dne
−iβ2ny

)]
eiLnx,

σy(x, y) =
+∞∑

n=−∞

[
i
(
ρω2 − 2µL2

n

) (
Ane

iβ1ny −Bne
−iβ1ny

)
−

−2iµLnβ2n
(
Cne

iβ2ny +Dne
−iβ2ny

)]
eiLnx,

τ(x, y) =
+∞∑

n=−∞

[
2iµLnβ1n

(
Ane

iβ1ny +Bne
−iβ1ny

)
+

+i
(
ρω2 − 2µL2

n

) (
Cne

iβ2ny −Dne
−iβ2ny

)]
eiLnx,

(1.9)
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ãäå An, Bn, Cn, Dn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ óïðóãàÿ âîëíà Ôëîêå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íóþ ñóììó ãàð-

ìîíèê Ôëîêå. Êàæäàÿ ãàðìîíèêà Ôëîêå, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ íàëîæåíèåì ÷åòûðåõ

ýëåìåíòàðíûõ âîëí (ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ÷åòûðåõ ñëàãàåìûõ).

Âûïèøåì êîìïîíåíòû ýëåìåíòàðíûõ óïðóãèõ âîëí Ôëîêå:



ux(x, y) = Lne
iβ1nyeiLnx, uy(x, y) = β1ne

iβ1nyeiLnx,

σx(x, y) = i(λk21 + 2µL2
n)e

iβ1nyeiLnx,

σy(x, y) = i
(
ρω2 − 2µL2

n

)
eiβ1nyeiLnx,

τ(x, y) = 2iµLnβ1ne
iβ1nyeiLnx.

(1.10)



ux(x, y) = −Lne−iβ1nyeiLnx, uy(x, y) = β1ne
−iβ1nyeiLnx,

σx(x, y) = −i(λk21 + 2µL2
n)e

−iβ1nyeiLnx,

σy(x, y) = −i
(
ρω2 − 2µL2

n

)
e−iβ1nyeiLnx,

τ(x, y) = 2iµLnβ1ne
−iβ1nyeiLnx.

(1.11)



ux(x, y) = β2ne
iβ2nyeiLnx, uy(x, y) = −Lneiβ2nyeiLnx,

σx(x, y) = 2iµLnβ2ne
iβ2nyeiLnx,

σy(x, y) = −2iµLnβ2ne
iβ2nyeiLnx,

τ(x, y) = i
(
ρω2 − 2µL2

n

)
eiβ2nyeiLnx.

(1.12)



ux(x, y) = β2ne
−iβ2nyeiLnx, uy(x, y) = Lne

−iβ2nyeiLnx,

σx(x, y) = 2iµLnβ2ne
−iβ2nyeiLnx,

σy(x, y) = −2iµLnβ2nLne
−iβ2nyeiLnx,

τ(x, y) = −i
(
ρω2 − 2µL2

n

)
e−iβ2nyeiLnx.

(1.13)

Ïåðâûå äâå ýëåìåíòàðíûå âîëíû (áóäåì íàçûâàòü èõ âîëíàìè òèïà À è òèïà B) ÿâëÿþòñÿ

ïðîäîëüíûìè, à âòîðûå äâå (òèïà C è òèïà D) � ïîïåðå÷íûìè. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýëåìåí-

òàðíûõ âîëí áóäóò èññëåäîâàíû íèæå.

1.4. Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ëàìå

Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïîëó÷èòü ýëåìåíòàðíûå óïðóãèå âîëíû Ôëîêå ðàçëè÷íûõ òèïîâ èç

ñèñòåìû óðàâíåíèé Ëàìå (1.3).

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1.3) â âèäå (1.6). Êîýôôèöèåíòû Ôëîêå ôóíêöèé

ux(x, y) è uy(x, y) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
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íåíèé 2-ãî ïîðÿäêà

µu
′′

xn(y) +
(
ρω2 − (λ+ 2µ)L2

n

)
uxn(y) + iLn(λ+ µ)u

′

yn(y) = 0,

(λ+ 2µ)u
′′

yn(y) + iLn(λ+ 2µ)u
′

xn(y) +
(
ρω2 − µL2

n

)
uyn(y) = 0.

(1.14)

Ââåäåì íîâûå èñêîìûå ôóíêöèè

v1n(y) = uxn(y), v2n(y) = u
′

xn(y), v3n(y) = uyn(y), v4n(y) = u
′

yn(y)

è ïåðåéäåì îò ñèñòåìû óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà

v
′

1n(y) = v2n(y),

µv
′

2n(y) +
[
ρω2 − (λ+ 2µ)L2

n

]
v1n(y) + i (λ+ µ)Lnv4n(y) = 0,

v
′

3n(y) = v4n(y),

(λ+ 2µ) v
′

4n(y) +
[
ρω2 − µL2

n

]
v3n(y) + i (λ+ µ)Lnv2n(y) = 0.

(1.15)

Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ vn(y) = (v1n(y), v2n(y), v3n(y), v4n(y)). Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

(1.15) â íîðìàëüíîé ôîðìå v
′
n(y) = Avn(y), ãäå ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ

A =



0 1 0 0

−λ+ 2µ

µ
β2
1n 0 0 −iλ+ µ

µ
Ln

0 0 0 1

0 −i λ+ µ

λ+ 2µ
Ln − µ

λ+ 2µ
β2
2n 0


.

Ìàòðèöà A èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ±iβ1n, ±iβ2n è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå

âåêòîðû

g1,2n =
(
±Ln, iβ1nLn, β1n, ±iβ2

1n

)
,

g3,4n =
(
β2n, ∓iβ2

2n, ∓Ln, −iβ2nLn
)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.15) èìååò âèä

vn(y) = Ang
1
ne
iβ1ny +Bng

2
ne

−iβ1ny + Cng
3
ne
iβ2ny +Dng

4
ne

−iβ2ny,

ãäå An, Bn, Cn, Dn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Îòñþäà

ux(x, y) =
+∞∑

n=−∞

[
AnLne

iβ1ny −BnLne
−iβ1ny + Cnβ2ne

iβ2ny +Dnβ2ne
−iβ2ny

]
eiLnx,

uy(x, y) =
+∞∑

n=−∞

[
Anβ1ne

iβ1ny +Bnβ1ne
−iβ1ny − CnLne

iβ2ny +DnLne
−iβ2ny

]
eiLnx.

Ôóíêöèè íàïðÿæåíèé ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëàì (1.2).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñòðîåííîå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì (1.9) ñèñòåìû óðàâíåíèé

òåîðèè óïðóãîñòè 1-ãî ïîðÿäêà.
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2. Ýíåðãèÿ óïðóãîé âîëíû

Âîëíîâûå ïðîöåññû â óïðóãîé ñðåäå ñâÿçàíû ñ ÿâëåíèåì ïåðåíîñà ýíåðãèè. ×òîáû âûÿñ-

íèòü, â êàêîì íàïðàâëåíèè óïðóãàÿ âîëíà ïåðåíîñèò ýíåðãèþ, íóæíî îïðåäåëèòü äëÿ óïðóãîé

ñðåäû ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Èíîãäà ýòî äåëàåòñÿ àêñèîìàòè÷åñêè (èñõîäÿ èç ôè-

çè÷åñêîãî ñìûñëà), íî áîëåå åñòåñòâåííî âûâåñòè èç ñèñòåìû óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè

ðàâåíñòâî, êîòîðîå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

2.1. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé èç ñèñòåìû èñõîäíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ðàâåíñòâî âèäà

divΠ+
∂E

∂t
= 0. (2.1)

Òîãäà âûðàæåíèå E ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïëîòíîñòü íåêîòîðîé âåëè÷èíû, à âûðàæå-

íèå Π � êàê ïëîòíîñòü ïîòîêà ýòîé âåëè÷èíû (âåêòîð Óìîâà-Ïîéíòèíãà). Ðàâåíñòâî (2.1) â

ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå), ñì.

[24, �5]. Åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü ýòî ðàâåíñòâî ïî íåêîòîðîé îáëàñòè, òî, ïîñëå çàìåíû èíòå-

ãðàëà ïî îáëàñòè íà èíòåãðàë ïî åå ãðàíèöå, ïîëó÷èòñÿ, ÷òî èçìåíåíèå ñóììàðíîãî çíà÷åíèÿ

âåëè÷èíû E â îáëàñòè òî÷íî ðàâíî ïîòîêó ýòîé âåëè÷èíû ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòè.

Â êíèãå Ñ.Ê. Ãîäóíîâà [10, ñ. 65], ïîêàçàíî, êàê âûâåñòè çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â

ñëó÷àå ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ àêóñòè÷åñêèå âîëíû. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ òàêæå âûâîäèòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, ñì., íàïðèìåð,

[27, �8]. Çàìåòèì, ÷òî â ýëåêòðîäèíàìèêå ïðèíÿòî íàçûâàòü âåêòîð ïîòîêà ýíåðãèè âåêòîðîì

Ïîéíòèíãà, â ãèäðîäèíàìèêå � âåêòîðîì Óìîâà, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ � âåêòîðîì Óìîâà-

Ïîéíòèíãà.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â ñëó÷àå óïðóãèõ êîëåáàíèé â ðàáîòå Ä.Í. Òóìàêîâà [55] âûâå-

äåí èç ñèñòåìû óðàâíåíèé Ëàìå. Ïðè ýòîì îòìå÷åíî, ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü íåñêîëüêî ðàâåíñòâ

âèäà (2.1), íî òîëüêî îäíî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì çàêîíîì. Òàê êàê â äèíàìè÷åñêîé òåî-

ðèè óïðóãîñòè õîðîøî èçâåñòíû ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé

ýíåðãèè òåëà (ñì., íàïðèìåð, [26, �24]), òî ïðè âûâîäå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè âûðàæåíèå

äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè E óïðóãîé âîëíû ôàêòè÷åñêè óæå çàäàíî. Òîãäà ôîðìóëèðîâêà ýòîãî

çàêîíà îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî.

Òåîðåìà 2.1. Åñëè ux, uy, σx, σy, τ � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.1), òî èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî âèäà (2.1):
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− ∂

∂x

[∂ux
∂t

σx +
∂uy
∂t

τ
]
− ∂

∂y

[∂ux
∂t

τ +
∂uy
∂t

σy
]
+

+
∂

∂t

{
ρ

2

[(
∂ux
∂t

)2

+

(
∂uy
∂t

)2]
+
λ+ 2µ

2

[(
∂ux
∂x

)2

+

(
∂uy
∂y

)2]}
+

+
∂

∂t

[
µ

2

(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)2

+ λ
∂ux
∂x

∂uy
∂y

]
= 0

(2.2)

(çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîñòàâèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ óðàâíåíèé èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.1).

Ñëåâà âûïèñàíû óðàâíåíèÿ, à ñïðàâà � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìíîæèòåëè:

∂σx
∂x

+
∂τ

∂y
− ρ

∂2ux
∂t2

= 0 ×∂ux
∂t

+

∂τ

∂x
+
∂σy
∂y

− ρ
∂2uy
∂t2

= 0 ×∂uy
∂t

+

σx − (λ+ 2µ)
∂ux
∂x

− λ
∂uy
∂y

= 0 ×∂2ux
∂t∂x

+

σy − (λ+ 2µ)
∂uy
∂y

− λ
∂ux
∂x

= 0 ×∂
2uy
∂t∂y

+

τ − µ

(
∂ux
∂y

− ∂uy
∂x

)
= 0 ×∂2ux

∂t∂x
+
∂2uy
∂t∂y

.

Ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ ïîëó÷èì ôîðìóëó (2.2).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óïðóãîé âîëíû ïëîòíîñòü ýíåðãèè

E = E(x, y, t) =
ρ

2

[(
∂ux
∂t

)2

+
(
∂uy
∂t

)2]
+

+
λ+ 2µ

2

[(
∂ux
∂x

)2

+
(
∂uy
∂y

)2]
+
µ

2

(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)2

+ λ
∂ux
∂x

∂uy
∂y

,

(2.3)

è ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè

Π = Π(x, y, t) = −
(
∂ux
∂t

σx +
∂uy
∂t

τ,
∂ux
∂t

τ +
∂uy
∂t

σy

)
. (2.4)

Ñðåäíåå çíà÷åíèå (ïî ïåðèîäó èçìåíåíèÿ âðåìåíè T = 2π/ω) âåêòîðà Óìîâà-Ïîéíòèíãà

Π(x, y) =
1

T

T∫
0

Π(x,y, t)dt

ëåãêî âûðàçèòü ÷åðåç êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé. Ïðè çàâèñèìîñòè

îò âðåìåíè âèäà exp(iωt)

Π(x, y) = −ω
2

Im
(
u∗xσx + u∗yτ, u

∗
xτ + u∗yσy

)
, (2.5)

çäåñü ∗ � çíàê êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ.



21

2.2. Ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè

Ïåðåíîñÿò ëè ýíåðãèþ ýëåìåíòàðíûå ãàðìîíèêè Ôëîêå (1.10)�(1.13)? ×òîáû îòâåòèòü íà

ýòîò âîïðîñ, íóæíî âû÷èñëèòü äëÿ êàæäîé èç ýòèõ âîëí ñðåäíåå çíà÷åíèå âåêòîðà Óìîâà-

Ïîéíòèíãà ïî ôîðìóëå (2.5). Â äàëüíåéøåì áóäåò ñóùåñòâåííî, êàê íàïðàâëåí ïîòîê ýíåðãèè

ýëåìåíòàðíûõ âîëí ïî îòíîøåíèþ ê ïðÿìûì y=const.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî óïðóãàÿ âîëíà ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà ïî îòíîøåíèþ ê ïðÿ-

ìîé, åñëè îíà ïåðåíîñèò ýíåðãèþ â íàïðàâëåíèè ïîëîæèòåëüíîé íîðìàëè ê íåé èëè (è) çàòó-

õàåò â ýòîì íàïðàâëåíèè. Îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ âîëíà ïåðåíîñèò ýíåðãèþ èëè (è)

çàòóõàåò â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè. Äëÿ ïðÿìûõ y=const íàïðàâëåíèå ïîëîæèòåëü-

íîé íîðìàëè ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì îñè y.

Òåîðåìà 2.2. Ýëåìåíòàðíûå ãàðìîíèêè Ôëîêå òèïîâ A è C ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðî-

âàíû ïî îòíîøåíèþ ê ïðÿìîé y = 0, à ãàðìîíèêè òèïîâ B è D � îòðèöàòåëüíî îðèåíòè-

ðîâàíû. Ïðè âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííûõ βjn ýëåìåíòàðíûå ãàðìîíèêè ïåðåíîñÿò

ýíåðãèþ, à ïðè ìíèìûõ çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííûõ βjn ýëåìåíòàðíûå ãàðìîíèêè çàòóõàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ýëåìåíòàðíîé ãàðìîíèêè Ôëîêå òèïà A êîìïîíåíòû ñðåäíåãî çíà-

÷åíèÿ âåêòîðà Óìîâà-Ïîéíòèíãà

Πx(x, y) = −ω
2
e−2 Imβ1ny Ln

(
2µL2

n + λk21 + 2µ|k21 − L2
n|
)
,

Πy(x, y) = −ω
2
e−2 Imβ1ny Re β1n ρω

2.

Åñëè β1n � âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òî çíà÷åíèÿ Πx è Πy íå çàâèñÿò îò y, ïðè÷åì Πy > 0. Åñëè

æå β1n � ÷èñòî ìíèìîå ÷èñëî, òî Πy = 0 (ýíåðãèÿ â íàïðàâëåíèè îñè y íå ïåðåíîñèòñÿ), à

Πx → 0 ïðè y → +∞.

Îñòàëüíûå òèïû ãàðìîíèê èìåþò àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà. Äëÿ ãàðìîíèêè òèïà B êîìïî-

íåíòû âåêòîðà Π

Πx(x, y) = −ω
2
e2 Imβ1ny Ln

(
2µL2

n + λk21 + 2µ|k21 − L2
n|
)
,

Πy(x, y) =
ω

2
e2 Imβ1ny Re β1n ρω

2,

äëÿ ãàðìîíèêè òèïà C

Πx(x, y) = −ω
2
e−2 Imβ2ny Ln

(
2µL2

n − ρω2 + 2µ|k22 − L2
n|
)
,

Πy(x, y) = −ω
2
e−2 Imβ2ny Re β2n ρω

2,
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è äëÿ ãàðìîíèêè òèïà D

Πx(x, y) = −ω
2
e2 Imβ2ny Ln

(
2µL2

n − ρω2 + 2µ|k22 − L2
n|
)
,

Πy(x, y) =
ω

2
e2 Imβ2ny Re β2n ρω

2.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëû (1.9) îïðåäåëÿþò âîëíó, ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííóþ

ïî îòíîøåíèþ ê ïðÿìîé y = 0, åñëè Bn = 0 è Dn = 0 ïðè âñåõ n, è âîëíó, îòðèöàòåëüíî

îðèåíòèðîâàííóþ ïî îòíîøåíèþ ê ïðÿìîé y = 0, åñëè An = 0 è Cn = 0 ïðè âñåõ n. Â òàêîé

ôîðìå â äàëüíåéøåì áóäåì çàäàâàòü óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ (óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè) äëÿ êâà-

çèïåðèîäè÷åñêèõ óïðóãèõ âîëí. Îðèåíòèðîâàííûå âîëíû áóäåì òàêæå íàçûâàòü óõîäÿùèìè

è ïðèõîäÿùèìè.

Êàê èçâåñòíî, ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âîëí â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿþòñÿ àääèòèâ-

íûìè ôóíêöèÿìè: íàïðèìåð, âåêòîð Óìîâà-Ïîéíòèíãà ñóììû äâóõ âîëí íå âñåãäà ñîâïàäàåò

ñ ñóììîé âåêòîðîâ Óìîâà-Ïîéíòèíãà îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ.

Âû÷èñëèì ïîòîê ýíåðãèè óïðóãîé âîëíû Ôëîêå ÷åðåç îòðåçîê [0, l] ïðÿìîé y = 0. Èç

ôîðìóëû (2.5) ñëåäóåò, ÷òî

P =

l∫
0

Πy(x, 0)dx = −ω
2
Im

l∫
0

[
u∗x(x, 0)τ(x, 0) + u∗y(x, 0)σy(x, 0)

]
dx.

Áóäåì íàçûâàòü ýòó âåëè÷èíó ïîòîêîì ýíåðãèè óïðóãîé âîëíû ÷åðåç ïåðèîä.

Åñëè íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè

ux(x, y) =
+∞∑

n=−∞
ux,n(y)e

iLnx, τ(x, y) =
+∞∑

n=−∞
τn(y)e

iLnx,

uy(x, y) =
+∞∑

n=−∞
uy,n(y)e

iLnx, σy(x, y) =
+∞∑

n=−∞
σy,n(y)e

iLnx,

òî ïðè âåùåñòâåííûõ α

P = −ω
2
Im

l∫
0

[ +∞∑
m=−∞

u∗x,m(0)e
−iLmx ×

+∞∑
n=−∞

τn(0)e
iLnx+

+
+∞∑

m=−∞
u∗y,m(0)e

−iLmx ×
+∞∑

n=−∞
σy,n(0)e

iLnx
]
dx =

= −ωl
2

+∞∑
n=−∞

Im
[
u∗x,n(0)τn(0) + u∗y,n(0)σy,n(0)

]
.
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Òàê êàê äëÿ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé âîëíû (Bn = 0, Dn = 0, n = 0,±1, . . .)

ux,n(0) = AnLn + Cnβ2n, τn(0) = iAn
[
2µβ1nLn + Cn

(
ρω2 − 2µL2

n

)]
,

uy,n(0) = Anβ1n − CnLn, σy,n(0) = iAn
[(
ρω2 − 2µL2

n

)
− 2Cnµβ2nLn

]
,

òî

P = − l

2
ρω3

∑
n

[
Reβ1n|An|2 +Reβ2n|Cn|2

]
.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé ñóììå ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ, â êîòîðûõ βjn �

âåùåñòâåííûå (îòðèöàòåëüíûå) ÷èñëà. Äëÿ îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé âîëíû

P =
l

2
ρω3

∑
n

[
Reβ1n|Bn|2 +Reβ2n|Dn|2

]
.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2.3. Äëÿ óïðóãîé îðèåíòèðîâàííîé êâàçèïåðèîäè÷åñêîé âîëíû ïîòîê ýíåðãèè

÷åðåç ïåðèîä ðàâåí ñóììå ïîòîêîâ ýíåðãèè ÷åðåç ïåðèîä îòäåëüíûõ ãàðìîíèê.

3. Äèôðàêöèÿ óïðóãîé âîëíû íà ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè

ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé äåôåêòîâ

Èññëåäóåì äâóìåðíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè â âåðõ-

íåé ïîëóïëîñêîñòè, îïèñûâàþùèå ïðîöåññ äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû Ôëîêå íà ïåðèîäè÷å-

ñêèõ ñèñòåìàõ äåôåêòîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè. Ïîêàæåì, ÷òî ïàðíûå

ñóììàòîðíûå ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ Ôëîêå èñêîìîé êâà-

çèïåðèîäè÷åñêîé âîëíû ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê íåêîòîðûì áåñêîíå÷íûì ñèñòåìàì ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé èëè ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì.

3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è äèôðàêöèè

Â äâóìåðíûõ çàäà÷àõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîñòîÿíèå óïðóãîé ñðåäû â ïîëóïðîñòðàíñòâå

y > 0 íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû z. Ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü â äàëüíåéøåì î êîëåáàíèÿõ

óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè, à íå ïîëóïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ óïðóãàÿ âîëíà îò áåñêîíå÷íî óäàëåííîãî èñòî÷íè-

êà íàáåãàåò ñâåðõó íà ãðàíèöó óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè. Ïðè îòðàæåíèè âîëíû îò ãðàíèöû

ïîÿâëÿåòñÿ óõîäÿùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòü ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ óïðóãàÿ âîëíà òîãî

æå òèïà. Åñëè íà ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêàõ ïðÿìîé y = 0 çàäàíû ðàçëè÷íûå óñëîâèÿ, ñâÿçûâà-

þùèå ñëåäû ó÷àñòâóþùèõ â ïðîöåññå óïðóãèõ âîëí, òî íàáëþäàåòñÿ ÿâëåíèå äèôðàêöèè �

óõîäÿùàÿ ââåðõ âîëíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàëîæåíèå áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ

âîëí.
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Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñìåøàííûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è, â êîòîðûõ íà ðàçíûõ ó÷àñò-

êàõ ãðàíèöû ïîëóïëîñêîñòèM è N çàäàþòñÿ ðàçíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Â l-ïåðèîäè÷åñêîì

ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè M è N ïðîìåæóòîê [0, l) (ñì. ðèñ. 3.1). Â îáùåì

ñëó÷àå ýòè ÷àñòè ìîãóò ñîñòîÿòü èç ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîìåæóòêîâ.

Ðèñ. 3.1. Óïðóãàÿ ïîëóïëîñêîñòü ñ ñèñòåìîé äåôåêòîâ íà ãðàíèöå

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ó÷àñòêàõ ãðàíèöû óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè äîëæíû ñîîòâåòñòâî-

âàòü ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó çàäà÷è äèôðàêöèè. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî âàðèàíòà òàêèõ óñëîâèé

ïðèìåì ñëåäóþùèå. Ïóñòü íà N âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü íàõîäèòñÿ â ïîëíîì êîíòàêòå ñ æåñò-

êèì îñíîâàíèåì, à íà M çàäàíû óñëîâèÿ ñêîëüæåíèÿ áåç òðåíèÿ. Óñëîâèìñÿ ðàññìàòðèâàòü

M êàê äåôåêò: óïðóãàÿ ïîëóïëîñêîñòü áûëà ïðèêðåïëåíà ê æåñòêîìó îñíîâàíèþ, íî îòñëî-

èëàñü îò íåãî íà ó÷àñòêå M. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷àñòü N ïðîìåæóòêà [0, l) òàêæå ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê äåôåêò: óïðóãàÿ ïîëóïëîñêîñòü ñíà÷àëà ñêîëüçèëà ïî îñíîâàíèþ, íî ïî-

òîì ïðèêëåèëàñü ê íåìó âäîëü N .

Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü

íà ãðàíèöó óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè ñ ñèñòåìîé äåôåêòîâ íàáåãàåò îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðî-

âàííàÿ óïðóãàÿ âîëíà u(0)x , u(0)y , σ(0)
x , σ(0)

y , τ (0). Íóæíî íàéòè ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííóþ

óïðóãóþ âîëíó ux, uy, σx, σy, τ , îáðàçóþùóþñÿ â ïðîöåññå åå äèôðàêöèè.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñåé÷àñ ñëó÷àå óñëîâèÿ êîíòàêòà óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè ñ æåñòêèì

îñíîâàíèåì çàäàþòñÿ òàê:

u(0)x (x, 0) + ux(x, 0) = 0, u(0)y (x, 0) + uy(x, 0) = 0 íà N , (3.1)

u(0)y (x, 0) + uy(x, 0) = 0, τ (0)(x, 0) + τ(x, 0) = 0 íà M. (3.2)

Òàêèì îáðàçîì, íóæíî íàéòè ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

(1.2) â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (3.1) è (3.2).

Êëàññ èñêîìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.2) â ïîëóïëîñêîñòè y > 0 îïðåäåëèì ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: ux, uy, σx, σy, τ � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ïðåäåëüíûå
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çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïðè y → 0 + 0 ñóùåñòâóþò ïðè x ∈ [0, l) âñþäó, êðîìå, ìîæåò áûòü, êî-

íå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê. Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì y çíà÷åíèÿ ôóíêöèé

ux, uy, σx, σy, τ � l-ïåðèîäè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè y → 0 + 0 ñóùåñòâóþò èõ ñëåäû íà

ïðÿìîé y = 0 (ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå).

3.2. Ñêàëÿðíûå ñóììàòîðíûå è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ

Ïóñòü ïàäàþùàÿ âîëíà èìååò êîìïîíåíòû

u(0)x (x, y) =
[
−BsLse

−iβ1sy +Dsβ2se
−iβ2sy

]
eiLsx,

u(0)y (x, y) =
[
Bsβ1se

−iβ1sy +DsLse
−iβ2sy

]
eiLsx,

σ(0)
x (x, y) = i

[
−Bs

(
λk21 + 2µL2

s

)
e−iβ1sy + 2Dsµβ2sLse

−iβ2sy
]
eiLsx,

σ(0)
y (x, y) = i

[
−Bs

(
ρω2 − 2µL2

s

)
e−iβ1sy − 2Dsµβ2sLse

−iβ2sy
]
eiLsx,

τ (0)(x, y) = i
[
2BsµLsβ1se

−iβ1sy −Ds

(
ρω2 − 2µL2

s

)
e−iβ2sy

]
eiLsx,

(3.3)

òî åñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ýëåìåíòàðíûõ ãàð-

ìîíèê Ôëîêå � ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé âîëí ñ íîìåðàìè s. Ôàêòè÷åñêè òàêàÿ ãàðìîíèêà

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó ïëîñêèõ âîëí ðàçíîé ïîëÿðèçàöèè ñ ñîãëàñîâàííûìè óãëàìè ïàäå-

íèÿ íà ïëîñêîñòü y = 0. Çäåñü Bs è Ds � çàäàííûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Áóäåì èñêàòü ñîñòàâëÿþùèå óõîäÿùåé âîëíû â âèäå

ux(x, y) =
+∞∑

n=−∞

[
AnLne

iβ1ny + Cnβ2ne
iβ2ny

]
eiLnx,

uy(x, y) =
+∞∑

n=−∞

[
Anβ1ne

iβ1ny − CnLne
iβ2ny

]
eiLnx,

σx(x, y) = i
+∞∑

n=−∞

[
An

(
λk21 + 2µL2

n

)
eiβ1ny + 2Cnµβ2nLne

iβ2ny
]
eiLnx,

σy(x, y) = i
+∞∑

n=−∞

[
An

(
ρω2 − 2µL2

n

)
eiβ1ny − 2Cnµβ2nLne

iβ2ny
]
eiLnx,

τ(x, y) = i
+∞∑

n=−∞

[
2AnµLnβ1ne

iβ1ny + Cn
(
ρω2 − 2µL2

n

)
eiβ2ny

]
eiLnx.

(3.4)

Ðàññìîòðèì ïðåäâàðèòåëüíî äâà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷àì îá îòðà-

æåíèè óïðóãèõ âîëí îò ãðàíèöû óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè áåç äåôåêòîâ.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè óïðóãàÿ ïîëóïëîñêîñòü íàõîäèòñÿ â ïîëíîì êîíòàêòå ñ æåñòêèì

îñíîâàíèåì âäîëü âñåé ãðàíèöû, òî ó îòðàæåííîé âîëíû îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî ãàðìîíè-

êà ñ íîìåðîì s. Åñëè óïðóãàÿ ïîëóïëîñêîñòü ñêîëüçèò áåç òðåíèÿ ïî æåñòêîìó îñíîâàíèþ,

òî ó îòðàæåííîé âîëíû îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî ãàðìîíèêà ñ íîìåðîì s.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïåðâîì ñëó÷àå íà âñåé îñè x äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

(−BsLs +Dsβ2s) e
iLsx +

+∞∑
n=−∞

(AnLn + Cnβ2n) e
iLnx = 0,

(Bsβ1s +DsLs) e
iLsx +

+∞∑
n=−∞

(Anβ1n − CnLn) e
iLnx = 0.

(3.5)

Ñëåäîâàòåëüíî, An = 0, Cn = 0 ïðè n ̸= s è

As = Bs
L2
s − β1sβ2s

L2
s + β1sβ2s

−Ds
2β2sLs

L2
s + β1sβ2s

,

Cs = Bs
2β1sLs

L2
s + β1sβ2s

+Ds

(
L2
s − β1sβ2s

L2
s + β1sβ2s

− 1

)
.

Âî âòîðîì ñëó÷àå íà âñåé îñè x äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà

(Bsβ1s +DsLs) e
iLsx +

+∞∑
n=−∞

(Anβ1n − CnLn) e
iLnx = 0,

[
2µBsβ1sLs−Ds

(
ρω2 − 2µL2

s

)]
eiLsx+

+∞∑
n=−∞

[
2µAnβ1nLn + Cn

(
ρω2 − 2µL2

n

)]
eiLnx=0.

(3.6)

Òîãäà An = 0, Cn = 0 ïðè n ̸= s è

As = −Bs, Cs = Ds.

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ïðîÿâèëîñü ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå óñëîâèé êîíòàêòà óïðóãîé ïîëó-

ïëîñêîñòè ñ æåñòêèì îñíîâàíèåì. Åñëè ïðè ïîëíîì êîíòàêòå íà ãðàíèöó ðàçäåëà ñðåä ïàäàåò

èëè òîëüêî ïðîäîëüíàÿ, èëè òîëüêî ïîïåðå÷íàÿ âîëíà, òî â îòðàæåííîé âîëíå ïðèñóòñòâó-

þò îáà ñëàãàåìûõ � è ïðîäîëüíîå, è ïîïåðå÷íîå. Ïðè ñêîëüæåíèè áåç òðåíèÿ ïîëÿðèçàöèÿ

îòðàæåííîé âîëíû òàêàÿ æå, êàê ó ïàäàþùåé âîëíû.

Ïðè íàëè÷èè äåôåêòîâ óñëîâèÿ (3.5) äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ïðè x ∈ N è óñëîâèÿ (3.6)

� ïðè x ∈ M. Âòîðîå ðàâåíñòâî èç (3.5) è ïåðâîå ðàâåíñòâî èç (3.6) ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó

Anβ1n − CnLn = 0 ïðè n ̸= s, Bsβ1s +DsLs + Asβ1s − CsLs = 0.

Èñêëþ÷èì íåèçâåñòíûå An:

An =
Ln
β1n

Cn ïðè n ̸= s, As =
Ls
β1s

(Cs −Ds)−Bs. (3.7)

Òîãäà ïåðâîå ðàâåíñòâî èç (3.5) äàåò

+∞∑
n=−∞

Cn

(
L2
n

β1n
+ β2n

)
eiLnx =

[
2BsLs +Ds

(
L2
s

β1s
− β2s

)]
eiLsx, x ∈ N , (3.8)
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à âòîðîå ðàâåíñòâî èç (3.6) ñâîäèòñÿ ê

+∞∑
n=−∞

Cne
iLnx = Dse

iLsx. x ∈ M. (3.9)

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 3.2. Ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.2) ñ óñëîâèÿìè (3.1) è (3.2)

â êëàññå ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ðåøåíèé (çàäà÷à äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû íà

ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå äåôåêòîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè) ñâîäèòñÿ ê

ïàðíîìó ñóììàòîðíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ (3.8), (3.9).

Â ðàáîòå Í.Á. Ïëåùèíñêîãî è Ä.Í. Òóìàêîâà [49] ïîêàçàíî, êàê ïåðåéòè îò àíàëîãè÷íîãî

ïàðíîãî ñóììàòîðíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ÏÑÔÓ) çàäà÷è äèôðàêöèè ýëåêòðîìàã-

íèòíîé âîëíû íà ïåðèîäè÷åñêîé ðåøåòêå èç èäåàëüíî ïðîâîäÿùèõ áåñêîíå÷íî òîíêèõ ëåíò

ê ðåãóëÿðíîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÁÑËÀÓ) èëè ê èí-

òåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ. Èñïîëüçóåì ïðåäëîæåííóþ â ýòîé ðàáîòå ìåòîäèêó.

Èìååò ñìûñë ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçîâàòü ÏÑÔÓ (3.8), (3.9) òàê, ÷òîáû â îäíîé èç åãî

÷àñòåé ñïðàâà ñòîÿë íóëü. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì íîâûå íåèçâåñòíûå

C̃s = Cs −
2BsLsβ1s +Ds (L

2
s − β1sβ2s)

L2
s + β1sβ2s

, C̃n = Cn ïðè n ̸= s,

è îáîçíà÷èì

γn =
L2
n

β1n
+ β2n, D̃s =

2Ls (Bsβ1s +Ds)

L2
s + β1sβ2s

.

Ïîäåëèì îáà ðàâåíñòâà ÏÑÔÓ íà exp(iαx) è ïîëó÷èì

+∞∑
n=−∞

γnC̃ne
i 2π

l
nx = 0, x ∈ N , (3.10)

+∞∑
n=−∞

C̃ne
i 2π

l
nx = D̃se

i 2π
l
sx, x ∈ M. (3.11)

Ïåðåõîä ê íîâûì íåèçâåñòíûì èìååò îïðåäåëåííûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Êîýôôèöèåíòû

Ôëîêå C̃n ñîîòâåòñòâóþò êâàçèïåðèîäè÷åñêîé óïðóãîé âîëíå, îïðåäåëÿþùåé âîçìóùåíèå îò-

ðàæåííîãî óïðóãîãî âîëíîâîãî ïîëÿ, ïîðîæäåííîå ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé äåôåêòîâ. Ôàê-

òè÷åñêè ðåøåíèå çàäà÷è äèôðàêöèè íàõîäèòñÿ â âèäå äâóõ ñëàãàåìûõ. Ïåðâîå ñëàãàåìîå

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïðóãóþ âîëíó, îòðàæåííóþ îò ãðàíèöû óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè, íàõî-

äÿùåéñÿ â ïîëíîì êîíòàêòå ñ æåñòêèì îñíîâàíèåì (íå ðàâíû íóëþ òîëüêî êîýôôèöèåíòû

ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ñ íîìåðîì s). Âòîðîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîçìóùåíèå îò ñèñòåìû

äåôåêòîâ, îíî îïðåäåëÿåòñÿ èç ÏÑÔÓ (3.10), (3.11).
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Áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì îáîçíà÷åíèÿ

Ik =
∫
M

ei
2π
l
ktdt, Jk =

∫
N

ei
2π
l
ktdt, k = 0,±1, . . . (3.12)

Î÷åâèäíî, ÷òî J0 = l − I0 è Jk = −Ik ïðè k ̸= 0. Ëåãêî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ

äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ (3.12), â òîì ÷èñëå, êîãäà ìíîæåñòâî M ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ

ïðîìåæóòêîâ.

Ëåììà 3.1. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà ÷èñåë Zn, ãäå n = 0,±1, ..., ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (åñëè

èìåþò ñìûñë áåñêîíå÷íûå ñóììû)

l∫
0

( +∞∑
n=−∞

γnZne
i 2π

l
nt
)(

1

l

+∞∑
m=−∞

1

γm
ei

2π
l
m(x−t)

)
dt =

+∞∑
n=−∞

Zne
i 2π

l
nx, x ∈ (0, l). (3.13)

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû ôóíêöèé exp(i2π
l
nx) íà îòðåçêå

[0, l].

Òîãäà ñ îäíîé ñòîðîíû çíà÷åíèÿ ñóììû

+∞∑
n=−∞

C̃ne
i 2π

l
nx

çàäàíû íàM ðàâåíñòâîì (3.11), à ñ äðóãîé ñòîðîíû èç èíòåãðàëüíî-ñóììàòîðíîãî òîæäåñòâà

(3.13) ñ ó÷åòîì (3.10) ñëåäóåò, ÷òî íà N

+∞∑
n=−∞

C̃ne
i 2π

l
nx =

∫
M

( +∞∑
n=−∞

γnC̃ne
i 2π

l
nt
)(

1

l

+∞∑
m=−∞

1

γm
ei

2π
l
m(x−t)

)
dt =

=
1

l

+∞∑
n=−∞

γnC̃n
+∞∑

m=−∞

1

γm
In−me

i 2π
l
mx.

Ïåðåéäåì îò ðàâåíñòâà ôóíêöèé íà [0, l) ê ðàâåíñòâàì èõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå è ïîëó-

÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.3. Çàäà÷à äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû íà ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå äåôåêòîâ

ñâîäèòñÿ ÁÑËÀÓ

lC̃k −
1

l

+∞∑
n=−∞

γnC̃n
+∞∑

m=−∞

1

γm
In−mJm−k = D̃sIs−k, k = 0,±1, . . . (3.14)

Ëåâàÿ ÷àñòü ÁÑËÀÓ (3.14) ñîâïàäàåò ñ ëåâîé ÷àñòüþ îäíîé èç áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì, ïî-

ëó÷åííûõ â ðàáîòå [49] ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà

ïåðèîäè÷åñêîé ðåøåòêå, íåêîòîðîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÷èñëà γn îïðåäåëåíû èíà÷å.

Â ýòîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ÁÑËÀÓ ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè � â òîì ñìûñëå, ÷òî èõ
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åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ìåòîäîì óñå÷åíèÿ (ðåäóêöèè). Äîêàçàíî, ÷òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé êîíå÷íûõ ÑËÀÓ

lC̃k −
1

l

N∑
n=−N

γnC̃n
M∑

m=−M

1

γm
In−mJm−k = D̃sIs−k, k = 0,±1, . . . (3.15)

ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ÁÑËÀÓ ïðè M > N . Ýòî óòâåðæäåíèå ñîõðàíÿåòñÿ è â íàøåì

ñëó÷àå, ïîñêîëüêó ñõîäèìîñòü ìåòîäà óñå÷åíèÿ çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ ÷èñåë γn ïðè áîëüøèõ

n. Äëÿ ÁÑËÀÓ (3.14) òàêæå γn ∼ const|n| ïðè n→ ±∞.

Â ðàáîòå [49] îòìå÷åíî, ÷òî è ïðè M = N , à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ è ïðè M < N , íàáëþ-

äàåòñÿ ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà. Â òî æå âðåìÿ, åñëè íåïîñðåäñòâåííî ÏÑÔÓ (3.10),

(3.11) ïåðåïèñàòü êàê ðàâåíñòâà êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ñòîÿùèõ â íèõ ôóíêöèé, òî ïîëó-

÷èì ÁÑËÀÓ ñî ñâîéñòâàìè îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà. Â ýòîì ñìûñëå

ìåòîä èíòåãðàëüíî-ñóììàòîðíîãî òîæäåñòâà, èñïîëüçîâàííûé ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ÏÑÔÓ ê

ÁÑËÀÓ, ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê îäèí èç ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷è.

Ñëåäóÿ ðàáîòå [47, ï. 7.2], îáîçíà÷èì

w(x) =
+∞∑

n=−∞
γnC̃ne

i 2π
l
nx.

Ïî ïîñòðîåíèþ ÷èñëà γnC̃n ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ýòîé ôóíêöèè. Òàê êàê

w(x) = 0 ïðè x ∈ N â ñèëó (3.10), òî

γnC̃n =
1

l

∫
M

w(t)e−i
2π
l
ntdt, n = 0,±1, . . .

Òîãäà èç ðàâåíñòâà (3.11) ñëåäóåò, ÷òî

1

l

∫
M

w(t)
+∞∑

n=−∞

1

γn
ei

2π
l
n(x−t)dt = D̃se

i 2π
l
sx, x ∈ M. (3.16)

Òåîðåìà 3.4. Çàäà÷à äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû íà ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå äåôåêòîâ,

ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè, ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (3.16) ñ

ëîãàðèôìè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ â ÿäðå.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè |n| → +∞ çíà÷åíèå γn = O(|n|). Òîãäà ïîâåäåíèå ÿäðà èíòåãðàëüíîãî

óðàâíåíèÿ (3.16) ïðè t→ x îïðåäåëÿåò ñëàãàåìîå âèäà

+∞∑
n=−∞
n̸=0

ei
2π
l
n(x−t)

|n|
= −2 ln

[
2 sin

2π
l
|x− t|
2

]
.

Äëÿ ôóíêöèè

v(x) =
+∞∑

n=−∞
C̃ne

i 2π
l
nx
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òàêæå ëåãêî ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

1

l

∫
N

v(t)
+∞∑

n=−∞
γne

i 2π
l
n(x−t)dt = −1

l
D̃s

+∞∑
n=−∞

γnIs−ne
i 2π

l
nx x ∈ N , (3.17)

ñ ãèïåðñèíãóëÿðíûì ÿäðîì.

Êàê è â ñëó÷àå çàäà÷è äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà ïåðèîäè÷åñêîé ðåøåòêå

(ñì. [47, ãë. 6]), â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 3.4 íå ñëó÷àéíî ñêàçàíî �ñâîäèòñÿ�, (ýòî îòíîñèòñÿ

è ê óðàâíåíèþ (3.17)). Äåëî â òîì, ÷òî êàê òîëüêî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé áóäóò

íàéäåíû, ýòè ðåøåíèÿ äîëæíû áûòü äîîïðåäåëåíû äî âñåãî èíòåðâàëà (0, l): w(x) = 0 ïðè

x ∈ N è v(x) = D̃se
i 2π

l
nx ïðè x ∈ M. Ïîýòîìó çàäà÷à äèôðàêöèè ñâîäèòñÿ ôàêòè÷åñêè ê

äâóì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì òðåòüåãî ðîäà.

Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (3.16) è (3.17) ìîãóò áûòü íàéäåíû ìå-

òîäîì Ãàëåðêèíà. Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ äëÿ óðàâíåíèé ñ òàêèìè îñîáåííîñòÿìè â

ÿäðàõ îáû÷íî âûáèðàþòñÿ ïîëèíîìû ×åáûøåâà ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ñ âåñîâûìè ôóíê-

öèÿìè. Çàìåòèì, ÷òî ðàñ÷åòíûé àëãîðèòì óñëîæíÿåòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü

ÿäðà (òî, ÷òî îñòàåòñÿ ïîñëå âûäåëåíèÿ ãëàâíîé îñîáåííîñòè) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ñõî-

äÿùåãîñÿ, íî íå áûñòðî, ðÿäà. Åñëè æå â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé âûáèðàòü ýêñïîíåíòû

exp(i2π
l
kx), òî ìåòîä Ãàëåðêèíà ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ êîíå÷íîé ÑËÀÓ (3.15). Òàêèì îáðàçîì,

öåëåñîîáðàçíî ñâîäèòü ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû íà ïåðèîäè÷å-

ñêîé ñèñòåìå äåôåêòîâ íåïîñðåäñòâåííî ê ÁÑËÀÓ.

3.3. Âåêòîðíûå ñóììàòîðíûå è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ

Ïðåæäå ÷åì ðàññìàòðèâàòü áîëåå ñëîæíûé âàðèàíò çàäà÷è äèôðàêöèè óïðóãèõ âîëí íà

ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå äåôåêòîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíèöå óïðóãîé ïëîñêîñòè, ïåðåéäåì

ê âåêòîðíûì (âåêòîðíî-ìàòðè÷íûì) ïðåäñòàâëåíèÿì ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé.

Ïóñòü óïðóãîå ïîëå îïðåäåëÿåò âåêòîð-ôóíêöèÿ u = u(x, y) = (ux, uy, σy, τ). Îòìåòèì, ÷òî

íàïðÿæåíèå σx íå èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ, òàê êàê åãî ñëåäû íå ñîäåðæàòñÿ

â ðàññìàòðèâàåìûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.

Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.2) â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (1.9) çàïèøåì â

âåêòîðíîì âèäå

u(x, y) = eiαx
+∞∑

n=−∞

[
AnE

+
nan +BnE

−
nbn

]
ei

2π
l
nx, (3.18)
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ãäå ìàòðèöû An è Bn ñîñòàâëåíû èç âåêòîðîâ h1
n, h

3
n è h

2
n, h

4
n (ñì. ï. 1.3) êàê èç ñòîëáöîâ,

An=



Ln β2n

β1n −Ln
i (ρω2 − 2µL2

n) −2iµβ2nLn

2iµβ1nLn i (ρω2 − 2µL2
n)


, Bn=



−Ln β2n

β1n Ln

−i (ρω2 − 2µL2
n) −2iµβ2nLn

2iµβ1nLn −i (ρω2 − 2µL2
n)


,

ìàòðèöû

E+
n (y) =

 eiβ1ny 0

0 eiβ2ny

 , E−
n (y) =

 e−iβ1ny 0

0 e−iβ2ny

 ,
an è bn � íåêîòîðûå äâóìåðíûå âåêòîðû. Âåêòîðíûå êîýôôèöèåíòû an ñîîòâåòñòâóþò ïîëî-

æèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûì âîëíàì, à êîýôôèöèåíòû bn � îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûì.

Èõ êîìïîíåíòû èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è êîýôôèöèåíòû An, Cn è Bn, Dn â ôîðìóëàõ (1.9).

Ïóñòü ïðèõîäÿùàÿ ñâåðõó óïðóãàÿ âîëíà çàäàíà âåêòîð-ôóíêöèåé

u(0) = BsE
−
s (y)b

(0)
s eiLsx.

Áóäåì èñêàòü óõîäÿùóþ ââåðõ âîëíó Ôëîêå â âèäå âåêòîðíîãî ðÿäà

u =
+∞∑

n=−∞
AnE

+
n (y)ane

iLnx.

Â äàëüíåéøåì áóäåò óäîáíî èìåòü äåëî íå ñ âåêòîð-ôóíêöèÿìè u, à ñ áîëåå êîðîòêèìè

èõ ÷àñòÿìè. ×òîáû âûäåëèòü ïîäâåêòîðû èç âåêòîðîâ u, áóäåì èç ñòðîê ìàòðèö An è Bn ñî-

ñòàâëÿòü ïîäìàòðèöû Pn,Qn èRn, Sn ñîîòâåòñòâåííî. Ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ïîäìàòðèö

çàâèñÿò îò òèïà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â çàäà÷å äèôðàêöèè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû íà ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè ñ äåôåêòàìè

ñî ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè: íà N , êàê è ðàíüøå, çàäàíû óñëîâèÿ (3.1) ïîëíîãî êîíòàêòà

óïðóãîãî òåëà ñ æåñòêèì îñíîâàíèåì, à íà M � óñëîâèÿ âèäà

σ(0)
y (x, 0) + σy(x, 0) = 0, τ (0)(x, 0) + τ(x, 0) = 0, x ∈ M (3.19)

(ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà).

Ïðåäâàðèòåëüíî ïîëó÷èì ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è îá îòðàæåíèè óïðóãîé âîëíû

îò ãðàíèöû ïîëóïëîñêîñòè ñ óñëîâèÿìè ïîëíîãî êîíòàêòà (áåç äåôåêòîâ). Âûäåëèì èç âåê-

òîðà u ïîäâåêòîðû (ux, uy) è (σy, τ). Ïóñòü ìàòðèöû Pn è Rn � âåðõíèå ïîëîâèíû ìàòðèö An

è Bn, à Qn è Sn � íèæíèå èõ ïîëîâèíû. Òîãäà â çàäà÷å îá îòðàæåíèè âîëíû èìååì

Rsb
(0)
s +Psas = 0, Pnan = 0 ïðè n ̸= s.
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Îòñþäà as = −P−1
s Rsb

(0)
s è an = 0 ïðè n ̸= s.

Ïîìåòèì âåðõíèì èíäåêñîì (1) ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå

çàäà÷è äèôðàêöèè íà ñèñòåìå äåôåêòîâ â âèäå ñóììû u(1) +u, ãäå u � âîçìóùåíèå óïðóãîãî

ïîëÿ îò äåôåêòîâ. Íà ó÷àñòêàõ ãðàíèöû N äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ âåêòîðíîå ðàâåíñòâî

+∞∑
n=−∞

Pnane
i 2π

l
nx = 0, x ∈ N , (3.20)

à íà äðóãèõ ó÷àñòêàõ ãðàíèöû � ðàâåíñòâî

+∞∑
n=−∞

Qnane
i 2π

l
nx =

(
QsP

−1
s Rs − Ss

)
b(0)
s ei

2π
l
sx, x ∈ M. (3.21)

×òîáû ïðèâåñòè âåêòîðíîå ÏÑÔÓ ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå, ââåäåì íîâûå èñêîìûå âåêòîðû

cn = Qnan. Â èòîãå èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.5. Çàäà÷à äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû íà ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå äåôåêòîâ ñ

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3.1) è (3.19) ñâîäèòñÿ ê âåêòîðíîìó ïàðíîìó ñóììàòîðíîìó ôóíê-

öèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ
+∞∑

n=−∞
PnQ

−1
n cne

i 2π
l
nx = 0, x ∈ N , (3.22)

+∞∑
n=−∞

cne
i 2π

l
nx =

(
QsP

−1
s Rs − Ss

)
b(0)
s ei

2π
l
sx, x ∈ M. (3.23)

Âàðèàíò çàäà÷è äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû íà ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè ñ äåôåêòàìè, íà

êîòîðûõ çàäàíû óñëîâèÿ ñêîëüæåíèÿ áåç òðåíèÿ ïî æåñòêîìó îñíîâàíèþ, òàêæå ìîæåò áûòü

ñâåäåí ê âåêòîðíîìó ÏÑÔÓ.

Êàê è â ñëó÷àå ïðåäûäóùåé çàäà÷è, áóäåì èñêàòü óïðóãîå âîëíîâîå ïîëå â âèäå ñóì-

ìû u(1) + u, ãäå u(1) � ðåøåíèå çàäà÷è îá îòðàæåíèè âîëíû îò ãðàíèöû ïîëóïëîñêîñòè ñ

óñëîâèÿìè ïîëíîãî êîíòàêòà è u � âîçìóùåíèå óïðóãîãî ïîëÿ îò äåôåêòîâ. Ðåøåíèå âñïîìî-

ãàòåëüíîé çàäà÷è îá îòðàæåíèè áûëî ïîëó÷åíî âûøå, ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü ìàòðèöû Pn

è Rn, ñîñòàâëåííûå èç äâóõ âåðõíèõ ñòðîê ìàòðèö An è Bn. ×òîáû áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå

(3.1), êàê è ðàíüøå, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ âåêòîðíîå ðàâåíñòâî (3.20). Íî ÷òîáû âûäåëèòü èç

âåêòîðà u ýëåìåíòû, ó÷àñòâóþùèå â óñëîâèè (3.2), ïîñòðîèì ìàòðèöû Qn è Sn èíà÷å � èç

2-é è 4-é ñòðîê ìàòðèö An è Bn ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èç óñëîâèÿ (3.1) ñëåäóåò, ÷òî äîëæíî

áûòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî âèäà (3.21), íî ñ èíà÷å îïðåäåëåííûìè ïîäìàòðèöàìè ìàòðèö An

è Bn.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ïåðâûé ýëåìåíò â ðàâåíñòâå (3.21) ñïðàâà ðàâåí íóëþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðíîå ïàðíîå óðàâíåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ÷àñòè. Îäèíàêîâûå ñòðîêè

â (3.20) è (3.21) äàþò áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ýëåìåíòû
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âåêòîðîâ an. Ïîýòîìó ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàçíûõ ñòðîê ýòèõ ðàâåíñòâ ïîëîâèíó èñêîìûõ

ýëåìåíòîâ. Òîãäà äëÿ îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ áóäåì èìåòü ñêàëÿðíîå ÏÑÔÓ, òî÷íî òàêîå æå,

÷òî áûëî ïîëó÷åíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

3.4. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò

Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò. Â êà÷åñòâå ïðîãðàììíîé ñðåäû èñïîëüçîâàíà èíòåð-

àêòèâíàÿ ñðåäà äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ è âèçóàëèçàöèè ðåçóëüòàòîâ èç

ñåìåéñòâà ïðîäóêòîâ MathWorks - MATLAB(Ìàòëàá).

Âûáîð äàííîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ ñâÿçàí ñ ìíîãîôóíêöèîíàëüíîñòüþ è âûñî-

êîé ñêîðîñòüþ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. MATLAB cîäåðæèò âñòðîåííûå ôóíêöèè

ëèíåéíîé àëãåáðû, áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ôóíêöèè äëÿ ðàáîòû ñ ïîëèíîìàìè è

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [25]. Â òîì ÷èñëå, èìååòñÿ âîçìîæíîñòü

èñïîëüçîâàòü ñîâðåìåííûå ìåòîäû ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ óñêîðåíèÿ íàõîæäåíèÿ

ðåøåíèÿ ÑËÀÓ. Ê äîïîëíèòåëüíûì ïðåèìóùåñòâàì ìîæíî îòíåñòè ïðîñòîòó âèçóàëèçàöèè

ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ãðàôèêîâ.

Ïîñòîÿííûå Ëàìå λ è µ ñâÿçàíû ñ ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé ñêîðîñòÿìè óïðóãîé âîëíû

ôîðìóëàìè (ñì. [21], ñ.5)

vp =

√
λ+ 2µ

ρ
, vs =

√
µ

ρ
.

Çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé óïðóãîé âîëíû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

vp =

√
E
ρ
, vs =

√
G
ρ
,

ãäå E � ìîäóëü Þíãà, à G � ìîäóëü ñäâèãà.

Òàêèì îáðàçîì ïîñòîÿííûå Ëàìå ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû êàê ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì

ñêîðîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãîé âîëíû, òàê è ïî çíà÷åíèÿì E è G óïðóãîé ñðåäû.

Ïðè ðàñ÷åòàõ âçÿòû: çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé âîëíû äëÿ êàó÷óêà

vp = 198 ì/ñ è vs = 54 ì/ñ, ïðè ïëîòíîñòè ñðåäû ρ = 0, 93 ã/ñì3; çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé

ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé âîëíû äëÿ îðãàíè÷åñêîãî ñòåêëà (ïëåêñèãëàñ) vp = 2672 ì/ñ è

vs = 1284 ì/ñ, ïðè ïëîòíîñòè ñðåäû ρ = 1, 18 ã/ñì3.

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïàäàþùåé âîëíû Bs è Ds ìîãóò áûòü çàäàíû ïðîèâîëüíûìè

êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè. Èíäåêñ ãàðìîíèêè ïàäàþùåé âîëíû çàäàåòñÿ â äèàïàçîíå ïàðàìåòðà

óñå÷åíèÿ ÑËÀÓ −N ≤ s ≤ N . Äëÿ óäîáñòâà, âûáðàíî çíà÷åíèå s = 0. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α

çàâèñèò îò óãëà ïàäåíèÿ âîëíû θ. Åñëè óãîë ïàäåíèÿ óïðóãîé âîëíû áåðåòñÿ îò íîðìàëè ê îñè
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Ox, òî α = k1 sin(θ), ïðè −π/2 ≤ θ ≤ π/2. Êîãäà óãîë áåðåòñÿ îò îñè Ox, òîãäà α = k1 cos(θ),

ïðè 0 ≤ θ ≤ π.

Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (3.15) íàéäåíî ìåòîäîì Ãàóññà.

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé êîíå÷íûõ ÑËÀÓ ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó

ðåøåíèþ ÁÑËÀÓ ïðè N ≤ M . Ïàðàìåòðû óñå÷åíèÿ âçÿòû N = M . Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé

êîýôôèöèåíòîâ âåêòîðà C äëÿ ãàðìîíèê äèôðàãèðîâàííîé âîëíû ñ èíäåêñàìè (s − 1), s,

(s+ 1) ïðè N = 1..20 ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ 3.2 � 3.5.

0 5 10 15 20
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

N

 

 

Re(Cs)
Im(Cs)

0 5 10 15 20
−0.1

−0.08

−0.06

−0.04

−0.02

0

0.02

N

 

 

Re(C(s+1))
Im(C(s+1))
Re(C(s−1))
Im(C(s−1))

Ðèñ. 3.2. Cs. Êàó÷óê.

Bs = 1, Ds = 1, l = 2π, M = (0, π/2),

ω = 150 ðàä/ñ, θ = π/4

Ðèñ. 3.3. C(s−1) è C(s+1). Êàó÷óê.

Bs = 1, Ds = 1, l = 2π, M = (0, π/2),

ω = 150 ðàä/ñ, θ = π/4
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Ðèñ. 3.4. Cs. Ïëåêñèãëàñ.

Bs = 1, Ds = 1, l = 2π, M = (0, π/2),

ω = 150 ðàä/ñ, θ = π/4

Ðèñ. 3.5. C(s−1) è C(s+1). Ïëåêñèãëàñ.

Bs = 1, Ds = 1, l = 2π, M = (0, π/2),

ω = 150 ðàä/ñ, θ = π/4

Êîýôôèöèåíòû îñòàëüíûõ ãàðìîíèê íà ãðàôèêàõ òàê æå ñõîäÿòñÿ.
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Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ N çàâè-

ñèò îò èñõîäíûõ äàííûõ. Ðàçìåð ïåðèîäà l è äëèíà ïàäàþùåé âîëíû Λp = 2πvp/ω, â îáùåì

ñëó÷àå, íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííûõ

ðåçóëüòàòîâ, ñëåäóåò çàäàâàòü çíà÷åíèÿ ýòèõ âåëè÷èí êàê Λp ≤ l. Íà ðèñóíêàõ 3.6 � 3.9

îòîáðàæåíû ãðàôèêè çíà÷åíèé Cs, C(s−1) è C(s+1) ïðè Λp < l.
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Ðèñ. 3.6. Cs. Êàó÷óê.

Bs = 1, Ds = 1, l = 2π, M = (0, π/2),

ω = 220 ðàä/ñ, θ = π/4

Ðèñ. 3.7. C(s−1) è C(s+1). Êàó÷óê.

Bs = 1, Ds = 1, l = 2π, M = (0, π/2),

ω = 220 ðàä/ñ, θ = π/4
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Ðèñ. 3.8. Cs. Ïëåêñèãëàñ.

Bs = 1, Ds = 1, l = 2π, M = (0, π/2),

ω = 2800 ðàä/ñ, θ = π/4

Ðèñ. 3.9. C(s−1) è C(s+1). Ïëåêñèãëàñ.

Bs = 1, Ds = 1, l = 2π, M = (0, π/2),

ω = 2800 ðàä/ñ, θ = π/4

Ïîñòðîåí ãðàôèê îòíîøåíèé ïîòîêîâ ýíåðãèè îòäåëüíûõ ãàðìîíèê Pn äèôðàãèðîâàííîé

âîëíû ê ïîòîêó ýíåðãèè ïàäàþùåé âîëíû P (0) ÷åðåç ïåðèîä l íà ãðàíèöå y = 0 (ñì. ðèñ. 3.10).

Íà ðèñ. 3.11 ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ òîëüêî äëÿ ãàðìîíèê ñ íîìåðàìè n = 1..20. Îòðèöàòåëüíûå

çíà÷åíèÿ îáóñëîâëåíû íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ ïàäàþùåé âîëíû ïî îòíîøåíèþ ê îñè Oy.
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Ðèñ. 3.10. Pn/P (0). Êàó÷óê.

Bs = 1, Ds = 1, l = 2π, M = (0, π/2),

ω = 600 ðàä/ñ, θ = π/4

Ðèñ. 3.11. Pn/P (0). Êàó÷óê.

Bs = 1, Ds = 1, l = 2π, M = (0, π/2),

ω = 600 ðàä/ñ, θ = π/4

Ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ çíà÷åíèå |Ps/P (0)| > 0, 95.

Íà ðèñóíêàõ 3.12 è 3.13 ïîêàçàí ãðàôèê Pn/P (0), êîãäà óãîë ïàäåíèÿ âîëíû ïî îòíîøåíèþ

ê ïðÿìîé Ox áëèçîê ê íóëþ, à çíà÷åíèå l/Λp > 10. Â ýòîì ñëó÷àå |Ps/P (0)| < 0, 55.
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Ðèñ. 3.12. Pn/P (0). Êàó÷óê.

Bs = 1, Ds = 1, l = 2π, M = (0, π/2),

ω = 2000 ðàä/ñ, θ = π/180

Ðèñ. 3.13. Pn/P (0). Êàó÷óê.

Bs = 1, Ds = 1, l = 2π, M = (0, π/2),

ω = 2000 ðàä/ñ, θ = π/180

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïîäòâåðæäàþò òåîðåòè÷åñêèå âûâîäû, ñäåëàííûå

âûøå. Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä Ãàóññà ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíî íåóñòîé÷èâûì äëÿ ïëîõî îáóñëîâ-

ëåííûõ ìàòðèö êîýôôèöèåíòîâ ÑËÀÓ. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïëîõî îáóñëîâëåííûå

ìàòðèöû âîçíèêàþò â ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèÿõ óãëà ïàäåíèÿ âîëíû θ = 0 è θ = π îò îñè Ox

ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ N .
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4. Ïåðåîïðåäåëåííûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è

Åñëè íà ãðàíèöå îáëàñòè çàäàòü óñëîâèé áîëüøå, ÷åì íóæíî äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî

ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, òî çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ïåðåîïðåäåëåí-

íîé. Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåîïðåäåëåííûõ çàäà÷ â ðÿäå ñëó÷àåâ óäîáíî

èñïîëüçîâàòü ïðè èññëåäîâàíèè ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

4.1. Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäåëåííîé çàäà÷è

Óòî÷íèì, êàêîé ñìûñë èìåþò èíòåãðàëüíî-ñóììàòîðíûå òîæäåñòâà âèäà (3.13).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïåðåîïðåäåëåííóþ ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó: íàéòè ïîëîæèòåëüíî îðè-

åíòèðîâàííîå êâàçèïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.2) â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè

y > 0, óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

ux(x, 0) = ux0(x), uy(x, 0) = 0, τ(x, 0) = τ0(x), −∞ < x < +∞. (4.1)

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàííûå ôóíêöèè ux0(x) è τ0(x) ÿâëÿþòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè

ñ îäíèìè è òåìè æå ïàðàìåòðàìè α è l.

Òåîðåìà 4.1. Ïåðåîïðåäåëåííàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à (1.2), (4.1) èìååò åäèíñòâåííîå ïî-

ëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

τ0(x) = iρω2

l∫
0

ux0(t)
(
1

l

+∞∑
m=−∞

1

γm
ei

2π
l
m(x−t)

)
dt, x ∈ (0, l), (4.2)

çäåñü

γm =
L2
m

β1m
+ β2m, m = 0,±1, . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.1, ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîå êâàçèïåðè-

îäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.2) â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè èìååò âèä (1.9) ïðè

Bn = 0, Dn = 0. Óñëîâèå uy(x, 0) = 0 áóäåò âûïîëíåíî, åñëè β1nAn − LnCn = 0 ïðè âñåõ n.

Èñêëþ÷èì êîýôôèöèåíòû An è ïîëó÷èì, ÷òî

ux(x, 0) =
+∞∑

n=−∞
γnCne

iLnx, τ(x, 0) = iρω2
+∞∑

n=−∞
Cne

iLnx.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ôóíêöèè äîëæíû áûòü ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ðàâåíñòâîì (4.2).

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëüíî-ñóììàòîðíîå òîæäåñòâî (3.13) ïðè Zn = C̃n ôàêòè÷åñêè

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåîïðåäåëåííîé çàäà÷è äëÿ

ñèñòåìû óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè. Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [48] ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèÿìè
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ux0(x) è τ0(x) â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î êâàçèïåðèîäè÷íîñòè, áûëà ïîëó-

÷åíà íà ÿçûêå èõ îáðàçîâ Ôóðüå:

τ0(ξ) =
iρω2β1(ξ)

ξ2 + β1(ξ)β2(ξ)
ux0(ξ), ãäå βj(ξ) =

√
k2j − ξ2, j = 1, 2. (4.3)

Òàê êàê äëÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè âèäà

f(x) =
+∞∑

n=−∞
fne

iLnx

îáðàç Ôóðüå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðÿä èç δ-ðàñïðåäåëåíèé

f(ξ) =
√
2π

+∞∑
n=−∞

fnδ(ξ + Ln),

òî, ëåãêî ïðîâåðèòü, èç (4.3) ñëåäóåò òîæäåñòâî (3.13).

Â ðàáîòå [48] ðàññìàòðèâàëàñü òàêæå áîëåå îáùàÿ ïåðåîïðåäåëåííàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòå-

ìû óðàâíåíèé (1.2) â ïîëóïëîñêîñòè, â êîòîðîé íà ãðàíèöå y = 0 áûëè çàäàíû âñå ÷åòûðå

ôóíêöèè: ux, uy, σy è τ . Äîêàçàíî, ÷òî ñâÿçè ìåæäó îáðàçàìè Ôóðüå ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé

(íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäåëåííîé çàäà÷è) èìåþò âèä

ξ τ(ξ) + β1(ξ) σy(ξ)− 2iµξβ1(ξ)ux(ξ)− i(ρω2 − 2µξ2)uy(ξ) = 0,

−β2(ξ) τ(ξ) + ξ σy(ξ) + i(ρω2 − 2µξ2)ux(ξ)− 2iµξβ2(ξ)uy(ξ) = 0.
(4.4)

4.2. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è äèôðàêöèè

Â ðàáîòå [77] ïîêàçàíî, êàê ñ ïîìîùüþ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðå-

îïðåäåëåííûõ çàäà÷ ìîæíî äîêàçàòü òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè â ñëó÷àå çàäà÷ äèôðàêöèè

ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà ïëîñêèõ òîíêèõ ïðîâîäÿùèõ ýêðàíàõ. Àíàëîãè÷íàÿ òåõíèêà ìî-

æåò áûòü èñïîëüçîâàíà è â çàäà÷àõ äèôðàêöèè óïðóãèõ âîëí íà ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåìàõ

äåôåêòîâ.

Ïóñòü óïðóãàÿ ïîëóïëîñêîñòü íàõîäèòñÿ â ïîëíîì êîíòàêòå ñ æåñòêèì îñíîâàíèåì âäîëü

N , à íà ó÷àñòêå ãðàíèöå M ñêîëüçèò áåç òðåíèÿ âäîëü îñíîâàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî äåôåêò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòñëîåíèå óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè îò æåñòêîãî îñ-

íîâàíèÿ.

Òåîðåìà 4.2. Çàäà÷à äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû íà îòñëîåíèè óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè

îò æåñòêîãî îñíîâàíèÿ ìîæåò èìåòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäà÷à äèôðàêöèè èìååò äâà ðåøåíèÿ. Äëÿ èõ ðàç-

íîñòè äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: uy = 0 íà âñåé îñè x, τ = 0 íà M è ux = 0
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íà N . Ïîýòîìó íà âñåé îñè τ(x)u∗x(x) = 0. Òîãäà

+∞∫
−∞

τ(x)u∗x(x) dx = 0 è
+∞∫

−∞

τ(ξ)u∗x(ξ) dξ = 0.

Èç ôîðìóëû (4.3) ñëåäóåò, ÷òî

+∞∫
−∞

β1(ξ)

ξ2 + β1(ξ)β2(ξ)
|ux(ξ)|2 dξ = 0.

Èññëåäóåì, êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò ôóíêöèÿ

f(ξ) =
β1(ξ)

ξ2 + β1(ξ)β2(ξ)
.

Íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ βj(ξ) =
√
k2j − ξ2, ïðè ýòîì k1 < k2. Çíà÷åíèÿ βj(ξ) èëè

îòðèöàòåëüíûå, èëè ÷èñòî ìíèìûå ñ ïîëîæèòåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ. Òî÷íåå, βj(ξ) = −δj(ξ),

ãäå δj(ξ) =
√
k2j − ξ2 > 0, èëè βj(ξ) = iδj(ξ), ãäå δj(ξ) =

√
ξ2 − k2j > 0.

Ïðè |ξ| < k1

f(ξ) =
−δ1(ξ)

ξ2 + δ1(ξ)δ2(ξ)

� âåùåñòâåííîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.

Ïðè k1 < |ξ| < k2

f(ξ) =
iδ1(ξ)

ξ2 − iδ1(ξ)δ2(ξ)
=
iξ2δ1(ξ)− (ξ2 − k21)δ2(ξ)

ξ4 + (ξ2 − k21)(k
2
2 − ξ2)

� êîìïëåêñíîå ÷èñëî ñ îòðèöàòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ è ñ ïîëîæèòåëüíîé ìíèìîé ÷à-

ñòüþ.

Ïðè |ξ| > k2

f(ξ) =
iδ1(ξ)

ξ2 − δ1(ξ)δ2(ξ)
.

Òàê êàê çäåñü δj(ξ) < |ξ|, òî f(ξ) � ÷èñòî ìíèìîå ÷èñëî ñ ïîëîæèòåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ ξ âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè f(ξ) íå ìåíÿþò çíàê. Ïîýòîìó

ux(ξ) = 0. Èç ôîðìóëû (4.3) ñëåäóåò, ÷òî τ(x) = 0. Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.2)

(ðàçíîñòü äâóõ ðåøåíèé çàäà÷è äèôðàêöèè) òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ.

4.3. Î êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

è ãðàíè÷íûõ çàäà÷

Êàê è â ñëó÷àå çàäà÷ äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåìàõ

íåîäíîðîäíîñòåé, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè óïðóãèõ âîëí íà ïåðèîäè-

÷åñêèõ ñèñòåìàõ äåôåêòîâ ìîãóò áûòü òîëüêî êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.



40

Ïðèâåäåì âìåñòå ñ ïðîñòûìè äîêàçàòåëüñòâàìè äâà âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèÿ èç

ðàáîòû Í.Á. Ïëåùèíñêîãî [77].

Ïóñòü M � l-ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïðîìåæóòêîâ íà âåùåñòâåííîé îñè.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü g(x) � l-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ

ðàçíîñòíûì ÿäðîì ∫
M

v(t)L(t− x) dt = g(x), x ∈ M,

èìååò òîëüêî îäíî ðåøåíèå, òî ýòî ðåøåíèå � l-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ v(t+ l) âìåñòî v(t):

∫
M

v(t+ l)L(t− x) dt =
∫
M

v(t+ l)L(t+ l − x− l) dt =

=
∫
M

v(t1)L(t1 − x− l) dt1 = g(x+ l) = g(x), x ∈ M.

Òàê êàê ðåøåíèå ìîæåò áûòü òîëüêî îäíî, òî v(t+ l) = v(t).

Ëåììà 4.2. Ïóñòü f(x) � êâàçèïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

ñ ðàçíîñòíûì ÿäðîì ∫
M

u(t)K(t− x) dt = f(x), x ∈ M,

èìååò òîëüêî îäíî ðåøåíèå, òî ýòî ðåøåíèå � êâàçèïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) = eiαx g(x) è u(x) = eiαx v(x). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ óðàâíåíèå

∫
M

eiαt v(t)K(t− x) dt = eiαx g(x), x ∈ M,

èìååò òîëüêî îäíî ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå

∫
M

v(t)L(t− x) dt = g(x), x ∈ M,

ãäå L(t) = eiαtK(t), òàêæå èìååò òîëüêî îäíî ðåøåíèå. Ïî ëåììå 4.1 v(t) � ïåðèîäè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ.

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

Òåîðåìà 4.3. Ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.2) ñ çàäàííûìè óñëî-

âèÿìè íà ãðàíèöå (çàäà÷è äèôðàêöèè óïðóãîé êâàçèïåðèîäè÷åñêîé âîëíû íà ïåðèîäè÷åñêîé

ñèñòåìå íåîäíîðîäíîñòåé íà ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè) ìîæåò áûòü òîëüêî êâàçèïåðèîäè-

÷åñêîé ôóíêöèåé.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïåðèîäè÷åñêèå çàäà÷è äèôðàêöèè óïðóãèõ âîëí, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå,

ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì 1-ãî ðîäà ñ ðàçíîñòíûìè ÿäðàìè. Åñëè íà íåîäíîðîä-

íîñòè íàáåãàåò êâàçèïåðèîäè÷åñêàÿ âîëíà, òî â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé ñòîÿò êâàçèïåðèî-

äè÷åñêèå ôóíêöèè.
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Ãëàâà 2. Äâóìåðíûå çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ â

ñëîèñòûõ îáëàñòÿõ

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû äâóìåðíûå çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû

óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè â ñëîèñòîé îáëàñòè. Äàíà ïîñòàíîâêà îáùåé çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ

äëÿ ìíîãîñëîéíîé óïðóãîé ñðåäû ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé äåôåêòîâ íà ãðàíèöå ðàçäåëà

äâóõ ñðåä. Ïîêàçàíî, êàê çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé ñâîäÿòñÿ ê ïàðíûì ñóì-

ìàòîðíûì ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèÿì îäíîãî è òîãî æå âèäà â ñêàëÿðíîé èëè â âåêòîðíîé

ôîðìå. Èññëåäîâàí ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåì äåôåêòîâ íà ãðàíèöàõ ñîïðÿæåíèÿ óïðóãèõ ñðåä äâå

è áîëåå. Ïðåäëîæåíû ïðîñòûå ïðàâèëà, ïîçâîëÿþùèå ïåðåéòè îò îáùåé çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ

â ñëîèñòîé îáëàñòè ê ïàðíîìó ñóììàòîðíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ â ñòàíäàðòíîé

ôîðìå.

5. Ïîñòàíîâêè çàäà÷ ñîïðÿæåíèÿ

Ïóñòü ïðÿìûå y = hj, j = 1 . . k, h1 > h2 > . . . > hk, ðàçäåëÿþò ïëîñêîñòü (x, y) íà

îáëàñòè: ïîëóïëîñêîñòè Ω1 : y > h1, Ωk+1 : y < hk è ïîëîñû Ωj : hj < y < hj−1, j = 2 . . k

(ðèñ. 5.1). Äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ áóäåì îòìå÷àòü âåðõíèì èíäåêñîì íîìåð óïðóãîé

âîëíû, à íîìåð ñëîÿ áóäåì îòìå÷àòü íèæíèì èíäåêñîì. Åñëè íèæíèõ èíäåêñîâ íåñêîëüêî,

òî íîìåð ñëîÿ � ýòî ïåðâûé èíäåêñ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îáùàÿ çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ äëÿ ñëîèñòîé ïëîñêîñòè ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êàæ-

äîì ñëîå Ωj, j = 1 . . k + 1, íóæíî íàéòè ðåøåíèå u(j)x , u(j)y , σ(j)
x , σ(j)

y , τ (j) ñèñòåìû óðàâíåíèé

(1.2) ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ λ = λj, µ = µj, ρ = ρj. Èñêîìûå ôóíêöèè äîëæíû áûòü

äèôôåðåíöèðóåìû â îáëàñòè Ωj è íåïðåðûâíî ïðîäîëæèìû íà åå ãðàíèöó âñþäó, êðîìå, ìî-

æåò áûòü, êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, ãäå äîïóñêàþòñÿ èíòåãðèðóåìûå îñîáåííîñòè. Êðîìå òîãî,

â ïîëóïëîñêîñòÿõ Ω1 è Ωk+1 äîëæíû áûòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ: ðåøåíèÿ ñèñòå-

ìû óðàâíåíèé (1.2) íóæíî èñêàòü â êëàññå óõîäÿùèõ íà áåñêîíå÷íîñòü êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ

ðåøåíèé. Ñëåäû èñêîìûõ ôóíêöèé íà ïðÿìûõ y = hj, j = 1 . . k, äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü

óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ.

Óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ìîãóò áûòü çàäàíû ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè (ñì., íàïðèìåð, [4], ãëàâà

1). Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè â îáùåì ñëó÷àå íà êàæäîé ïðÿìîé y = hj

íóæíî çàäàòü ÷åòûðå íåçàâèñèìûõ ðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùèõ ñëåäû ôóíêöèé u(j)x , u(j)y , σ(j)
y , τ (j)

è u(j+1)
x , u(j+1)

y , σ(j+1)
y , τ (j+1). Åñëè ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.2) èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
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Ðèñ. 5.1. Ïëîñêîñëîèñòàÿ óïðóãàÿ ñðåäà

óïðóãèå ãàðìîíè÷åñêèå âîëíû, òî ìîæíî âûäåëèòü íåñêîëüêî îñíîâíûõ âàðèàíòîâ âçàèìî-

äåéñòâèÿ óïðóãèõ ñëîåâ. Ïðè ïîëíîì êîíòàêòå óïðóãèõ ñðåä âäîëü ïðÿìîé y = hj ñëåäû

èñêîìûõ ôóíêöèé äîëæíû áûòü íåïðåðûâíû:

u(j)x (x, hj) = u(j+1)
x (x, hj), u(j)y (x, hj) = u(j+1)

y (x, hj),

σ(j)
y (x, hj) = σ(j+1)

y (x, hj), τ (j)(x, hj) = τ (j+1)(x, hj).
(5.1)

Åñëè ñëîè ñêîëüçÿò îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà áåç òðåíèÿ è áåç îòñëîåíèÿ, òî

u(j)y (x, hj) = u(j+1)
y (x, hj), τ (j)(x, hj) = 0,

σ(j)
y (x, hj) = σ(j+1)

y (x, hj), τ (j+1)(x, hj) = 0
(5.2)

(çäåñü äâà óñëîâèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ).

Óñëîâèÿ (5.1) è (5.2) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Åñëè æå âäîëü ïðÿìîé y = hj èìåþòñÿ äåôåêòû, òî êîýôôèöèåíòû â óñëîâèÿõ ñîïðÿæåíèÿ

ñòàíîâÿòñÿ ðàçðûâíûìè. Ïóñòü ïðÿìàÿ y = hj ðàçäåëåíà íà äâå ÷àñòè: Mj è Nj . Ïîòðåáóåì,

íàïðèìåð, ÷òîáû íà Nj âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (5.1), à íà Mj � óñëîâèÿ (5.2). Â ýòîì ñëó÷àå

èìååì óïðóãóþ ñðåäó, ñîñòàâëåííóþ èç ñêëååííûõ äðóã ñ äðóãîì óïðóãèõ ñëîåâ (êîìïîçèò),

íî ñ äåôåêòàìè � âäîëü Mj ñêëåéêà íàðóøåíà (ñì. ðèñ. 5.2).

Â êà÷åñòâå ñèñòåìû äåôåêòîâ Mj ìîæíî ðàññìàòðèâàòü áåñêîíå÷íî òîíêèå æåñòêèå ïëà-

ñòèíû (ýêðàíû). Â ýòîì ñëó÷àå íà Mj òàêæå ìîãóò áûòü çàäàíû ðàçëè÷íûå óñëîâèÿ: èëè

u(j)x (x, hj) = 0, u(j+1)
x (x, hj) = 0,

u(j)y (x, hj) = 0, u(j+1)
y (x, hj) = 0

(5.3)

(æåñòêèé êîíòàêò ñ ýêðàíîì), èëè

u(j)y (x, hj) = 0, u(j+1)
y (x, hj) = 0,

τ (j)(x, hj) = 0, τ (j+1)(x, hj) = 0
(5.4)
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Ðèñ. 5.2. Êîìïîçèò ñ äåôåêòàìè

(ñêîëüæåíèå âäîëü ýêðàíà áåç òðåíèÿ), à òàêæå óñëîâèÿ, ìîäåëèðóþùèå ñóõîå èëè âÿçêîå

òðåíèå, èëè êàêèå-ëèáî èíûå óñëîâèÿ.

Â çàäà÷àõ î ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ ñëîèñòîé ïëîñêîñòè íóæíî èñêàòü íåíóëåâûå ðåøå-

íèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.2) ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â çàäà÷àõ äèôðàêöèè

óïðóãèõ âîëí â ñëîèñòûõ ñðåäàõ â óñëîâèÿõ ñîïðÿæåíèÿ ïðèñóòñòâóþò òàêæå ñëåäû ôóíê-

öèé, îïðåäåëÿþùèõ óïðóãóþ âîëíó, ïðèøåäøóþ îò âíåøíåãî èñòî÷íèêà.

6. Çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ äâóõ óïðóãèõ ïîëóïëîñêîñòåé

Èññëåäóåì ñëó÷àé, êîãäà ïëîñêîñòü (x, y) ðàçäåëåíà òîëüêî íà äâå îáëàñòè: âåðõíþþ

(y > 0) ïîëóïëîñêîñòü Ω1 è íèæíþþ (y < 0) ïîëóïëîñêîñòü Ω2. Ïóñòü ñâîéñòâà ñðåä â

âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè îïðåäåëåíû ïàðàìåòðàìè ρ1, µ1, λ1 è ρ2, µ2,

λ2 ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ðàñïîëîæåí èñòî÷íèê, îò êî-

òîðîãî íà ãðàíèöó ñîïðÿæåíèÿ íàáåãàåò îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ óïðóãàÿ âîëíà u(0)x ,

u(0)y , σ(0)
x , σ(0)

y , τ (0), à íà ñàìîé ãðàíèöå ðàñïîëîæåíà ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà äåôåêòîâ. Òðåáó-

åòñÿ íàéòè êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.2) â êàæäîé îáëàñòè ñ ó÷åòîì óñëîâèé

íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, ïàäàþùàÿ âîëíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîëüêî îäíó ãàðìîíèêó Ôëîêå

ñ íîìåðîì s, à çàâèñèìîñòü èñêîìûõ ôóíêöèé îò âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì exp(iωt):

u(0)x (x, y) =
[
−B(0)

s Lse
−iβ1,1sy +D(0)

s β1,2se
−iβ1,2sy

]
eiLsx,

u(0)y (x, y) =
[
B(0)
s β1,1se

−iβ1,1sy +D(0)
s Lse

−iβ1,2sy
]
eiLsx,

σ(0)
x (x, y) = i

[
−B(0)

s

(
λ1 (k1,1)

2 + 2µ1L
2
s

)
e−iβ1,1sy + 2D(0)

s µ1Lsβ1,2se
−iβ1,2sy

]
eiLsx,

σ(0)
y (x, y) = i

[
−B(0)

s

(
ρ1ω

2 − 2µ1L
2
s

)
e−iβ1,1sy − 2D(0)

s µ1Lsβ1,2se
−iβ1,2sy

]
eiLsx,

τ (0)(x, y) = i
[
2B(0)

s µ1Lsβ1,1se
−iβ1,1sy −D(0)

s

(
ρ1ω

2 − 2µ1L
2
s

)
e−iβ1,2sy

]
eiLsx.

(6.1)

Â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè óïðóãóþ âîëíó ïîëîæèòåëüíîé îðèåíòàöèè u(1)x , u(1)y , σ(1)
x , σ(1)

y , τ (1)
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áóäåì èñêàòü â âèäå

u(1)x (x, y) =
+∞∑

n=−∞

[
A(1)
n Lne

iβ1,1ny + C(1)
n β1,2ne

iβ1,2ny
]
eiLnx,

u(1)y (x, y) =
+∞∑

n=−∞

[
A(1)
n β1,1ne

iβ1,1ny − C(1)
n Lne

iβ1,2ny
]
eiLnx,

σ(1)
x (x, y) = i

+∞∑
n=−∞

[A(1)
n (λ1(k

(1)
1,1)

2 + 2µ1L
2
n)e

iβ1,1ny + 2C(1)
n µ1Lnβ1,2ne

iβ1,2ny]eiLnx,

σ(1)
y (x, y) = i

+∞∑
n=−∞

[
A(1)
n

(
ρ1ω

2 − 2µ1L
2
n

)
eiβ1,1ny − 2C(1)

n µ1Lnβ1,2ne
iβ1,2ny

]
eiLnx,

τ (1)(x, y) = i
+∞∑

n=−∞

[
2A(1)

n µ1β1,1nLne
iβ1,1ny + C(1)

n

(
ρ1ω

2 − 2µ1L
2
n

)
eiβ1,2ny

]
eiLnx,

(6.2)

à â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè óïðóãóþ âîëíó îòðèöàòåëüíîé îðèåíòàöèè u(2)x , u(2)y , σ(2)
x , σ(2)

y , τ (2)

áóäåì èñêàòü â âèäå

u(2)x (x, y) =
+∞∑

n=−∞

[
−B(2)

n Lne
−iβ2,1ny +D(2)

n β2,2ne
−iβ2,2ny

]
eiLnx,

u(2)y (x, y) =
+∞∑

n=−∞

[
B(2)
n β2,1ne

−iβ2,1ny +D(2)
n Lne

−iβ2,2ny
]
eiLnx,

σ(2)
x (x, y)=i

+∞∑
n=−∞

[−B(2)
n (λ1(k

(2)
2,1)

2+2µ2L
2
n)e

−iβ2,1ny+2D(2)
n µ2Lnβ2,2ne

−iβ2,2ny]eiLnx,

σ(2)
y (x, y) = i

+∞∑
n=−∞

[
−B(2)

n

(
ρ2ω

2 − 2µ2L
2
n

)
e−iβ2,1ny − 2D(2)

n µ2Lnβ2,2ne
−iβ2,2ny

]
eiLnx,

τ (2)(x, y) = i
+∞∑

n=−∞

[
2B(2)

n µ2β2,1nLne
−iβ2,1ny −D(2)

n

(
ρ2ω

2 − 2µ2L
2
n

)
e−iβ2,2ny

]
eiLnx.

(6.3)

Çäåñü çíà÷åíèÿ Ln, βj,1n, βj,2n îïðåäåëåíû òî÷íî òàê æå, êàê è â ïåðâîé ãëàâå.

Ðèñ. 6.1. Çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé
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Ó÷àñòêè ñ äåôåêòîì è áåç äåôåêòà (íà ïðÿìîé y = 0) îáîçíà÷èì ïðîñòî M è N , à ó

èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ âîëí ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè (1) è (2) íå áóäåì óêàçûâàòü íîìåð

âîëíû: An, Cn è Bn, Dn. Òàêèå îáîçíà÷åíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ âñåõ çàäà÷ ñîïðÿæåíèÿ

äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé, êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå (ñì. ðèñ. 6.1).

6.1. Ñêàëÿðíàÿ ôîðìà ðåøåíèÿ

Çàäàäèì óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä. Ïóñòü íà N ñëåäû èñêîìûõ ôóíê-

öèé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (5.1), à íà M � óñëîâèÿì (5.2). Çàïèøåì ýòè óñëîâèÿ òàê:

u(0)x (x, 0) + u(1)x (x, 0) = u(2)x (x, 0), u(0)y (x, 0) + u(1)y (x, 0) = u(2)y (x, 0),

σ(0)
y (x, 0) + σ(1)

y (x, 0) = σ(2)
y (x, 0), τ (0)(x, 0) + τ (1)(x, 0) = τ (2)(x, 0),

x ∈ N , (6.4)

u(0)y (x, 0) + u(1)y (x, 0) = u(2)y (x, 0), τ (0)(x, 0) + τ (1)(x, 0) = 0,

σ(0)
y (x, 0) + σ(1)

y (x, 0) = σ(2)
y (x, 0), τ (2)(x, 0) = 0.

x ∈ M. (6.5)

Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ñëîèñòàÿ ñðåäà � ýòî äâå ñêëååííûå ïîëóïëîñêîñòè, à âäîëüM ñêëåé-

êà íàðóøåíà.

Òåîðåìà 6.1. Çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ äâóõ ñìåæíûõ ïîëóïëîñêîñòåé ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿ-

æåíèÿ (6.4), (6.5) ñâîäèòñÿ ê ïàðíîìó ñóììàòîðíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ âèäà

+∞∑
n=−∞

γnDne
i 2π

l
nx = 0, x ∈ N , (6.6)

+∞∑
n=−∞

Dne
i 2π

l
nx = E(0)

s ei
2π
l
sx, x ∈ M, (6.7)

ãäå E(0)
s , γn � èçâåñòíûå âåëè÷èíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçäåëèì çàäà÷ó ñîïðÿæåíèÿ íà äâå ïîäçàäà÷è è áóäåì èñêàòü åå ðå-

øåíèå â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ. Ïåðâîå ñëàãàåìîå � ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è

ñîïðÿæåíèÿ ïîëóïëîñêîñòåé ñ óñëîâèÿìè ïîëíîãî êîíòàêòà, âòîðîå � âîçìóùåíèå óïðóãîé

ñðåäû, âûçâàííîå äåôåêòàìè. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è u(1)x ,

u(1)y , σ(1)
y , τ (1), u(2)x , u(2)y , σ(2)

y , τ (2) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Ïðè ýòîì

An = 0, Cn = 0, Bn = 0, Dn = 0, n ̸= s.

Ïðè n = s çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ

As = Ãs, Cs = C̃s, Bs = B̃s, Ds = D̃s
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ïîëó÷åíû èç ñèñòåìû óðàâíåíèé(
−B(0)

s + As
)
Ls +

(
D(0)
s + Cs

)
β1,2s = −BsLs +Dsβ2,2s,(

B(0)
s + As

)
β1,1s +

(
D(0)
s − Cs

)
Ls = Bsβ2,1s +DsLs,(

−B(0)
s + As

)(
ρ1ω

2−2µ1L
2
s

)
−2
(
D(0)
s + Cs

)
µ1Lsβ1,2s=−Bs

(
ρ2ω

2−2µ2L
2
s

)
−2Dsµ2Lsβ2,2s,

2
(
B(0)
s + As

)
µ1Lsβ1,1s−

(
D(0)
s − Cs

) (
ρ1ω

2−2µ1L
2
s

)
= 2Bsµ2β2,1sLs−Ds

(
ρ2ω

2 − 2µ2L
2
s

)
.

Ðàññìîòðèì âòîðóþ ïîäçàäà÷ó � çàäà÷ó î âîçìóùåíèè óïðóãîé ñðåäû îò äåôåêòîâ. Èç

âñåõ óñëîâèé, çàäàííûõ ïðè y = 0, âûáåðåì òå, êîòîðûå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íà M, íî íå

íà N . Òàêèõ óñëîâèé äâà:

τ (0) + [τ (1) + τ (1)] = 0, τ (2) + τ (2) = 0, x ∈ M.

Âîçüìåì îäíî èç íèõ, íàïðèìåð, âòîðîå óñëîâèå. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå âèäà

i
+∞∑

n=−∞

[
2Bnµ2β2,1nLn −Dn

(
ρ2ω

2 − 2µ2L
2
n

)]
eiLnx = −τ (2), x ∈ M. (6.8)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàâåíñòâî u(1)x = u(2)x äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî íà N . Ñëåäîâàòåëü-

íî,
+∞∑

n=−∞
[AnLn + Cnβ1,2n +BnLn −Dnβ2,2n] e

iLnx = 0, x ∈ N . (6.9)

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (6.8), (6.9). Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ, êîòîðûå

äîëæíû áûòü âûïîëíåíû è íà M, è íà N :

u(1)y (x, 0) = u(2)y (x, 0), σ(1)
y (x, 0) = σ(2)

y (x, 0), τ (1)(x, 0) = τ (2)(x, 0).

Ýòè ðàâåíñòâà îïðåäåëÿþò ïðè êàæäîì n ñâÿçè ìåæäó èñêîìûìè êîýôôèöèåíòàìè:

Anβ1,1n − CnLn = Bnβ2,1n +DnLn,

An(ρ1ω
2 − 2µ1L

2
n)− 2Cnµ1Lnβ1,2n = −Bn(ρ2ω

2 − 2µ2L
2
n)− 2Dnµ2Lnβ2,2n,

2Anµ1β1,1nLn + Cn
(
ρ1ω

2 − 2µ1L
2
n

)
= 2Bnµ2β2,1nLn −Dn

(
ρ2ω

2 − 2µ2L
2
n

)
.

Âûðàçèì An, Bn, Cn ÷åðåç Dn è ïîäñòàâèì íàéäåííûå âûðàæåíèÿ â (6.8), (6.9). Ïðåîáðàçóåì

ýòè ðàâåíñòâà àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ñëó÷àå ÏÑÔÓ (3.8), (3.9). Ïîëó÷èì

ïàðíîå ñóììàòîðíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå â ñòàíäàðòíîé ôîðìå (6.6), (6.7). Â äàëü-

íåéøåì áóäåì ñòàðàòüñÿ ïðèâîäèòü ëþáóþ çàäà÷ó ñîïðÿæåíèÿ ê ÏÑÔÓ èìåííî òàêîãî âèäà.

Ïàðíîå óðàâíåíèå (6.6), (6.7) èìååò òîò æå âèä, ÷òî è ÏÑÔÓ çàäà÷è äèôðàêöèè óïðóãîé

âîëíû íà äåôåêòàõ, ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè (ãëàâà 1). Ïîýòîìó ñïðàâåä-

ëèâà
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Òåîðåìà 6.2. Çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ äâóõ ñìåæíûõ ïîëóïëîñêîñòåé ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿ-

æåíèÿ (6.4), (6.5) ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì

1

l

∫
N

v(t)
+∞∑

n=−∞
γne

iLn(x−t)dt = −1

l
E(0)
s

+∞∑
n=−∞

γnIs−ne
iLnx x ∈ N ,

1

l

∫
M

w(t)
+∞∑

n=−∞

1

γn
eiLn(x−t)dt = E(0)

s eiLsx, x ∈ M,

è ê ÁÑËÀÓ

lDk −
1

l

+∞∑
n=−∞

γnDn

+∞∑
m=−∞

1

γm
In−mJm−k = E(0)

s Is−k, k = 0,±1, . . .

Ìåòîäèêà ïåðåõîäà îò ÏÑÔÓ ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì è ÁÑËÀÓ òî÷íî òàêàÿ æå, êàê

ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû íà äåôåêòàõ íà ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè.

Â äàííîì ñëó÷àå

v(x) =
+∞∑

n=−∞
Dne

iLnx è w(x) =
+∞∑

n=−∞
γnDne

iLnx.

6.2. Âåêòîðíàÿ ôîðìà ðåøåíèÿ

Ðàññìîòðèì ýòó æå çàäà÷ó ñîïðÿæåíèÿ äâóõ ïîëóïëîñêîñòåé, íî èñïîëüçóåì âåêòîðíóþ

ôîðìó ïðåäñòàâëåíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé (íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé).

Ïóñòü ïðèõîäÿùàÿ ñâåðõó âîëíà çàäàíà âåêòîð-ôóíêöèåé

u(0)(x, y) = B1,sE
−
1,s(y)b

(0)
s eiLsx.

Áóäåì èñêàòü óõîäÿùóþ ââåðõ âîëíó â âèäå

u(1)(x, y) =
+∞∑

n=−∞
A1,nE

+
1,n(y)ane

iLnx,

à óïðóãóþ âîëíó â íèæíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå � â âèäå

u(2)(x, y) =
+∞∑

n=−∞
B2,nE

−
2,n(y)bne

iLnx.

Çäåñü èñêîìûå âåêòîðû an è bn ñîñòàâëåíû èç êîýôôèöèåíòîâ An, Cn è Bn, Dn, à çàäàííûå

âåêòîð b(0)
s = (B(0)

s , D(0)
s ). Ìàòðèöû Aj,n è Bj,n ñîñòàâëåíû èç ñòîëáöîâ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

ìàòðèöû ñèñòåìû (1.2) äëÿ êàæäîãî ñëîÿ j = 1, 2, à èìåííî

Aj,n =



Ln βj,2n

βj,1n −Ln
i (ρjω

2 − 2µjL
2
n) −2iµjβj,2nLn

2iµjβj,1nLn i (ρjω
2 − 2µjL

2
n)


, (6.10)
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Bj,n =



−Ln βj,2n

βj,1n Ln

−i (ρjω2 − 2µjL
2
n) −2iµjβj,2nLn

2iµjβj,1nLn −i (ρjω2 − 2µjL
2
n)


. (6.11)

Äëÿ êàæäîãî ñëîÿ j

E+
j,n(y) =

 eiβj,1ny 0

0 eiβj,2ny

 , E−
j,n(y) =

 e−iβj,1ny 0

0 e−iβj,2ny

 . (6.12)

Êàê è â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå, ðàçäåëèì çàäà÷ó ñîïðÿæåíèÿ íà äâå ïîäçàäà÷è. Èç óñëîâèé

ñîïðÿæåíèÿ (6.4) ñëåäóåò, ÷òî ïåðâàÿ ïîäçàäà÷à ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

B1,sb
(0)
s eiLsx +

+∞∑
n=−∞

A1,nane
iLnx =

+∞∑
n=−∞

B2,nbne
iLnx. (6.13)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü óðàâíåíèå (6.13) â âåêòîðíîì âèäå, ââåäåì íîâûå ìàòðèöû

Pj,n =

 Ln βj,2n

βj,1n −Ln

 , Qj,n =

 i (ρjω
2 − 2µjL

2
n) −2iµjβj,2nLn

2iµjβj,1nLn i (ρjω
2 − 2µjL

2
n)

 , (6.14)

Rj,n =

 −Ln βj,2n

βj,1n Ln

 , Sj,n =

 −i (ρjω2 − 2µjL
2
n) −2iµjβj,2nLn

2iµjβj,1nLn −i (ρjω2 − 2µjL
2
n)

 , (6.15)

ïðè j = 1, 2. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (6.13) òàê:

R1,sb
(0)
s eiLsx +

+∞∑
n=−∞

P1,nane
iLnx =

+∞∑
n=−∞

R2,nbne
iLnx, (6.16)

S1,sb
(0)
s eiLsx +

+∞∑
n=−∞

Q1,nane
iLnx =

+∞∑
n=−∞

S2,nbne
iLnx. (6.17)

Ó ïàðû óðàâíåíèé (6.16), (6.17) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

an = 0, bn = 0, n ̸= s,

as =
(
Q1,s − S2,sR

−1
2,sP1,s

)−1
(S2,s − S1,s)b

(0)
s ,

bs = [S−1
2,sS1,s + S−1

2,sQ1,s

(
Q1,s − S2,sR

−1
2,sP1,s

)−1
(S2,s − S1,s)]b

(0)
s .

Ïîìåòèì, êàê è â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå, ðåøåíèå ïåðâîé âñïîìîãàòåëüíîé ïîäçàäà÷è ÷åðòîé

ñíèçó:

u(1) =
(
u(1)x , u(1)y , σ(1)

y , τ (1)
)
, u(2) =

(
u(2)x , u(2)y , σ(2)

y , τ (2)
)
. (6.18)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èññëåäîâàòü âòîðóþ ïîäçàäà÷ó � çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ âîçìóùåíèÿ óïðó-

ãîãî ïîëÿ îò äåôåêòîâ � ââåäåì íîâûå ìàòðèöû ðàçìåðîì 2 × 1 (ôàêòè÷åñêè ýòî âåêòîðû),

ñîñòàâëåííûå èç ÷åòâåðòûõ ñòðîê ìàòðèö A1,n è B2,n:

C1,n =
(
2iµ1β1,1nLn, i

(
ρ1ω

2 − 2µ1L
2
n

))
, D2,n =

(
2iµ2β2,1nLn, −i

(
ρ2ω

2 − 2µ2L
2
n

))
.
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Òîãäà ïðè x ∈ M

τ (1)(x, 0) =
+∞∑

n=−∞
C1,nane

iLnx, τ (2)(x, 0) =
+∞∑

n=−∞
D1,nbne

iLnx,

à òàê êàê τ (1)(x, 0) = τ (2)(x, 0) âñþäó, òî C1,nan = D1,nbn = cn, ãäå cn � íîâûé íåèçâåñòíûé

âåêòîð, à òî÷íåå � ñêàëÿð. Èç óñëîâèé èñõîäíîé çàäà÷è âîçüìåì îäíî, êîòîðîå äîëæíî áûòü

âûïîëíåíî òîëüêî íà M, à èìåííî óñëîâèå τ (2) + τ (2) = 0. Òîãäà áóäåì èìåòü âåêòîðíîå

óðàâíåíèå âèäà
+∞∑

n=−∞
cne

iLnx = −τ (2), x ∈ M. (6.19)

Ïîñòðîèì åùå äâå ìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå èç ïåðâûõ ñòðîê ìàòðèö A1,n è B2,n:

E1,n = (Ln, β1,2n) , F2,n = (−Ln, β2,2n) .

Èç óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ u(1)x = u(2)x , êîòîðîå äîëæíî áûòü âûïîëíåíî òîëüêî íàN , äëÿ âòîðîé

ïîäçàäà÷è ïîëó÷èì åùå îäíî âåêòîðíîå óðàâíåíèå

+∞∑
n=−∞

[E1,nan − F2,nbn] e
iLnx = 0, x ∈ N . (6.20)

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (6.19), (6.20). Ââåäåì äâå ìàòðèöû ðàçìåðîì 2× 2, ñîñòàâëåííûå

èç âòîðîé è òðåòüåé ñòðîê ìàòðèö A1,n è B2,n:

G1,n =

 β1,1n −Ln
i (ρ1ω

2 − 2µ1L
2
n) −2iµ1β1,2nLn

 ,

H2,n =

 β2,1n Ln

−i (ρ2ω2 − 2µ2L
2
n) −2iµ2β2,2nLn

 .
Òàê êàê ôóíêöèè uy è σy äîëæíû áûòü íåïðåðûâíû è íàM, è íà N , òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

ðàâåíñòâî G1,nan −H2,nbn = 0 äëÿ âñåõ n. Ïðèøëè ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

G1,nan −H2,nbn = 0,

C1,nan = cn,

D1,nbn = cn.

(6.21)

Ïóñòü ãn è b̃n � ðåøåíèå ñèñòåìû (6.21) ïðè cn = 1. Òîãäà óðàâíåíèå (6.20) ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå
+∞∑

n=−∞

[
E1,nãn − F2,nb̃n

]
cne

iLnx = 0, x ∈ N , (6.22)

Ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 6.3. Çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ äâóõ ñìåæíûõ ïîëóïëîñêîñòåé ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿ-

æåíèÿ (6.4), (6.5) ñâîäèòñÿ ê âåêòîðíîìó ïàðíîìó ñóììàòîðíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâ-

íåíèþ (6.19), (6.22).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ ñ óñëîâèÿìè (6.4), (6.5) âåêòîðíàÿ ôîðìà çàïè-

ñè èñêîìûõ ðåøåíèé è, ñëåäîâàòåëüíî, ïàðíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ íå äàåò ñóùå-

ñòâåííûõ ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêàëÿðíîé ôîðìîé. Íî â ñëó÷àå äðóãèõ óñëîâèé

ñîïðÿæåíèÿ ïåðåõîä ê âåêòîðíûì ïðåäñòàâëåíèÿì îïðàâäàí.

Ðàññìîòðèì äðóãóþ çàäà÷ó ñîïðÿæåíèÿ. Ïóñòü, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïëîñêîñòü

(x, y) ðàçäåëåíà íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü Ω1 è íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü Ω2. Ñâîéñòâà ñðåä

â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè îïðåäåëåíû ïàðàìåòðàìè ρ1, µ1, λ1 è

ρ2, µ2, λ2. Â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ðàñïîëîæåí èñòî÷íèê, à íà ãðàíèöå ñîïðÿæåíèÿ ñðåä

ðàñïîëîæåíà ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà äåôåêòîâ (ñì. ðèñ. 6.1). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû íà N áûëè

âûïîëíåíû óñëîâèÿ

u(0)x (x, 0) + u(1)x (x, 0) = 0, u(2)x (x, 0) = 0,

u(0)y (x, 0) + u(1)y (x, 0) = 0, u(2)y (x, 0) = 0,
x ∈ N (6.23)

(æåñòêèé êîíòàêò ñ ýêðàíîì), à íà M � óñëîâèÿ (6.4).

Ñ ïîìîùüþ ìàòðèö Rj,n, Pj,n, Qj,n, Sj,n çàïèøåì óñëîâèÿ (6.23) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R1,sb
(0)
s eiLsx +

+∞∑
n=−∞

P1,nane
iLnx = 0, x ∈ N , (6.24)

+∞∑
n=−∞

R2,nbne
iLnx = 0, x ∈ N . (6.25)

Óñëîâèÿ íà M â âåêòîðíîé ôîðìå èìåþò âèä (6.16), (6.17).

Ðåøåíèå ïåðâîé ïîäçàäà÷è óæå íàéäåíî � ýòî (6.18). Çàìåòèì, ÷òî ñåé÷àñ óñëîâèÿ ñîïðÿ-

æåíèÿ ýòîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ñîâïàäàþò ñ óñëîâèÿìè, êîòîðûå äîëæíû áûòü âûïîë-

íåíû íà M â èñõîäíîé çàäà÷å. Âîîáùå ãîâîðÿ, âñåãäà èìååòñÿ âîçìîæíîñòü âûáîðà óñëîâèé

âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å îá îòðàæåíèè è ïðåëîìëåíèè óïðóãîé âîëíû íà ãðàíèöå ðàçäåëà

ñðåä áåç äåôåêòîâ. Ìîæíî áðàòü êàê óñëîâèÿ, êîòîðûå äîëæíû áûòü âûïîëíåíû íà N â

ïîñòàíîâêå èñõîäíîé çàäà÷è, òàê è òå óñëîâèÿ, êîòîðûå äîëæíû áûòü âûïîëíåíû íà M.

Ïåðåéäåì êî âòîðîé ïîäçàäà÷å. Ââåäåì âåêòîðû u(j) = (u(j)x , u(j)y ) è v(j) = (σ(j)
y , τ (j)). Èç

óñëîâèé (6.16) è (6.17) íà M è óñëîâèé (6.24), (6.25) íà N ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî u(1) = u(2)

äîëæíî áûòü âûïîëíåíî âñþäó. Òîãäà P1,nan = R2,nbn = cn. Ïîëó÷èëè, ÷òî ïåðâàÿ ÷àñòü

ÏÑÔÓ èìååò âèä
+∞∑

n=−∞
cne

iLnx = −u(0) − u(1), x ∈ N ,
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èëè
+∞∑

n=−∞
cne

iLnx = −u(2), x ∈ N . (6.26)

Íà M êîìïîíåíòû âåêòîðîâ u(j) è v(j) äîëæíû áûòü íåïðåðûâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæ-

íû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà

+∞∑
n=−∞

[R2,nbn −P1,nan] e
iLnx = 0, x ∈ M, (6.27)

+∞∑
n=−∞

[S2,nbn −Q1,nan] e
iLnx = 0, x ∈ M. (6.28)

Òàê êàê R2,nbn − P1,nan = 0 ïðè âñåõ n, òî â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ áóäåì ó÷èòûâàòü

òîëüêî óðàâíåíèå (6.28).

Ïðåîáðàçóåì ýòî óðàâíåíèå òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü âòîðóþ ÷àñòü ÏÑÔÓ â ñòàíäàðòíîé

ôîðìå. Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

P1,nan = cn,

R2,nbn = cn,

S2,nbn = Q1,nan.

ñëåäóåò, ÷òî S2,nbn−Q1,nan =
[
S2,nR

−1
2,n −Q1,nP

−1
2,n

]
cn. Òîãäà âòîðàÿ ÷àñòü ÏÑÔÓ â ñòàíäàðò-

íîé ôîðìå èìååò âèä

+∞∑
n=−∞

[
S2,nR

−1
2,n −Q1,nP

−1
2,n

]
cne

iLnx = 0, x ∈ M. (6.29)

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 6.4. Çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ äâóõ ñìåæíûõ ïîëóïëîñêîñòåé ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿ-

æåíèÿ (6.4), (6.23) ñâîäèòñÿ ê âåêòîðíîìó ïàðíîìó ñóììàòîðíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâ-

íåíèþ (6.26), (6.29).

Ðàçáåðåì åùå îäèí ñëó÷àé, êîãäà íà N äîëæíû áûòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñêîëüæåíèÿ áåç

òðåíèÿ (6.5), à íà M � óñëîâèÿ æåñòêîãî êîíòàêòà ñ ýêðàíîì (6.23).

Âûáåðåì äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé ïîäçàäà÷è óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ, êîòîðûå äîëæíû áûòü

âûïîëíåíû íà N � óñëîâèÿ (6.5). Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è u(1)x ,

u(1)y , σ(1)
y , τ (1), u(2)x , u(2)y , σ(2)

y , τ (2).

Íàéäåì ðåøåíèå âòîðîé ïîäçàäà÷è. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî îäèíàêîâûõ óñëîâèé íà N è

M íåò è, ïî óñëîâèÿì çàäà÷è, u(1)y = u(2)y äîëæíî áûòü âûïîëíåíî âñþäó. Çíà÷èò èç ÷åòûðåõ

óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ, êàê íà N , òàê è íà M, òîëüêî òðè áóäóò îáðàçîâûâàòü íåçàâèñèìóþ

ñèñòåìó. Íà N :

σ(2)
y − σ(1)

y = 0, τ (1) = −τ (0) − τ (1), τ (2) = −τ (2), (6.30)
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è íà M:

u(1)x = −u(0)x − u(1)x , u(2)x = −u(2)x , u(1)y = −u(0)y − u(1)y , (6.31)

Ýòè óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâèì â âåêòîðíîé ôîðìå.

Èç ðàâåíñòâà u(1)y = u(2)y âûðàçèì Dn ÷åðåç An, Bn, Cn:

Dn = An
β1,1n
Ln

− Cn −Bn
β2,1n
Ln

.

Ïóñòü

Pn =


2µ1L

2
n−ρ1ω2−2µ2Lnβ1,1nβ2,2n 2µ2L

2
n−ρ2ω2−2µ2Lnβ2,1nβ2,2n 2µ1L

2
nβ1,2n+1

2µ1Lnβ1,1n 0 ρ1ω
2 − 2µ1L

2
n

2µ2Lnβ1,1n −
β1,1nρ2ω

2

Ln
−β2,1nρ2ω

2

Ln
ρ2ω

2 − 2µ2L
2
n

 ,

Qn =


Ln 0 β1,2n

β1,1nβ2,2n
Ln

Ln + β2,1n −β2,2n

β1,2n 0 −Ln

 ,

p̃n = (0, −τ (0) − τ (1), −τ (2)), q̃n = (−u(0)x − u(1)x , −u(2)x , −u(0)y − u(1)y ),

à íîâûé èñêîìûé âåêòîð dn = (An, Bn, Cn).

Çàïèøåì (6.30) è (6.31) â âåêòîðíîì âèäå:

+∞∑
n=−∞

Pndne
iLnx = p̃n, x ∈ N ,

+∞∑
n=−∞

Qndne
iLnx = q̃n, x ∈ M.

Ýòè äâà óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå ÏÑÔÓ ïðîñòîé çàìåíîé ïåðåìåí-

íûõ.

7. Çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ â óïðóãî-ñëîèñòûõ ñðåäàõ

Ïåðåéäåì ê áîëåå ñëîæíûì çàäà÷àì ñîïðÿæåíèÿ óïðóãèõ ñðåä â ñëîèñòûõ ñòðóêòóðàõ,

êîãäà ñëîåâ äâà è áîëåå, ïðè ýòîì õîòÿ áû îäèí èç ñëîåâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïðóãóþ ïîëîñó

(ñì. ðèñ. 5.1).

Êâàçèïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè (1.2) â ïîëîñå
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Ωj èìååò âèä

u(j)x (x, y) =
+∞∑

n=−∞

[
A(j)
n Lne

iβj,1ny−B(j)
n Lne

−iβj,1ny+C(j)
n βj,2ne

iβj,2ny+D(j)
n βj,2ne

−iβj,2ny
]
eiLnx,

u(j)y (x, y) =
+∞∑

n=−∞

[
A(j)
n βj,1ne

iβj,1ny+B(j)
n βj,1ne

−iβj,1ny−C(j)
n Lne

iβj,2ny+D(j)
n Lne

−iβj,2ny
]
eiLnx,

σ(j)
x (x, y) = i

+∞∑
n=−∞

[
(λ(k

(j)
j,1 )

2 + 2µjL
2
n)
(
A(j)
n eiβj,1ny −B(j)

n e−iβj,1ny
)
+

+2µjLnβj,2n
(
C(j)
n eiβj,2ny +D(j)

n e−iβj,2ny
)]
eiLnx,

σ(j)
y (x, y) = i

+∞∑
n=−∞

[(
ρjω

2 − 2µjL
2
n

) (
A(j)
n eiβj,1ny −B(j)

n e−iβj,1ny
)
−

−2µjLnβj,2n
(
C(j)
n eiβj,2ny +D(j)

n e−iβj,2ny
)]
eiLnx,

τ (j)(x, y) = i
+∞∑

n=−∞

[
2µjLnβj,1n

(
A(j)
n eiβj,1ny +B(j)

n e−iβj,1ny
)
+

+
(
ρjω

2 − 2µjL
2
n

) (
C(j)
n eiβj,2ny −D(j)

n e−iβj,2ny
)]
eiLnx.

(7.1)

Êàê è ðàíüøå, êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.2) â ïîëóïëîñêîñòÿõ äîëæíû óäî-

âëåòâîðÿòü óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ.

Îáùàÿ ïîñòàíîâêà äâóìåðíûõ çàäà÷ ñîïðÿæåíèÿ â ñëîèñòûõ îáëàñòÿõ áûëà äàíà â ï.5.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óïðóãàÿ âîëíà îò áåñêîíå÷íî óäàëåííîãî èñòî÷íèêà âñå-

ãäà çàäàíà â îáëàñòè Ω1. Åñëè èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷ ñîïðÿæåíèÿ â ñëîèñòûõ îáëàñòÿõ â

âåêòîðíîì âèäå, òî

u(0)(x, y) = B1,sE
−
1,s(y − h1)b

(0)
s eiLsx, u(1)(x, y) =

+∞∑
n=−∞

A1,nE
+
1,n(y − h1)a

(1)
n eiLnx, (7.2)

u(j)(x, y) =
+∞∑

n=−∞
Aj,nE

+
j,n(y)a

(j)
n eiLnx +

+∞∑
n=−∞

Bj,nE
−
j,n(y)b

(j)
n eiLnx, j = 2 . . k, (7.3)

u(k+1)(x, y) =
+∞∑

n=−∞
Bk+1,nE

−
k+1,n(y − hk)a

(k+1)
n eiLnx, (7.4)

çäåñü ñìåùåíèÿ ïî ïåðåìåííîé y èñïîëüçóþòñÿ äëÿ óïðîùåíèÿ ôîðìóë. Âåêòîðû a(j)
n =

(A(j)
n , C(j)

n ), b(j)
n = (B(j)

n , D(j)
n ) ïðè j = 2 . . k, âåêòîðû b(0)

s , a(1)
n è a(k+1)

n îòëè÷àþòñÿ ëèøü

íåêîòîðûìè ìíîæèòåëÿìè. Ìàòðèöû Aj,n, Bj,n, j = 1 . . k + 1, E+
j,n(y), E

−
j,n(y), j = 2 . . k,

îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (6.10), (6.11), (6.12).

7.1. Óïðóãèé ñëîé íà æåñòêîì îñíîâàíèè

Ïóñòü óïðóãàÿ ñðåäà ñîñòîèò èç äâóõ îáëàñòåé: âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè Ω1 (y > h1) ñ

ïàðàìåòðàìè ñðåäû ρ1, µ1, λ1 è ïîëîñû Ω2 (h1 > y > 0) ñ ïàðàìåòðàìè ñðåäû ρ2, µ2, λ2,

ðàñïîëîæåííîé íà æåñòêîì îñíîâàíèè (y < 0). Íà ïðÿìîé y = 0 ðàñïîëîæåíà ïåðèîäè÷åñêàÿ
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ñèñòåìà äåôåêòîâ (ñì. ðèñ. 7.1). Èç âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè íàáåãàåò óïðóãàÿ âîëíà. Òðåáó-

åòñÿ íàéòè êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.2) â êàæäîé îáëàñòè ñ ó÷åòîì óñëîâèé

èçëó÷åíèÿ.

Ðèñ. 7.1. Ñëîèñòàÿ ñðåäà ñ ñèñòåìîé äåôåêòîâ

Çàäàäèì óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ óïðóãèõ ñðåä ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè y = h1 äîëæíû

áûòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

u(0)x (x, h1) + u(1)x (x, h1) = u(2)x (x, h1), u(0)y (x, h1) + u(1)y (x, h1) = u(2)y (x, h1),

σ(0)
y (x, h1) + σ(1)

y (x, h1) = σ(2)
y (x, h1), τ (0)(x, h1) + τ (1)(x, h1) = τ (2)(x, h1),

(7.5)

à ïðè y = 0 � óñëîâèÿ

u(2)x (x, 0) = 0, u(2)y (x, 0) = 0, x ∈ N , (7.6)

u(2)y (x, 0) = 0, τ (2)(x, 0) = 0, x ∈ M. (7.7)

Êàê è â ñëó÷àå ñîïðÿæåíèÿ äâóõ óïðóãèõ ïîëóïëîñêîñòåé, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ïîñòàâ-

ëåííîé çàäà÷è â âèäå ñóììû ðåøåíèé äâóõ ïîäçàäà÷.

Ñíà÷àëà ïîñòðîèì ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ïîäçàäà÷è, êîãäà óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ âñåõ

ñëîåâ çàäàíû ðàâåíñòâàìè (7.5), (7.6) íà âñåì ïðîìåæóòêå [0, l). Èñïîëüçóåì îïðåäåëåííûå

ðàíåå ìàòðèöû Pj,n, Qj,n, Rj,n, Sj,n âèäà (6.14), (6.15). Òîãäà ðàâåíñòâà (7.5), (7.6) ïðèâîäÿò

ê ñèñòåìå âåêòîðíûõ óðàâíåíèé:

R1,sb
(0)
s eiLsx +

+∞∑
n=−∞

P1,na
(1)
n eiLnx =

+∞∑
n=−∞

P2,nE
+
2,n(h1)a

(2)
n eiLnx +

+∞∑
n=−∞

R2,nE
−
2,n(h1)b

(2)
n eiLnx,

S1,sb
(0)
s eiLsx +

+∞∑
n=−∞

Q1,na
(1)
n eiLnx =

+∞∑
n=−∞

Q2,nE
+
2,n(h1)a

(2)
n eiLnx +

+∞∑
n=−∞

S2,nE
−
2,n(h1)b

(2)
n eiLnx,

+∞∑
n=−∞

P2,na
(2)
n eiLnx +

+∞∑
n=−∞

R2,nb
(2)
n eiLnx = 0.
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Åñëè âåêòîðû ã(1)
n , ã(2)

n , b̃(2)
n � ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû, òî ã(1)

n = 0, ã(2)
n = 0, b̃(2)

n = 0 ïðè n ̸= s,

à âåêòîðû ã(1)
s , ã(2)

s , b̃(2)
s � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

R1,sb
(0)
s +P1,sa

(1)
s = P2,sE

+
2,s(h1)a

(2)
s +R2,sE

−
2,s(h1)b

(2)
s ,

S1,sb
(0)
s +Q1,sa

(1)
s = Q2,sE

+
2,s(h1)a

(2)
s + S2,sE

−
2,s(h1)b

(2)
s ,

P2,sa
(2)
s +R2,sb

(2)
s = 0.

(7.8)

Îáîçíà÷èì ðåøåíèå ïåðâîé ïîäçàäà÷è, êàê è ðàíüøå, u(1)x (x, y),

u(1)y (x, y), σ(1)
y (x, y), τ (1)(x, y), u(2)x (x, y), u(2)y (x, y), σ(2)

y (x, y), τ (2)(x, y).

Òàê êàê u(2)y (x, 0) = 0 è íà N , è íà M, òî óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ (7.5)-(7.7) äëÿ âòîðîé

ïîäçàäà÷è èìåþò âèä

u(1)x (x, h1) = u(2)x (x, h1), u(1)y (x, h1) = u(2)y (x, h1),

σ(1)
y (x, h1) = σ(2)

y (x, h1), τ (1)(x, h1) = τ (2)(x, h1),
(7.9)

u(2)x (x, 0) = 0, u(2)y (x, 0) = 0, x ∈ N , (7.10)

u(2)y (x, 0) = 0, τ (2)(x, 0) + τ (2)(x, 0) = 0, x ∈ M. (7.11)

Ââåäåì ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè 2× 1, ñîñòàâëåííûå èç ÷åòâåðòûõ ñòðîê ìàòðèö A2,n è B2,n:

C2,n = (2iµ2Lnβ2,1n, iρ2ω
2 − 2iµ2L

2
n), D2,n = (2iµ2Lnβ2,1n, 2iµ2L

2
n − iρ2ω

2).

Ïåðâàÿ ÷àñòü ÏÑÔÓ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç óñëîâèÿ τ (2)(x, 0) = −τ (2)(x, 0) íà M. Ââåäåì

íîâóþ íåèçâåñòíóþ âåëè÷èíó, â äàííîì ñëó÷àå íîâûé íåèçâåñòíûé ñêàëÿð

cn = C2,na
(2)
n +D2,nb

(2)
n . (7.12)

Ïîëó÷èì
+∞∑

n=−∞
cne

iLnx = −τ (2)(x, 0), x ∈ M. (7.13)

Ïîñòðîèì åùå ÷åòûðå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè 2 × 1, ñîñòàâëåííûå èç ïåðâûõ è âòîðûõ

ñòðîê ìàòðèö A2,n è B2,n:

G2,n = (Ln, β2,2n), H2,n = (−Ln, β2,2n),

I2,n = (β2,1n, −Ln), F2,n = (β2,1n, Ln).

Çàïèøåì â âåêòîðíîì âèäå óðàâíåíèå, êîòîðîå äîëæíî áûòü âûïîëíåíî òîëüêî íà N :

+∞∑
n=−∞

[G2,na
(2)
n +H2,nb

(2)
n ]eiLnx = 0, x ∈ N .

Ïðèâåäåì ýòî óðàâíåíèå ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå. Èç óðàâíåíèé (7.9) ñëåäóåò, ÷òî

P−1
1,n[P2,nE

+
2,n(h1)a

(2)
n +R2,nE

−
2,n(h1)b

(2)
n ]=Q−1

1,s[Q2,nE
+
2,n(h1)a

(2)
n +S2,nE

−
2,n(h1)b

(2)
n ]. (7.14)
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Èç óñëîâèé (7.10), (7.11) ñëåäóåò, ÷òî è íà N , è íà M äîëæíî áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå

I2,na
(2)
n + F2,nb

(2)
n = 0. (7.15)

Ïóñòü âåêòîðû ã(2)
n , b̃(2)

n � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (7.12), (7.14), (7.15) ïðè cn = 1, òîãäà

a(2)
n = ã(2)

n cn, b
(2)
n = b̃(2)

n cn. Ïîýòîìó âòîðàÿ ÷àñòü ÏÑÔÓ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå èìååò âèä

+∞∑
n=−∞

[G2,nã
(2)
n +H2,nb̃

(2)
n ]cne

iLnx = 0, x ∈ N . (7.16)

Îòìåòèì, ÷òî âûáðàííûé ñïîñîá ñâåäåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ê ÏÑÔÓ íå åäèíñòâåííûé.

Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëó÷èòü ÏÑÔÓ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íå áóäåì ðàçáèâàòü èñõîäíóþ çà-

äà÷ó íà äâå ïîäçàäà÷è. Èñïîëüçóåì óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ïðè y = h1, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ

äëÿ êîýôôèöèåíòîâ A(1)
n , C(1)

n , A(2)
n , B(2)

n ÷åðåç êîýôôèöèåíòû C(2)
n , D(2)

n . Äàëåå, èç óñëîâèÿ

u(2)y (x, 0) = 0, êîòîðîå äîëæíî áûòü âûïîëíåíî âñþäó, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöè-

åíòîâ C(2)
n ÷åðåç D(2)

n . Òîãäà óðàâíåíèÿ u(2)x (x, 0) = 0 íà N è τ (2)(x, 0) = 0 íà M îáðàçóþò

ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî òîëüêî îäíîãî íàáîðà íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ D(2)
n .

Ñäåëàåì åùå îäíó çàìåíó èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü íóëü â ïðàâîé ÷à-

ñòè óðàâíåíèÿ, êîòîðîå äîëæíî áûòü âûïîëíåíî íà N .

7.2. Äâå ïîëîñû ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé äåôåêòîâ

Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíóþ çàäà÷ó. Ïóñòü òåïåðü êîëè÷åñòâî ñëîåâ òðè, ïðè ýòîì, ïå-

ðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà äåôåêòîâ ðàñïîëîæåíà íà ãðàíèöå ñîïðÿæåíèÿ óïðóãèõ ñðåä Ω2 è Ω3.

Ïàðàìåòðû ñðåä çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: ρ1, µ1, λ1 â îáëàñòè D1, ρ2, µ2, λ2 â îáëàñòè

D2 è ρ3, µ3, λ3 â îáëàñòè Ω3. Óïðóãàÿ ñëîèñòàÿ ñðåäà ðàñïîëîæåíà íà æåñòêîì îñíîâàíèè,

ïðè ýòîì ïóñòü ñèñòåìà êîîðäèíàò çàäàíà òàê, ÷òî h2 = 0 (ñì. ðèñ. 7.2).

Ðèñ. 7.2. Ñëîèñòàÿ óïðóãàÿ ñðåäà ñ äåôåêòàìè
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Çàäàäèì óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè y = h1, y = h3, à òàêæå íà N

äîëæíû áûòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïîëíîãî êîíòàêòà. Â êà÷åñòâå äåôåêòîâ âîçüìåì áåñêîíå÷-

íî òîíêèå æåñòêèå ïëàñòèíû � ýêðàíû, òî åñòü íà M äîëæíû áûòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ âèäà

(5.3).

Ïóñòü u(1)x , u(1)y , σ(1)
y , τ (1), u(2)x , u(2)y , σ(2)

y , τ (2), u(3)x , u(3)y , σ(3)
y , τ (3) � ðåøåíèå çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ

óïðóãèõ ñðåä, êîãäà íà âñåõ ãðàíèöàõ äîëæíû áûòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïîëíîãî êîíòàêòà.

Ýòî ðåøåíèå ëåãêî ïîñòðîèòü, åñëè ðåøèòü ñèñòåìó âåêòîðíûõ óðàâíåíèé

R1,sb
(0)
s eiLsx+

+∞∑
n=−∞

P1,na
(1)
n eiLnx=

+∞∑
n=−∞

P2,nE
+
2,n(h1)a

(2)
n eiLnx+

+∞∑
n=−∞

R2,nE
−
2,n(h1)b

(2)
n eiLnx,

S1,sb
(0)
s eiLsx+

+∞∑
n=−∞

Q1,na
(1)
n eiLnx=

+∞∑
n=−∞

Q2,nE
+
2,n(h1)a

(2)
n eiLnx+

+∞∑
n=−∞

S2,nE
−
2,n(h1)b

(2)
n eiLnx,

+∞∑
n=−∞

P2,na
(2)
n eiLnx +

+∞∑
n=−∞

R2,nb
(2)
n eiLnx =

+∞∑
n=−∞

P3,na
(3)
n eiLnx +

+∞∑
n=−∞

R3,nb
(3)
n eiLnx,

+∞∑
n=−∞

Q2,na
(2)
n eiLnx +

+∞∑
n=−∞

S2,nb
(2)
n eiLnx =

+∞∑
n=−∞

Q3,na
(3)
n eiLnx +

+∞∑
n=−∞

S3,nb
(3)
n eiLnx,

+∞∑
n=−∞

P3,nE
+
3,n(h3)a

(3)
n eiLnx +

+∞∑
n=−∞

R3,nE
−
3,n(h3)b

(3)
n eiLnx = 0.

Ïåðåéäåì ê çàäà÷å î âîçìóùåíèè óïðóãîé ñðåäû ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé äåôåêòîâ. Ïóñòü

u = (u(2)x , u(2)y ) è v = (u(3)x , u(3)y ). Èç óñëîâèé íà M ñëåäóåò, ÷òî äîëæíû áûòü âûïîëíåíû

äâà âåêòîðíûõ óðàâíåíèÿ
+∞∑

n=−∞
[P2,na

(2)
n +R2,nb

(2)
n ]eiLnx = −u,

+∞∑
n=−∞

[P3,na
(3)
n +R3,nb

(3)
n ]eiLnx = −v, x ∈ M.

×òîáû ïîñòðîèòü ïåðâóþ ÷àñòü ÏÑÔÓ, äîñòàòî÷íî âçÿòü òîëüêî îäíî èç ýòèõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü cn = P2,na
(2)
n +R2,nb

(2)
n , òîãäà

+∞∑
n=−∞

cne
iLnx = −u, x ∈ M. (7.17)

Ðàâåíñòâà u(2)x (x, h2) = u(3)x (x, h2), u(2)y (x, h2) = u(3)y (x, h2) äîëæíû áûòü âûïîëíåíû è íà N ,

è íà M. Òîãäà äëÿ ïîñòðîåíèÿ âòîðîé ÷àñòè ÏÑÔÓ íà N îñòàþòñÿ äâà óñëîâèÿ, êîòîðûå â

âåêòîðíîé ôîðìå èìåþò âèä
+∞∑

n=−∞
[Q2,na

(2)
n + S2,nb

(2)
n −Q3,na

(3)
n − S3,nb

(3)
n ]eiLnx = 0, x ∈ N .

Åñëè âåêòîðû ã(2)
n , b̃(2)

n , ã(3)
n , b̃(3)

n � ðåøåíèå ñèñòåìû âåêòîðíûõ óðàâíåíèé

P−1
1,n[P2,nE

+
2,n(h1)a

(2)
n +R2,nE

−
2,n(h1)b

(2)
n ] = Q−1

1,n[Q2,nE
+
2,n(h1)a

(2)
n + S2,nE

−
2,n(h1)b

(2)
n ],

P3,nE
+
3,n(h3)a

(3)
n +R3,nE

−
3,n(h3)b

(3)
n = 0,

P2,na
(2)
n +R2,nb

(2)
n = cn,

P3,na
(3)
n +R3,nb

(3)
n = cn
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ïðè cn = (1, 1), òîãäà âòîðàÿ ÷àñòü ÏÑÔÓ
+∞∑

n=−∞
[Q2,nã

(2)
n + S2,nb̃

(2)
n −Q3,nã

(3)
n − S3,nb̃

(3)
n ]cne

iLnx = 0, x ∈ N .

Ðàññìîòðèì åùå îäèí âàðèàíò çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ. Ïóñòü, êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å,

â îáëàñòè Ω1 ïàðàìåòðû ñðåäû ρ1, µ1, λ1. Â îáëàñòÿõ Ω2 è Ω3 ñðåäû èìåþò îäèíàêîâûå

ïàðàìåòðû ρ2, µ2, λ2. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà äåôåêòîâ ðàñïîëîæåíà íà ãðàíèöå ñîïðÿæåíèÿ

Ω2 è Ω3. Ïðè ýòîì ïóñòü íèæíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü Ω4 (y < h3) èìååò ïàðàìåòðû ñðåäû ρ3,

µ3, λ3 (ñì. ðèñ. 7.3). Âåçäå, êðîìå M, ïîòðåáóåì, ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïîëíîãî

êîíòàêòà, à íà äåôåêòàõ � óñëîâèÿ ñêîëüæåíèÿ âäîëü ýêðàíà áåç òðåíèÿ (5.4).

Ðèñ. 7.3. Äåôåêòû â îäíîðîäíîé óïðóãîé ñðåäå

Íàïîìíèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ âîëí â âåêòîðíîì âèäå äëÿ âñåõ ñëîåâ çàäàíû ïî ôîðìóëàì

(7.2)-(7.4).

Ðåøèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó. Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé

R1,sb
(0)
s eiLsx+

+∞∑
n=−∞

P1,na
(1)
n eiLnx=

+∞∑
n=−∞

P2,nE
+
2,n(h1)a

(2)
n eiLnx+

+∞∑
n=−∞

R2,nE
−
2,n(h1)b

(2)
n eiLnx,

S1,sb
(0)
s eiLsx+

+∞∑
n=−∞

Q1,na
(1)
n eiLnx=

+∞∑
n=−∞

Q2,nE
+
2,n(h1)a

(2)
n eiLnx+

+∞∑
n=−∞

S2,nE
−
2,n(h1)b

(2)
n eiLnx,

+∞∑
n=−∞

P2,na
(2)
n eiLnx+

+∞∑
n=−∞

R2,nb
(2)
n eiLnx=

+∞∑
n=−∞

P2,na
(3)
n eiLnx+

+∞∑
n=−∞

R2,nb
(3)
n eiLnx,

+∞∑
n=−∞

Q2,na
(2)
n eiLnx+

+∞∑
n=−∞

S2,nb
(2)
n eiLnx=

+∞∑
n=−∞

Q2,na
(3)
n eiLnx+

+∞∑
n=−∞

S2,nb
(3)
n eiLnx,

+∞∑
n=−∞

P2,nE
+
2,n(h3)a

(3)
n eiLnx+

+∞∑
n=−∞

R2,nE
−
2,n(h3)b

(3)
n eiLnx=

+∞∑
n=−∞

R3,nb
(4)
n eiLnx,

+∞∑
n=−∞

Q2,nE
+
2,n(h3)a

(3)
n eiLnx+

+∞∑
n=−∞

S2,nE
−
2,n(h3)b

(3)
n eiLnx=

+∞∑
n=−∞

S3,nb
(4)
n eiLnx,
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èìååò ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò. Ïðè ýòîì èç

òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèé ñèñòåìû âèäíî, ÷òî σ(2)
y = σ(3)

y è τ (2) = τ (3).

Ïóñòü òåïåðü âåêòîð u çàäàí ñëåäóþùèì îáðàçîì: u = (σ(2)
y , τ (2)). Äëÿ âòîðîé ïîäçàäà÷è

èç óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ íà M ñëåäóåò, ÷òî

+∞∑
n=−∞

[Q2,na
(2)
n + S2,nb

(2)
n ]eiLnx =

+∞∑
n=−∞

[Q2,na
(3)
n + S2,nb

(3)
n ]eiLnx = −u.

Êàê è ðàíüøå, îáîçíà÷èì

Q2,na
(2)
n + S2,nb

(2)
n = Q2,na

(3)
n + S2,nb

(3)
n = cn. (7.18)

Ïîëó÷èì ïåðâóþ ÷àñòü ÏÑÔÓ â âèäå (7.17).

Äâà óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà N , êîòîðûõ íåò íà M, äàþò îäíî âåêòîðíîå óðàâíåíèå

+∞∑
n=−∞

[Q2,n(a
(2)
n − a(3)

n ) + S2,n(b
(2)
n − b(3)

n )]eiLnx = 0.

Ýòî óðàâíåíèå ëåãêî ïðèâåñòè ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå, èñïîëüçóÿ îñòàâøèåñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿ-

æåíèÿ è ðàâåíñòâî (7.18).

7.3. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷ â óïðóãî-ñëîèñòûõ ñðåäàõ

Â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ áûë ðàññìîòðåí ðÿä çàäà÷ ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè ñ ïåðèî-

äè÷åñêèìè ñèñòåìàìè äåôåêòîâ íà ãðàíèöå ñîïðÿæåíèÿ ñðåä. Êàæäàÿ èç çàäà÷ ñâåäåíà ê

ïàðíîìó ñóììàòîðíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ, âñå ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò îäèí è òîò

æå âèä. Â ñâîþ î÷åðåäü, òàêèå ÏÑÔÓ ñâîäÿòñÿ êàê ê áåñêîíå÷íûì ñèñòåìàì ëèíåéíûõ àë-

ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðûõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ìåòîäîì ðåäóêöèè, òàê è

ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè â ÿäðàõ èëè ê ãèïåðñèíãó-

ëÿðíûì óðàâíåíèÿì, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êîòîðûõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ÷èñëåííî.

Ïðèâåäåì ðÿä ðàññóæäåíèé, íà îñíîâå êîòîðûõ ñôîðìóëèðóåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷

äèôðàêöèè óïðóãèõ âîëí íà ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåìàõ äåôåêòîâ â ìíîãîñëîéíûõ óïðóãèõ

ñðåäàõ.

Ðàññìîòðèì ìíîãîñëîéíóþ ñðåäó èç k + 1 ñëîåâ ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé äåôåêòîâ íà

ãðàíèöå y = hj (ñì. ðèñ. 5.1, ðèñ. 5.2). Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷ ñîïðÿæåíèÿ â òàêîé ìíîãî-

ñëîéíîé ñðåäå äàíà â ï.5. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â êàæäîì óïðóãîì ñëîå â âèäå âîëí Ôëîêå.

Òîãäà â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ, ãäå ðåøåíèå äîëæíî áûòü íàéäåíî ñ ó÷åòîì óñëîâèé íà

áåñêîíå÷íîñòè, èùåì ïî äâà íàáîðà íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Â îáëàñòÿõ, ïðåäñòàâëÿ-

þùèõ ñîáîé óïðóãèå ïîëîñû, íóæíî èñêàòü ïî ÷åòûðå íàáîðà íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ñðåä ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèÿì ïîëíîãî
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êîíòàêòà âåçäå, êðîìå M � ó÷àñòêà ãðàíèöû ñ äåôåêòàìè â ïðîìåæóòêå [0, l). Ïðè äðóãîì

âûáîðå óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ âñå ðàññóæäåíèÿ òàêèå æå.

Ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ èñêîìûå êîýôôèöèåíòû Ôëîêå óïðóãèõ âîëí

â òåõ ñëîÿõ, êîòîðûå íå êîíòàêòèðóþò ñ äåôåêòàìè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â êàæäîì ñëîå â âåêòîðíîé ôîðìå â âèäå (7.2), (7.3), (7.4). Íà ãðàíèöå

ñîïðÿæåíèÿ ñðåä ïðè y = h1 è óñëîâèè j ̸= 1, ïîëó÷èì âåêòîðíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ

àìïëèòóä ñ íîìåðàìè s

B1,sb
(0)
s +A1,sa

(1)
s = A2,sE

+
2,s(h1)a

(2)
s +B2,sE

−
2,s(h1)b

(2)
s ,

è ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ àìïëèòóä ñ íîìåðàìè n ̸= s

A1,na
(1)
n = A2,nE

+
2,n(h1)a

(2)
n +B2,nE

−
2,n(h1)b

(2)
n .

Èñïîëüçóåì ïîñòðîåííûå ðàíüøå ìàòðèöû Pm,n, Qm,n, Rm,n, Sm,n, ãäå â îáùåì ñëó÷àå

m = 1 . . k + 1. Òîãäà ïðè n = s

R1,sb
(0)
s +P1,sa

(1)
s = P2,sE

+
2,s(h1)a

(2)
s +R2,sE

−
2,s(h1)b

(2)
s ,

S1,sb
(0)
s +Q1,sa

(1)
s = Q2,sE

+
2,s(h1)a

(2)
s + S2,sE

−
2,s(h1)b

(2)
s ,

(7.19)

è ïðè n ̸= s

P1,na
(1)
n = P2,nE

+
2,n(h1)a

(2)
n +R2,nE

−
2,n(h1)b

(2)
n ,

Q1,na
(1)
n = Q2,nE

+
2,n(h1)a

(2)
n + S2,nE

−
2,n(h1)b

(2)
n .

(7.20)

Èç ñèñòåì óðàâíåíèé (7.19), (7.20) èñêëþ÷èì âåêòîðû a(1)
s è a(1)

n , îïðåäåëÿþùèå óïðóãóþ

âîëíó â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ñâÿçè ìåæäó âåêòîðàìè

a(2)
n è b(2)

n :

P−1
1,s[P2,sE

+
2,s(h1)a

(2)
s +R2,sE

−
2,s(h1)b

(2)
s −R1,sb

(0)
s ] =

= Q−1
1,s[Q2,sE

+
2,s(h1)a

(2)
s + S2,sE

−
2,s(h1)b

(2)
s − S1,sb

(0)
s ],

P−1
1,n[P2,nE

+
2,n(h1)a

(2)
n +R2,nE

−
2,n(h1)b

(2)
n ]

= Q−1
1,n[Q2,nE

+
2,n(h1)a

(2)
n + S2,nE

−
2,n(h1)b

(2)
n ], n ̸= s.

(7.21)

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà âòîðîé ãðàíèöå ïðè y = h2 è j ̸= 1, 2. Ýòè óñëîâèÿ â

âåêòîðíîé ôîðìå èìåþò âèä

P2,nE
+
2,n(h2)a

(2)
n +R2,nE

−
2,n(h2)b

(2)
n = P3,nE

+
3,n(h2)a

(3)
n +R3,nE

−
3,n(h2)b

(3)
n ,

Q2,nE
+
2,n(h2)a

(2)
n + S2,nE

−
2,n(h2)b

(2)
n = Q3,nE

+
3,n(h2)a

(3)
n + S3,nE

−
3,n(h2)b

(3)
n .

(7.22)
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Ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ a(2)
n , b(2)

n ÷åðåç a(3)
n , b(3)

n èç óðàâíåíèé (7.22) è ïîäñòàâèì â óðàâíåíèÿ

(7.21). Òîãäà êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþùèå óïðóãóþ âîëíó Ôëîêå âî âòîðîé îáëàñòè áóäóò

èñêëþ÷åíû èç óðàâíåíèé.

Ïî ýòîé æå ñõåìå ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé âåêòîðû a(m)
n è b(m)

n ,

m ̸= j, j+1, îòíîñÿùèåñÿ ê ñëîÿì óïðóãîé ñðåäû, íå êîíòàêòèðóþùèì ñ äåôåêòàìè. Çàìåòèì,

÷òî èñêëþ÷àòü ãðóïïû èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ ìîæíî êàê íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî ñëîÿ, òàê è

íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåãî.

Àíàëîãè÷íûé ïðèåì ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðè ðàçäåëåíèè èñõîäíîé çàäà÷è íà äâå ïîäçàäà÷è.

Ïðè ðåøåíèè ïåðâîé ïîäçàäà÷è ìîæíî èìåòü äåëî ñèñòåìîé âåêòîðíûõ óðàâíåíèé òîëüêî

îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ îäíîãî óïðóãîãî ñëîÿ.

Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ âûøå çàäà÷àõ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà äåôåêòîâ áûëà ðàñïîëîæåíà

òîëüêî íà îäíîé ãðàíèöå ðàçäåëà óïðóãèõ ñëîåâ. Åñëè äåôåêòû ïðèñóòñòâóþò íà äâóõ è áîëåå

ãðàíèöàõ ñîïðÿæåíèÿ ñðåä, òî âîçìîæíû ðàçíûå ñèòóàöèè.

Íàèáîëåå ïðîñò ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìû äåôåêòîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàçíûõ ãðàíèöàõ

ñîïðÿæåíèÿ óïðóãèõ ñðåä, èìåþò îäèí è òîò æå ïåðèîä. Ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ, ðàçìåðû

íåîäíîðîäíîñòåé â ðàçíûõ ñèñòåìàõ äåôåêòîâ ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè (ñì. ðèñ. 7.4). Ýòî

ðàçëè÷èå ïðîÿâèòñÿ òîëüêî ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ I(m)
n , J (m)

n (ñì. ï.3, ôîðìóëû (3.12)),

ãäå m � íîìåðà ñëîåâ êîíòàêòèðóþùèõ ñ äåôåêòàìè.

Ðèñ. 7.4. Äâå ñèñòåìû äåôåêòîâ ñ ïåðèîäîì l.

Åñëè ñèñòåìû äåôåêòîâ èìåþò ðàçíûå ïåðèîäû, òî íóæíî íàéòè íàèìåíüøåå îáùåå êðàò-

íîå äâóõ ïåðèîäîâ è ïåðåéòè ê ðàññìîòðåííîìó ðàíåå ñëó÷àþ.

Ñôîðìóëèðóåì òðè ïðàâèëà, êîòîðûå ïîìîãàþò ñâåñòè ê ÏÑÔÓ ëþáûå ïåðèîäè÷åñêèå



63

çàäà÷è äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû â ñëîèñòîé ñðåäå è äðóãèå ðàçðûâíûå çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ

äëÿ ìíîãîñëîéíîé ïëîñêîñòè.

Ïðàâèëî 7.1. Èñõîäíàÿ çàäà÷à ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå ïîäçàäà÷è. Ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ðå-

øåíèå çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ áåç äåôåêòîâ ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ, ïðîäîëæåííûìè ñ N íà

âñþ ãðàíèöó ðàçäåëà ñëîåâ.

Ïðàâèëî 7.2. Ïðè ñâåäåíèè çàäà÷è î âîçìóùåíèè óïðóãîé ñðåäû îò äåôåêòîâ ê ÏÑÔÓ

â ñòàíäàðòíîé ôîðìå íóæíî âûáðàòü íîâûå íåèçâåñòíûå ïî òåì óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ,

êîòîðûå çàäàíû è íà M, è íà N .

Ïðàâèëî 7.3. Íåîäíîðîäíàÿ ÷àñòü ÏÑÔÓ ñòðîèòñÿ ïî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, çàäàííûì

íà M, à îäíîðîäíàÿ ÷àñòü � ïî óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ, çàäàííûì òîëüêî íà N .
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Ãëàâà 3. Òðåõìåðíûå äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèå çàäà÷è

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìîòðåíû ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé òðåõìåðíîé òåî-

ðèè óïðóãîñòè â ïîëóïðîñòðàíñòâå â êëàññå äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïîëó÷åíî îá-

ùåå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè, êâàçèïåðèîäè÷åñêîå ïî äâóì ïåðåìåí-

íûì. Âûäåëåíû øåñòü òèïîâ ýëåìåíòàðíûõ âîëí Ôëîêå è èññëåäîâàíû èõ ýíåðãåòè÷åñêèå

õàðàêòåðèñòèêè. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è â ïîëóïðîñòðàíñòâå, ê

êîòîðûì ñâîäÿòñÿ çàäà÷è îá îòðàæåíèè óïðóãîé âîëíû îò ãðàíèöû óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàí-

ñòâà ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ âíåøíåé ñðåäîé. Íàéäåíû

óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè äâóõ ïåðåîïðåäåëåííûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷. Çàäà÷à äèôðàêöèè óïðó-

ãîé âîëíû íà ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå äåôåêòîâ, ðàçìåùåííûõ íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà,

ñâåäåíà (â äâóõ âàðèàíòàõ) ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îò-

íîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ Ôëîêå îòðàæåííîé âîëíû. Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ãëàâû êðàòêî

ðàññìîòðåíà îäíà çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ äâóõ óïðóãèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ � çàäà÷à îá îòðàæåíèè

è ïðåëîìëåíèè óïðóãîé âîëíû íà ïëîñêîé ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä.

8. Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ïî äâóì ïåðåìåííûì

ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òðåõìåðíîé òåîðèè óïðóãîñòè

Â ýòîì ïàðàãðàôå äèññåðòàöèè ïîëó÷åíî îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé òðåõìåðíîé

òåîðèè óïðóãîñòè â êëàññå ôóíêöèé, ãàðìîíè÷åñêè çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè è êâàçèïåðèîäè-

÷åñêèõ ïî äâóì ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì.

8.1. Óðàâíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè

Â òðåõìåðíîé äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñîñòîÿíèå

óïðóãîé ñðåäû îïèñûâàþò äâå âåëè÷èíû: âåêòîð ïåðåìåùåíèé U = U(x, y, z) =

= (ux(x, y, z), uy(x, y, z), uz(x, y, z)) è ñèììåòðè÷íûé òåíçîð íàïðÿæåíèé

Σ =


σxx(x, y, z) σxy(x, y, z) σxz(x, y, z)

σxy(x, y, z) σyy(x, y, z) σyz(x, y, z)

σzx(x, y, z) σzy(x, y, z) σzz(x, y, z)

 .

Êîìïîíåíòû âåêòîðà U è òåíçîðà Σ � âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè.
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Óðàâíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè â êîîðäèíàòàõ èìåþò âèä

∂σxx
∂x

+
∂σxy
∂y

+
∂σxz
∂z

− ρ
∂2ux
∂t2

= 0,

∂σxy
∂x

+
∂σyy
∂y

+
∂σyz
∂z

− ρ
∂2uy
∂t2

= 0,

∂σxz
∂x

+
∂σyz
∂y

+
∂σzz
∂z

− ρ
∂2uz
∂t2

= 0,

(8.1)

σxx = (λ+ 2µ)
∂ux
∂x

+ λ
(
∂uy
∂y

+
∂uz
∂z

)
, σxy = µ

(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)
,

σyy = (λ+ 2µ)
∂uy
∂y

+ λ
(
∂ux
∂x

+
∂uz
∂z

)
, σyz = µ

(
∂uy
∂z

+
∂uz
∂y

)
,

σzz = (λ+ 2µ)
∂uz
∂z

+ λ
(
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

)
, σxz = µ

(
∂ux
∂z

+
∂uz
∂x

)
,

(8.2)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü óïðóãîé ñðåäû, λ, µ � ïîñòîÿííûå Ëàìå.

Ïðèìåíèì ìåòîä êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä. Ïóñòü óïðóãîå ïîëå ãàðìîíè÷åñêè çàâèñèò îò

âðåìåíè. Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè èìååò âèä exp (iωt), ãäå ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà.

Áóäåì îáîçíà÷àòü êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé òàê æå, êàê è

èñõîäíûå ôóíêöèè. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ àìïëèòóä ñîñòîèò èç òðåõ

óðàâíåíèé:
∂σxx
∂x

+
∂σxy
∂y

+
∂σxz
∂z

+ ρω2ux = 0,

∂σxy
∂x

+
∂σyy
∂y

+
∂σyz
∂z

+ ρω2uy = 0,

∂σxz
∂x

+
∂σyz
∂y

+
∂σzz
∂z

+ ρω2uz = 0,

(8.3)

è øåñòè óðàâíåíèé òîãî æå âèäà, ÷òî è óðàâíåíèÿ (8.2). Ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé ëåãêî ïðåîá-

ðàçîâàòü ê ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àíà-

ëîãîì ñèñòåìû óðàâíåíèé Ëàìå ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè:

(λ+ µ)
∂

∂x

(
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

+
∂uz
∂z

)
+ µ

(
∂2ux
∂x2

+
∂2ux
∂y2

+
∂2ux
∂z2

)
+ ρω2ux = 0,

(λ+ µ)
∂

∂y

(
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

+
∂uz
∂z

)
+ µ

(
∂2uy
∂x2

+
∂2uy
∂y2

+
∂2uy
∂z2

)
+ ρω2uy = 0,

(λ+ µ)
∂

∂z

(
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

+
∂uz
∂z

)
+ µ

(
∂2uz
∂x2

+
∂2uz
∂y2

+
∂2uz
∂z2

)
+ ρω2uz = 0.

(8.4)

Â óðàâíåíèÿõ (8.4) ñîäåðæàòñÿ òîëüêî êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé U, òî÷íåå èõ êîì-

ïëåêñíîçíà÷íûå àìïëèòóäû.

Ïóñòü Ũ � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (8.1), (8.2) èëè ñèñòåìû óðàâíåíèé (8.4). Åñëè

rot(Ũ) = 0, òîãäà Ũ îïðåäåëÿåò ïðîäîëüíóþ óïðóãóþ âîëíó. Åñëè div(Ũ) = 0, òîãäà Ũ �

ïîïåðå÷íàÿ óïðóãàÿ âîëíà.



66

Îò ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé ìîæíî ïåðåéòè ê íîâûì èñêîìûì ôóíêöèÿì � ïîòåí-

öèàëàì. Ñ ìåòîäàìè ïîòåíöèàëà â òåîðèè óïðóãîñòè ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ìîíîãðàôèè

Êóïðàäçå Â.Ä. [22]. Â íàøåì ñëó÷àå ñêàëÿðíûé ïðîäîëüíûé φ è ïîïåðå÷íûé âåêòîðíûé

ψ = (ψx, ψy, ψz) ïîòåíöèàëû äîëæíû áûòü ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé Ãåëüìãîëüöà

∂2φ

∂x2
+
∂2φ

∂y2
+
∂2φ

∂z2
+ k21φ = 0,

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
+
∂2ψ

∂z2
+ k22ψ = 0, (8.5)

ãäå, êàê è ðàíüøå, âîëíîâûå ÷èñëà k1 è k2 îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (1.5). Òîãäà U = gradφ+

rotψ è êîìïîíåíòû âåêòîðà ψ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ divψ = 0.

Êàê îòìå÷åíî â ðàáîòå [43], èññëåäîâàíèå ãðàíè÷íûõ çàäà÷ è çàäà÷ äèôðàêöèè äëÿ ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé (8.1), (8.2) ñâåäåíèåì èõ ê àíàëîãè÷íûì çàäà÷àì äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

(8.5) � òðóäîåìêèé ïðîöåññ. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè óäîá-

íåå èñïîëüçîâàòü èñõîäíûå óðàâíåíèÿ èëè ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî

ïîðÿäêà (8.4).

8.2. Ðåøåíèÿ, êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ïî äâóì ïåðåìåííûì

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè â âèäå êâàçèïåðèî-

äè÷åñêèõ ïî äâóì ïåðåìåííûì êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé âèäà

f(x, y, z) = eiαxxeiαyyf0(x, y, z),

ãäå αx è αy � ïàðàìåòðû Ôëîêå, f0(x, y, z) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî äâóì àðãóìåíòàì x è y ôóíêöèÿ

ñ ïåðèîäàìè lx è ly ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f0(x, y, z) ðàçëàãàåòñÿ

â äâîéíîé ðÿä Ôóðüå ïî ïåðåìåííûì x è y, òîãäà

f(x, y, z) = eiαxxeiαyy
+∞∑

m=−∞

+∞∑
n=−∞

fmn(z)e
i 2π
lx
mxe

i 2π
ly
ny

=
+∞∑

m=−∞

+∞∑
n=−∞

fmn(z)e
iLxmxeiLyny, (8.6)

Lxm = αx +
2πm

lx
, Lyn = αy +

2πn

ly
.

Ïîäñòàâèì ôóíêöèè íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé â âèäå (8.6) â óðàâíåíèÿ (8.3) è ïîëó÷èì

ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ èõ êîýôôèöèåíòîâ Ôëîêå
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iLxmσxxmn(z) + iLynσxymn(z) + σ
′

xzmn(z) + ρω2uxmn(z) = 0,

iLxmσxymn(z) + iLynσyymn(z) + σ
′

yzmn(z) + ρω2uymn(z) = 0,

iLxmσxzmn(z) + iLynσyzmn(z) + σ
′

zzmn(z) + ρω2uzmn(z) = 0,

σxxmn(z) = i(λ+ 2µ)Lxmuxmn(z) + iλLynuymn(z) + λu
′

zmn(z),

σyymn(z) = i(λ+ 2µ)Lynuymn(z) + iλLxmuxmn(z) + λu
′

zmn(z),

σzzmn(z) = (λ+ 2µ)u
′

zmn(z) + iλLxmuxmn(z) + iλLynuymn(z),

σxymn(z) = iµ(Lynuxmn(z) + Lxmuymn(z)),

σxzmn(z) = µ(u
′

xmn(z) + iLxmuzmn(z)),

σyzmn(z) = µ(u
′

ymn(z) + iLynuzmn(z)).

(8.7)

Èñêëþ÷èì ôóíêöèè σxxmn(z), σyymn(z), σxymn(z) èç óðàâíåíèé (8.7) è ïåðåïèøåì îñòàâøèåñÿ

óðàâíåíèÿ â âèäå

u
′

xmn(z) = −iLxmuzmn(z) +
1

µ
σxzmn(z), u

′

ymn(z) = −iLynuzmn(z) +
1

µ
σyzmn(z),

u
′

zmn(z) = −iLxm
λ

λ+ 2µ
uxmn(z)− iLyn

λ

λ+ 2µ
uymn(z) +

1

λ+ 2µ
σzzmn(z),

σ
′

xzmn(z) =
((
λ+ 2µ− λ2

λ+ 2µ

)
L2
xm + µL2

yn − ρω2
)
uxmn(z)+

+LxmLyn

(
λ+ µ− λ2

λ+ 2µ

)
uymn(z)− iLxm

λ

λ+ 2µ
σzzmn(z),

σ
′

yzmn(z) = LxmLyn

(
λ+ µ− λ2

λ+ 2µ

)
uxmn(z)+

+
((
λ+ 2µ− λ2

λ+ 2µ

)
L2
yn + µL2

xm − ρω2
)
uymn(z)− iLyn

λ

λ+ 2µ
σzzmn(z),

σ
′

zzmn(z) = −ρω2uzmn(z)− iLxmσxzmn(z)− iLynσyzmn(z).

(8.8)

Îáîçíà÷èì

βjmn =
√
k2j − L2

xm − L2
yn =


|L2

xm + L2
yn| ≤ k2j : i

√
L2
xm + L2

yn − k2j ,

|L2
xm + L2

yn| ≥ k2j : −
√
k2j − L2

xm − L2
yn,

j = 1, 2.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî βjmn ̸= 0, ïðè j = 1, 2. Ñëó÷àé, êîãäà äëÿ íåêîòîðûõ èíäåêñîâ m, n

îáðàùàåòñÿ â íóëü ÷èñëî β1mn èëè ÷èñëî β2mn, â äàííîé ðàáîòå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (8.8). Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ýòîé ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò øåñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé:

±iβ1mn, ±iβ2mn, ±iβ2mn.
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Èì ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå âåêòîðû

h1,2
mn =

(
Lxm, Lyn, ±β1mn, ±2iµβ1mnLxm, ±2iµβ1mnLyn, i

(
λk21 + 2µβ2

1mn

))
,

h3,4
mn =

(
β2mn, 0, ∓Lxm, ±iµ(β2

2mn − L2
xm), ∓iµLxmLyn, −i2µβ2mnLxm

)
,

h5,6
mn =

(
0, β2mn, ∓Lyn, ∓iµLxmLyn, ±iµ(β2

2mn − L2
yn), −i2µβ2mnLyn

)
.

Îáúåäèíèì ïåðåìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿ â îäèí èñêîìûé âåêòîð u = u(x, y, z) =

= (ux, uy, uz, σxy, σxz, σyz, σxx, σyy, σzz). Îïðåäåëèì ìàòðèöû Amn è Bmn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Amn =



Lxm β2mn 0

Lyn 0 β2mn

β1mn −Lxm −Lyn
2iµLxmLyn iµβ2mnLyn iµβ2mnLxm

2iµβ1mnLxm iµ(β2
2mn − L2

xm) −iµLxmLyn
2iµβ1mnLyn −iµLxmLyn iµ(β2

2mn − L2
yn)

i(λk21 + 2µL2
xm) i2µβ2mnLxm 0

i(λk21 + 2µL2
yn) 0 i2µβ2mnLyn

i(λk21 + 2µβ2
1mn) −i2µβ2mnLxm −i2µβ2mnLyn



, (8.9)

Bmn =



Lxm β2mn 0

Lyn 0 β2mn

−β1mn Lxm Lyn

2iµLxmLyn iµβ2mnLyn iµβ2mnLxm

−2iµβ1mnLxm −iµ(β2
2mn − L2

xm) iµLxmLyn

−2iµβ1mnLyn iµLxmLyn −iµ(β2
2mn − L2

yn)

i(λk21 + 2µL2
xm) i2µβ2mnLxm 0

i(λk21 + 2µL2
yn) 0 i2µβ2mnLyn

i(λk21 + 2µβ2
1mn) −i2µβ2mnLxm −i2µβ2mnLyn



. (8.10)

Ìàòðèöû E+
mn(z) è E−

mn(z) îïðåäåëèì òàê:

E+
mn(z)=


eiβ1mnz 0 0

0 eiβ2mnz 0

0 0 eiβ2mnz

 ,E−
mn(z)=


e−iβ1mnz 0 0

0 e−iβ2mnz 0

0 0 e−iβ2mnz

 . (8.11)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
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Òåîðåìà 8.1. Îáùåå êâàçèïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (8.2)�(8.3) èìååò

âèä

u(x, y, z) =
+∞∑

m=−∞

+∞∑
n=−∞

AmnE
+
mn(z)amne

iLxmxeiLyny+

+
+∞∑

m=−∞

+∞∑
n=−∞

BmnE
−
mn(z)bmne

iLxmxeiLyny, (8.12)

ãäå amn, bmn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå âåêòîðû.

Êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå, êàæäàÿ ãàðìîíèêà Ôëîêå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó øåñòè

ñëàãàåìûõ � ýëåìåíòàðíûõ âîëí. Âûïèøåì èõ êîìïîíåíòû:

âîëíà òèïà A

ux(x, y, z) = Lxme
iβ1mnzeiLxmxeiLyny, uy(x, y, z) = Lyne

iβ1mnzeiLxmxeiLyny,

uz(x, y, z) = β1mne
iβ1mnzeiLxmxeiLyny,

σxy(x, y, z) = 2iµLxmLyne
iβ1mnzeiLxmxeiLyny,

σxz(x, y, z) = 2iµLxmβ1mne
iβ1mnzeiLxmxeiLyny,

σyz(x, y, z) = 2iµLynβ1mne
iβ1mnzeiLxmxeiLyny,

σxx(x, y, z) = i (λk21 + 2µL2
xm) e

iβ1mnzeiLxmxeiLyny,

σyy(x, y, z) = i
(
λk21 + 2µL2

yn

)
eiβ1mnzeiLxmxeiLyny,

σzz(x, y, z) = i (λk21 + 2µβ2
1mn) e

iβ1mnzeiLxmxeiLyny;

(8.13)

âîëíà òèïà B

ux(x, y, z) = Lxme
−iβ1mnzeiLxmxeiLyny, uy(x, y, z) = Lyne

−iβ1mnzeiLxmxeiLyny,

uz(x, y, z) = −β1mne−iβ1mnzeiLxmxeiLyny,

σxy(x, y, z) = 2iµLxmLyne
−iβ1mnzeiLxmxeiLyny,

σxz(x, y, z) = −2iµLxmβ1mne
−iβ1mnzeiLxmxeiLyny,

σyz(x, y, z) = −2iµLynβ1mne
−iβ1mnzeiLxmxeiLyny,

σxx(x, y, z) = i (λk21 + 2µL2
xm) e

−iβ1mnzeiLxmxeiLyny,

σyy(x, y, z) = i
(
λk21 + 2µL2

yn

)
e−iβ1mnzeiLxmxeiLyny,

σzz(x, y, z) = i (λk21 + 2µβ2
1mn) e

−iβ1mnzeiLxmxeiLyny;

(8.14)

âîëíà òèïà C

ux(x, y, z) = β2mne
iβ2mnzeiLxmxeiLyny, uy(x, y, z) = 0,

uz(x, y, z) = −Lxmeiβ2mnzeiLxmxeiLyny,

σxy(x, y, z) = iµLynβ2mne
iβ2mnzeiLxmxeiLyny,

σxz(x, y, z) = iµ (β2
2mn − L2

xm) e
iβ2mnzeiLxmxeiLyny,

σyz(x, y, z) = −iµLxmLyneiβ2mnzeiLxmxeiLyny,

σxx(x, y, z) = 2iµLxmβ2mne
iβ2mnzeiLxmxeiLyny, σyy(x, y, z) = 0,

σzz(x, y, z) = −2iµLxmβ2mne
iβ2mnzeiLxmxeiLyny;

(8.15)
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âîëíà òèïà D

ux(x, y, z) = β2mne
−iβ2mnzeiLxmxeiLyny, uy(x, y, z) = 0,

uz(x, y, z) = Lxme
−iβ2mnzeiLxmxeiLyny,

σxy(x, y, z) = iµLynβ2mne
−iβ2mnzeiLxmxeiLyny,

σxz(x, y, z) = −iµ (β2
2mn − L2

xm) e
−iβ2mnzeiLxmxeiLyny,

σyz(x, y, z) = iµLxmLyne
−iβ2mnzeiLxmxeiLyny,

σxx(x, y, z) = 2iµLxmβ2mne
−iβ2mnzeiLxmxeiLyny, σyy(x, y, z) = 0,

σzz(x, y, z) = −2iµLxmβ2mne
−iβ2mnzeiLxmxeiLyny;

(8.16)

âîëíà òèïà E

ux(x, y, z) = 0, uy(x, y, z) = β2mne
iβ2mnzeiLxmxeiLyny,

uz(x, y, z) = −Lyneiβ2mnzeiLxmxeiLyny,

σxy(x, y, z) = iµLxmβ2mne
iβ2mnzeiLxmxeiLyny,

σxz(x, y, z) = −iµLxmLyneiβ2mnzeiLxmxeiLyny,

σyz(x, y, z) = iµ
(
β2
2mn − L2

yn

)
eiβ2mnzeiLxmxeiLyny,

σxx(x, y, z) = 0, σyy(x, y, z) = 2iµLynβ2mne
iβ2mnzeiLxmxeiLyny,

σzz(x, y, z) = −2iµLynβ2mne
iβ2mnzeiLxmxeiLyny;

(8.17)

âîëíà òèïà H

ux(x, y, z) = 0, uy(x, y, z) = β2mne
−iβ2mnzeiLxmxeiLyny,

uz(x, y, z) = Lyne
−iβ2mnzeiLxmxeiLyny,

σxy(x, y, z) = iµLxmβ2mne
−iβ2mnzeiLxmxeiLyny,

σxz(x, y, z) = iµLxmLyne
−iβ2mnzeiLxmxeiLyny,

σyz(x, y, z) = −iµ
(
β2
2mn − L2

yn

)
e−iβ2mnzeiLxmxeiLyny,

σxx(x, y, z) = 0, σyy(x, y, z) = 2iµLynβ2mne
−iβ2mnzeiLxmxeiLyny,

σzz(x, y, z) = −2iµLynβ2mne
−iβ2mnzeiLxmxeiLyny.

(8.18)

Êîìïîíåíòû ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ â ïðåäñòàâëåíèè (8.12) áóäåì â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àòü

â ñîîòâåòñòâèè ñ òèïàìè âîëí: amn = (Amn, Cmn, Emn), bmn = (Bmn, Dmn, Hmn).

9. Ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè óïðóãèõ âîëí

×òîáû îïðåäåëèòü îðèåíòàöèþ îòäåëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ ãàðìîíèê Ôëîêå, èññëåäóåì èõ

ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè.
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9.1. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

Ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå òîæäåñòâî âèäà (2.1) èç ñèñòåìû óðàâíåíèé òðåõìåðíîé äè-

íàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè (8.1)�(8.2).

Òåîðåìà 9.1. Åñëè ux, uy, uz, σxx, σyy, σzz, σxy, σxz, σyz � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

(8.1)�(8.2), òî

∂

∂t

{
ρ

2

[(
∂ux
∂t

)2

+
(
∂uy
∂t

)2

+
(
∂uz
∂t

)2]
+
λ+ 2µ

2

[(
∂ux
∂x

)2

+
(
∂uy
∂y

)2

+
(
∂uz
∂z

)2]
+

+
µ

2

[(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)2

+
(
∂uy
∂z

+
∂uz
∂y

)2

+
(
∂uz
∂x

+
∂ux
∂z

)2]
+λ
[
∂ux
∂x

∂uy
∂y

+
∂uy
∂y

∂uz
∂z

+
∂uz
∂z

∂ux
∂x

]}
−

(9.1)

− ∂

∂x

[
∂ux
∂t

σxx +
∂uy
∂t

σxy +
∂uz
∂t

σxz

]
− ∂

∂y

[
∂ux
∂t

σxy +
∂uy
∂t

σyy +
∂uz
∂t

σyz

]
−

− ∂

∂z

[
∂ux
∂t

σxz +
∂uy
∂t

σyz +
∂uz
∂t

σzz

]
(çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (8.1)�(8.2). Óìíîæèì èõ íà ñïåöèàëü-

íûì îáðàçîì ïîäîáðàííûå ìíîæèòåëè:

∂σxx
∂x

+
∂σxy
∂y

+
∂σxz
∂z

− ρ
∂2ux
∂t2

= 0 ×∂ux
∂t

∂σxy
∂x

+
∂σyy
∂y

+
∂σyz
∂z

− ρ
∂2uy
∂t2

= 0 ×∂uy
∂t

∂σxz
∂x

+
∂σyz
∂y

+
∂σzz
∂z

− ρ
∂2uz
∂t2

= 0 ×∂uz
∂t

σxx − (λ+ 2µ)
∂ux
∂x

− λ

(
∂uy
∂y

+
∂uz
∂z

)
= 0 ×∂2ux

∂t∂x

σyy − (λ+ 2µ)
∂uy
∂y

− λ

(
∂ux
∂x

+
∂uz
∂z

)
= 0 ×∂

2uy
∂t∂y

σzz − (λ+ 2µ)
∂uz
∂z

− λ

(
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

)
= 0 ×∂

2uz
∂t∂z

σxy − µ

(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)
= 0 × ∂

∂t

(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)

σyz − µ

(
∂uy
∂z

+
∂uz
∂y

)
= 0 × ∂

∂t

(
∂uy
∂z

+
∂uz
∂y

)

σxz − µ

(
∂ux
∂z

+
∂uz
∂x

)
= 0 × ∂

∂t

(
∂uz
∂x

+
∂ux
∂z

)
.

Ñëîæèì è ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå. Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (9.1).
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Èç òåîðåìû 9.1 ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü ýíåðãèè

E =
ρ

2

[(
∂ux
∂t

)2

+
(
∂uy
∂t

)2

+
(
∂uz
∂t

)2]
+
λ+ 2µ

2

[(
∂ux
∂x

)2

+
(
∂uy
∂y

)2

+
(
∂uz
∂z

)2]
+

+
µ

2

[(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)2

+
(
∂uy
∂z

+
∂uz
∂y

)2

+
(
∂uz
∂x

+
∂ux
∂z

)2]
+

+λ
[
∂ux
∂x

∂uy
∂y

+
∂uy
∂y

∂uz
∂z

+
∂uz
∂z

∂ux
∂x

]

è êîìïîíåíòû âåêòîðà Óìîâà-Ïîéíòèíãà

Πx = −∂ux
∂t

σxx −
∂uy
∂t

σxy −
∂uz
∂t

σxz, Πy = −∂ux
∂t

σxy −
∂uy
∂t

σyy −
∂uz
∂t

σyz,

Πz = −∂ux
∂t

σxz −
∂uy
∂t

σyz −
∂uz
∂t

σzz.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå âåêòîðà Óìîâà-Ïîéíòèíãà âûðàçèì ÷åðåç êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû ïå-

ðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Π = −ω
2
Im(u∗xσxx + u∗yσxy + u∗zσxz, u

∗
xσxy + u∗yσyy + u∗zσyz, u

∗
xσxz + u∗yσyz + u∗zσzz). (9.2)

9.2. Óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè

Îïðåäåëèì, â êàêîì íàïðàâëåíèè ïåðåíîñÿò ýíåðãèþ ýëåìåíòàðíûå óïðóãèå âîëíû (8.13)�

(8.18).

Íàéäåì ïî ôîðìóëå (9.2) ñðåäíèå çíà÷åíèÿ òðåòüåé êîìïîíåíòû âåêòîðà Óìîâà-Ïîéíòèíãà

äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ãàðìîíèê âñåõ øåñòè òèïîâ A�H:

A : Πz = −ω
2
e−2Imβ1mn z Reβ1mn ρω

2,

B : Πz =
ω

2
e2Imβ1mn z Reβ1mn ρω

2,

C : Πz = −µω
2
e−2Imβ2mn z Reβ2mn [L2

xm + |k22 − (L2
xm + L2

yn)|],

D : Πz = µ
ω

2
e2Imβ2mn z Reβ2mn [L2

xm + |k22 − (L2
xm + L2

yn)|],

E : Πz = −µω
2
e−2Imβ2mn z Reβ2mn [L2

yn + |k22 − (L2
xm + L2

yn)|],

H : Πz = µ
ω

2
e2Imβ2mn z Reβ2mn [L2

yn + |k22 − (L2
xm + L2

yn)|].

(9.3)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ìíèìûõ çíà÷åíèÿõ βjmn òðåòüÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà Óìîâà-Ïîéíòèíãà

îáðàùàåòñÿ â íóëü, à íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ èñ÷åçàþò ïðè z → +∞ èëè z → −∞ (çàòó-

õàþùèå âîëíû). Ïðè âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ βjmn êîìïîíåíòà Πz äëÿ âñåõ ýëåìåíòàðíûõ

ãàðìîíèê íå çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû z è ïîëîæèòåëüíàÿ èëè îòðèöàòåëü-

íàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíòàðíûå ãàðìîíèêè ïåðåíîñÿò ýíåðãèþ âäîëü îñè z (ðàñïðîñòðàíÿþ-

ùèåñÿ âîëíû). Â ñîîòâåòñòâèè ñî çíàêîì Πz ãàðìîíèêè Ôëîêå òèïîâ A, C è E ïîëîæèòåëüíî
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îðèåíòèðîâàíû ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy, à ãàðìîíèêè òèïîâ B, D, H �

îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàíû.

Ïîòîê ýíåðãèè óïðóãîé âîëíû ÷åðåç îáëàñòü [0, lx]×[0, ly] ïëîñêîñòè Oxy ìîæíî âû÷èñëèòü

ïî ôîðìóëå

P =

lx∫
0

ly∫
0

Πz(x, y, 0)dydx =

= −ωlxly
2

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

Im[u∗xmn(0)σxzmn(0) + u∗ymn(0)σyzmn(0) + u∗zmn(0)σzzmn(0)].

Êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå, êâàçèïåðèîäè÷åñêóþ âîëíó îáùåãî âèäà áóäåì íàçûâàòü ïî-

ëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé (óõîäÿùåé íà áåñêîíå÷íîñòü â íàïðàâëåíèè îñè z), åñëè îíà

ñîñòîèò òîëüêî èç ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ãàðìîíèê. Êâàçèïåðèîäè÷åñêóþ âîëíó

áóäåì íàçûâàòü îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé (ïðèõîäÿùåé ñ áåñêîíå÷íîñòè), åñëè îíà ñî-

ñòîèò òîëüêî èç îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ ãàðìîíèê. Òðåáîâàíèå îðèåíòèðîâàííîñòè

âîëíû ðàâíîñèëüíî â íàøåì ñëó÷àå óñëîâèÿì íà áåñêîíå÷íîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ âîëí â ôîðìóëå (8.12) âñå âåêòîðû

bmn = 0. Òîãäà

u(x, y, z) =
+∞∑

m=−∞

+∞∑
n=−∞

AmnE
+
mn(z)amne

iLxmxeiLyny. (9.4)

Äëÿ îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííûõ âîëí amn = 0 è

u(x, y, z) =
+∞∑

m=−∞

+∞∑
n=−∞

BmnE
−
mn(z)bmne

iLxmxeiLyny. (9.5)

10. Ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

òåîðèè óïðóãîñòè â ïîëóïðîñòðàíñòâå

Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè ìîæíî

èññëåäîâàòü ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è â äâóìåðíîì ñëó÷àå.

10.1. Îñíîâíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è

Â îáùåì ñëó÷àå â ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè îñíîâíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è ñòà-

âÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðâàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à � êîãäà íà ãðàíèöå óïðóãîãî ïîëóïðî-

ñòðàíñòâà çàäàíû ñëåäû ïåðåìåùåíèé ux(x, y, 0) = fx(x, y), uy(x, y, 0) = fy(x, y), uz(x, y, 0) =

fz(x, y), à âòîðàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à � êîãäà çàäàíû ñëåäû íàïðÿæåíèé σxz(x, y, 0) = gxz(x, y),

σyz(x, y, 0) = gyz(x, y), σzz(x, y, 0) = gzz(x, y). (Ñì., íàïðèìåð, [28, ï. 5.9]).
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Ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è îá îòðàæåíèè óïðóãîé âîëíû îò ãðàíèöû óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàí-

ñòâà. Ïîêàæåì, ÷òî (êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå) ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ ìîæåò áûòü íàéäåíî â

ÿâíîì âèäå.

Ïóñòü îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ óïðóãàÿ âîëíà îò áåñêîíå÷íî óäàëåííîãî èñòî÷íè-

êà (u(0)x , u(0)y , u(0)z , σ(0)
xy , σ

(0)
xz , σ

(0)
yz , σ

(0)
xx , σ

(0)
yy , σ

(0)
zz ) íàáåãàåò íà ãðàíèöó óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà,

íàõîäÿùåãîñÿ â êîíòàêòå ñ æåñòêèì îñíîâàíèåì. Òðåáóåòñÿ íàéòè îòðàæåííóþ ïîëîæèòåëü-

íî îðèåíòèðîâàííóþ âîëíó (ux, uy, uz, σxy, σxz, σyz, σxx, σyy, σzz), óäîâëåòâîðÿþùóþ ãðàíè÷íûì

óñëîâèÿì âèäà

u(0)x (x, y, 0) + ux(x, y, 0) = 0, u(0)y (x, y, 0) + uy(x, y, 0) = 0,

u(0)z (x, y, 0) + uz(x, y, 0) = 0,
(10.1)

èëè
σ(0)
xz (x, y, 0) + σxz(x, y, 0) = 0, σ(0)

yz (x, y, 0) + σyz(x, y, 0) = 0,

u(0)z (x, y, 0) + uz(x, y, 0) = 0.
(10.2)

Óñëîâèÿ (10.1) � ÷àñòíûé ñëó÷àé ïåðâîé îñíîâíîé çàäà÷è � ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ, êîãäà

óïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî íàõîäèòñÿ â ïîëíîì êîíòàêòå ñ æåñòêèì îñíîâàíèåì. Óñëîâèÿ

(10.2) ñòàâÿòñÿ, åñëè óïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî ñêîëüçèò ïî æåñòêîìó îñíîâàíèþ áåç òðåíèÿ

è áåç îòñëîåíèÿ.

Ïàäàþùóþ âîëíó çàäàäèì â âèäå ãàðìîíèêè Ôëîêå ñ èíäåêñàìè (s, r):

u(0)x (x, y, z) =
[
BsrLxse

−iβ1srz +Dsrβ2sre
−iβ2srz

]
eiLxsxeiLyry,

u(0)y (x, y, z) =
[
BsrLyre

−iβ1srz +Hsrβ2sre
−iβ2srz

]
eiLxsxeiLyry,

u(0)z (x, y, z) = [−Bsrβ1sre
−iβ1srz +DsrLxse

−iβ2srz +HsrLyre
−iβ2srz]eiLxsxeiLyry,

σ(0)
xx (x, y, z) = i

[
Bsr

(
λk21 + 2µL2

xs

)
e−iβ1srz +Dsr2µLxsβ2sre

−iβ2srz
]
eiLxsxeiLyry,

σ(0)
yy (x, y, z) = i

[
Bsr

(
λk21 + 2µL2

yr

)
e−iβ1nsrz +Hsr2µLyrβ2sre

−iβ2srz
]
eiLxsxeiLyry,

σ(0)
zz (x, y, z) = i

[
Bsr

(
λk21 + 2µβ2

1sr

)
e−iβ1srz −Dnm2µLxsβ2sre

−iβ2nmz−

−Hsr2µLyrβ2sre
−iβ2srz

]
eiLxsxeiLyry,

σ(0)
xy (x, y, z) = iµ

[
Bsre

−iβ1srz2LxsLyr +Dsre
−iβ2srzβ2srLyr+

+Hsre
−iβ2srzβ2srLxs

]
eiLxsxeiLyry,

σ(0)
xz (x, y, z) = iµ

[
−Bsre

−iβ1srz2Lxsβ1sr −Dsre
−iβ2srz

(
β2
2sr − L2

xs

)
+

+Hsre
−iβ2srzLxsLyr

]
eiLxsxeiLyry,

σ(0)
yz (x, y, z) = iµ

[
−Bsre

−iβ1srz2Lyrβ1sr +Dsre
−iβ2srzLxsLyr−

−Hsre
−iβ2srz

(
β2
2sr − L2

yr

)]
eiLxsxeiLyry.
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Ýòà æå âîëíà â âèäå âåêòîð-ôóíêöèè èìååò âèä

u(0) = BsrE
−
sr(z)b

(0)
sr e

iLxsxeiLyry. (10.3)

Îòðàæåííóþ âîëíó áóäåì èñêàòü â âèäå (9.4).

Òåîðåìà 10.1. Åñëè óïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî íàõîäèòñÿ â ïîëíîì êîíòàêòå ñ æåñò-

êèì îñíîâàíèåì, òî ó îòðàæåííîé âîëíû îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî ãàðìîíèêà ñ èíäåêñîì

(s, r). Åñëè óïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî ñêîëüçèò áåç òðåíèÿ ïî æåñòêîìó îñíîâàíèþ, òî ó

îòðàæåííîé âîëíû îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî ãàðìîíèêà ñ èíäåêñîì (s, r).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïåðâóþ çàäà÷ó, êîãäà ïðè x ∈ (0, lx), y ∈ (0, ly) äîëæíû áûòü

âûïîëíåíû óñëîâèÿ (10.1).

Ââåäåì ìàòðèöû Pjk è Qjk, ñîñòàâëåííûå èç ïåðâûõ òðåõ ñòðîê ìàòðèö Amn è Bmn:

Pjk =


Lxj β2jk 0

Lyk 0 β2jk

β1jk −Lxj −Lyk

 , Qjk =


Lxj β2jk 0

Lyk 0 β2jk

−β1jk Lxj Lyk

 . (10.4)

Óñëîâèÿ (10.1) â âåêòîðíîé ôîðìå ïðèìóò âèä

Qsrb
(0)
sr e

iLxsxeiLyry +
+∞∑

m=−∞

+∞∑
n=−∞

Pmnamne
iLxmxeiLyny = 0. (10.5)

Î÷åâèäíî, ÷òî amn = 0, åñëè ïàðà èíäåêñîâ (m,n) ̸= (s, r).

Äëÿ ãàðìîíèêè ñ ïàðîé èíäåêñîâ (s, r)

asr = −P−1
sr Qsrb

(0)
sr . (10.6)

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (10.6) èìååò ñìûñë, åñëè ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà P−1
sr , òî

åñòü åñëè

|Psr| = β2sr(β1srβ2sr + L2
xs + L2

yr) ̸= 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî óñëîâèå íå âûïîëíåíî. Òàê êàê ñëó÷àé β2sr = 0 áûë èñêëþ÷åí,

òî äîëæíî áûòü L2
xs + L2

yr = −β1srβ2sr. Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè β1srβ2sr < 0. Òîãäà

îáà ÷èñëà βjsr äîëæíû áûòü ìíèìûìè: β1sr = i
√
L2
xs + L2

yr − k21 è β2sr = i
√
L2
xs + L2

yr − k22. Íî

ðàâåíñòâî

L2
xs + L2

yr =
√
L2
xs + L2

yr − k21
√
L2
xs + L2

yr − k22

íåâîçìîæíî ïðè ïîëîæèòåëüíûõ k1 è k2. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.
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Äëÿ âòîðîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è, êîãäà äîëæíû áûòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (10.2), ñîñòàâèì

èç òðåòüåé, ïÿòîé è øåñòîé ñòðîê ìàòðèö Amn è Bmn åùå äâå ìàòðèöû:

Rmn =


β1mn −Lxm −Lyn

2iµβ1mnLxm iµ(β2
2mn − L2

xm) −iµLxmLyn
2iµβ1mnLyn −iµLxmLyn iµ(β2

2mn − L2
yn)

 ,

Smn =


−β1mn Lxm Lyn

−2iµβ1mnLxm −iµ(β2
2mn − L2

xm) iµLxmLyn

−2iµβ1mnLyn iµLxmLyn −iµ(β2
2mn − L2

yn)

 .
(10.7)

Óñëîâèÿ (10.2) ðàâíîñèëüíû ñèñòåìå óðàâíåíèé

Ssrb
(0)
sr e

iLxsxeiLyry +
+∞∑

m=−∞

+∞∑
n=−∞

Rmnamne
iLxmxeiLyny = 0. (10.8)

Åå ðåøåíèå

asr = −R−1
sr Ssrb

(0)
sr ,

amn = 0, ïðè m ̸= s, n ̸= r.

(10.9)

Ìàòðèöà Rsr èìååò îáðàòíóþ ìàòðèöó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

|Rsr| = −µ2β1srβ
2
2sr(β

2
2sr + L2

xs + L2
yr) ̸= 0.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî β2
2sr+L

2
xs+L

2
yr ̸= 0. Èíà÷å β2sr = i

√
L2
xs + L2

yr − k22, à îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

k2 = 0. Ïðîòèâîðå÷èå.

10.2. Ïåðåîïðåäåëåííûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è

Â ðàññìîòðåííûõ âûøå çàäà÷àõ óñëîâèé íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà áûëî ñòîëüêî,

ñêîëüêî òðåáîâàëîñü äëÿ íàõîæäåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ (âåêòîð-

íûõ) óðàâíåíèé. Òî÷íåå ãîâîðÿ, óñëîâèé áûëî ðîâíî ñòîëüêî, ñêîëüêî íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí

òðåáîâàëîñü íàéòè.

Óñëîâèÿ ïîëíîãî êîíòàêòà (10.1) è ñêîëüæåíèÿ áåç òðåíèÿ (10.2) äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà

áûëè âûáðàíû èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Åñëè óñëîâèé íà ãðàíèöå çàäàòü áîëüøå,

òî çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ïåðåîïðåäåëåííîé.

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ïåðåîïðåäåëåííóþ çàäà÷ó îòðàæåíèÿ äëÿ óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàí-

ñòâà, ðàñïîëîæåííîãî íà æåñòêîì îñíîâàíèè. Áóäåì èñêàòü ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîå

êâàçèïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (8.3) â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå z > 0,
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óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

ux(x, y, 0) = ux0(x, y), uy(x, y, 0) = uy0(x, y), uz(x, y, 0) = uz0(x, y),

σxz(x, y, 0) = σxz0(x, y), σyz(x, y, 0) = σyz0(x, y), σzz(x, y, 0) = σzz0(x, y)
(10.10)

(óñëîâèÿ ïîëíîãî êîíòàêòà).

Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ óïðóãóþ âîëíó â ïîëóïðîñòðàíñòâå z > 0 áóäåì èñêàòü â

âåêòîðíîé ôîðìå (9.4). Ââåäåì ìàòðèöó

Wmn =



Lxm β2mn 0

Lyn 0 β2mn

β1mn −Lxm −Lyn
2iµβ1mnLxm iµ(β2

2mn − L2
xm) −iµLxmLyn

2iµβ1mnLyn −iµLxmLyn iµ(β2
2mn − L2

yn)

i(λk21 + 2µβ2
1mn) −i2µβ2mnLxm −i2µβ2mnLyn


. (10.11)

Óñëîâèÿ (10.10) â âåêòîðíîé ôîðìå èìåþò âèä u(x, y, 0) = u0(x, y).

Òåîðåìà 10.2. Ïåðåîïðåäåëåííàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à (8.3), (10.10) èìååò åäèíñòâåííîå

ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ly∫
0

lx∫
0

(
1

l2

+∞∑
m=−∞

Dmne
iLxm(x−t1)eiLyn(y−t2)

)
u0(t1, t2)dt1dt2=0, x ∈ (0, lx), y ∈ (0, ly), (10.12)

ãäå Dmn � íåêîòîðûå ìàòðèöû ðàçìåðîì 6×3 ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ñòðîêàìè, òàêèå,

÷òî ïðîèçâåäåíèå DmnWmn = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû ïîëó÷èòü åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîå ðåøåíèå

ñèñòåìû óðàâíåíèé (8.3) â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, äîñòàòî÷íî çàäàòü òîëüêî òðè èç øåñòè

óñëîâèé (10.10). Çíà÷èò â âåêòîðíîì ðàâåíñòâå

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

Wmnamne
iLxmxeiLyny = u0(x, y)

ëþáûå òðè ñòðîêè ìîæíî ïîëó÷èòü ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì òðåõ äðóãèõ ñòðîê. Åñëè

u0n � êîýôôèöèåíòû Ôëîêå êâàçèïåðèîäè÷åñêîé âåêòîð-ôóíêöèè u0(x, y), òî ïðè êàæäîì n

â ðàâåíñòâàõ Wmnamn = u0,n ñòðîêè ëèíåéíî çàâèñèìû. Íàéäåì òàêèå ìàòðèöû Dmn, ÷òî

DmnWmn = 0.

Ïðèìåíèì ñïîñîá îòûñêàíèÿ ìàòðèö Dmn, ïðåäëîæåííûé â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè.

Ïóñòü, íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ íàéòè çàâèñèìîñòü ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé σxz,0(x, y),

σyz,0(x, y), σzz,0(x, y) îò ïåðåìåùåíèé ux,0(x, y), uy,0(x, y), uz,0(x, y). Áóäåì èñêàòü ìàòðèöóDmn
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â âèäå 
dmn,1 dmn,2 dmn,3 1 0 0

dmn,4 dmn,5 dmn,6 0 1 0

dmn,7 dmn,8 dmn,9 0 0 1

 .

Èç óðàâíåíèÿ DmnWmn = 0 ñëåäóåò, ÷òî

dmn,1=−iµ
L2
xmβ1mn + β2mn(L

2
yn + β1mnβ2mn)

L2
xm + L2

yn + β1mnβ2mn
, dmn,2=dmn,4=−iµ LxmLyn(β1mn − β2mn)

L2
xm + L2

yn + β1mnβ2mn
,

dmn,3=−iµLxm
(
1 +

β2mn(β1mn − β2mn)

L2
xm + L2

yn + β1mnβ2mn

)
, dmn,5=−iµ

L2
ynβ1mn + β2mn(L

2
xm + β1mnβ2mn)

L2
xm + L2

yn + β1mnβ2mn
,

dmn,6=−iµLyn
(
1 +

β2mn(β1mn − β2mn)

L2
xm + L2

yn + β1mnβ2mn

)
, dmn,7=−iLxm

(
k21λ+ 2µβ1mn(β1mn − β2mn)

L2
xm + L2

yn + β1mnβ2mn

)
,

dmn,8=−iLyn
(
k21λ+ 2µβ1mn(β1mn − β2mn)

L2
xm + L2

yn + β1mnβ2mn

)
, dmn,9=−iβ2mn

ρω2

L2
xm + L2

yn + β1mnβ2mn
.

Òîãäà òðè óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè â ñêàëÿðíîé ôîðìå çàäà÷è (8.3), (10.10) èìåþò âèä

ly∫
0

lx∫
0

(
1

l2

+∞∑
m=−∞

dmn,1e
iLxm(x−t1)eiLyn(y−t2)

)
ux0(t1, t2)dt1dt2+

+

ly∫
0

lx∫
0

(
1

l2

+∞∑
m=−∞

dmn,2e
iLxm(x−t1)eiLyn(y−t2)

)
uy0(t1, t2)dt1dt2+

+

ly∫
0

lx∫
0

(
1

l2

+∞∑
m=−∞

dmn,3e
iLxm(x−t1)eiLyn(y−t2)

)
uz0(t1, t2)dt1dt2 + σxz,0(x, y) = 0,

(10.13)

ly∫
0

lx∫
0

(
1

l2

+∞∑
m=−∞

dmn,4e
iLxm(x−t1)eiLyn(y−t2)

)
ux0(t1, t2)dt1dt2+

+

ly∫
0

lx∫
0

(
1

l2

+∞∑
m=−∞

dmn,5e
iLxm(x−t1)eiLyn(y−t2)

)
uy0(t1, t2)dt1dt2+

+

ly∫
0

lx∫
0

(
1

l2

+∞∑
m=−∞

dmn,6e
iLxm(x−t1)eiLyn(y−t2)

)
uz0(t1, t2)dt1dt2 + σyz,0(x, y) = 0,

(10.14)

ly∫
0

lx∫
0

(
1

l2

+∞∑
m=−∞

dmn,7e
iLxm(x−t1)eiLyn(y−t2)

)
ux0(t1, t2)dt1dt2+

+

ly∫
0

lx∫
0

(
1

l2

+∞∑
m=−∞

dmn,8e
iLxm(x−t1)eiLyn(y−t2)

)
uy0(t1, t2)dt1dt2+

+

ly∫
0

lx∫
0

(
1

l2

+∞∑
m=−∞

dmn,9e
iLxm(x−t1)eiLyn(y−t2)

)
uz0(t1, t2)dt1dt2 + σzz,0(x, y) = 0.

(10.15)

Ðàññìîòðèì åùå îäíó ïåðåîïðåäåëåííóþ çàäà÷ó: íàéòè ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîå

êâàçèïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (8.3) â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå,



79

óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

ux(x, y, 0) = ux0(x, y), uy(x, y, 0) = uy0(x, y), uz(x, y, 0) = 0,

σxz(x, y, 0) = σxz0(x, y), σyz(x, y, 0) = σyz0(x, y).
(10.16)

Òåîðåìà 10.3. Ïåðåîïðåäåëåííàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à (8.3), (10.16) èìååò åäèíñòâåííîå

ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ly∫
0

lx∫
0

(
1

l2

+∞∑
m=−∞

−iµβ1mn(L
2
xm + β2

2mn) + β2mnLyn
Lxm + Lyn + β1mnβ2mn

eiLxm(x−t1)eiLyn(y−t2)
)
ux0(t1, t2)dt1dt2+

+

ly∫
0

lx∫
0

(
1

l2

+∞∑
m=−∞

−iµ Lyn(Lxmβ1mn − β2mn)

Lxm + Lyn + β1mnβ2mn
eiLxm(x−t1)eiLyn(y−t2)

)
uy0(t1, t2)dt1dt2+

+σxz,0(x, y) = 0 ïðè x ∈ (0, lx), y ∈ (0, ly),

(10.17)

ly∫
0

lx∫
0

(
1

l2

+∞∑
m=−∞

−iµ Lxm(Lynβ1mn − β2mn)

Lxm + Lyn + β1mnβ2mn
eiLxm(x−t1)eiLyn(y−t2)

)
ux0(t1, t2)dt1dt2+

+

ly∫
0

lx∫
0

(
1

l2

+∞∑
m=−∞

−iµ
β1mn(L

2
yn + β2

2mn) + β2mnLxm

Lxm + Lyn + β1mnβ2mn
eiLxm(x−t1)eiLyn(y−t2)

)
uy0(t1, t2)dt1dt2+

+σyz,0(x, y) = 0 ïðè x ∈ (0, lx), y ∈ (0, ly).

(10.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ âîëíà â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå îïðå-

äåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (9.4), ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû Ôëîêå êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè

uz(x, y, z) èìåþò âèä uzn = Amnβ1mn − CmnLxm − EmnLyn. Èç óñëîâèÿ uz(x, y, 0) = 0 ñëåäóåò,

÷òî

Amn = Cmn
Lxm
β1mn

+ Emn
Lyn
β1mn

.

Èñêëþ÷èì Amn èç îñòàâøèõñÿ óñëîâèé (10.16), òîãäà îñòàíåòñÿ ÷åòûðå óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ

ãðóïïàìè íåèçâåñòíûõ:

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

(
Cmn

β1mnβ2mn + Lmx
β1mn

+ Emn
Lyn
β1mn

)
eiLxmxeiLyny = ux0(x, y),

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

(
Cmn

Lxm
β1mn

+ Emn
β1mnβ2mn + Lyn

β1mn

)
eiLxmxeiLyny = uy0(x, y),

iµ
+∞∑

m=−∞

+∞∑
n=−∞

(
Cmn(β

2
2mn + L2

xm) + EmnLxnLyn

)
eiLxmxeiLyny = σxz0(x, y),

iµ
+∞∑

m=−∞

+∞∑
n=−∞

(
CmnLxnLyn + Emn(β

2
2mn + L2

yn)
)
eiLxmxeiLyny = σxz0(x, y).
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Ââåäåì íîâûå èñêîìûå âåêòîðû cmn = (Cmn, Emn). Ïóñòü ìàòðèöà

Cmn =



β1mnβ2mn + Lmx
β1mn

Lyn
β1mn

Lxm
β1mn

β1mnβ2mn + Lyn
β1mn

iµ(β2
2mn + L2

xm) iµLxnLyn

iµLxnLyn iµ(β2
2mn + L2

yn)


,

åå ðàçìåð 2x4, è âåêòîð u0 = (u0x, u0y, σ0xz, σ0yz). Òîãäà â âåêòîðíîì ðàâåíñòâå

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

Cm,ncmne
iLxmxeiLyny = u0(x, y)

ëþáûå äâå ñòðîêè ìîæíî ïîëó÷èòü ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì äâóõ äðóãèõ ñòðîê. Êàê è â

ïðåäûäóùåé çàäà÷å, íàéäåì òàêèå ìàòðèöû Dmn ðàçìåðîì 4x2, ÷òî DmnCmn = 0. Ýëåìåíòû

ýòîé ìàòðèöû

dmn,1=−iµβ1mn(L
2
xm + β2

2mn) + β2mnLyn
Lxm + Lyn + β1mnβ2mn

, dmn,2=−iµ Lyn(Lxmβ1mn − β2mn)

Lxm + Lyn + β1mnβ2mn
,

dmn,3=−iµ Lxm(Lynβ1mn − β2mn)

Lxm + Lyn + β1mnβ2mn
, dmn,4=−iµ

β1mn(L
2
yn + β2

2mn) + β2mnLxm

Lxm + Lyn + β1mnβ2mn
.

Ïîëó÷èëè ðàâåíñòâà (10.17), (10.18), êîòîðûå ïîêàçûâàþò, êàê â ïåðåîïðåäåëåííîé ãðàíè÷íîé

çàäà÷å ôóíêöèè σxz,0 è σyz,0 äîëæíû âûðàæàòüñÿ ÷åðåç ôóíêöèè ux0 è uy0.

10.3. Çàäà÷à äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû

íà äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå äåôåêòîâ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü áåñêîíå÷íî óäàëåííûé èñòî÷íèê â âåðõíåì ïîëó-

ïðîñòðàíñòâå âîçáóæäàåò îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííóþ óïðóãóþ âîëíó u(0) âèäà (10.3).

Óïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî z > 0 ëåæèò íà æåñòêîì îñíîâàíèè z < 0. Íà ïëîñêîñòè z = 0

ðàñïîëîæåíà äâîÿêîïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà äåôåêòîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ÷àñòü ïëîñêîñòè,

çàíÿòóþ äåôåêòàìè, à îñòàëüíóþ åå ÷àñòü � êàê N (ñì. ðèñ. 10.1). Òðåáóåòñÿ íàéòè îòðàæåí-

íóþ ââåðõ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííóþ âîëíó âèäà (9.4), óäîâëåòâîðÿþùóþ ãðàíè÷íûì

óñëîâèÿì: íà N äîëæíû áûòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (10.1), íà M � óñëîâèÿ (10.2).

Â ïåðâîé ãëàâå áûëî íàéäåíî ðåøåíèå äëÿ àíàëîãè÷íîé äâóìåðíîé çàäà÷è. Çàäà÷à äè-

ôðàêöèè ïëîñêîé óïðóãîé âîëíû íà ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå äåôåêòîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà

ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè, áûëà ñâåäåíà ê ïàðíîìó ñóììàòîðíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíå-

íèþ (3.10), (3.11) è ê ÁÑËÀÓ âèäà (3.14). Ïðè ýòîì ðåøåíèå áûëî íàéäåíî êàê ñóììà ðåøåíèé
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Ðèñ. 10.1. Äâîÿêîïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà äåôåêòîâ

äâóõ çàäà÷: âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è îá îòðàæåíèè âîëíû (áåç äåôåêòîâ) è âîëíû, ïðåäñòàâ-

ëÿþùåé ñîáîé âîçìóùåíèå îò äåôåêòîâ. Ïðèìåíèì ýòîò ïîäõîä è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (10.1). Ïî òåî-

ðåìå 10.1 ýòî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Îáîçíà÷èì åãî êàê ux, uy, uz, σxx, σyy, σzz,

σxy, σxz, σyz.

Ïåðåéäåì ê çàäà÷å î âîçìóùåíèè óïðóãîãî ïîëÿ äåôåêòàìè. Ïî óñëîâèÿì ýòîé çàäà÷è

uz = 0 âñþäó, ñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõ ïàð èíäåêñîâ (m,n) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

Amn = Cmn
Lxm
β1mn

+ Emn
Lyn
β1mn

.

Èñêëþ÷èì êîýôôèöèåíòû Amn è çàïèøåì îñòàâøèåñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ñêàëÿðíîé ôîðìå

òàê:

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

(
Cmn

β1mnβ2mn + Lmx
β1mn

+ Emn
Lyn
β1mn

)
eiLxmxeiLyny = 0,

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

(
Cmn

Lxm
β1mn

+ Emn
β1mnβ2mn + Lyn

β1mn

)
eiLxmxeiLyny = 0,

(x, y) ∈ N , (10.19)

iµ
+∞∑

m=−∞

+∞∑
n=−∞

(
Cmn(β

2
2mn+ L2

xm)+ EmnLxnLyn

)
eiLxmxeiLyny = −σxz − σ(0)

xz ,

iµ
+∞∑

m=−∞

+∞∑
n=−∞

(
CmnLxnLyn+ Emn(β

2
2mn+ L2

yn)
)
eiLxmxeiLyny = −σyz − σ(0)

yz ,

(x, y) ∈ M. (10.20)

Ïóñòü cmn = (Cmn, Emn), σ = (σxz + σ(0)
xz , σyz + σ(0)

yz ) è ìàòðèöû

Pmn =


β1mnβ2mn + Lmx

β1mn

Lyn
β1mn

Lxm
β1mn

β1mnβ2mn + Lyn
β1mn

 , Qmn =

 iµ(β2
2mn + L2

xm) iµLxnLyn

iµLxnLyn iµ(β2
2mn + L2

yn)

 .
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Òîãäà ðàâåíñòâà (10.19), (10.20) â âåêòîðíîé ôîðìå èìåþò âèä

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

Pmn cmn e
iLxmxeiLyny = 0, (x, y) ∈ N ,

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

Qmn cmn e
iLxmxeiLyny = −σ, (x, y) ∈ M.

Ïðèâåäåì ýòî ÏÑÔÓ ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå. Ïóñòü íîâûå èñêîìûå âåêòîðû dmn = Qmncmn,

òîãäà
+∞∑

m=−∞

+∞∑
n=−∞

PmnQ
−1
mn dmn e

iLxmxeiLyny = 0, (x, y) ∈ N , (10.21)

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

dmn e
iLxmxeiLyny = −σ, (x, y) ∈ M. (10.22)

Òåîðåìà 10.4. Çàäà÷à äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû íà ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå äåôåêòîâ,

ðàñïîëîæåííûõ íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà, ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (10.1) íà N è (10.2)

íà M ñâîäèòñÿ ê âåêòîðíîìó ïàðíîìó ñóììàòîðíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ

(10.21), (10.22).

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû Q−1
m,n â ôîðìóëå (10.21) ñâîäèòñÿ

ê óñëîâèþ β2
2mn+L

2
xm+L2

yn ̸= 0. Ðàâåíñòâî β2
2mn = −L2

xm−L2
yn ìîæåò áûòü âûïîëíåíî òîëüêî

ïðè k2 = 0, ÷åãî áûòü íå ìîæåò.

Ðàññìîòðèì åùå îäíó çàäà÷ó äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè óõîäÿ-

ùóþ ââåðõ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííóþ âîëíó âèäà (9.4), óäîâëåòâîðÿþùóþ íà N ãðà-

íè÷íûì óñëîâèÿì ïîëíîãî êîíòàêòà ñ æåñòêèì îñíîâàíèåì è íà M � óñëîâèÿì ñâîáîäíîé

ãðàíèöû

σ(0)
xz (x, y, 0) + σxz(x, y, 0) = 0, σ(0)

yz (x, y, 0) + σyz(x, y, 0) = 0,

σ(0)
zz (x, y, 0) + σzz(x, y, 0) = 0,

(x, y) ∈ M. (10.23)

Èñïîëüçóåì ìàòðèöû Pmn è Qmn, îïðåäåëåííûå ôîðìóëàìè (10.4). Ìàòðèöû Rmn è Smn

ñîñòàâèì èç ïÿòîé, øåñòîé è äåâÿòîé ñòðîê ìàòðèö (8.9), (8.10):

Rmn =


2iµβ1mnLxm iµ(β2

2mn − L2
xm) −iµLxmLyn

2iµβ1mnLyn −iµLxmLyn iµ(β2
2mn − L2

yn)

i(λk21 + 2µβ2
1mn) −2iµβ2mnLxm −2iµβ2mnLyn

 ,

Smn =


−2iµβ1mnLxm −iµ(β2

2mn − L2
xm) iµLxmLyn

−2iµβ1mnLyn iµLxmLyn −iµ(β2
2mn − L2

yn)

i(λk21 + 2µβ2
1mn) −2iµβ2mnLxm −2iµβ2mnLyn

 .
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Óñëîâèÿ ïîëíîãî êîíòàêòà ñ îñíîâàíèåì ïðè (x, y) ∈ N â âåêòîðíîé ôîðìå èìåþò âèä (10.5),

à óñëîâèÿ (10.23) çàïèøåì òàê:

Ssrb
(0)
sr e

iLxsxeiLyry +
+∞∑

m=−∞

+∞∑
n=−∞

Rmnamne
iLxmxeiLyny = 0, (x, y) ∈ M.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è äèôðàêöèè â âèäå ñóììû äâóõ

ñëàãàåìûõ � ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è îá îòðàæåíèè óïðóãîé âîëíû îò ãðàíèöû ïî-

ëóïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðîé çàäàíû óñëîâèÿ (9.1), è ðåøåíèÿ çàäà÷è î âîçìóùåíèè óïðóãîãî

ïîëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé íåîäíîðîäíîñòåé. Êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé

ïàäàþùåé âîëíû, êàê îáû÷íî, ïîìåòèì âåðõíèì èíäåêñîì (0), è ïîä÷åðêíåì êîìïîíåíòû

âîëíû, îòðàæåííîé îò ãðàíèöû ïîëóïðîñòðàíñòâà áåç äåôåêòîâ. Òîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

äëÿ ïîëíîãî óïðóãîãî ïîëÿ

u(0)x + ux + ux = 0, u(0)y + uy + uz = 0, u(0)z + uz + uz = 0, (x, y) ∈ N ,

σ(0)
xz + σxz + σxz = 0, σ(0)

yz + σyz + σyz = 0, σ(0)
zz + σzz + σzz = 0, (x, y) ∈ M.

Íî ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ òàê, ÷òî

u(0)x + ux = 0, u(0)y + uy = 0, u(0)z + uz = 0, (x, y) ∈ N .

Ïîýòîìó â çàäà÷å î âîçìóùåíèè óïðóãîãî ïîëÿ äåôåêòàìè äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ãðàíè÷-

íûå óñëîâèÿ

ux = 0, uy = 0, uz = 0, (x, y) ∈ N , (10.24)

σxz = −σ(0)
xz − σxz, σyz = −σ(0)

yz − σyz, σzz = −σ(0)
zz − σzz, (x, y) ∈ M. (10.25)

Îáîçíà÷èì

σ = (−σ(0)
xz − σxz,−σ(0)

yz − σyz,−σ(0)
zz − σzz) = (RsrP

−1
sr Qsr − Ssr)bsre

iLxsxeiLyry.

Òîãäà èç óñëîâèé (10.24), (10.25) ëåãêî ïîëó÷èòü âåêòîðíîå ïàðíîå ñóììàòîðíîå ôóíêöèî-

íàëüíîå óðàâíåíèå

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

Pmnamne
iLxmxeiLyny = 0, (x, y) ∈ N ,

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

Rmnamne
iLxmxeiLyny = σ, (x, y) ∈ M.

Ïåðåéäåì ê íîâûì íåèçâåñòíûì dmn = Rmnamn, ðàçäåëèì ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè êàæäîãî

ðàâåíñòâà â ÏÑÔÓ íà exp[iαxx] è exp[iαyy]. Ïîëó÷èì
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Òåîðåìà 10.5. Çàäà÷à äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû íà ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå äåôåêòîâ íà

ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (10.1) íà N è (10.23) íà M ñâîäèòñÿ

ê âåêòîðíîìó ÏÑÔÓ

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

Gmn dmn e
iLxmxeiLyny = 0, (x, y) ∈ N , (10.26)

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

dmn e
iLxmxeiLyny = b̃sre

iLxsxeiLyry, (x, y) ∈ M, (10.27)

ãäå Lx = 2π/lx, Ly = 2π/ly, Gmn = PmnR
−1
mn, b̃sr = (RsrP

−1
sr Qsr − Ssr)bsr.

Ïîêàæåì, êàê ïåðåéòè îò ÏÑÔÓ (10.26), (10.27) ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåá-

ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíî-ñóììàòîðíîãî òîæäåñòâà.

Ëåììà 10.1. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà íåâûðîæäåííûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö Rm,n è ëþáîãî

íàáîðà âåêòîðîâ dmn, m,n = 0,±1, . . ., ñîãëàñîâàííûõ ïî ðàçìåðó, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(åñëè èìåþò ñìûñë áåñêîíå÷íûå ñóììû)

ly∫
0

lx∫
0

(
1

lxly

+∞∑
p=−∞

+∞∑
q=−∞

R−1
pq e

iLxp(x−t1)eiLyq(y−t2)
)( +∞∑

m=−∞

+∞∑
n=−∞

Rmndmne
iLxmt1eiLynt2

)
dt1dt2 =

=
+∞∑

m=−∞

+∞∑
n=−∞

dmne
iLxmxeiLyny, x ∈ (0, lx), y ∈ (0, ly). (10.28)

Òîãäà äâîéíàÿ ñóììà
+∞∑

m=−∞

+∞∑
n=−∞

dmn e
iLxmxeiLyny

çàäàíà íà M ðàâåíñòâîì (10.27), à íà N , êàê ñëåäóåò èç òîæäåñòâà (10.28) ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ

(10.26),
+∞∑

m=−∞

+∞∑
n=−∞

dmn e
iLxmxeiLyny =

∫
M

(
1

lxly

+∞∑
p=−∞

+∞∑
q=−∞

G−1
pq e

iLxp(x−t1)eiLyq(y−t2)
)( +∞∑

m=−∞

+∞∑
n=−∞

Gmndmne
iLxmt1eiLynt2

)
dt1dt2 =

=
1

lxly

+∞∑
p=−∞

+∞∑
q=−∞

G−1
pq

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

Gmndmne
iLxpxeiLyqy

∫
M

eiLx(m−p)t1eiLy(n−q)t2dt1dt2.

Îáîçíà÷èì

Iq,p =
∫
M

eiLxqψeiLypξdψdξ, Jq,p =
∫
N

eiLxqψeiLypξdψdξ, p, q = 0,±1, . . . (10.29)

Ïðè x ∈ (0, lx), y ∈ (0, ly)

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

dmn e
iLxmxeiLyny =

=
1

lxly

+∞∑
p=−∞

+∞∑
q=−∞

G−1
pq

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

Gmndmne
iLxpxeiLyqyIm−p,n−q + b̃sre

iLxsxeiLyry.

(10.30)
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Ïåðåéäåì â ðàâåíñòâå (10.30) ê ðàâåíñòâó êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå è ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå.

Òåîðåìà 10.6. Çàäà÷à äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû íà ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìå äåôåêòîâ

íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (9.1) íà N è (9.23) íà M ñâîäèòñÿ

ê ÁÑËÀÓ

lxlydkh −
1

lxly

+∞∑
p=−∞

+∞∑
q=−∞

G−1
pq

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

GmndmnJp−k,q−hIm−p,n−q = b̃srIs−k,r−h,

k = 0,±1, . . . , h = 0,±1, . . .

11. Çàäà÷à îá îòðàæåíèè è ïðåëîìëåíèè óïðóãîé âîëíû

íà ãðàíèöå ðàçäåëà óïðóãèõ ñðåä

Èç ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ñîïðÿæåíèÿ óïðóãèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ðàññìîò-

ðèì òîëüêî îäíó çàäà÷ó. Ïóñòü äâà óïðóãèõ ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ ïàðàìåòðàìè ñðåä ρ1, λ1, µ1 è

ρ2, λ2, µ2 èìåþò îáùóþ ãðàíèöó � ïëîñêîñòü z = 0. Íà ãðàíèöó ðàçäåëà ïîëóïðîñòðàíñòâ íàáå-

ãàåò îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ óïðóãàÿ âîëíà (u(0)x , u(0)y , u(0)z , σ(0)
xy , σ

(0)
xz , σ

(0)
yz , σ

(0)
xx , σ

(0)
yy , σ

(0)
zz ).

Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè îòðàæåííóþ â âåðõíåå ïîëóïðîñòðàíñòâî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòè-

ðîâàííóþ âîëíó (u(1)x , u(1)y , u(1)z , σ(1)
xy , σ

(1)
xz , σ

(1)
yz , σ

(1)
xx , σ

(1)
yy , σ

(1)
zz ) è ïðåëîìëåííóþ â íèæíåå ïîëó-

ïðîñòðàíñòâî îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííóþ âîëíó (u(2)x , u(2)y , u(2)z , σ(2)
xy , σ

(2)
xz , σ

(2)
yz , σ

(2)
xx , σ

(2)
yy , σ

(2)
zz )

òàê, ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïîëíîãî êîíòàêòà:

u(0)x (x, y, 0) + u(1)x (x, y, 0) = u(2)x (x, y, 0), u(0)y (x, y, 0) + u(1)y (x, y, 0) = u(2)y (x, y, 0),

u(0)z (x, y, 0) + u(1)z (x, y, 0) = u(2)z (x, y, 0),

σ(0)
xz (x, y, 0) + σ(1)

xz (x, y, 0) = σ(2)
xz (x, y, 0), σ

(0)
yz (x, y, 0) + σ(1)

yz (x, y, 0) = σ(2)
yz (x, y, 0),

σ(0)
zz (x, y, 0) + σ(1)

zz (x, y, 0) = σ(2)
zz (x, y, 0).

(11.1)

Ââåäåì ìàòðèöû

Pj,mn =


Lxm βj,2mn 0

Lyn 0 βj,2mn

βj,1mn −Lxm −Lyn

 , Qj,mn =


Lxm βj,2mn 0

Lyn 0 βj,2mn

−βj,1mn Lxm Lyn

 , j = 1, 2,
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Rj,mn =


2iµjβj,1mnLxm iµj(β

2
j,2mn − L2

xm) −iµjLxmLyn
2iµjβj,1mnLyn −iµjLxmLyn iµj(β

2
j,2mn − L2

yn)

i(λjk
2
j,1 + 2µjβ

2
j,1mn) −i2µjβj,2mnLxm −i2µjβj,2mnLyn

 ,

Sj,mn =


−2iµjβj,1mnLxm −iµj(β2

j,2mn − L2
xm) iµjLxmLyn

−2iµjβj,1mnLyn iµjLxmLyn −iµj(β2
j,2mn − L2

yn)

i(λjk
2
j,1 + 2µjβ

2
j,1mn) −i2µjβj,2mnLxm −i2µjβj,2mnLyn

 ,
j = 1, 2.

Óñëîâèÿ (11.1) çàïèøåì â âèäå ñèñòåìû âåêòîðíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

Q1,srb
(0)
sr e

iLxsxeiLyry +
+∞∑

m=−∞

+∞∑
n=−∞

P1,mnamne
iLxmxeiLyny =

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

Q2,mnbmne
iLxmxeiLyny,

S1,srb
(0)
sr e

iLxsxeiLyry +
+∞∑

m=−∞

+∞∑
n=−∞

R1,mnamne
iLxmxeiLyny =

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

S2,mnbmne
iLxmxeiLyny.

(11.2)

Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 11.1. Çàäà÷à îá îòðàæåíèè è ïðåëîìëåíèè óïðóãîé âîëíû äëÿ äâóõ ñìåæíûõ

ïîëóïðîñòðàíñòâ ñ óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå (11.1) ( èëè (11.2) äëÿ âåêòîðíîé ôîðìû) èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

amn = 0, bmn = 0, (m,n) ̸= (s, r),

asr = P−1
1,sr(Q2,sr(P

−1
1,srQ2,sr −R−1

1,srS2,sr)
−1 × (P−1

1,srQ1,sr −R−1
1,srS1,sr)−Q1,sr)b

(0)
sr ,

bsr = (P−1
1,srQ2,sr −R−1

1,srS2,sr)
−1(P−1

1,srQ1,sr −R−1
1,srS1,sr)b

(0)
sr .

Ðàçóìååòñÿ, ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò îáðàòíûå ìàò-

ðèöû P−1
1,sr è R−1

1,sr.

Îñòàëüíûå òðåõìåðíûå çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ äëÿ äâóõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, â òîì ÷èñëå è ïðè

íàëè÷èè ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì äåôåêòîâ íà ãðàíèöå, ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû ïî òîé æå

ñõåìå, ÷òî è àíàëîãè÷íûå äâóìåðíûå çàäà÷è.
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Çàêëþ÷åíèå

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

1. Äëÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ è çàäà÷ ñîïðÿæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, êîòîðûå âîçíèêàþò â òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ è äèôðàêöèè ãàð-

ìîíè÷åñêèõ óïðóãèõ âîëí â ñëîèñòûõ ñðåäàõ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ñèñòåìàìè íåîäíîðîäíîñòåé,

ðàçðàáîòàí ìåòîä ñâåäåíèÿ ê áåñêîíå÷íûì ñèñòåìàì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

2. Äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è äèôðàêöèè óïðóãîé âîëíû íà îòñëî-

åíèè óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè îò æåñòêîãî îñíîâàíèÿ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ðåøåíèå ãðàíè÷íîé

çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè, ê êîòîðîé

ñâîäèòñÿ çàäà÷à äèôðàêöèè óïðóãîé êâàçèïåðèîäè÷åñêîé âîëíû, ìîæåò áûòü òîëüêî êâàçè-

ïåðèîäè÷åñêèì.

3. Ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ îñíîâíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè â êëàññå ôóíêöèé, êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïî äâóì

ïåðåìåííûì. Íàéäåíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè äâóõ ïåðåîïðåäåëåííûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷.

4. Ïîêàçàíî, ÷òî ãðàíè÷íûå çàäà÷è ñ íåîäíîðîäíûìè óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå äëÿ ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè, êîãäà ðåøåíèå èùåòñÿ

â âèäå êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïî äâóì ïåðåìåííûì ôóíêöèé, ñâîäÿòñÿ ê ñêàëÿðíûì èëè âåê-

òîðíûì ïàðíûì ñóììàòîðíûì ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèÿì.
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