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Abstract. We obtain interpretations of Casey’s theorem and of its
hyperbolic version in a pseudo-Euclidean and in a pseudo-hyperbolic
spaces.
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1. Предварительные сведения и постановка задачи

Все рассматриваемые в работе утверждения будут «вариациями на тему»
теоремы Птолемея.

Теорема 1. Четырехугольник на евклидовой плоскости является вписанным
тогда и только тогда, когда сумма произведений длин противоположных
сторон его равна произведению длин диагоналей.

Аналог «прямой» теоремы для четырехугольника, вписанного в цикл (окруж-
ность, эквидистанту, орицикл), на плоскости Лобачевского впервые доказан
был, по всей видимости, Т. Куботой (см. [1]). П.А. Широков (см. [2]) привел
свои доказательства теоремы Птолемея для четырехугольника, вписанного в
цикл на плоскости Лобачевского. В своей работе он рассмотрел также различ-
ные варианты этой теоремы. Впоследствии статья «Теорема Птолемея на плос-
кости Лобачевского» (вместе с другими «этюдами») была включена в сборник
избранных работ П.А. Широкова [3]. В этой статье имеется замечание, что до-
казательство утверждения для четырехугольника, вписанного в окружность,
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не требуется, так как оно следует из связи между дугой и хордой орицикла.
Связь эта имеет простой вид: хорда длины x стягивает дугу l орицикла длины

(1) l = 2R sinh
x

2R

на гиперболической плоскости кривизны K = − 1

R2
. Такая же связь, только

в обратном порядке, имеет место между длиной дуги геодезической на сфере
мнимого радиуса трехмерного псевдоевклидова пространства и отрезком «стя-
гивающей» ее псевдоевклидовой прямой (псевдоевклидова хорда длиннее дуги
геодезической на сфере). Фактически, эта связь в псевдоевклидовом простран-
стве может быть истолкована на основе определения гиперболического синуса.
В теореме Кези (см. [4]) вершины четырехугольника, вписанного в окружность
ω, заменяются четырьмя окружностями, касающимися окружности ω в том же
порядке, а вместо сторон и диагоналей берутся отрезки касательных к окруж-
ностям.

Теорема 2. Пусть окружности ω1, ω2, ω3, ω4 касаются окружности ω на ев-
клидовой плоскости. Пусть tij — длина отрезка внешней касательной окруж-
ностей ωi, ωj, если окружности ωi, ωj касаются окружности ω одинаково
(внутренним или внешним образом), и tij — длина отрезка внутренней каса-
тельной, если одна из окружностей ωi, ωj касается окружности ω внутрен-
ним образом, а другая — внешним. Тогда выполняется соотношение

t12 · t34 + t23 · t14 = t13 · t24.

Длину отрезка общей касательной окружностей будем далее называть «ка-
сательным расстоянием» между окружностями.

В недавней работе [5] доказан аналог теоремы Кези в гиперболической гео-
метрии:

Теорема 3. Пусть окружности O1, O2, O3, O4 на гиперболической плоскости
H2 касаются внутренним образом окружности O. Пусть tij — длины отрез-
ков внешних касательных к окружностям Oi, Oj. Тогда

sinh
t12
2
· sinh t34

2
+ sinh

t23
2
· sinh t14

2
= sinh

t13
2
· sinh t24

2
.

Нашей целью будет получение еще одного аналога теоремы Кези на гипер-
болической плоскости, а также построение «точечных» интерпретаций обоих
гиперболических аналогов и евклидова оригинала. Эти результаты будут след-
ствиями утверждения, поэтапно доказываемого ниже.

Теорема 4. (1) Четверка окружностей, касающихся окружности на ев-
клидовой плоскости, может быть интерпретирована:
(a) четверкой точек на сфере нулевого радиуса трехмерного псевдо-

евклидова пространства так, что «касательным расстояниям»
между евклидовыми окружностями будут соответствовать рас-
стояния между точками на изотропной сфере;

(b) четверкой циклов, касающихся цикла на плоскости Лобачевско-
го, так, что «касательным расстояниям» между евклидовыми
окружностями будут соответствовать длины дуг касательных
орициклов.
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(2) Четверка циклов, касающихся цикла на плоскости Лобачевского, мо-
жет быть интерпретирована четверкой точек на изотропной сфе-
ре трехмерного пространства 2S3 так, что «касательным расстоя-
ниям» между циклами будут соответствовать расстояния между
точками изотропной сферы пространства 2S3.

Доказательству утверждения 1.a) этой теоремы посвящен пункт 2, 1.b) —
пункт 3, 2 — пункт 4 данной работы. Несколько предложений, возникающих
попутно, выделено в качестве отдельных теорем.

2. Точечная интерпретация теоремы Кези

Рассмотрим первоначально многообразие ориентированных окружностей на
евклидовой плоскости, в котором в качестве расстояния берется длина отрез-
ка общей касательной. Ориентацию окружности можно связать со знаком ее
радиуса. Для одинаково ориентированных окружностей берется длина отрезка
внешней касательной. Для окружностей же, имеющих различную ориентацию,
берется длина отрезка внутренней касательной. Роль движений выполняют
преобразования, сохраняющие таким образом определенные расстояния. Это
хорошо известные преобразования Лагерра (см. [6]–[8]) евклидовой плоскости.
Группа преобразований Лагерра на евклидовой плоскости изоморфна группе
дробно-линейных подстановок дуального переменного

z = x+ y · ε, ε2 = 0, x, y ∈ R.

Иногда такое представление берется в качестве определения. Преобразования
этой группы воздействуют на ориентированные прямые и обладают двумя ос-
новными свойствами:

(1) семейство ориентированных прямых, огибающих окружность, перехо-
дит при этих преобразованиях в аналогичное семейство;

(2) если ориентированная прямая евклидовой плоскости принадлежит двум
семействам такого типа, то при преобразованиях Лагерра длина отрез-
ка общей касательной двух окружностей будет равна длине отрезка
общей касательной их образов.

С точки зрения группы Лагерра не различаются окружности нулевого и
ненулевого радиусов. «Касательное» расстояние между окружностями нуле-
вого радиуса определяется как расстояние между точками, а расстояние от
окружности нулевого радиуса до окружности ненулевого радиуса определяет-
ся как длина отрезка касательной от точки до окружности.

Пусть (x1, y1) — декартовы координаты центра, r1 — радиус (который может
принимать все действительные значения) одной окружности, (x2, y2) — декар-
товы координаты центра, r2 — радиус второй окружности, тогда в стандартной
евклидовой метрике квадрат отрезка касательной будет равен

(2) t212 = (x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 − (r1 − r2)2.
Это квадрат расстояния в псевдометрике трехмерного пространства Минков-
ского

(3) ds2 = dx2 + dy2 − dr2.
Касание ориентированных окружностей определяется как внутреннее каса-

ние одинаково ориентированных окружностей и внешнее касание окружностей,
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имеющих разные ориентации. Если каждой ориентированной окружности ев-
клидовой плоскости сопоставить точку с координатами (x, y, r) в псевдоевкли-
довом пространстве с псевдометрикой (3), то условие касания окружностей
будет эквивалентно тому, что отрезок, соединяющий соответствующие этим
окружностям точки, будет изотропен. Точка псевдоевклидова пространства,
соответствующая ориентированной окружности евклидовой плоскости, явля-
ется вершиной изотропного конуса, высекающего эту окружность на плоскости
r = 0 (см. рис. 1).

Рис. 1. Отображение окружностей евклидовой плоскости на
точки псевдоевклидова пространства

Зафиксируем на плоскости r = 0 некоторую окружность ω и рассмотрим
четыре окружности ω1, ω2, ω3, ω4, касающиеся окружности ω внутренним или
внешним образом. Четырем окружностям, касающимся окружности ω, в псев-
доевклидовом пространстве будут соответствовать четыре точки, лежащие на
изотропном конусе, высекающем на плоскости r = 0 окружность ω. Поэтому
евклидова теорема Кези может быть истолкована как «точечная» теорема, в
которой фигурируют стороны и диагонали пространственного четырехуголь-
ника, вписанного в сферу нулевого радиуса трехмерного псевдоевклидова про-
странства с псевдометрикой (3), то есть как теорема Птолемея для простран-
ственного четырехугольника, вписанного в изотропную сферу. В частности,
если точки, соответствующие окружностям ω1, ω2, ω3, ω4, лежат в одной ев-
клидовой плоскости псевдоевклидова пространства с псевдометрикой (3), то в
этом случае теорема Кези будет трактоваться как плоская евклидова теоре-
ма Птолемея. Если четыре точки, соответствующие окружностям, принадле-
жат одной псевдоевклидовой плоскости, то получим истолкование евклидовой
теоремы Кези как плоской псевдоевклидовой теоремы Птолемея. Если ограни-
читься случаями без вырождения, то есть без совпадения точек касания евкли-
довых окружностей ωi, ωj с окружностью ω, получим следующий эквивалент
евклидовой теоремы Кези.

Теорема 5. Пусть четырехугольник ABCD вписан в сферу нулевого радиуса
псевдоевклидова пространства с псевдометрикой (3) так, что изотропные
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образующие сферы, проходящие через точки A,B,C,D, пересекают ее евкли-
довы сечения в вершинах выпуклого многоугольника. Тогда выполняется со-
отношение

|AB| · |CD|+ |AD| · |BC| = |AC| · |BD|.

3. “Орициклический” аналог теоремы Кези

Рассмотрим один из аналогов теоремы Кези, в котором четыре произволь-
ных цикла будут касаться одного цикла на плоскости Лобачевского, а роль
касательных прямых будут играть касательные орициклы. В силу построен-
ного ниже диффеоморфизма, этот аналог также допускает интерпретацию на
изотропном конусе псевдоевклидова пространства. Кроме того, один частный
случай этого аналога теоремы Кези может интерпретироваться четверкой то-
чек на евклидовой прямой. Введем в рассмотрение гиперболическую плоскость
в модели Пуанкаре с метрикой

(4) ds2 =
du2 + dv2

v2
.

Сопоставим орициклу, задаваемому в этой модели уравнением

(5) (u− a)2 + v2 − bv = 0,

прямую евклидовой плоскости, задаваемую в декартовых координатах уравне-
нием

(6) 2ax+ (a2 − 1)y − b = 0.

Для глобализации отображения можно использовать два экземпляра плос-
костей Лобачевского с общим абсолютом v = 0, а также одному пучку ориен-
тированных прямых евклидовой плоскости сопоставить точки абсолюта. Мы
не будем останавливаться на этих деталях. Если в уравнениях (5) и (6) b бу-
дет квадратично зависеть от a, то однопараметрическое семейство прямых (6)
будет огибать окружность, а однопараметрическое семейство орициклов (5)
будет огибать кривую постоянной кривизны (прямую, орицикл, эквидистанту
или окружность). В число окружностей в обоих случаях включаются окруж-
ности нулевого радиуса. Локально циклу плоскости Лобачевского, изобража-
емому евклидовой окружностью с центром в точке (u, v) и радиусом w, будет
соответствовать окружность с центром (x, y) и радиусом r, где

x =
−u
v ± w

, y =
1

2

(
1− u2

v ± w
− (v ∓ w)

)
, r =

1

2

(
1 + u2

v ± w
+ (v ∓ w)

)
.

Выбор знака перед радиусом связывается с ориентацией цикла. Локальный
характер соответствия между выбранными координатами циклов обусловлен
тем, что они не покрывают все многообразие, и тем, что два различных семей-
ства орициклов могут огибать один и тот же цикл плоскости Лобачевского.
Этим семействам в евклидовой плоскости будут соответствовать два разных
цикла, связанные инверсией второго рода относительно окружности с цен-
тром начале координат евклидовой плоскости. Простым подсчетом проверя-
ется, что касающимся евклидовым окружностям соответствуют касающиеся
циклы плоскости Лобачевского. Для этого правую часть в равенстве (2) надо
приравнять к нулю и убедиться, что параметры циклов на плоскости Лобачев-
ского связаны аналогичным соотношением.
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Псевдометрика (3) индуцирует псевдометрику псевдоевклидова простран-
ства и в многообразии циклов плоскости Лобачевского. В координатах (u, v, w)
локально она будет иметь следующий вид:

ds2 =
du2 + dv2 − dw2

(v ± w)2
.

Нетрудно видеть, что в подмногообразии точек, рассматриваемых как окруж-
ности нулевого радиуса w = 0, индуцируется метрика (4) плоскости Лобачев-
ского. Соответствующие этим точкам евклидовы окружности диаметрально
пересекают окружность x2 + y2 = 1. Подмногообразие прямых плоскости Ло-
бачевского, рассматриваемых как огибающие однопараметрических семейств
орициклов, выделяется условием v = 0. В нем при указанном отображении ин-
дуцируется метрика плоскости де Ситтера, совпадающая с угловой метрикой в
этом подмногообразии. В первом случае точки псевдоевклидова пространства
с псевдометрикой (3), соответствующие циклам плоскости Лобачевского, ле-
жат на сфере мнимоединичного радиуса с центром в начале координат этого
пространства, во втором случае — на сфере единичного радиуса этого про-
странства.

Из приведенных рассуждений можно вывести ряд элементарных следствий,
из которых отметим следующее:

Теорема 6. Пусть на плоскости Лобачевского кривизны K = −1 дана про-
извольная пара пересекающихся прямых. Впишем в каждый из четырех об-
разуемых ими углов по орициклу. Тогда сумма длин дуг орициклических каса-
тельных не будет превосходить 4

√
2.

Конечно, эта теорема просто доказывается и на основе стандартных формул
тригонометрии плоскости Лобачевского, но здесь она получается как следствие
введения в многообразие семейств орициклов и их огибающих псевдометрики
трехмерного пространства Минковского. Преобразования Лагерра в многооб-
разии ориентированных прямых евклидовой плоскости индуцируют преобра-
зования в многообразии орициклов плоскости Лобачевского. Орицикл, касаю-
щийся двух циклов, при таких преобразованиях переходит в орицикл, касаю-
щийся их образов, с сохранением длины дуги орицикла между точками каса-
ния. Это следует из отмеченной выше связи между дугой и хордой орицикла
и связи между дугой геодезической на сфере мнимого радиуса псевдоевкли-
дова пространства и псевдоевклидовой хордой. В нашем случае в (1) нужно
положить R = 1. Пусть A1 и A2 — точки касания орицикла с циклами γ1, γ2.
Поскольку нас интересует в данном случае только длина дуги A1A2, заме-
ним циклы γ1, γ2 точками A1, A2, рассматриваемыми тоже в качестве циклов.
Последним циклам при нашем отображении циклов плоскости Лобачевского
на точки трехмерного псевдоевклидова пространства с псевдометрикой (3) со-
ответствуют две точки B1, B2 на сфере мнимоединичного радиуса этого про-
странства. Так как преобразования Лагерра истолковываются как движения
псевдоевклидова пространства, при этих преобразованиях сохраняется псев-
доевклидова длина отрезка B1B2. Она и равна длине дуги орицикла A1A2.
Отметим только, что об инвариантности длины дуги касательного орицикла
имеет смысл говорить в категории локальных групп Ли преобразований.
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Отображение, сопоставляющее прямым и огибаемым ими окружностям ев-
клидовой плоскости орициклы и огибаемые ими циклы плоскости Лобачевско-
го, при котором касательному расстоянию между окружностями соответствует
длина дуги орицикла, дает, в частности, еще один своеобразный аналог теоре-
мы Кези для орициклов на плоскости Лобачевского. Мы приведем вариант этой
теоремы, который не требует оговорок о способах касания циклов и выбора ка-
сательных орициклических дуг и может быть легко доказан без обращения к
преобразованиям Лагерра.

Теорема 7. Пусть на плоскости Лобачевского орициклы γ1, γ2, γ3, γ4 касают-
ся орицикла γ в указанном порядке. Пусть tij — длина дуги общего касатель-
ного орицикла для орициклов γi, γj. Тогда

t12t34 + t23t14 = t13t24.

Этот вариант теоремы эквивалентен предельному случаю евклидовой тео-
ремы Птолемея:

Теорема 8. Пусть точки A,B,C,D в указанном порядке лежат на одной
прямой. Тогда выполняется соотношение

|AB| · |CD|+ |AD| · |BC| = |AC| · |BD|.

Сведение доказательства теоремы 7 к этому предельному случаю с исполь-
зованием метрики (4) очевидно. Нужно учесть только, что для двух произ-
вольных неконцентрических орициклов существуют только два других общих
касательных орицикла с собственными точками касания. Они имеют равные
длины дуг между точками касания.

На рисунке 2 изображены четыре орицикла, касающиеся орицикла v = 1, и
орициклы, попарно касающиеся некоторых из этих четырех орициклов. Длина
дуги A1B1 орицикла, изображаемого в данной модели евклидовой окружно-
стью, касающейся абсолюта, равна длине дуги AB орицикла v = 1.

Рис. 2. Орициклический аналог теоремы Кези в модели Пуанкаре
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Так же просто доказывается случай, когда четыре произвольных цикла
плоскости Лобачевского касаются одного орицикла γ. Если все касания цик-
лов внешние, то есть циклы лежат вне орикруга с границей γ, то касательные
орициклические дуги тоже берутся внешние. Если цикл ωi касается орицикла
γ внутренним образом, а цикл ωj — внешним, то берется длина дуги того ори-
цикла который содержит внутри себя цикл ωi и не содержит ωj . Заметим, что
внутренним образом в собственных точках плоскости Лобачевского орицикла
могут касаться только окружности.

4. Гиперболический аналог теоремы Кези и его точечная
интерпретация

Обратимся теперь к теореме Кези на плоскости Лобачевского, доказанной
в [5]. Наряду с окружностями и касательными расстояниями между ними
естественно рассматривать преобразования Лагерра плоскости Лобачевского.
Группа преобразований Лагерра на плоскости Лобачевского является группой
дробно-линейных подстановок двойного переменного

z = x+ y · e, e2 = 1, x, y ∈ R.

Каждой ориентированной прямой плоскости Лобачевского можно сопоста-
вить точку на абсолюте пространства 2S3. Один из вариантов построения отоб-
ражения ориентированных прямых на точки абсолюта псевдогиперболического
пространства таков (см. [9]): плоскость Лобачевского берется в модели Кэли-
Клейна на проективной плоскости, абсолют которой, в свою очередь, рассмат-
ривается как сечение абсолюта пространства 2S3. Если проективное простран-
ство рассматривать как расширенное аффинное пространство, то абсолют F
пространства 2S3 может быть представлен однополостным гиперболоидом (см.
[9], [10]). Для наглядности, за абсолют плоскости Лобачевского можно взять
горловое сечение этого гиперболоида. Далее, через “концы” прямой плоско-
сти Лобачевского в данной модели проводятся образующие гиперболоида, при-
надлежащие разным семействам образующих. Точка пересечения образующих
сопоставляется ориентированной гиперболической прямой. На рис. 3 прямой
Z1Z2 сопоставляется точка Z. Эта точка является точкой пересечения поляры
прямой с абсолютом пространства 2S3. При таком отображении ориентирован-
ным прямым, огибающим циклы плоскости Лобачевского, соответствуют плос-
кие сечения абсолюта F , а касательное расстояние между циклами равно углу
между плоскостями соответствующих сечений. Если каждой плоскости сопо-
ставить полюс относительно абсолюта F , то циклам плоскости Лобачевского
будут соответствовать точки трехмерного пространства 2S3, а касательному
расстоянию между циклами будет соответствовать расстояние между точками
этого пространства.

Проиллюстрируем соответствие между циклами плоскости Лобачевского и
точками пространства 2S3 на конкретном примере. Пусть абсолют F простран-
ства 2S3 в однородных координатах (x1 : x2 : x3 : x4) имеет уравнение

(x1)2 + (x2)2 − (x3)2 − (x4)2 = 0.
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Рис. 3. Отображение прямых плоскости Лобачевского на точ-
ки абсолюта пространства 2S3

Если сечение этой поверхности плоскостью x3 = 0 взять в качестве абсолюта
плоскости Лобачевского, то семейству прямых, огибающих цикл{

(x1)2 + (x2)2 − 2(x4)2 = 0,

x3 = 0

гиперболической плоскости, будет соответствовать сечение поверхности F плос-
костью x3 − x4 = 0, а ему, в свою очередь, точка (0 : 0 : 1 : −1) пространства
2S3.

Касающимся циклам будут соответствовать точки, соединенные изотроп-
ным отрезком, и теорему Кези плоскости Лобачевского можно трактовать как
теорему о пространственном четырехугольнике, вписанном в изотропную квад-
рику (сферу нулевого радиуса, центр которой соответствует тому циклу, кото-
рого касаются четыре других цикла в теореме Кези). С точки зрения группы
Лагерра на плоскости Лобачевского циклы разного «гиперболического» типа
неразличимы. Это является предпосылкой обобщения теоремы 3, упомянутого
в работе [5].
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