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Êàçàíñêèé (Ïðèâîëæñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,
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ÏÐÅÄÅËÜÍÎ ÌÎÍÎÒÎÍÍÀß ÑÂÎÄÈÌÎÑÒÜ

ÍÀ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÕ È ÏÀÐÀÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ïðåäåëüíî ìî-

íîòîííûõ ìíîæåñòâ è ïàð ìíîæåñòâ, à òàêæå èññëåäîâàíèþ

ïðåäåëüíî ìîíîòîííîé ñâîäèìîñòè (äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáî-

çíà÷àòü òàêæå ÷åðåç lm -ñâîäèìîñòü) ìåæäó ìíîæåñòâàìè,

ìåæäó ïàðàìè ìíîæåñòâ. Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàåòñÿ âçàèìî-

ñâÿçü ïîíÿòèé lm -ñâîäèìîñòè íà ìíîæåñòâàõ è Σ -ñâîäèìîñòè

äëÿ ñåìåéñòâ ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Â ðàáîòå [1] ââîäèòñÿ ïîíÿòèå Σ -ñâîäèìîñòè íà ñåìåéñòâàõ

ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïîçâîëÿþùåå ðàññìàòðèâàòü

ñåìåéñòâî ñàìî ïî ñåáå, íå ôèêñèðóÿ ïðè ýòîì åãî ïðåäñòàâëå-

íèå ñ ïîìîùüþ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì ïðå-

äåëüíî ìîíîòîííîãî ìíîæåñòâà è ïàðû ìíîæåñòâ [2], âîçíèêëî

ïîíÿòèå lm -ñâîäèìîñòè íà ìíîæåñòâàõ è lm -ñâîäèìîñòè ìåæ-

äó ïàðàìè ìíîæåñòâ. Â äàííîé ðàáîòå lm -ñâîäèìîñòü íà ìíî-

æåñòâàõ áóäåò ðàññìîòðåíà ïîñðåäñòâîì Σ -îïðåäåëèìîñòè ñïå-

öèàëüíûõ ñåìåéñòâ íà÷àëüíûõ ñåãìåíòîâ äëÿ ýòèõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíî ìîíîòîííîé ôóíêöèè, ïðåäåëüíî

ìîíîòîííîãî îïåðàòîðà è lm -ñâîäèìîñòè íà ìíîæåñòâàõ, êî-

òîðûå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü, ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [3].

Ïóñòü äàíû äâà ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâà A è B . Âîçüìåì

â êà÷åñòâå ñåìåéñòâ äëÿ ìíîæåñòâ A è B ñîîòâåòñòâóþùèå

ñåìåéñòâà íà÷àëüíûõ ñåãìåíòîâ, à èìåííî, S(A) = {N � a : a ∈
∈ A} è S(B) = {N � b : b ∈ B} . Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëè-
âàåò âçàèìîñâÿçü ìåæäó ïîíÿòèÿìè lm -ñâîäèìîñòè äâóõ ìíî-
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æåñòâ è Σ -ñâîäèìîñòè ñåìåéñòâ ñïåöèàëüíîãî âèäà äëÿ ýòèõ

ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 1. A 6lm B ⇐⇒ S(A) ⊑Σ S(B) .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãîâîðèò î òîì, ÷òî îïðåäåëåíèå lm -

ñâîäèìîñòè ìíîæåñòâà ê ïàðå ìíîæåñòâ ýêâèâàëåíòíî îïðåäå-

ëåíèþ Σ -ñâîäèìîñòè ìåæäó ñåìåéñòâàìè íà÷àëüíûõ ñåãìåíòîâ

äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà è ïàðû ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 2. A 6lm (B,C) ⇐⇒ S(A) ⊑Σ S(B,C) .

Äàëåå îïðåäåëèì ïðåäåëüíî ìîíîòîííóþ ñâîäèìîñòü ìåæäó

äâóìÿ ïàðàìè ìíîæåñòâ ÷åðåç Σ -îïðåäåëèìîñòü çàäàííûõ äëÿ

íèõ ñåìåéñòâ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïóñòü äàíû äâå ïðîèçâîëü-

íûå ïàðû ìíîæåñòâ (A,B) è (C,D) . Çàäàäèì äëÿ ýòèõ äâóõ

ïàð ìíîæåñòâ ñëåäóþùèå ñåìåéñòâà íà÷àëüíûõ ñåãìåíòîâ, à

èìåííî: S(A,B) = {{0} ⊕ N � a : a ∈ A} ⊕ {{1} ⊕ N � b : b ∈ B}
è S(C,D) = {{0}⊕N � c : c ∈ C}⊕{{1}⊕N � d : d ∈ D} ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïðè ýòîì íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî S(A,B) ⊑Σ S(C,D)

⇐⇒ S(A) ⊑Σ S(C,D) è S(B) ⊑Σ S(C,D) . Òîãäà ïî òåîðåìå 2

èìååì: S(A) ⊑Σ S(C,D) è S(B) ⊑Σ S(C,D) ⇐⇒ A 6lm (C,D)

è B 6lm (C,D) ⇐⇒ (A,B) 6lm (C,D) . Îòñþäà íåìåäëåííî

ñëåäóåò, ÷òî (A,B) 6lm (C,D)⇐⇒ S(A,B) ⊑Σ S(C,D) .

Â ðàáîòå [3] áûëî óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ïàðû

ìíîæåñòâ (A,B) , ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà C âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî (A,B) 
lm C . Èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò, ìîæåì

çàêëþ÷èòü, ÷òî êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ ñåìåéñòâ ÿâëÿåòñÿ ñîá-

ñòâåííûì. Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóþò òàêàÿ ïàðà ìíîæåñòâ (A,B) ,

÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà C âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

S(A,B) ̸= ΣS(C) .
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Òðàíñâåðñàëüíîå ðàññëîåíèå TtrM ñëîåíîãî ìíîãîîáðàçèÿ

(M,F) [1] íåñåò íà ñåáå ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íàä

àëãåáðîé äóàëüíûõ ÷èñåë D [2]. Åñëè êàðòà h èç àòëàñà ñëîå-

íèÿ íà M îòíîñèò òî÷êå x ∈ M êîîðäèíàòû {xi = hi(x), yα =

= hα(x)} , ãäå xi , i = 1, . . . ,m , � òðàíñâåðñàëüíûå êîîðäèíàòû,

à yα , α = 1, . . . , n , � ñëîåâûå, òî èíäóöèðîâàííûå êîîðäèíàòû

íà TtrM èìåþò âèä {xi, yα, ẋi} , ãäå ẋi � êîîðäèíàòû òðàíñâåð-

ñàëüíîãî âåêòîðà � ýëåìåíòà ôàêòîðïðîñòðàíñòâà TxM/V TxM

êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TxM ïî ïîäïðîñòðàíñòâó V TxM ,


