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singular points and for small y are given (previously used by us in the theory of waves). Conjugation of
the argument z turns into antiholomorphism of the function f (z). The real and imaginary parts of any
regular function ϕ(z) are, in turn, holomorphic in two (or doubled, for multidimensional z) variables
x and y, complex anew, and their real and imaginary parts are holomorphic already in 4 arguments.
And so on, bi-, tri- and polyholomorphy on the complex C-tree z = x+i y, x = xX 2+i yX 2, y = xY 2+i yY 2,
xX 2 = xX 3+i yY 3, . . .. And all these parts are functions possess the formulated properties of regular real
functions.
Keywords: real functions, holomorphic functions, even and odd functions, Cauchy-Riemann conditions,
antiholomorphicity, polyholomorphicity.
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В статье обсуждаются свойства радиуса Митюка в зависимости от выбора канони-
ческой области. Обращение к двусвязному случаю позволяет использовать явный вид
отображающихфункций на канонические области. Для двухтиповтаких областей по-
лучены результаты о локализации критических точек радиусов Митюка.

Ключевые слова: радиус Митюка, обобщенный приведенный модуль, канониче-
ская область, конформное отображение.

Пусть D – конечносвязная ограниченная область комплексной плоскости,
функция F (w, w0) = (w −w0)ϕ(w, w0), ϕ(w0, w0) ̸= 0, отображает D на каноническую
область – единичный круг с центром в начале координат и с разрезами предписан-
нойформы, причем охватывающий контур L ⊂ ∂D соответствует единичной окруж-
ности, функция z = f (w) голоморфна в D. Радиусом Митюка области f (D) в точке
f (w) относительно канонической области F (D) называется функция

Ω(w) = | f ′(w)|/|ϕ(w, w)| (1)

(см. [1]). Величина M(w) = (2π)−1 lnΩ(w) представляет собой обобщенный приве-
денный модуль области f (D) относительно точки f (w) и граничной компоненты
f (L), введенный И.П. Митюком в работе [2].

Рассмотрим ситуацию, когда D совпадает с кольцом Eq = {w : q < |w | < 1}, а
единственный разрез канонической области – либо круговой, либо радиальный.

10. «Круговой» радиус Митюка. Функция

F (w, w0) = w −w0

1− w̄0w

∞∏
k=1

(1−q2k w/w0)(1−q2k w0/w)

(1−q2k w w̄0)(1−q2k /(w w̄0))

конформно и однолистно отображает кольцо Eq на единичный круг с круговым
концентрическим разрезом радиуса |w0|. В этом случае радиус Митюка (1) можно
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представить в виде Ωc (w) = | f ′(w)|/ f ′
q (|w |), где

fq (w) = H0(q)2

w∫
p

q

{∏∞
k=1[(1−q2k−2ζ2)(1−q2k /ζ2)]

}−1
dζ, H0(q) =∏∞

k=1(1−q2k ).

(В общем случае ряд свойств «кругового» радиуса Митюка исследован в работе [3].)
Пусть Hq – класс функций f , голоморфных и локально однолистных в Eq , для

которых справедливо равенство Re {eiθ f ′′(w)/ f ′(w)} = 0 при |w | = p
q (θ = arg w);

Λq – семейство функций вида a fq (εw)+b, a,b ∈ C, |ε| = 1. В статье [1] установлен
следующий результат.

Теорема 1. Если f ∈ Hq \Λq , то критические точки «кругового» радиуса Митюка
Ωc сосредоточены на окружности |w | = p

q при выполнении одного из следующих двух
неравенств при w ∈ Eq и θ = arg w (S f – производная Шварца функции f ):

1) Re {ei 2θS f (w)} ≤ S f (|w |); 2) Re {ei 2θ( f ′′/ f ′)′(w)} ≤ ( f ′′
q / f ′

q )′(|w |).

20. «Радиальный» радиус Митюка.Функция, конформно и однолистно отоб-
ражающая кольцо Eq на единичный круг с радиальным разрезом по отрезку с углом
наклона θ = arg w0 к вещественной оси, имеет представление

F (w, w0) = w −w0

1− w̄0w

∞∏
k=1

[
(1−q2k w/w0)(1−q2k w0/w)

(1−q2k w w̄0)(1−q2k /(w w̄0))

](−1)k

,

которое позволяет получить следующее выражение для радиуса Митюка (1):

Ωr (w) = (1−|w |2)
∞∏

k=1

[
(1−q2k |w |2)(1−q2k |w |−2)

](−1)k

.

Теорема 2. Пусть функция f голоморфна и локально однолистна в единичном
круге D= {w : |w | < 1}, причем f ′′(0) = 0 и конформный радиус R(w) = | f ′(w)|(1−|w |2)
односвязной области f (D) не возрастает на радиусах D. Тогда «радиальный» радиус
Митюка Ωr двусвязной области f (Eq ) не имеет критических точек в кольце Eq .

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ и Правительства Респуб-
лики Татарстан (проект № 18-41-160017).
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TWO TYPES OF MITYUK’S RADIUS FOR TWO-CONNECTED DOMAINS

A.V. Kazantsev, M.I. Kinder

This paper discusses the properties of the Mityuk radius depending on the choice of the canonical
domain. Treatment the doubly connected case allows us to use an explicit form of mapping functions
onto the canonical domains. For two types of latter domains we get the results on the localization of
the critical points of the Mityuk radii.
Keywords: Mityuk’s radius, generalized reduced module, canonical domain, conformal mapping.
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НУЛИ ДЗЕТА-ФУНКЦИИ РИМАНА И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ
В.В. Капустин1
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лова

Строятся пространство де Бранжа и соответствующая ему каноническая система,
связанные с дзета-функцией Римана ζ. Это позволяет предъявить одномерное возму-
щение оператора Штурма–Лиувилля на полуоси, спектр которого совпадает со мно-
жествомнетривиальных нулейфункции ζ после простого преобразования комплексной
плоскости.

Ключевые слова: кси-функцияРимана, пространстводеБранжа, каноническая си-
стема, возмущение оператора Штурма–Лиувилля.

В теории дзета-функции Римана имеется немало результатов, связанных с
дифференциальными операторами и/или пространствами де Бранжа.

Пространство де Бранжа есть гильбертово пространство целых функций f на
комплексной плоскости, для которого все функционалы f 7→ f (λ), λ ∈C, непрерыв-
ны; отображение f 7→ f ♯, где f ♯(z) = f (z̄), является изометрической инволюцией
пространства; и если f (λ) = 0, то функция z−λ̄

z−λ f (z) также принадлежит простран-
ству и имеет такую же норму, как f .

Каноническая система есть уравнение

J ḟ (t ) = zH(t ) f (t )

на интервале вещественной прямой, где f =
(

f+
f−

)
— функция от t , z — спектраль-

ный параметр, J =
(
0 −1
1 0

)
, H — гамильнониан, представляющий собой локально

суммируемую неотрицательную матричнозначную (2×2) функцию.
Одним из ключевых фактов теории пространств де Бранжа и канонических си-

стем является существование стандартного унитарного оператора из гильбертова
пространства канонической системына соответствующее ей пространство де Бран-
жа. Это преобразование осуществляет спектральное представление оператора ка-
нонической системы, которому соответствует умножение на z в пространстве де
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