
где через M обозначена переменная точка области Ω, а через P – перемен-
ная точка контура Γ.

Итак, любая функция u ∈ C2(Ω)
∩
C1(Ω) допускает интегральное пред-

ставление (4.7). Если, в частности, функция u является гармонической, то
из (4.7) получим

u(M0) =
1

2π

∫
Γ

[
ln

1

rPM0

∂u(P )

∂n
− u(P )

∂ ln
1

rPM0

∂n

]
dΓ , (4.8)

т.е. значение гармонической в любой точке ограниченной области Ω выра-
жается через значение этой функции и ее нормальной производной на гра-
нице Γ области.

Аналогично может быть получено интегральное представление в случае
трех переменных. В качестве η нужно выбрать фундаментальное решение
(4.5): η = 1/rMM0

, в качестве Bε – шар радиуса ε с центром в точке M0, и

воспользоваться тем, что в этом случае
∫
Γε

dΓ = 4πε2.

Интегральное представление любой функции u ∈ C2(Ω)
∩
C1(Ω) в трех-

мерном случае имеет вид

u(M0) =
1

4π

∫
Γ

[
1

rPM0

∂u(P )

∂n
− u(P )

∂
1

rPM0

∂n

]
dΓ−

− 1

4π

∫
Ω

1

rMM0

△u(M)dΩ,

(4.9)

а если функция u является гармонической, то имеем

u(M0) =
1

4π

∫
Γ

[
1

rPM0

∂u(P )

∂n
− u(P )

∂
1

rPM0

∂n

]
dΓ . (4.10)

4.4 Основные свойства гармонических функций.

Справедлива
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Теорема 4.4.1 Если u – функция, гармоническая в области Ω, огра-
ниченной кривой Γ, то ∫

Γ

∂u

∂n
dΓ = 0. (4.11)

Доказательство. Справедливость утверждения теоремы непосредствен-
но вытекает из формулы Грина (4.1), если положить в ней η ≡ 1 и учесть, что
△u = 0, △η = 0, ∂η/∂n = 0.

Теорема 4.4.2 Функция u, гармоническая в области Ω, имеет про-
изводные всех порядков в Ω (бесконечно дифференцируема в Ω, т.е.
u ∈ C∞(Ω)).

Доказательство. Рассмотрим сначала двухмерный случай. Возьмем внут-
ри Ω произвольную точку M0(x, y). Тогда существует шар BR(M0), целиком
лежащий внутри Ω, с границей ΓR. Так как функция u является гармониче-
ской в области Ω, то она будет гармонической и в области BR(M0), причем
будет иметь производные второго порядка вплоть до ΓR. Применяя теперь
формулу (4.8), получим

u(x, y) =
1

2π

∫
Γ

[
ln

1

rPM0

∂u(P )

∂n
− u(P )

∂ ln
1

rPM0

∂n

]
dΓ , (4.12)

где rPM0
=

√
(x− x′)2 + (y − y′)2, P (x′, y′) – переменная точка окружности

ΓR. Так как точкаM0(x, y) не лежит на окружности ΓR, то ln
1

rPM0

есть функ-

ция непрерывная и имеющая производные всех порядков по переменным
x, y. Следовательно, правую часть (4.12) можно дифференцировать сколь
угодно раз по x, y под знаком интеграла. Отсюда и следует требуемое утвер-
ждение.

Трехмерный случай рассмтриваеься совершенно аналогично, только вме-
сто (4.8) нужно использовать интегральное представление (4.10).

Теорема 4.4.3 (о среднем арифметическом) Значение гармонической
внутри некоторого круга BR(M0), M0 = M0(x0, y0), и непрерывной в
BR(M0) функции u в центре круга равно среднему арифметическому
ее значению на окружности ΓR, т.е.

u(x, y) =
1

2πR

∫
ΓR

udΓ . (4.13)
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Доказательство. Будем предполагать сначала, что функция u непре-
рывна вместе с первыми производными в BR(M0), т.е. u ∈ C1(BR(M0)).
Применяя формулу (4.8), получим

u(M0) =
1

2π

∫
Γ

[
ln

1

rPM0

∂u(P )

∂n
− u(P )

∂ ln
1

rPM0

∂n

]
dΓ .

На окружности ΓR направление внешней номали n совпадает с направле-
нием радиуса, а rPM0

≡ R, поэтому

∂ ln
1

r
∂n

∣∣∣∣∣∣∣
ΓR

= −
∂ ln

1

r
∂r

∣∣∣∣∣∣∣
ΓR

= −1

r

∣∣∣∣
ΓR

=
1

R
.

Следовательно,

u(M0) =
1

2π
ln

1

R

∫
Γ

∂u(P )

∂n
dΓ +

1

2πR

∫
Γ

u(P )dΓ ,

откуда в силу (4.11) получаем (4.13).
Покажем теперь, что формула (4.13) имеет место без предположения о

непрерывности первых производных функции u вBR(M0). ПустьΓρ – окруж-
ность с центром вM0 радиуса ρ < R. Так как u гармонична вBR(M0) (а зна-
чит, u ∈ C2(BR(M0)) и BρR(M0) лежит строго внутри BR(M0), то условие
непрерывности непрерывности первых производных u вплоть до окружно-
сти Γρ выполняется и поэтому

u(x, y) =
1

2πρ

∫
Γρ

udΓ . (4.14)

Переходя в (4.14) к пределу при ρ→ R, получим (4.13).
Аналогичное утверждение справедливо и в случае трех переменных, ко-

гда BR(M0) – шар радиуса R с центром в M0. При этом из формулы (4.10)
вытекает, что

u(x, y, z) =
1

4πR2

∫
ΓR

udΓ . (4.15)

Теорема 4.4.4 (принцип максимума) Функция u, являющаяся гармо-
нической внутри ограниченной 1) области Ω и непрерывной на за-

1) Особо обращаем внимание на условие ограниченности Ω.
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мкнутом множестве Ω, достигает своего наибольшего (и наимень-
шего) значения только на границе Γ области Ω, кроме того случая,
когда эта функция есть тождественная постоянная.

Доказательство. Пусть функция u принимает наибольшее значение во
внутренней точке M0 области Ω, т.е.

u(M) ≤ u(M0) = u0 ∀M ∈ Ω. (4.16)

Покажем, что в этом случае u(M) ≡ u0. Действительно, проведем окруж-
ность Γρ радиуса ρ с центром в M0, принадлежащую целиком Ω. Тогда

u
∣∣∣
Γρ

≡ u0 . (4.17)

Пусть это не так, а значит, найдется по крайней мере одна точка P0 ∈ Γρ

такая, что
u(P0) < u0 . (4.18)

Поскольку u непрерывна, то найдется дуга γ ⊂ Γρ, на которой будет верно
неравенство (4.18):

u
∣∣∣
γ
< u0 . (4.19)

По теореме 4.4.3 имеем

u0 = u(M0) =
1

2πρ

∫
Γρ

udΓ . (4.20)

С другой стороны, в сиду (4.16) и (4.18), получаем

1

2πρ

∫
Γρ

udΓ <
1

2πρ

∫
Γρ

u0dΓ = u0 .u0 = u(M0) = (4.21)

Соотношения (4.20) и (4.21) противоречивы, а следовательно, предположе-
ние (4.18) неверно; утверждение (4.17) доказано.

Поскольку радиус ρ – произвольный, то функция u тождественно равна
постоянной u0 внутри и на границе всякого круга с центром в M0, целиком
принадлежащего Ω.

Покажем теперь, что u(M) ≡ u0 во всей области Ω. Пусть N – любая
точка, лежащая внутри Ω. Докажем, что u(N) = u0. СоединимM0 сN лини-
ей ℓ (конечной в силу ограниченности Ω длины), лежащей внутри Ω, и пусть
d – кратчайшее расстояние ℓ от Γ. В силу доказанного выше, функция u
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равна постоянной u0 в круге с центром M0 и радиуса d/2. Пусть M1 – по-
следняя точка пересечения линии ℓ с границей упомянутого круга. Мы име-
ем u(M1) = u0, и по доказанному выше u(M) = u0 в круге Bd/2(M1). Пусть
M2 – последняя точка пересечения линии ℓ с границей этого круга. Как и
выше, убеждаемся, что u(M) ≡ u0 в круге Bd/2(M2), и т.д. После конечно-
го числп шагов вся линия ℓ будет покрыта указанными кругами. Точка N
окажется внутри некоторого круга, а значит, u(N) = u0.

Таким образом, если функция u не равна тождественной постоянной, то
ее наибольшее значение не может достигаться внутри Ω. Аналогично до-
казывается, что внутри Ω не может достигаться и наименьшее значение.
Согласно теореме Вейерштрасса функция u достигает наибольшего и наи-
меньшего значения на замкнутом ограниченном множестве Ω. При этом эти
значения леж ат на границе Γ.

Из теоремы вытекают следствия точно такие же, как и в параболическом
случае.
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