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        Исследована задача линейной и нелинейной безнапорной фильтрации через 

грунтовую прямоугольную плотину с учетом непроницаемого вертикального 

включения (экрана). Нелинейная краевая задача фильтрации с неизвестной вободной 

границей аппроксимирована конечно-разностной схемой на фиксированной сетке. 

Для заданной длины экрана найден оптимальный интервал положения экрана от 

верхнего бьефа, при котором   потеря воды минимальна. При фильтрации, 

подчиняющейся закону Дарси, методом фрагментов получена в неявном виде 

аналитическая формула, связывающая   расход воды с положением экрана.    

Ключевые слова: линейная и нелинейная фильтрация, грунтовая плотина,      

непроницаемое включение (экран), участок высачивания. 

            Интенсивное использование природных водных ресурсов, 

предотвращение вредного воздействия воды на окружающую среду определяют 

широкое строительство гидротехнических сооружений. С их помощью 

осуществляются те или иные водохозяйственные мероприятия, создаются  

водохранилища, регулируются расходы и уровни воды, осуществляется пропуск 

льда и наносов и т.д. Гидротехнические сооружения бывают различного 

назначения и строятся в разнообразных природных условиях, в частности, 

выполненные из грунтовых материалов водоподпорные сооружения (плотины, 

дамбы), которые перегораживают водоток и воспринимают напор воды. 

Грунтовые плотины получили широкое распространение. Для обоснования 

рациональных и экономичных форм и размеров плотины, ее 

противофильтрационных устройств необходимо проводить соответствующие 

фильтрационные расчеты, которые позволяют определять потери воды через тело 

плотины, положения неизвестных свободных поверхностей и гидродинамическую 

сетку течения.  В грунтовых плотинах для уменьшения фильтрационных потерь 

воды через тело плотины, т.е. уменьшения выходных скоростей водопотока 

используют противофильтрационные устройства: экраны, ядра, шпунты и т.д. 

В данной работе рассматривается стационарная задача безнапорной 

линейной и нелинейной фильтрации жидкости в прямоугольной грунтовой плотине

ABCD  при наличии непроницаемого   включения (экрана) 1 1MNN M  (рис.1).  

Фильтрация подчиняется нелинейному закону ( )V k h h    , 
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 где h  – пьезометрический напор жидкости, V – вектор скорости фильтрации, k  –

заданная функция, характеризующая нелинейность фильтрации и зависящая от 

закона течения.                                                                                  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                 
Рис.1. Прямоугольная плотина с непроницаемым   экраном 

 

Пусть ширина плотины 1L  , ширина прямоугольного непроницаемого 
экрана  1MM  равна шагу сетки 1x , длина и положение непроницаемого 
экрана вдоль оси 1x  варьируются. Расстояние d между основанием перемычки 
(водоупором) и нижней границей непроницаемого экрана меняется от 2x до 

1 2H x    с шагом 2x . 

 Граничные условия задачи: 

2 , 0,h x V n x S      (условия на депрессионных кривых), 

2 ,h x x D C                 (условие на участке высачивания), 

1,h H x AB                  (заданный напор в верхнем бьефе), 

2 ,h H x DD                 (заданный напор в нижнем бьефе), 

0,V n x AD                  (условие непроницаемости основания), 

1 10,V n x MNN M        (условие непроницаемости экрана). 

Здесь   n  – единичный вектор нормали.  Пусть напор в верхнем   бьефе

1 1H  , в нижнем 2 0,2H  , атмосферное давление 2 0P h x   . 

Краевая задача фильтрации состоит в отыскании неизвестной области 
течения и поля пьезометрических напоров ( )h x .                            
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 Поставленная нелинейная задача решается методом фиксированной области 
[1-3]. Суть метода: исходная нелинейная краевая задача со свободной границей 
(кривой депрессии) сводится к вариационному неравенству в фиксированной 
области с нелинейным оператором. 

Рассматриваемая задача аппроксимируется конечно-разностной схемой на 
фиксированной сетке. Нелинейное сеточное уравнение в рассматриваемой 
области решается методом расширенного лагранжиана. Использование 
лагранжиана позволяет одновременно находить как сеточные приближения к 
напорам, так и к скоростям фильтрации. Кроме того, определяется сеточная 
аппроксимация характеристической функции области фильтрации, по 
значениям которой строится депрессионная кривая. Реализация каждого шага 
этого метода состоит в решении линейной сеточной схемы в фиксированной 
области и совокупности несвязанных между собой нелинейных скалярных 
уравнений. Последовательность линейных краевых задач решается методом 
верхней релаксации. Совокупность нелинейных скалярных уравнений решается 
методом Ньютона. 

 Первой рассматривается задача с линейным законом фильтрации V k h   , 
коэффициент фильтрации 1k  . В таблице 1 представлено поле 
фильтрационных расходовQ , полученное при решении исходной задачи 
численным методом [1] для различных длин и положений    вдоль оси 1x   
непроницаемого включения. Верхняя строка таблицы соответствует 1l   – 
расстоянию от верхнего бьефа до экрана, все остальные –                                     
расходам при определенной длине включения, первая строка с расходами  
соответствует 0,95d  , вторая 0,90d  , и так далее до 0,05d   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         

                   Таблица 1. Фильтрационный расход от положения экрана. 
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При фиксированном положении непроницаемого экрана очевидно, что 
фильтрационный расход будет падать с увеличением его длины. Таким образом 
для данной перемычки наименьший фильтрационный расход 0,153Q   будет 
при

1 0,3l   и при максимально рассмотренной длине экрана 0,95MN  . 

      При ’’движении” непроницаемого экрана к нижнему бьефу и с 
уменьшением его длины будет уменьшаться и его влияние на область течения. 
При определенном положении это влияние прекращается, так как экран будет 
находится за пределами области течения. Это хорошо видно из таблицы: с 
уменьшением длины непроницаемого экрана и увеличением 

1l расход 
стремится к значению Q=0,480. Это значение расхода совпадает с точным 
значением фильтрационного расхода, полученного по формуле Дюпюи [4] для 
аналогичной задачи без включения. 

Из таблицы также можно заметить, что при фиксированной длине 

непроницаемого включения при его ’’движении” от верхнего бьефа к нижнему 

фильтрационный расход сначала уменьшается, затем начинает расти, то есть 

для каждой рассматриваемой длины существует некоторое значение 1x , при 

котором фильтрационный расход имеет минимальную величину. 

  Для наглядности приведен график зависимости фильтрационного расхода 

от положения включения при фиксированной длине (рис.2). Каждой кривой на  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2. Зависимости расхода от положения включения. 

графике соответствует определенное расстояние d  между водоупором и 

экраном. Для нижней кривой значение 0,05d  (шаг сетки). Для последующих 
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кривых значение d  увеличивается на 0,05 (шаг сетки). Для верхней кривой 

значение 0,8d  . Из графика видно, что при 1 [0,2;0,3]x   расходы имеют 

минимальное значение. Этот факт не является очевидным. Поэтому для его 

обоснования были проведены дополнительные исследования. 

   Для исходной задачи методом фрагментов получена неявная приближенно-

аналитическая формула зависимости расхода от положения непроницаемого 

вертикального включения бесконечно малой ширины, сокращенный вывод 

которой приводится ниже.               
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– полный эллиптический интеграл Лежандра 1-го рода.   

 

 

 

 

 

 

 

    

 

 

 

 

 

   Таблица 2. Фильтрационный расход по приближенно-аналитической формуле 
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Для формулы (1) имеют место некоторые ограничения, которые видны при 

выводе формулы. 

В таблице 2 представлены значения фильтрационных расходовQ в 

зависимости от длины и положения вдоль оси 1x непроницаемого включения, 

полученные из формулы (1). В этой таблице прослеживается та же зависимость, 

что и в таблице 1: при некотором значении 1l  расход минимален и диапазон 

этих значений совпадает с полученным выше численным методом 

фиксированной области [1-3]. 

На рис.3 для некоторых значений d , указанных на кривых, приведена 

зависимость фильтрационного расхода от положения включения при 

фиксированной длине, полученная при решении численным методом 

(сплошные линии) и для сравнения штрихом отмечены кривые зависимости, 

полученные из формулы (1) (см. рис.2). Некоторое несоответствие между 

кривыми объясняется тем, что формула (1) записана для бесконечно тонкого 

включения и имеет ограничения на точность. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.3: Сравнение интегрально-сеточной и приближенно-аналитической                          

зависимости расхода от положения включения 

В процессе численного решения задачи определяется значение участка 

высачивания. Зависимость величины участка высачивания от положения экрана 

представлена на рисунке 4. На каждой кривой указано значение d . Из рисунка 

видно, что минимальное значение .ординаты участка высачивания 0y  для  

различных d приходится на тот же интервал оси x , что и для  расходов               

(
1 [0,2;0,3]x  ).  Значение            ординаты участка высачивания для аналогичной  

задачи без включения, полученное численным методом, следующее: 0 0,361,y 
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а по точному решению [5] 
*

0 0,348y  , относительная погрешность 3,74% .  

     С увеличением расстояния между непроницаемым включением и осно-

ванием перемычки и при движении включения к нижнему бьефу экран 

оказывает меньшее влияние на область течения, и участок высачивания, 

естественно, увеличивается и стремится к 0,361 (при 0,2d  ). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Рис. 4: Зависимости величины участка высачивания от положения включения. 

     В процессе решения задачи определяется также поле напоров и скоростей. В 

качестве примера на рис.5 для линейного закона Дарси по результатам 

числовых расчетов построены кривая депрессии, линии равных напоров и 

линии равных расходов в случае, когда экран расположен на расстоянии 

1 0,5l  от верхнего бьефа и на расстоянии 0,3d   от основания перемычки 

1 0,025MM  .  Для нелинейного закона фильтрации линии равных напоров и 

равных расходов имеют аналогичный вид. 

Рассматриваются также задачи с нелинейными законами фильтрации: а)
2h V   – квадратичный закон, б) 2h V V    – двучленный квадратичный 

закон.  Для сравнения на рис.6 приведены кривые депрессии для 

рассмотренных законов. Варианту а) соответствуют штриховые линии, 

варианту б) --  пунктирные,  сплошные линии соответствуют закону Дарси. 

Из рисунка 6 видно, что депрессионные кривые, соответствующие 

нелинейным законам, находятся выше депрессионной кривой, соот-

ветствующей закону Дарси. Средний фильтрационный расход для закона а) 

ср 0,383Q  , ордината точки высачивания 0 0,31y  , для закона б)  ср 0,22Q  ,

0 0,284y  , для закона Дарси ср 00,331, 0,277Q y   . 
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Рис. 5: Линейный закон фильтрации. Сетка течения. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.6. Депрессионные кривые для различных законов фильтрации. 
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Опишем кратко метод фрагментов для получения приближенно-

аналитической формулы (1), связывающей фильтрационный расход и 

действующий напор на плотину, суть которого состоит в том, что область 

движения разбивается прямыми на участки – фрагменты и линии раздела 

принимаются за линии равного напора. Делается ряд  допущений. 

Рассматривается такое расположение экрана, чтобы 1l и d  были малы по 

сравнению с 1L   (например, 1 0,125l  , 0,1d  ) (рис.7). Толщина экрана 

считается настолько малой, что ей можно пренебречь, то есть экран  

рассматривается как тонкая непроницаемая завеса MN. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.7: Прямоугольная перемычка при наличии тонкого непроницаемого экрана 

 

Итак, область фильтрации разбивается прямой MN на два фрагмента.  В 

качестве первого фрагмента рассматривается область ABMF . Так как падение 

депрессионной кривой на участке BM   незначительное, то первый фрагмент 

можно считать прямоугольником шириной 1l  и высотой 1H .  Этому 

прямоугольнику в области комплексного потенциала течения соответствует 

прямоугольник, ширина которого равна 1H  – перепаду напоров в верхнем 

бьефе  AB  и на эквипотенциали NF , а высота – фильтрационному расходу 
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через первый фрагмент ( Q ).  Путем ряда конформных отображений области 

фильтрации и области комплексного потенциала с использованием 

вспомогательной полуплоскости удается определить связь расхода Q  и 1H  : 

1

2 ( )

( )

K k
H Q

K k
 


 . 

    В качестве второго фрагмента рассматривается область FOC D . 

Фильтрация в этом фрагменте безнапорная с образованием кривой депрессии

OC . Ширина основания фрагмента 1 2FD L l l   . Расстояние 2l  больше, чем

FO .  Депрессионная кривая  вблизи непроницаемого экрана пологая. 

Фильтрационный расход во втором фрагменте равен Q .  Таким образом,                     

в прямоугольной перемычке      FMCD  (рис.7) из верхнего бьефа  FN 

происходит фильтрация с расходом  Q   в нижний бьеф с пьезометрическим 

напором  2H .    

        Тогда из формулы  Дюпюи [4] для Q можно найти напор в верхнем бьефе 

FN .  Склеивая решения задачи в первом и втором фрагментах на общей 

границе FN получим приближенно-аналитическую формулу (1), связывающую 

расход и напоры в верхнем и нижнем бьефах. 

        Следует отметить, что во всех приведенных выше рассуждениях 

относительная погрешность должна уменьшаться с уменьшением d   и, 

соответственно, Q    при   фиксированных   1H      и    2H  . Таким образом, эти 

формулы можно считать асимтотическими, сколь угодно точными при 

достаточно малых   Q   и   d.   

Итак, приближенно-аналитическая формула (1) позволяет быстро и просто 

находить оптимальное решение задачи о плотине с экраном при возникновении 

чрезвычайных ситуаций. Например, во время паводка – наводнения или при 

жгучей жаре можно легко и быстро найти в каждом конкретном случае свое 

оптимальное решение (оптимальное положение экрана), не допускающее 

аварийную ситуацию. 
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Summary 

A water seepage problem through the rectangular earth dam with the presence of a 

vertical impermeable screen was studied in nonlinear formulation. A finite-difference 

scheme with a fixed mesh was used for discretization of mathematical equations with a free 

boundary. The optimal position of the impermeable screen was found for its optimal 
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length, that facilitates minimum losses of water. An analytical solution was developed in 

implicit form under the Darcy’s law formulation using the fragment’s method. The solution 

provides a relationship between water flux and a position of the screen. 

Key words:   Linear and nonlinear seepage; water flow; soil; earth dam; impermeable 

screen; numerical grid method. 
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