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ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЕ НЕРАВЕНСТВА  

 
 

В  математике тема «Неравенства» занимает одно из важных мест. В школе дети  

начинают изучать эту тему уже в начальных классах, где они знакомятся со свойствами 

неравенств и методами их решения в простейших случаях. Решение задач с помощью 

неравенств используется в каждой области математике: в алгебре, в геометрии, в теории 

вероятностей, в математической физике и  других дисциплинах. На практике учащиеся 

сталкиваются с тем, что некоторые задачи невозможно решить стандартным способом, то 

есть могут применяться замечательные неравенства такие, как неравенства Коши, Бернулли,  

Коши - Буняковского.  

Данным неравенствам в последние годы уделяется весьма существенный интерес.  

    В школьном курсе математики рассматриваются различные неравенства. Многие из них 

основаны на очень простом неравенстве - неравенство о средних, появившемся еще в 

древние времена:   

             
1

2
(𝑎 + 𝑏) ≥  𝑎𝑏 , где а,b > 0.  

    Не многим известно, что великий французский математик Огюстен Луи Коши (1789—

1857) в  начале XIX века занимался обобщением этого неравенства. Самым интересным 

оказалось обобщение, которое показано в виде следующей теоремы. 

Теорема (Неравенство Коши). Среднее геометрическое положительных чисел не больше 

среднего арифметического этих же чисел. 
1

𝑛
 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯+ 𝑎𝑛   ≥  𝑎1 𝑎2 …𝑎𝑛   ,    где 𝑎1,𝑎2,… ,𝑎𝑛  >0. 

Замечание1. Среднее арифметическое положительных чисел  𝑎1,𝑎2,… , 𝑎𝑛 , с одним и тем 

же средним геометрическим имеет минимальное значение, когда 𝑎1,𝑎2,… , 𝑎𝑛 > 0. 

Замечание2. Среднее геометрическое положительных чисел  𝑎1,𝑎2,… ,𝑎𝑛 > 0 с одним и 

тем же средним арифметическим имеет максимальное значение, когда  𝑎1,𝑎2,… , 𝑎𝑛  > 0. 

 С помощью неравенства Коши можно находить наибольшее и наименьшее значения 

функции без использования производной. Для этого потребуются утверждения, вытекающие 

непосредственно из неравенства Коши: 

1. Равенство в неравенстве Коши достигается, когда все, участвующие в нѐм 

числа одинаковы. 

2. Если сумма положительных чисел 𝑎1,𝑎2,… ,𝑎𝑛  равна а, то произведение этих 

чисел принимает наибольшее значение при 𝑎1 =  𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛 =
𝑎

𝑛
  и это наибольшее 

значение равно  
𝑎

𝑛
 
𝑛

. 

3. Если произведение положительных чисел 𝑎1,𝑎2,… ,𝑎𝑛  равно b, то их сумма 

принимает наименьшее значение при 𝑎1 = 𝑎2 =  … = 𝑎𝑛 =  𝑏
𝑛

   и это значение равно 

𝑛 ∙  𝑏
𝑛

. 

Рассмотрим следующий пример. 

 Найти наименьшее значение функции 𝑓 𝑥 =
𝑥2+𝑥+2

𝑥
, 𝑥 ∈ (0,∞). 

 Представим функцию )(xf  в виде суммы слагаемых 

𝑓 𝑥 =
𝑥2+𝑥+2

𝑥
= 𝑥2 + 1 +

1

𝑥
+

1

𝑥
. 

Найдем произведение этих слагаемых: 𝑥2 ∙ 1 ∙
1

𝑥
∙

1

𝑥
= 1.  Это означает, что своѐ 

наименьшее значение сумма слагаемых принимает при 𝑥2 = 1 =
1

𝑥
, то есть при x=1.  

 𝑓 1 =
1+1+2

1
= 4. 

Ответ: у = 4 – наименьшее значение функции, которое достигается при х = 1.  
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Следующее неравенство, которое представляет особый интерес и часто применяется  при 

решении задач – является неравенство Бернулли.  

                                           1 + x n ≥ 1 + nx           

Если x≥ −1 и 0<a<1 , то 

                            1 + x 𝑛  ≤ 1 + nx          
Если же a< 0  или a>1, то  

                           1 + x n ≥ 1 + nx           
Замечание. Равенство достигается тогда и только тогда, когда n=1 или x=0. 

Для того чтобы использовать эту теорему при решении уравнений вида 
  1 + 𝑓(𝑥)𝑛 + ⋯+  1 + 𝑔(𝑥)𝑛 = 𝑎 

Нужно левую часть уравнения представить в виде суммы степеней вида  1 + 𝑓(𝑥) 𝑝  и к 

каждому слагаемому применить неравенство Бернулли. Если после преобразования получим, 

что левая часть исходного уравнения совпадает с его правой частью, то, в силу только что 

приведенного замечания делаем вывод, что n=1 или f(x)=0. 

Решим уравнение, применяя неравенство Бернулли:          

 1 +  1 − 𝑥2
7

+  1 −  1 − 𝑥2 = 2
7

. 

Так как a ∈ (0,1), то применим следующую формулу   1 + x n ≤ 1 + ax , к каждому 

слагаемому из левой части уравнения: 

 1 +  1 − 𝑥2 
1

7 +  1 −  1 − 𝑥2 
1

7 ≤ 1 +
1

7
 1 − 𝑥2 + 1 −

1

7
 1 − 𝑥2 = 2, получаем, что 

равенство возможно лишь при  1 − 𝑥2 = 0, т.е. x=±1. Следовательно, x=±1 – корни 

уравнения.   

Одно из красивейших неравенств является неравенство Коши́ — Буняковского.  Оно 

связывает норму и скалярное произведение векторов в евклидовом пространстве. Это 

неравенство эквивалентно неравенству треугольника для нормы. 

Для любых векторов евклидова пространства справедливо неравенство Коши-

Буняковского 

     𝑥,𝑦  |2 ≤  𝑥, 𝑥  𝑦,𝑦 . 

Или справедливо следующее: для любых чисел   𝑎1,… , 𝑎𝑛 , 𝑏1,… , 𝑏𝑛   

     𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑏𝑛 
2 ≤  𝑎1

2+. . +𝑎𝑛
2  𝑏1

2+. . +𝑏𝑛
2  

Докажем, что для любого допустимого значения x выполнится неравенство    

    2x + 7 + 2 3 + 5x + 3 4 − 7x ≤ 14 
Применим неравенство Коши-Буняковского, которое дает для любого допустимого 

значения x соотношение: 

 2x + 7 + 2 3 + 5x + 3 ∙  4 − 7x ≤    2x + 7 
2

+   3 + 5x 
2

+   4 − 7x 
2
∙  12 + 22 + 32 

В итоге получим следующее:   2x + 7 + 2 3 + 5x + 3 ∙  4 − 7x ≤  14 ∙  14 

Значит, выполняется   2x + 7 + 2 3 + 5x + 3 4 − 7x ≤ 14. 

В заключении отметим, что материал о замечательных неравенствах полезен при решении 

заданий единого государственного экзамена и задач повышенного уровня.  
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