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АННОТАЦИЯ 

В статье предлагается простой вывод вычислительных рекуррентных 

формул, связанных с подсчѐтом количества совершенных разбиений натураль-

ного числа. Использование производящих функций позволяет сократить объем 

необходимых преобразований, благодаря этому удается получить еще одно дока-

зательство явной формулы МакМагона для подсчѐта числа таких разбиений, а 

также некоторые новые рекуррентные соотношения. 
 

ВВЕДЕНИЕ. Разбиения чисел являются классическим и достаточно хорошо 

изученным комбинаторным объектом. Понятие совершенного разбиения числа в 

1886 году ввѐл МакМагон [1]. Совершенным разбиением числа N называется 

такое разбиение, в котором содержится лишь одно разбиение каждого числа, 

меньшего N, при условии, что равные части считаются неразличимыми. На-

пример, набор 1N из N единиц является одним из совершенных разбиений для 

каждого натурального N. Для N = 9 разбиения 19, 241 и 145 и только они являют-

ся совершенными. 

Если все части разбиения рассматривать как разновесы для весов, то со-

вершенные разбиения оказываются решениями проблемы определения такого 

набора гирь, с помощью которого (при условии размещения гирь на одной чаше 

весов) можно взвесить единственным способом любой предмет, вес которого вы-

ражается целым числом. Именно в такой формулировке на одной из математи-

ческих олимпиад школьников встретилась задача (11-ый Турнир Городов, 1990, 

автор — Д.Фомин): 

Рассматривается набор гирь, каждая из которых весит целое число грам-

мов, а общий вес всех гирь равен 500 граммов. Такой набор называется пра-

вильным, если любой груз, у которого вес выражается целым числом граммов от 

1 до 500, может быть уравновешен некоторым количеством гирь набора, и при-

том единственным образом. Груз кладется на одну чашку весов, гири — на дру-

гую. Два способа уравновешивания, отличающиеся лишь заменой некоторых 

гирь на другие того же веса, считаются одинаковыми. Сколько существует раз-

личных правильных наборов? (Два набора различны, если некоторая гиря уча-

ствует в этих наборах не одинаковое число раз.) 

Таким образом, в этой задаче требуется найти количество совершенных 

разбиений числа N = 500. В каждом совершенном разбиении, очевидно, должна 

содержаться по крайней мере одна часть, равная 1. Предположим, что в нѐм со-

держится q1 – 1 частей, равных единице. Тогда все числа, меньшие q1, обладают 

только одним разбиением, и значит, число q1 будет следующей частью совер-

шенного разбиения. Пусть теперь в разбиении содержится q2 – 1 частей, равных 

q1, тогда все числа от 1 до q1 – 1 + q1(q2 – 1) = q1q2 – 1 единственным способом вы-

ражаются с помощью 1 и q1. Продолжая рассуждения аналогичным образом, 

приходим к совершенному разбиению вида 
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