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×àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû ñëîæíûõ ôóíêöèé.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îñâîèòü òåõíèêó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ôóíê-
öèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, âñïîìíèì è ïðîâåäåì àíàëîãèþ ñ äèôôåðåí-
öèðîâàíèåì ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Ðàññìàòðèâàëàñü ôóíêöèÿ âèäà
f(ϕ(x), ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñóïåðïîçèöèþ äâóõ ôóíêöèé ϕ è f. Äëÿ òîãî,
÷òîáû âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ ïî x îò ýòîé ñóïåðïîçèöèè, ââîäèëàñü íî-
âàÿ ïåðåìåííàÿ t = ϕ(x) è âû÷èñëÿëàñü ïðîèçâîäíàÿ f ′(t) = d f(t)/d t.
Ïîñëå ýòîãî â f ′(t) âìåñòî ïåðåìåííîé t ïîäñòàâëÿëàñü ôóíêöèÿ ϕ(x), îò
ôóíêöèè ϕ(x) áðàëàñü ïðîèçâîäíàÿ ϕ′(x) = dϕ(x)/d x è ýòà ïðîèçâîäíàÿ
óìíîæàëàñü íà f ′(ϕ(x)). Âñå ýòè äåéñòâèÿ ïî âû÷èñëåíèþ ïðîèçâîäíîé îò
ñëîæíîé ôóíêöèè f(ϕ(x)) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåé ôîðìó-
ëû:

d f(ϕ(x))

d x
=
d f(t)

d t

∣∣∣∣
t=ϕ(x)

· dϕ(x)

d x.
(1)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïî x îò f(ϕ(x)), çà-
ìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíêöèé
f ′
ϕ(ϕ(x)) è ϕ′(x). Ñëåäîâàòåëüíî, äèôôåðåíöèðóåì (1) êàê ïðîèçâåäåíèå
äâóõ ôóíêöèé îò x, â êîòîðîì ôóíêöèÿ

f ′
ϕ(ϕ(x)) =

d f(t)

d t

∣∣∣∣
t=ϕ(x)

(2)
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òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé. Èòàê,

d 2 f(ϕ(x))

d x2
=
d 2 f(t)

d t2

∣∣∣∣
t=ϕ(x)

· dϕ(x)

d x
+
d f(t)

d t

∣∣∣∣
t=ϕ(x)

· d 2 ϕ(x)

d x2.

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ òèïà (2) ïðåäñòàâèì ýòè âûêëàäêè ïî âû÷èñ-
ëåíèþ âòîðîé ïðîèçâîäíîé â áîëåå ñæàòîé ôîðìå:

f ′′
x (ϕ(x)) = f ′′

ϕ(ϕ(x))ϕ
′(x) + f ′

x(ϕ(x))ϕ
′′(x). (3)

Åñëè ïîòðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü òðåòüþ ïðîèçâîäíóþ îò f(ϕ(x), òî êàæ-
äîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3) îïÿòü ïðèäåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàòü êàê
ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíêöèé.

Èòàê, âñïîìíèâ, êàê âñå äåëàëîñü äëÿ ñëîæíîé ôóíêöèè îäíîé ïåðå-
ìåííîé, îáðàòèìñÿ ê çàäà÷å äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè íåñêîëü-
êèõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ ïðîñòîòû è áîëüøåé ÿñíîñòè èçëîæåíèÿ òåõíèêè
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñëîæíîé ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåí-
íûõ ïðîñòåéøåãî âèäà

w = f (ϕ1(x, y, z), ϕ2(x, y, z) )

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ u = ϕ1(x, y, z), v = ϕ2(x, y, z), è äëÿ ôóíêöèè
f(u, v) áóäåì çàïèñûâàòü åå ïðîèçâîäíûå â âèäå

f ′
1 =

∂f

∂u
, f ′

2 =
∂f

∂v
, f ′′

12 =
∂ 2f

∂u ∂v
, è ò.ä.

Ñëåäóþùèå ôîðìóëû îïðåäåëÿþò ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè w =
w(x, y, z) ïî ïåðåìåííûì x, y, z.

∂w

∂x
= f ′

1

∂ϕ1

∂x
+ f ′

2

∂ϕ2

∂x
,

∂w

∂y
= f ′

1

∂ϕ1

∂y
+ f ′

2

∂ϕ2

∂y
,

∂w

∂z
= f ′

1

∂ϕ1

∂z
+ f ′

2

∂ϕ2

∂z
. (4)

Çàìå÷àíèå. Â äàëüíåéøåì, íàäî âñåãäà íå çàáûâàòü, ÷òî âñå ïðîèç-

âîäíûå f ′
1, f

′′
11, f

′′
12... ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ ïîäñòàíîâêîé u = ϕ1(x, y, z), v =

ϕ2(x, y, z), òî åñòü ýòè ïðîèçâîäíûå ÿâëÿþòñÿ òàêèìè æå ñëîæíûìè ôóíêöè-

ÿìè îò x, y, z, êàê è ñàìà ôóíêöèÿ f.

Èòàê, ïîìíÿ îá ýòîì çàìå÷àíèè, áóäåì âû÷èñëÿòü âòîðûå ïðîèçâîäíûå
ôóíêöèè w = w(x, y, z) ïî ïåðåìåííûì x, y, z, äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâà
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(4). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ÿ ïðèâåäó òîëüêî äâå âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ, ïî-
ñêîëüêó îñòàâøèåñÿ ÷åòûðå âû÷èñëÿþòñÿ ñîâåðøåííî òàêèì æå ñïîñîáîì
� ïî àíàëîãèè.

∂ 2w

∂ x 2
=

[
f ′′
11

∂ϕ1

∂ y
+ f ′′

12

∂ϕ2

∂ y

]
∂ϕ1

∂ y
+ f ′

1

∂ 2ϕ1

∂ y 2
+

+

[
f ′′
21

∂ϕ1

∂ y
+ f ′′

22

∂ϕ2

∂ y

]
∂ϕ2

∂ y
+ f ′

2

∂ 2ϕ2

∂ y 2
,

∂ 2w

∂x∂z
=

[
f ′′
11

∂ϕ1

∂ z
+ f ′′

12

∂ϕ2

∂ z

]
∂ϕ1

∂ z
+ f ′

1

∂ 2ϕ1

∂ x∂ z
+

+

[
f ′′
21

∂ϕ1

∂ z
+ f ′′

22

∂ϕ2

∂ z

]
∂ϕ2

∂ z
+ f ′

2

∂ 2ϕ2

∂ x∂ z
.

Äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè:

dw =
∂w

∂ x
d x+

∂w

∂ y
d y +

∂w

∂ z
d z,

dnw =

(
d x

∂

∂ x
+ d y

∂

∂ y
+ d z

∂

∂ z

)n

w.

Ïðèâåäåì ðåøåíèå íåñêîëüêèõ çàäà÷ íà âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ îò
ñëîæíûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 1. Íàéòè ∂ 2w /∂x∂y äëÿ ôóíêöèè w = f(x2, xy).

Ðåøåíèå. Â ýòîì ïðèìåðå âñåãî äâå ïåðåìåííûõ x è y; ôóíêöèè ϕ1 =
x2 (íå çàâèñèò îò y!), ϕ2 = xy. Âû÷èñëÿåì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ïî x,
èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (4):

∂w

∂x
= f ′

1

∂ϕ1

∂x
+ f ′

2

∂ϕ2

∂x
= f ′

1 · 2x+ f ′
2 · y.

Òåïåðü, äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî y, íàõîäèì ñìåøàííóþ ïðî-
èçâîäíóþ ïî x è y :

∂ 2w

∂x∂y
= [f ′′

11 ·0+f ′′
12 x] 2x+2f ′

1 ·0+[f ′′
21 ·0+f ′′

22 x] y+f
′
2 = 2x2 f ′′

12+f
′′
22 xy+f

′
2.
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Ïðèìåð 2. Íàéòè ïîëíûå äèôôåðåíöèàëû d u è d 2u äëÿ ôóíêöèè

w = f(x+ y, z).

Ðåøåíèå. Â ýòîì ïðèìåðå òðè ïåðåìåííûõ x, y è z; ôóíêöèè ϕ1 = x +
y, ϕ2 = z. Ýòè ôóíêöèè èìåþò ïðîñòûå, íåçàâèñÿùèå îò àðãóìåíòîâ
ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ:

∂ϕ1

∂ x
=
∂ϕ1

∂ y
=
∂ϕ2

∂ z
= 1,

∂ϕ1

∂ z
=
∂ϕ2

∂ x
=
∂ϕ2

∂ y
= 0;

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèé ϕ ðàâíû íóëþ.
Òàêèì îáðàçîì,

∂w

∂x
= f ′

1,
∂w

∂y
= f ′

1,
∂w

∂z
= f ′

2.

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòè ðàâåíñòâà íàõîäèì âòîðûå ïðîèçâîäíûå:

∂ 2w

∂ x 2
= f ′′

11,
∂ 2w

∂ y 2
= f ′′

11,
∂ 2w

∂ z 2
= f ′′

22,

∂ 2w

∂x∂y
= f ′′

11,
∂ 2w

∂x∂z
= f ′′

12,
∂ 2w

∂y∂z
= f ′′

12.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ïðîèçâîäíûå â ôîðìóëó âòîðîãî äèôôåðåíöè-
àëà

d 2w(x, y, z) =
∂ 2w

∂ x2
d x2 +

∂ 2w

∂ y2
d y2 +

∂ 2w

∂ z2
d z2+

+2
∂ 2w

∂x∂y
d x d y + 2

∂ 2w

∂x∂z
d x d z + 2

∂ 2w

∂y∂z
d y d z ,

ïîëó÷àåì îòâåò ê ïîñòàâëåííîé çàäà÷å:

d 2w = f ′′
11 (d x

2 + d y2 + d z2) + 2f ′′
11 d x d y + 2f ′′

12 (d y
2 + d z2) =

= f ′′
11 (d x+ d y)2 + f ′′

11 d z
2 + 2f ′′

12(d y
2 + d z2).

Ïðèìåð 3. Íàéòè âñå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî

îò ôóíêöèè u = f(x, y, z), êîãäà x = t, y = t2, z = t3.

Ðåøåíèå. Â ýòîì ïðèìåðå ôóíêöèÿ u åñòü ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé:
u = u(t), êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ïîñðåäñòâîì òðåõ ôóíêöèé îò îäíîé ïåðåìåííîé
t : ϕ1(t) = t, ϕ2(t) = t2, ϕ3(t) = t3. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû òèïà òðåõìåð-
íîãî àíàëîãà ôîðìóëû (4), íàõîäèì ïåðâûå ïðîèçâîäíûåu ïî t (Îáðàòèòå
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âíèìàíèå íà çàïèñü ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè îò îäíîãî àðãóìåíòà â òåðìèíàõ
d, à íå ∂):

d u

d t
= f ′

x + f ′
y · 2t+ f ′

z · 3t2.

Òåïåðü, ÷òîáû íàéòè âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, äèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåí-
ñòâî, ïîìíÿ. ÷òî âñå f ′ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò t :

d 2 u

d t 2
= f ′′

xx + f ′′
xy · 2t + f ′′

xz · 3t2+

+2t(f ′′
yx + f ′′

yy · 2t + f ′′
yz · 3t2) + 2f ′

y + 3t2(f ′′
zx + f ′′

zy · 2t + f ′′
zz · 3t2) + 6tf ′

z.

Ïðèìåð 4. Äîêàçàòü, ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∂ 2u

∂ t 2
= a2

∂ 2u

∂ x 2

ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû äâóõ ôóíêöèé âèäà u = ϕ(x− at) + ψ(x+ at).

Ðåøåíèå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî íàéòè ïåðâóþ è âòîðóþ ïðî-
èçâîäíûå îò ôóíêöèè u = ϕ(x− at) + ψ(x+ at). Èìååì:

∂ u

∂ t
= −aϕ′ + aψ′,

∂ 2u

∂ t 2
= a2ϕ′′ + a2ψ′′;

∂ u

∂ x
= ϕ′ + ψ′,

∂ 2u

∂ x 2
= ϕ′′ + ψ′′.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ïðîèçâîäíûå â óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå
äîêàçàòåëüñòâî:

a2ϕ′′ + a2ψ′′ = a2(ϕ′′ + ψ′′).

Ïðèìåð 5. Ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èñêëþ÷èòü

ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè ϕ è ψ â âûðàæåíèè

z = ϕ(x) + ψ(y).

Ðåøåíèå. Îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî z = z(x, y) ïðåäñòàâèìà â
âèäå ñóììû äâóõ ôóíêöèé îò ðàçíûõ àðãóìåíòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðàÿ
ñìåøàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ èñêëþ÷èò îáå ôóíêöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ∂ u/∂ x =
ϕ′(x) è ∂ 2 u/∂ x 2 = 0.
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Ðåøåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷, âçÿòûõ èç çàäà÷íèêà Äåìèäîâè÷à, âûñûëà-
þòñÿ ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå volodinstudent@gmail.com â âèäå ôîòîãðàôèé
ñ áîëüøèìè ïîëÿìè ââåðõó è âíèçó. Íåêîòîðûå èç ýòèõ çàäà÷ ìîãóò ïîêà-
çàòüñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè, îñîáåííî òà, ÷òî îòìå÷åíà çâåçäî÷êîé, íî,
çàòî, èõ ðåøåíèå îöåíèâàþòñÿ áîëåå âûñîêèì áàëëîì.

3285. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî

îò ôóíêöèè

u = f(x, xy, xyz).

3298. Íàéòè d u è d 2u îò ôóíêöèè

u = f

(
x

y
,
y

z

)
.

3318. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ z = y f(x2 − y2) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ

y2
∂ z

∂ x
+ xy

∂ z

∂ y
= xz.

3330. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî

∂ u

∂ x
· ∂

2u

∂x∂y
=
∂ u

∂ y
· ∂

2u

∂ x 2
,

ãäå u = ϕ (x+ ψ(y) ).

3258. Ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èñêëþ÷èòü ïðî-

èçâîëüíûå ôóíêöèè ϕ è ψ â âûðàæåíèè

z = ϕ(x) · ψ(y).

6


