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Ïðåäèñëîâèå

Â íàñòîÿùåì ó÷åáíîì ïîñîáèè äåìîíñòðèðóåòñÿ ñïåêòð

âîçìîæíîñòåé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè èññëåäî-

âàíèè òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé íà

îñíîâå ïîäõîäîâ è ìåòîäîâ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Â íà-

ñòîÿùåå âðåìÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ

ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè, îïòèìèçàöèè è êîíòðîëå ïðîöåññîâ è

ÿâëåíèé. Äëÿ ýòîãî ðàçâèòû ìåòîäû êîëè÷åñòâåííîãî è êà÷å-

ñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çà-

äà÷. Ïðèìåíåíèþ ýòèõ ìåòîäîâ îòâîäèòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü

ïîñîáèÿ.

Êðóã ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòîäîâ, à òàêæå ïðèìåðû èõ ïðè-

ìåíåíèÿ îãðàíè÷åíû çàäà÷àìè ñ ¾ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåò-

ðàìè¿. Â ëèòåðàòóðå ïîä ñîñðåäîòî÷åííûì ïàðàìåòðîì ïðèíÿ-

òî ïîíèìàòü òàêîé ïàðàìåòð ñèñòåìû, êîòîðûé ñâÿçàí ñ îäíîé

òî÷êîé ïðîñòðàíñòâà èëè òåëîì. Â äàííîì ïîñîáèè ýòî ïîíÿ-

òèå òðàêòóåòñÿ çíà÷èòåëüíî øèðå.

Ê ðàññìàòðèâàåìîìó êðóãó çàäà÷ îòíåñåíû ïðîöåññû, äëÿ

êîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàïèñü ìîäåëè ìîæåò áûòü ïàðàìåò-

ðèçîâàíà õàðàêòåðèñòèêàìè, çàâèñÿùèìè òîëüêî îò îäíîé, íî

âåñüìà ïðîèçâîëüíîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Â êëàññè÷å-

ñêîì ïîíèìàíèè ýòî âðåìÿ. Â ñëó÷àå (êâàçè)ñòàöèîíàðíûõ

ïðîöåññîâ ñ îïðåäåëåííûì âèäîì ïðîñòðàíñòâåííîé ñèììåò-

ðèè ýòî ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà; îïðåäåëåíèþ ïîäëåæàò

ìãíîâåííûå ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê.

Íàêîíåö, ÿâëåíèå ðàçâèâàþùååñÿ â äâóõ ¾êîîðäèíàòíûõ
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íàïðàâëåíèÿõ¿, îäíèì èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü âðåìÿ, ÿâëÿåò-

ñÿ ïðèìåðîì àâòîìîäåëüíîãî ïðîöåññà, åñëè åãî ïàðàìåòðèçà-

öèÿ ìîæåò áûòü âûáðàíà òàê, ÷òî îïðåäåëÿåìûå õàðàêòåðè-

ñòèêè ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè îäíîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé.

Ñàìà ïåðåìåííàÿ ïðè ýòîì ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñëîæ-

íóþ êîìáèíàöèþ ¾êîîðäèíàò¿ è ñàìèõ õàðàêòåðèñòèê.

Ïðèìåíåíèå ìîäåëåé íåèçáåæíî òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ êà-

÷åñòâåííûõ è/èëè êîëè÷åñòâåííûõ ìåòîäîâ èõ èññëåäîâàíèÿ.

�àññìàòðèâàåìûå êà÷åñòâåííûå ìåòîäû âêëþ÷àþò ïîäõîäû

òåîðèè ïîäîáèÿ è àíàëèçà ðàçìåðíîñòåé ñ âûäåëåíèåì õàðàê-

òåðíûõ ìàñøòàáîâ ïðîöåññà, ìåòîä ðåãóëÿðíîãî àñèìïòîòè÷å-

ñêîãî ðàçëîæåíèÿ è äðóãèå. Êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ êîëè÷å-

ñòâåííûõ (÷èñëåííûõ) ìåòîäîâ �óíãå�Êóòòû ÿâëÿåòñÿ îñíîâ-

íûì è äîñòàòî÷íî ìîùíûì ïðè èññëåäîâàíèè áîëüøèíñòâà

ïðîöåññîâ ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè.

Êîëè÷åñòâåííûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ �èçè÷åñêèõ ïðîöåñ-

ñîâ ïðåäîñòàâëÿþò ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü ñòðîèòü ðå-

øåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ ñ ëþáîé íàïå-

ðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Îäíàêî äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ìíîãî-

êðàòíîå âûïîëíåíèå àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïî îïðåäåëåí-

íîìó àëãîðèòìó, îïèñûâàþùåìó âûáðàííûé ÷èñëåííûé ìåòîä.

×åëîâå÷åñêèé ìîçã íå ñïîñîáåí ðåøàòü òàêèå çàäà÷è ñ äîñòà-

òî÷íîé ñêîðîñòüþ. Èìåííî ñîçäàíèåì ýëåêòðîííûõ âû÷èñëè-

òåëüíûõ ìàøèí (ÝÂÌ) è èõ øèðîêèì âíåäðåíèåì â ïîñëåäíèå

äåñÿòèëåòèÿ îáúÿñíÿåòñÿ ðîñò âîçìîæíîñòåé ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî ìîäåëèðîâàíèÿ è åãî âëèÿíèå íà íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðî-

ãðåññ.

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîäåðæèò ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ðåàëèçà-

öèè ðàññìàòðèâàåìûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ â âèäå êîìïëåê-

ñà ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ. Â êà÷åñòâå ñðåäû ðàçðàáîòêè âûáðàí

¾ïàêåò ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåõíè÷åñêèõ

âû÷èñëåíèé¿ MatLab (ñîêðàùåíèå îò Matrix Laboratory) ñ îä-
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íîèìåííûì ÿçûêîì ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ýòîò ïàêåò â íàñòîÿ-

ùåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ è ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå

ìîùíûõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîèçâîäè-

òåëüíîñòè, íàáîðà ðåàëèçîâàííûõ àëãîðèòìîâ è âîçìîæíîñòè

èíòåãðàöèè ñ áèáëèîòåêàìè, íàïèñàííûìè íà äðóãèõ ÿçûêàõ

ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ó÷åáíîå ïîñîáèå îðãàíèçîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïåð-

âûõ äâóõ ãëàâàõ îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû òåîðèè çàäà÷ äëÿ ïðî-

öåññîâ ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè. Â ãëàâå 1 ïðèâîäÿò-

ñÿ îïðåäåëåíèÿ çàäà÷ äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íà-

÷àëüíûìè äàííûìè � çàäà÷è Êîøè � è êðàåâûõ çàäà÷, �îðìó-

ëèðóþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ è ìåòîä ïðèñòðåë-

êè äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷. Â ãëàâå 2 èçëàãàåòñÿ ïîíÿòèå

ñåòî÷íîé �óíêöèè, è ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ìåòîäû ÷èñëåííî-

ãî ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè èç êëàññà ìåòîäîâ �óíãå�Êóòòû.

Â ãëàâå 3 ðàññìîòðåíû êîíêðåòíûå ïðîöåññû. Â ïåðâîì ïà-

ðàãðà�å íà ïðèìåðå ïëîõîîáóñëîâëåííîé ñèñòåìû äè��åðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé äåìîíñòðèðóåòñÿ îáùàÿ èäåÿ ïðèìåíå-

íèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Â ñðàâíåíèè ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøå-

íèåì äåìîíñòðèðóåòñÿ ïîíÿòèå ¾ñåòî÷íîé ñõîäèìîñòè¿ è ïðå-

èìóùåñòâî ìåòîäîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Âî âòî-

ðîì ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ãðàâèòàöèîííîì ìà-

íåâðå êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà îêîëî íåáåñíîãî òåëà. Ýòà çàäà-

÷à èçíà÷àëüíî �îðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè

ïàðàìåòðàìè, â ðîëè êîòîðûõ âûñòóïàþò êîîðäèíàòû è ñêîðî-

ñòè âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë, è ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ïðåäñòàâè-

òåëåì ýòîãî êëàññà ïðîáëåì. Íàîáîðîò, ïðîöåññ ñâåðõêðèòè÷å-

ñêîé �ëþèäíîé ýêñòðàêöèè, ðàññìîòðåííûé â äâóõ ïîñëåäíèõ

ïàðàãðà�àõ, õàðàêòåðèçóåòñÿ ñóùåñòâåííî ðàñïðåäåëåííûìè

ïàðàìåòðàìè. Îäíàêî åãî ïàðàìåòðèçàöèþ îêàçàëîñü âîçìîæ-

íûì ñâåñòè ê çàäà÷å îòíîñèòåëüíî îäíîé íåçàâèñèìîé ïåðå-

ìåííîé. Íà ýòîì ïðèìåðå äåìîíñòðèðóåòñÿ ðåøåíèå êðàåâûõ
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è àâòîìîäåëüíûõ çàäà÷.

Àâòîðû áûëè áû âåñüìà áëàãîäàðíû ÷èòàòåëÿì, ïðèñëàâ-

øèì ñâîè çàìå÷àíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ ïî äàííîìó ïîñîáèþ íà

àäðåñ ýëåêòðîííîé ïî÷òû aasalamatin�kpfu.ru.

�åçóëüòàòû, èçëîæåííûå â îòäåëüíûõ ðàçäåëàõ èçäàíèÿ,

ïîëó÷åíû ïðè ïîääåðæêå ñðåäñòâ �ÔÔÈ, ïðîåêò � 18�41�

160001.



�ëàâà 1

Òèïû çàäà÷ ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè

ïàðàìåòðàìè

§ 1.1. Ïðèìåð çàäà÷è Êîøè: ïîëåò ñíàðÿäà

ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîÿñíèòü îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå áó-

äóò èñïîëüçîâàòüñÿ äàëåå, ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïîëåòå ñíà-

ðÿäà ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè. Ñîîòâòåòñòâóþùàÿ ìî-

äåëü, âûðàæåííàÿ äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, ÿâëÿåòñÿ

òèïè÷íûì ïðèìåðîì çàäà÷è Êîøè.

Ñ�îðìóëèðóåì çàäà÷ó è îñíîâíûå äîïóùåíèÿ. Ñõåìà ïî-

ëåòà ñíàðÿäà ñ îñíîâíûìè îáîçíà÷åíèÿìè èçîáðàæåíà íà ðè-

ñóíêå 1.1. Ñíàðÿä âûïóùåí èç íåêîòîðîé òî÷êè r0 ñ íà÷àëüíîé

ñêîðîñòüþ v0
. Ïðèìåì, ÷òî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå Çåìëè îäíî-

ðîäíî è íàïðàâëåíî ïàðàëëåëüíî ñàìîìó ñåáå, ¾âåðòèêàëüíî

âíèç¿, âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè, ÷åðåç êîòîðûå ìîæåò ïðîëå-

òåòü ñíàðÿä. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåíåáðåãëè êðèâèçíîé ïî-

âåðõíîñòè Çåìëè. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð óñêîðåíèÿ ñâîáîäíî-

ãî ïàäåíèÿ g ïîñòîÿíåí. Âëèÿíèå îñòàëüíûõ ñèë íå ó÷èòûâàåò-

ñÿ. Òîãäà â óñëîâèÿõ ìåõàíèêè Íüþòîíà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

ñíàðÿäà � ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

1

� â âåêòîðíîì âèäå ìîæíî

1

Â �èçèêå ïîä ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé ïîíèìàþò �èçè÷åñêèé îáúåêò,

ðàçìåðû êîòîðîãî íåñóùåñòâåííû äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.
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O

z

x

v
0

α

g

X

�èñ. 1.1: Òðàåêòîðèÿ � ïàðàáîëà � ïîëåòà ñíàðÿäà, âûïóùåííî-

ãî èç íà÷àëà êîîðäèíàò, ïîä óãëîì α ê ãîðèçîíòó ñ íà÷àëüíîé

ñêîðîñòüþ v0
. Âåðòèêàëüíàÿ ñòðåëêà óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå

âåêòîðà óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g. Ñèñòåìà êîîðäèíàò

âûáðàíà òàê, ÷òî ïîëåò îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïëîñêîñòè Oxz. Íà-

÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíûì ïîëîæåíèåì

ñíàðÿäà. Òî÷êà x = X íà ãîðèçîíòàëüíîé îñè êîîðäèíàò, îò-

ìå÷åííàÿ ìàðêåðîì, ïîêàçûâàåò öåëü, â êîòîðóþ äîëæåí ïî-

ïàñòü ñíàðÿä.

çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

r̈(t) = g, (1.1)

ãäå r � ðàäèóñ-âåêòîð ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â òåêóùèé ìîìåíò

âðåìåíè t, òî÷êà íàä ñèìâîëîì îçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå

ïî âðåìåíè. Ñîîòâåòñòâåííî, r̈ îçíà÷àåò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ

ðàäèóñ-âåêòîðà � óñêîðåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â òåêóùèé

ìîìåíò âðåìåíè, êîòîðîå â ñèëó âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà äëÿ

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ðàâíî ïîñòîÿííîìó âåêòîðó � g �

óñêîðåíèþ, îáóñëîâëåííîìó ñèëîé òÿæåñòè.
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Ïðîñòîòà âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ (1.1) äîïóñêàåò åãî íåïî-

ñðåäñòâåííûé àíàëèç. Îäíîêðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíå-

íèÿ ïî âðåìåíè ïîçâîëÿåò íàéòè çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ïîëåòà

ñíàðÿäà îò âðåìåíè

ṙ ≡ v = v0 + g(t− t0), (1.2)

ãäå t0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðûé áûë âûïóùåí

ñíàðÿä. Ïîâòîðíûì èíòåãðèðîâàíèåì íàéäåì òåêóùåå ïîëî-

æåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, çàäàííîå åå ðàäèóñ-âåêòîðîì

r = r0 + v0(t− t0) + g
(t− t0)

2

2
, (1.3)

ãäå r0 � ðàäèóñ-âåêòîð íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ñíàðÿäà, â ìî-

ìåíò âðåìåíè t = t0.

Óðàâíåíèÿ (1.1)�(1.3) ñëåäóåò ïîíèìàòü â âåêòîðíîì ñìûñ-

ëå. Â òðåõìåðíîì Åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îíè ýêâèâàëåíò-

íû òðåì ñêàëÿðíûì êîìïîíåíòàì. Êîíêðåòíûé âèä êàæäîãî

èç òðåõ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êî-

îðäèíàò, åå îðèåíòàöèè îòíîñèòåëüíî èññëåäóåìîé ñèñòåìû

òåë. Âûáåðåì Äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé ïî-

ëîæåíèå r ëþáîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà äàåòñÿ òðîéêîé ÷èñåë

(x, y, z). Åñëè èçâåñòíà çàâèñèìîñòü òåêóùåãî ïîëîæåíèÿ ñíà-

ðÿäà îò âðåìåíè, òî íàáîð �óíêöèé (x(t), y(t), z(t)) çàäàåò òðà-

åêòîðèþ äâèæåíèÿ òî÷êè

2

â ìàòåðèàëüíîì (�èçè÷åñêîì) ïðî-

ñòðàíñòâå

3

â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå, ãäå âðåìÿ t âûñòóïàåò â

ðîëè ïàðàìåòðà. Êàæäîå óíèêàëüíîå çíà÷åíèå t îïðåäåëÿåò

åäèíñòâåííîå ïîëîæåíèå ñíàðÿäà â ïðîñòðàíñòâå.

2

Â ìåõàíèêå òðàåêòîðèåé äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäèò òî÷êà â ïðîöåññå

ñâîåãî äâèæåíèÿ.

3

Ìû òàêæå áóäåì ðàçëè÷àòü �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî, î êîòîðîì ðå÷ü

ïîéäåò äàëüøå
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Îáùåå ðåøåíèå (1.3) äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.1)

ñîäåðæèò 6 íåèçâåñòíûõ êîíñòàíò. Îíè èìåþò ñìûñë òðåõ êîì-

ïîíåíò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, r0, è òðåõ

êîìïîíåíò íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, v0
. Òàêèì îáðàçîì, ó ìàòåðè-

àëüíîé òî÷êè îñòàåòñÿ øåñòü ñòåïåíåé ñâîáîäû, êîòîðûå �èê-

ñèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì çàäàíèåì êîìïîíåíò âåêòîðîâ r0

è v0
. Îäíàêî ÷àñòî èññëåäîâàòåëÿ íå èíòåðåñóåò ïîëîæåíèå

ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî äðóãèõ îáúåêòîâ. Òîãäà ñè-

ñòåìó êîîðäèíàò ìîæíî âûáèðàòü âåñüìà ïðîèçâîëüíî. Ïðè-

ìåì äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â êîìïîíåíòíîì

âèäå, ÷òî íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíûì

ïîëîæåíèåì ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Îñü z íàïðàâèì ïàðàëëåëü-

íî âåêòîðó g. Ïîâîðîòîì ñèñòåìû êîîðäèíàò âîêðóã îñè z

ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû îñè x è z âìåñòå ñ íà÷àëüíîé ñêî-

ðîñòüþ v0
ñòàëè êîìïëàíàðíûìè. Òîãäà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ,

âåêòîðû r0 è v0
, ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä

r0 = (0, 0, 0), v0 = (v0x, 0, v
0
z ).

Êîíêðåòíàÿ òðàåêòîðèÿ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå çàäàíèÿ

äâóõ îñòàâøèõñÿ ñâîáîäíûõ êîíñòàíò, v0x è v0z . Èõ çàäàíèå ýê-

âèâàëåíòíî çàäàíèþ ìîäóëÿ v0 íà÷àëüíîé ñêîðîñòè è óãëà α,

ïîä êîòîðûì âûëåòåë ñíàðÿä

v0x = v0 cosα, v0z = −v0 sinα.

Òåïåðü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è

4

î

ïîëåòå ñíàðÿäà ïîëó÷åíî â îáùåì âèäå. Îäíàêî èññëåäîâàíèå

çàäà÷è è çíàêîìñòâî ñ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè, ñâÿçàííûìè ñ

çàäà÷àìè Êîøè, íà ýòîì íå çàâåðøåíû.

4

�åøåíèå, çàäàííîå â àíàëèòè÷åñêîì âèäå, ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ëþáûå

èíòåðåñóþùèå èññëåäîâàòåëÿ õàðàêòåðèñòèêè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû

òî÷íî íà îñíîâå èìåþùåéñÿ �îðìóëû. Íàîáîðîò, ÷èñëåííîå, òî åñòü ïðè-

áëèæåííîå, ðåøåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èñêîìûå çíà÷åíèÿ ëèøü ñ íåêî-

òîðîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ.
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Çàïèøåì âåêòîðíîå óðàâíåíèå (1.1) â êîìïîíåíòíîì âèäå

â óêàçàííîé Äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

ẍ = gx = 0, ÿ = gy = 0, z̈ = gz = g. (1.4)

Òàêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé äè��åðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà (ïî âåëè÷èíå ñòàðøåé ïðî-

èçâîäíîé) ðàçìåðíîñòè 3 (ïî ÷èñëó óðàâíåíèé). Ñèñòåìà óðàâ-

íåíèé ðàçðåøåíà îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü âñåõ óðàâíåíèé íå çàâèñèò îò ñòàð-

øåé ïðîèçâîäíîé èñêîìîé �óíêöèè, òî åñòü îò óñêîðåíèÿ ìà-

òåðèàëüíîé òî÷êè. Ïðèìåíÿÿ ñòàíäàðòíûé ïîäõîä, èçâåñòíûé

èç êóðñà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, óðàâíåíèÿ (1.4) ìîæ-

íî ñâåñòè ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàçìåð-

íîñòè 6. Äëÿ ýòîãî íàáîð èñêîìûõ �óíêöèé � êîîðäèíàò ìà-

òåðèàëüíîé òî÷êè � äîïîëíèì òðåìÿ êîìïîíåíòàìè ñêîðîñòè

òî÷êè (vx, vy, vz) ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ

ẋ = vx, ẏ = vy, ż = vz, (1.5)

v̇x = gx, v̇y = gy, v̇z = gz. (1.6)

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü âñåõ óðàâíåíèé

ïî-ïðåæíåìó íå ñîäåðæèò ÿâíûì îáðàçîì íè îäíîé ïðîèç-

âîäíîé. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëü-

íîãî çàäàíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò, åå îðèåíòàöèè îòíîñèòåëü-

íî âåêòîðà íà÷àëüíîé ñêîðîñòè òî÷êè, òðàåêòîðèÿ ñíàðÿäà

îïðåäåëÿåòñÿ øåñòüþ ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðàìè. Êîëè÷åñòâî

ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì íåèçâåñòíûõ

�óíêöèé â ñèñòåìå (1.5)�(1.6). Ýòî íàáëþäåíèå âàæíî äëÿ

äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé.

Ñîâîêóïíîñòü äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.5)�(1.6) è

çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé

v|t=t0 = v0, r|t=t0 = r0
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îáðàçóåò çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��å-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ). Èíîãäà òàêèå çàäà÷è íàçûâà-

þò íà÷àëüíûìè ïî àíàëîãèè ñ àíãëèéñêèì òåðìèíîì ¾initial-

value problem¿. Çàäàíèå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ íåîáõîäèìî, ÷òî-

áû âûäåëèòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå èç ñåìåéñòâà òðàåêòîðèé,

óäîâëåòâîðÿþùèõ äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì çàäà÷è. Â

äàëüíåéøåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà-

÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îòâå÷àåò t = t0 ≡ 0.

§ 1.2. Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå çàäà÷è

Êîøè

�àññìîòðåííûé ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò, ÷òî äèíàìèêà ïî-

ëåòà ñíàðÿäà ìîæåò áûòü îïèñàíà îáûêíîâåííûìè äè��åðåí-

öèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè (ÎÄÓ). Îäíàêî îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ

ÎÄÓ ê îïèñàíèþ îêðóæàþùèõ ÿâëåíèé ýòèì íå îãðàíè÷èâàåò-

ñÿ. Îáûêíîâåííûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ìîæ-

íî îïèñàòü çàäà÷è äâèæåíèÿ ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìà-

òåðèàëüíûõ òî÷åê (çàäà÷è íåáåñíîé ìåõàíèêè èëè áàëëèñòè-

êè), õèìè÷åñêîé êèíåòèêè, ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé ñ ñîñðåäîòî-

÷åííûìè ïàðàìåòðàìè, çàäà÷è êàïèëëÿðíîñòè è ãèäðîñòàòèêè

è ìíîãèå äðóãèå. �ÿä âàæíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ òàêæå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷àì äëÿ îáûêíîâåííûõ

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé; ïðèìåðû ýòîãî áóäóò äàíû â

ñëåäóþùèõ ãëàâàõ. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå îáûêíîâåííûõ

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çàíèìàåò âàæíîå ìåñòî ñðåäè

ïðèêëàäíûõ çàäà÷ �èçèêè, õèìèè è òåõíèêè. Ïðè ýòîì êîí-

êðåòíàÿ ïðèêëàäíàÿ çàäà÷à ìîæåò ïðèâîäèòü ê äè��åðåíöè-

àëüíîìó óðàâíåíèþ ëþáîãî ïîðÿäêà, èëè ê ñèñòåìå óðàâíå-

íèé ëþáîãî ïîðÿäêà. Íàïðèìåð, õèìè÷åñêàÿ êèíåòèêà îïèñû-

âàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà; ÷èñëî óðàâíåíèé

ðàâíî ÷èñëó õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ. Êàê ìû âèäåëè ðàíåå, òðåõ-

ìåðíîå äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé
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òðåõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëèì ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøèõ ðàñ-

ñóæäåíèé. ×åðåç u(t) áóäåì îáîçíà÷àòü èñêîìóþ �óíêöèþ

íåçàâèñèìîãî àðãóìåíòà t. Âûáîð îáîçíà÷åíèÿ äëÿ àðãóìåí-

òà îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî, êàê ïðàâèëî, ÎÄÓ îïèñûâàþò ýâî-

ëþöèþ íåêîòîðîãî ïðîöåññà ïî âðåìåíè

5

. Ñêàëÿðíîå äè��å-

ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàçðåøåííîå îòíîñè-

òåëüíî ïðîèçâîäíîé, çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

u̇ = f(t, u), (1.7)

ãäå f � çàäàííàÿ �óíêöèÿ ñâîèõ äâóõ àðãóìåíòîâ, à òî÷êà íàä

îáîçíà÷åíèåì �óíêöèè � ïðîèçâîäíàÿ ïî àðãóìåíòó t. Òàêèì

îáðàçîì, f çàäàåò ñêîðîñòü u̇ èçìåíåíèÿ òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ

ñèñòåìû. Ïîñëåäíåå îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðîì ÷è-

ñåë (t, u). Íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ u(t) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ (1.7), åñëè äëÿ âñåõ t èç îòðåçêà [0;T ] âûïîëíÿåòñÿ òîæ-

äåñòâåííî

u̇(t) ≡ f(t, u(t)).

Åùå Íüþòîí, Ëåéáíèö è Ýéëåð çàìåòèëè, ÷òî ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (1.7) îáû÷íî ñîäåðæèò ñâîáîäíûé ïàðàìåòð. Ýòîò

�àêò îòìå÷àëñÿ è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Òàêèì îáðàçîì,

óðàâíåíèþ (1.7), êàê ïðàâèëî, óäîâëåòâîðÿåò ñåìåéñòâî �óíê-

öèé. Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

6

ìîæåò áûòü âûäåëåíî

7

, åñëè çà-

5

Èíîãäà ðîëü âðåìåíè èãðàåò äðóãàÿ �èçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà. Òàê, ê

ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè ìîæíî ñâåñòè ïðîáëåìó ïîñòðîåíèÿ êðèâîé â ïðî-

ñòðàíñòâå, çàäàííîé ïåðåñå÷åíèåì íåñêîëüêèõ ïîâåðõíîñòåé. Òîãäà ðîëü

¾âðåìåíè¿ áóäåò èãðàòü äëèíà äóãè âäîëü òðàåêòîðèè. Íà÷àëüíîå óñëî-

âèå � íåêîòîðàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ òðàåêòîðèè.

6

Ïîä ðåøåíèåì áóäåì ïîíèìàòü îäíîçíà÷íóþ íåïðåðûâíóþ �óíê-

öèþ, çíà÷åíèÿ êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíîé íåçàâèñèìîãî àðãóìåí-

òà � âðåìåíè. Çíà÷åíèå âðåìåíè èçìåíÿåòñÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå

0 ≤ t ≤ T .
7

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè îáñóæäàþòñÿ â § 1.3.
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äàíî çíà÷åíèå èñêîìîé �óíêöèè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå-

íè

8

u|t=0 = u0. (1.8)

Â áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå ðàññìàòðèâàåòñÿ äè��åðåíöè-

àëüíîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà n

dnu

dtn
= f(t, u̇, ü, ...u(n−1)) (1.9)

èëè ñèñòåìà èç I òàêèõ óðàâíåíèé. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå óðàâíå-

íèÿ ìîãóò áûòü ðàçíûõ ïîðÿäêîâ, êîòîðûå îáîçíà÷èì n1, n2, ...

nI , è ïðèìåì, ÷òî n = n1+n2+ ...nI . Ïðè ëþáîì ÷èñëå óðàâíå-

íèé ñèñòåìà òàêèõ ÎÄÓ, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé

ïðîèçâîäíîé

9

, ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ñèñòåìå n óðàâíåíèé ïåð-

âîãî ïîðÿäêà. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïîäõîä íà ïðèìåðå óðàâíå-

íèÿ (1.9). Ïðèïèøåì èñêîìîé �óíêöèè èíäåêñ: u(t) = u1(t).

Âñå ïðîèçâîäíûå, êðîìå ñòàðøåé, áóäåì ñ÷èòàòü íîâûìè èñ-

êîìûìè �óíêöèÿìè: u(i)(t) = ui+1(t), i = 0..n−1. Òîãäà ñ ó÷å-

òîì îïðåäåëåíèé äëÿ íîâûõ èñêîìûõ �óíêöèé óðàâíåíèå (1.9)

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ñèñòåìû n óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿä-

êà

u̇n = f(t, u1, u2, ...un),

u̇i = ui+1, i = 1..n − 1.

Çàìåòèì, ÷òî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå áûëî âûïîëíåíî â ïàðà-

ãðà�å § 1.1, êîãäà ñèñòåìà òðåõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

áûëà ñâåäåíà ê ñèñòåìå øåñòè óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà îò-

íîñèòåëüíî òðåõ êîìïîíåíò ðàäèóñ-âåêòîðà è ñêîðîñòè ìàòå-

ðèàëüíîé òî÷êè.

8

Îáû÷íî äîñòàòî÷íî óêàçàòü íåêîòîðóþ òî÷êó (t1, y(t1)), 0 ≤ t1 ≤ T ,

êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ðåøåíèþ. Êàê ïðàâèëî, ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ íà÷àëü-

íîé äëÿ òðàåêòîðèè, t1 = 0.
9

Óðàâíåíèÿ, íå ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, âû-

õîäÿò çà ðàìêè äàííîãî ïîñîáèÿ.
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Äëÿ êîìïàêòíîé çàïèñè çàäà÷, âêëþ÷àþùèõ n íåèçâåñò-

íûõ �óíêöèé, óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ âåêòîðíîé �îðìîé. Òàê

íåèçâåñòíàÿ, ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ âåêòîð-�óíêöèÿ

u
ñî-

äåðæèò n ñêàëÿðíûõ êîìïîíåíò (u1, u2, ..., un). Âåêòîð ïðàâûõ

÷àñòåé f òàêæå ñîäåðæèò n ñêàëÿðíûõ �óíêöèé (f1, f2, ..., fn),

ãäå êàæäàÿ �óíêöèÿ fi, i = 1..n çàâèñèò â îáùåì ñëó÷àå îò

íåçàâèñèìîãî àðãóìåíòà t è îò âñåõ n èñêîìûõ �óíêöèé, âû-

÷èñëåííûõ äëÿ òåêóùåãî çíà÷åíèÿ t. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî çà-

ïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

u̇ = f(t,u), (1.10)

÷òî ïðåäïîëàãàåò ïîêîìïîíåíòíîå ðàâåíñòâî ëåâîé è ïðàâîé

÷àñòè âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ.

Äëÿ çàäà÷è î ïîëåòå ñíàðÿäà ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè

ìîæíî óñòàíîâèòü îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîìïîíåí-

òàìè âåêòîðîâ

u
è f è èõ �èçè÷åñêèì ñìûñëîì

u1 = x, u2 = y, u3 = z, u4 = vx, u5 = vy, u6 = vz,

f1 = vx, f2 = vy, f3 = vz, f4 = gx, f5 = gy, f6 = gz.

Àíàëîãè÷íî ïðèäàåòñÿ �èçè÷åñêèé ñìûñë êîìïîíåíòàì íà-

÷àëüíîãî óñëîâèÿ

u0
. Òàêîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó àáñòðàêòíîé

çàïèñüþ (1.10) è èñêîìûìè �óíêöèÿìè êîíêðåòíîé çàäà÷è

äîëæíî óñòàíàâëèâàòüñÿ êàæäûé ðàç, êîãäà ðåøàåòñÿ ïðè-

êëàäíàÿ çàäà÷à. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïðåäïîëàãàåò óñòàíîâëåíèå

ïîðÿäêîâîãî íîìåðà äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è. Äàëåå,

îáû÷íî ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ, ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè

óðàâíåíèÿ ïîä íîìåðîì i ïîä çíàêîì ïðîèçâîäíîé, åñòü i�àÿ

êîìïîíåíòà íåèçâåñòíîé âåêòîð-�óíêöèè

u
. Åñòåñòâåííî, ÷òî

âûáîð íóìåðàöèè äëÿ èñêîìûõ �óíêöèé îãðàíè÷åí òîëüêî

óäîáñòâîì èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è è âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòîâ.

Êàê îáñóæäàëîñü âûøå, ñèñòåìà n-ro ïîðÿäêà (1.10) õà-

ðàêòåðèçóåòñÿ ñåìåéñòâîì ðåøåíèé, êîòîðîå â îáùåì ñëó÷àå
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çàâèñèò îò n ïàðàìåòðîâ c = {c1, c2, ..., cn} è ìîæåò áûòü çà-

ïèñàíî â �îðìå

u = u(t, c). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ýòèõ

ïàðàìåòðîâ, ò.å. äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî (èëè íóæíîãî)

ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî íàëîæèòü n äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà

�óíêöèè ui(t). Â ñëó÷àå çàäà÷è Êîøè äëÿ ÎÄÓ âñå óñëîâèÿ

íàêëàäûâàþòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå t = 010

u(0, c) = u0 . (1.11)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷åé Êîøè (1.10)�(1.11) íàçûâàåòñÿ

ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàïèñü ìîäåëè íåêîòîðîãî ïðîöåññà, äëÿ êî-

òîðîãî õàðàêòåðíî èçìåíåíèå (ýâîëþöèÿ) âî âðåìåíè. Ñ ìà-

òåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, îïðåäåëÿþùèì óñëîâèåì ÿâëÿ-

åòñÿ òî, ÷òî èñêîìàÿ �óíêöèÿ u(t) èëè ñèñòåìà �óíêöèé

u1(t), u2(t), ...un(t) çàâèñÿò ëèøü îò îäíîé íåçàâèñèìîé ïåðå-

ìåííîé, êîòîðóþ ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü t11. Ïðè ýòîì òåêóùåå

ñîñòîÿíèå ïðîöåññà îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðîì ÷è-

ñåë (t, u1, u2, ...un) è îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïðîöåñ-

ñà ïîñðåäñòâîì çàäàíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé f1, f2, ...fn. ×èñëåí-

íûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-

øè ïîçâîëÿþò ïî çàäàííîìó íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ ïðîöåñ-

ñà (u01, u
0
2, ...u

0
n), ñîîòâåòñòâóþùåìó íåêîòîðîìó t = t0, îïðåäå-

ëèòü ñîñòîÿíèÿ, îòâå÷àþùèå áóäóùèì (è/èëè ïðîøëûì) ìî-

ìåíòàì âðåìåíè. Ïðè âûïîëíåíèè ñòàíäàðòíûõ îãðàíè÷åíèé

íà âèä ïðàâîé ÷àñòè çàäà÷è Êîøè èíòåãðèðîâàíèå ìîæíî âå-

ñòè êàê â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ âðåìåíè, òàê è â ñòîðîíó åãî

óáûâàíèÿ.

10

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå êëàññû çàäà÷, â êîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûå óñëî-

âèÿ íàêëàäûâàþòñÿ â ðàçíûõ òî÷êàõ. Îíè òàêæå áóäóò ðàññìîòðåíû â

ñëåäóþùèõ ïàðàãðà�àõ. Ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ, êàê ïðàâèëî, ñâîäÿòñÿ ê

ìíîãîêðàòíîìó ðåøåíèþ ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷è Êîøè.

11

Íàáîð èñêîìûõ �óíêöèé (u1(t), u2(t), ...un(t)) ìîæíî èíòåðïðåòèðî-

âàòü êàê êîîðäèíàòû òî÷åê êðèâîé â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêîå ïðî-

ñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ �àçîâûì. Êðèâóþ íàçûâàþò èíòåãðàëüíîé êðèâîé.
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§ 1.3. Ýëåìåíòû òåîðèè çàäà÷ Êîøè

Ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü è íåïðåðûâíîñòü

ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè òåîðåìà-

ìè, êîòîðûå ïðèâîäÿòñÿ çäåñü äëÿ ïîëíîòû ðàññóæäåíèé, íî

áåç äîêàçàòåëüñòâà

Òåîðåìà 1. Åñëè ïðàâûå ÷àñòè (1.10) íåïðåðûâíû è

îãðàíè÷åíû â îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîé òî÷êè {t = 0,u0} èí-

òåãðàëüíîé êðèâîé, òî çàäà÷à Êîøè (1.10)�(1.11) èìååò ðå-

øåíèå. Îäíàêî ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííûì.

Òåîðåìà 2. Åñëè ïðàâûå ÷àñòè íå òîëüêî íåïðåðûâíû,

íî è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà

12

ïî ïåðåìåííûì ui,

òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè åäèíñòâåííî è íåïðåðûâíî çàâè-

ñèò îò êîîðäèíàò íà÷àëüíîé òî÷êè. Ýòî îçíà÷àåò êîððåêò-

íîñòü ïîñòàíîâêè çàäà÷è Êîøè.

Òåîðåìà 3. Åñëè âäîáàâîê ïðàâûå ÷àñòè èìåþò íåïðå-

ðûâíûå ïðîèçâîäíûå âïëîòü äî p-ãî ïîðÿäêà ïî âñåì àðãóìåí-

òàì (âêëþ÷àÿ t), òî ðåøåíèå u(t) èìååò (p+1)-þ íåïðåðûâ-

íóþ ïðîèçâîäíóþ ïî t.

Ýòè òåîðåìû ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ.

Åñëè âûïîëíåíû òîëüêî óñëîâèÿ òåîðåìû 1, òî çàäà÷à Êîøè

íåêîððåêòíà, è ÷èñëåííûé ðàñ÷åò ìîæåò ¾ïåðåñêàêèâàòü¿ ñ

12

Ôóíêöèÿ f(t, u) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé u íà

îòðåçêå [a; b], åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíò L, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëî-

âèå |f(t, u′) − f(t, u′′)| < L|u′ − u′′| äëÿ ëþáûõ ïàð çíà÷åíèé u′
è u′′

èç

îòðåçêà [a; b].
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îäíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ íà äðóãîå. Ïðè âûïîëíåíèè òåî-

ðåìû 2 ÷èñëåííûé ðàñ÷åò (ïî õîðîøåé ñõåìå) áóäåò ñõîäèòü-

ñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ, íî îöåíêó åãî òî÷íîñòè íåâîçìîæíî

ïîëó÷èòü. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü

ñõåìû p-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ëèáî ñõåìû ìåíüøåãî ïîðÿäêà

òî÷íîñòè ñ óòî÷íåíèåì ïî �è÷àðäñîíó äî p-ãî ïîðÿäêà; íî èñ-

ïîëüçîâàòü ñõåìû ïîðÿäêà òî÷íîñòè áîëåå p-ãî áåññìûñëåííî.

Ìåòîäû ðåøåíèÿ ìîæíî óñëîâíî ðàçáèòü íà òî÷íûå,

ïðèáëèæåííûå è ÷èñëåííûå. Ê òî÷íûì îòíîñÿòñÿ ìåòîäû,

ïîçâîëÿþùèå âûðàçèòü ðåøåíèå ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíê-

öèè ëèáî ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå êâàäðàòóð îò ýëåìåíòàðíûõ

�óíêöèé. Òàê, ðåøåíèå â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ áûëî ïîëó-

÷åíî â ïàðàãðà�å § 1.1 äëÿ çàäà÷è î ïîëåòå ñíàðÿäà. �åøåíèå

çàäà÷è â êâàäðàòóðàõ ïîëó÷åíî â ïàðàãðà�å § 3.3 äëÿ ìîäå-

ëè, îïèñûâàþùåé äèíàìèêó ñâåðõêðèòè÷åñêîé �ëþèäíîé ýêñ-

òðàêöèè (ÑÊÔÝ). Ýòè ìåòîäû èçó÷àþò â êóðñàõ ÎÄÓ. Íàõîæ-

äåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ âñåãäà æåëàòåëüíî. Îäíàêî ýòî óäàåò-

ñÿ ñäåëàòü ëèøü äëÿ îòäåëüíûõ êëàññîâ óðàâíåíèé. Íàïðèìåð,

íåñëîæíîå óðàâíåíèå

u̇ = u2 + t2

íå ðåøàåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ.

Ïðèáëèæåííûìè íàçûâàþò ìåòîäû, â êîòîðûõ ðåøåíèå

ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïðåäåë íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé èëè èõ êîìáèíàöèé yk(t) ëèáî êâàä-

ðàòóð îò òàêèõ êîìáèíàöèé:

u(t) = lim
k→∞

yk(t).

Ñîîòâåòñòâóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî

êàæäîå ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå yk(t) áëèæå ê òî÷íîìó ðå-

øåíèþ â íåêîòîðîé ìåòðèêå ñ ðîñòîì íîìåðà k èòåðàöèè. Êî-

íå÷íàÿ k-ÿ èòåðàöèÿ ïðîöåññà äàåò ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå
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u(t) ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè èëè êâàäðàòóðû. Ê ïðèáëè-

æåííûì ìåòîäàì îòíîñÿòñÿ ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ â ñòåïåííîé

èëè îáîáùåííûé ñòåïåííîé ðÿä, ìåòîäû Ïèêàðà, ×àïëûãèíà,

Ïóàíêàðå (ìàëîãî ïàðàìåòðà) è äð. Èõ äîâîëüíî ÷àñòî èñ-

ïîëüçîâàëè äî ïîÿâëåíèÿ êîìïüþòåðîâ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â

íàñòîÿùåå âðåìÿ îíè ïî÷òè ïîëíîñòüþ âûòåñíåíû ÷èñëåííû-

ìè ìåòîäàìè, ýòè ïîäõîäû îñòàþòñÿ ìîùíûìè èíñòðóìåíòàìè

àíàëèçà òàê êàê ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ïðîñòûå àíàëòè÷åñêèå

�îðìóëû, ïðèãîäíûå äëÿ èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ è äåìîíñòðè-

ðóþùèå îñíîâíûå îñîáåííîñòè èññëåäóåìîãî ïðîöåññà.

Â ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ (êîòîðûå ìû òàêæå áóäåì íàçûâàòü

ïðèáëèæåííûìè) âûáèðàåòñÿ íåêîòîðàÿ ñåòêà çíà÷åíèé àðãó-

ìåíòà 0 = t0 < t1 < ... < tm = T è ïî íåêîòîðîìó àëãîðèòìó

âû÷èñëÿþòñÿ (ïðèáëèæåííûå) çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ

un = u(tn)

â óçëàõ ýòîé ñåòêè. �åøåíèå ïðè ýòîì èìååò âèä òàáëèöû. Â

îòëè÷èå îò äâóõ äðóãèõ òèïîâ ìåòîäîâ ÷èñëåííûå ìåòîäû íå

ïîçâîëÿþò íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé (1.10). Îíè äàþò ëèøü êàêèå-òî ÷àñòíûå ðåøåíèÿ,

íàïðèìåð, ðåøåíèå çàäà÷è (1.10)�(1.11), è ñóùåñòâåííî ýêñ-

ïëóàòèðóþò äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ (1.11) äëÿ îäíîâðåìåí-

íîãî îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ. Çàòî ýòè ìåòîäû

ïðèìåíèìû ê øèðîêîìó êëàññó ÎÄÓ, âñòðå÷àåìûõ íà ïðàêòè-

êå, è ðàçëè÷íûì òèïàì çàäà÷ äëÿ íèõ. Ïîýòîìó ñ ïîÿâëåíèåì

êîìïüþòåðîâ ÷èñëåííûå ìåòîäû ñòàëè îñíîâíûì èíñòðóìåí-

òîì ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Îáóñëîâëåííîñòü. ×èñëåííûå ìåòîäû ìîæíî ïðèìå-

íÿòü òîëüêî ê êîððåêòíî ïîñòàâëåííûì (èëè ðåãóëÿðèçî-

âàííûì) çàäà÷àì. Êîððåêòíî ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à îòâå÷à-

åò òðåì òðåáîâàíèÿì: ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ, åãî åäèí-

ñòâåííîñòü è íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü îò âõîäíûõ äàííûõ.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè âàðèàöèè âõîäíûõ äàííûõ
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δ u0 → 0, òî ñîîòâåòñòâóþùèå âàðèàöèè ðåøåíèÿ δ u → 0.

Ýòî �îðìàëüíî âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, åñëè

||δ u || < c(t)||δ u0 ||, (1.12)

ãäå c(t) � îãðàíè÷åííàÿ íà [0;T ] �óíêöèÿ.

Îäíàêî íà ïðàêòèêå âîçíèêàþò çàäà÷è, ãäå c(t) îãðàíè÷å-

íà, íî ìîæåò ïðèíèìàòü î÷åíü áîëüøèå çíà÷åíèÿ. Òàêèå çà-

äà÷è íàçûâàþò ïëîõî îáóñëîâëåííûìè. Îíè �îðìàëüíî êîð-

ðåêòíû, íî âåñüìà òðóäíû äëÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà. Â íèõ íè-

÷òîæíûå îøèáêè íà÷àëüíûõ äàííûõ, èëè ýêâèâàëåíòíûå èì

ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà, è äàæå îøèáêè êîìïüþòåð-

íîãî îêðóãëåíèÿ ìîãóò ñèëüíî èñêàçèòü ðåøåíèå.

Äëÿ äåìîíñòðàöèè îáóñëîâëåííîñòè çàäà÷è Êîøè ðàññìîò-

ðèì ëèíåéíóþ çàäà÷ó ïåðâîãî ïîðÿäêà

u̇ = λu, u(0) = u0 + ε0,

ãäå ε0 � ïîãðåøíîñòü â çàäàíèè íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ u(0) = u0.

�åøåíèå çàäà÷è èìååò ñëåäóþùèé âèä

u = (u0 + ε0) exp(λt).

Âû÷èñëèì âàðèàöèþ ðåøåíèÿ ïðè ïîñòîÿííûõ u0 è λ

δu = exp(λt)δu0, δu0 ≡ ε0,

îòêóäà íåìåäëåííî èäåíòè�èöèðóåì c(t) = exp(λt). Î÷åâèä-

íî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå îáóñëîâëåííîñòü çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ

çíàêîì ìíîæèòåëÿ λ.

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ìíîæèòåëü c(t) ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åí òîëüêî ïðè λ < 0, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ c(t) ≤ c(0)

ïðè t ≥ 0. Ïðè ïîëîæèòåëüíûõ λ �óíêöèÿ c(t) ≤ c(T ) òàê-

æå îãðàíè÷åíà íà êîíå÷íûõ îòðåçêàõ 0 ≤ t ≤ T . Íî âåðõíåå

çíà÷åíèå óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì T , ïîýòîìó ðàññìîòðåííûé
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ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ ïëîõîîáóñëîâëåííîé çàäà÷åé Êîøè (ïðè ïî-

ëîæèòåëüíûõ λ)13.

�àññìîòðèì ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîãðåøíîñòåé, âíå-

ñåííûõ â íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ïðàâîé

÷àñòè f = f(t, u). Ïóñòü u � ðåøåíèå òî÷íîé çàäà÷è ñ íà-

÷àëüíûì óñëîâèåì u(0) = u0, è u∗ � ðåøåíèå âîçìóùåííîé

çàäà÷è, â êîòîðîé âîçìóùåíèå âíåñåíî â íà÷àëüíîå óñëîâèå,

u∗(0) = u0 + ε0. ×åðåç ε(t) = u∗ − u îáîçíà÷èì ðàçíîñòü äâóõ

ðåøåíèé, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé äè��åðåíöèàëü-

íîé çàäà÷å

ε̇ = f(t, u∗)− f(t, u) =
∂f(t, ũ)

∂u
(u∗ − u) ≡ λ(t)ε, ε(0) = ε0.

Çäåñü âòîðîå ðàâåíñòâî � �îðìóëà Ëàãðàíæà äëÿ êîíå÷íûõ

ïðèðàùåíèé, è ũ � ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèå èñêîìîé �óíê-

öèè. �åøåíèå ýòîé çàäà÷è Êîøè äàåòñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé

ε(t) = c(t)ε0, c(t) = exp

(
∫ t

0
λ(τ)dτ

)

,

ãäå âåëè÷èíà c(t) õàðàêòåðèçóåò ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùå-

íèé. Çàìåòèì, òàêèì îáðàçîì, ÷òî íà ïîâåäåíèå îøèáêè ñó-

ùåñòâåííîå âëèÿíèå îêàçûâàåò ïðîèçâîäíàÿ ïðàâîé ÷àñòè

äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó,

∂f(t, u)/∂u.

§ 1.4. Àâòîíîìíûå çàäà÷è: �àçîâîå

ïðîñòðàíñòâî

Àâòîíîìèçàöèÿ çàäà÷è. Â êà÷åñòâå îñîáîãî êëàññà âû-

äåëÿþò çàäà÷è, â êîòîðûõ ïðàâàÿ ÷àñòü f íå ñîäåðæèò ÿâíûì

îáðàçîì âðåìåíè, òî åñòü f = f(u). Òàêèå çàäà÷è íàçûâàþòñÿ

13

Ëþáîïûòíî, ÷òî âûâîäû èçìåíÿþòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûå ïðè èíòå-

ãðèðîâàíèè â ñòîðîíó îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé t.
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àâòîíîìíûìè. Çàäà÷è, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðûõ çàâèñèò ÿâíûì

îáðàçîì îò t, áóäåì íàçûâàòü íåàâòîíîìíûìè. Çàìåòèì, ÷òî

íåàâòîíîìíóþ çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê àâòîíîìíîé, åñëè îïðå-

äåëèòü íîâóþ ¾èñêîìóþ¿ �óíêöèþ un+1 = t è íîâóþ íåçàâè-

ñèìóþ ïåðåìåííóþ. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç s è ïîëîæèì ds = dt.

Òîãäà äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

u̇n+1 = fn+1 ≡ 1. (1.13)

Â íîâîé çàäà÷å òî÷êà íàä ui ïîíèìàåòñÿ êàê äè��åðåíöèðî-

âàíèå ïî íîâîìó íåçàâèñèìîìó àðãóìåíòó s. Ïëàòîé çà ïðî-

èçâåäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ïîâûøåíèå ðàçìåðíîñòè

çàäà÷è íà åäèíèöó.

Åñòü åùå îäèí ñïîñîá àâòîíîìèçàöèè çàäà÷è, êîòîðûé ÷à-

ñòî îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ïðèìåíÿòü äàæå äëÿ àâòîíîìíûõ

ñèñòåì. �àññìîòðèì èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ â n-ìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (u1, u2, ..., un), ãäå êîìïîíåíòà un âåê-

òîðà íåèçâåñòíûõ �óíêöèé ìîæåò áûòü ðåçóëüòàòîì ïðîâåäåí-

íîé ïðîöåäóðû àâòîíîìèçàöèè (1.13) äëÿ çàäà÷è ïîðÿäêà n−1.

Äëèíà äóãè ýòîé êðèâîé îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

(dl)2 =
n
∑

i=1

(dui)
2. (1.14)

Âûðàçèì äè��åðåíöèàëû èñêîìûõ �óíêöèé, èñïîëüçóÿ ñè-

ñòåìó ÎÄÓ çàäà÷è (1.10)�(1.11), è ïîäñòàâèì èõ â óðàâíå-

íèå (1.14)

(dl)2 = (dt)2
n
∑

i=1

f2
i . (1.15)

Çàìåíèì â (1.10) ïðèðàùåíèå dt íà dl ñ ïîìîùüþ (1.15) è ïî-

ëó÷èì ñëåäóþùóþ ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó n-ãî ïîðÿäêà:

du

dl
= F(u), F = (F1, F2, ...Fn), (1.16)
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F = f/

√

√

√

√

n
∑

i=1

f2
i . (1.17)

Ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (1.16)�(1.17) íå çàâèñÿò ÿâíî îò íîâîãî

íåçàâèñèìîãî àðãóìåíòà l, òàê ÷òî ñèñòåìà àâòîíîìíà. Íà÷àëü-

íûå äàííûå äëÿ çàäà÷è Êîøè áåðóòñÿ èç (1.11), à íà÷àëüíîå

çíà÷åíèå l = l0 äëèíû äóãè â ñèëó àâòîíîìíîñòè íîâîé çàäà-

÷è ìîæíî ïðèíÿòü ëþáûì, íàïðèìåð, l0 = 0. Îäíàêî çíà÷å-

íèå l = L(T ), îòâå÷àþùåå êîíå÷íîìó ìîìåíòó âðåìåíè, t = T ,

íåèçâåñòíî. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî èíòåãðèðîâà-

íèå äîëæíî âåñòèñü ïîêà íå âûïîëíèòñÿ ðàâåíñòâî t = T 14

.

Ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå l è áóäåò èñêîìîé âåëè÷èíîé L.

Àâòîíîìèçàöèÿ ñ ïîìîùüþ äëèíû äóãè èìååò âàæíîå ïðå-

èìóùåñòâî. Ïðè ýòîì âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé â (1.16) èìååò

åäèíè÷íóþ äëèíó:

n
∑

i=1

F 2
i (u) = 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè ïðîèçâîäíûõ dui/dl íåò áîëüøèõ ïî

âåëè÷èíå, ÷òî îáëåã÷àåò ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è.

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî. �åøåíèå àâòîíîìíîé çàäà÷è

Êîøè óäîáíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê òðàåêòîðèþ â ìíîãî-

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, çàäàííóþ ïàðàìåòðè÷åñêè. Åå òàê-

æå íàçûâàþò èíòåãðàëüíîé êðèâîé. Îòäåëüíàÿ òðàåêòî-

ðèÿ îïðåäåëÿåòñÿ óíèêàëüíûì íàáîðîì çíà÷åíèé íåèç-

âåñòíûõ êîíñòàíò ðåøåíèÿ. �àçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà

ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì èñêîìûõ �óíêöèé. Ñàìè �óíêöèè

îïðåäåëÿþò îñè êîîðäèíàò ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå ïðè-

14

Äëÿ îòñëåæèâàíèÿ ìîìåíòà ïðåêðàùåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ â ñëó÷àÿõ,

êîãäà ïðàâûé êîíåö îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ íå çàäàí ÿâíî, èñïîëüçóåòñÿ

ïîíÿòèå ¾ñîáûòèå¿. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû ðàçîáðàíû â ãëàâå 3.
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íÿòî íàçûâàòü �àçîâûì

15

. Êîíöåïöèÿ �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

áûëà ðàçðàáîòàíà â êîíöå XIX âåêà Ëþäâèãîì Áîëüöìàíîì,

Àíðè Ïóàíêàðå è Óèëëàðäîì �èááñîì.

Ñ ïîìîùüþ �àçîâûõ ïðîñòðàíñòâ âîçìîæíî âèçóàëüíîå

èññëåäîâàíèå çàäà÷ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñîîòâåòñòâóþùèå òðà-

åêòîðèè ìîãóò áûòü èçîáðàæåíû íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòà-

ìè (u1;u2). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âíîâü ðàññìîòðèì çàäà÷ó î

ïîëåòå ñíàðÿäà, êîòîðàÿ â ÷àñòíîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ñâåäå-

íà ê äâóì èñêîìûì �óíêöèÿì. Ïî-ïðåæíåìó, áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî îñü z íàïðàâëåíà ïàðàëëåëüíî âåêòîðó óñêîðåíèÿ ñèëû

òÿæåñòè. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñíàðÿä âûïóùåí âåð-

òèêàëüíî, ââåðõ èëè âíèç. Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü íà îñíîâå

�îðìóë (1.2) è (1.3), ÷òî òðàåêòîðèÿ ïîëåòà ñíàðÿäà â �èçè-

÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (x, y, z) îñòàåòñÿ âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé,

çàäàííîé óñëîâèÿìè x = const è y = const. Òåêóùåå ñîñòîÿ-

íèå ñíàðÿäà îïèñûâàåòñÿ ðåøåíèåì àâòîíîìíîé çàäà÷è Êîøè

âòîðîãî ïîðÿäêà

ż = vz, v̇z = g, z|t=0 = z0, vz|t=0 = v0z . (1.18)

�åøåíèå çàäà÷è (1.18) â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå, (z(t), vz(t)),

çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

z(t) = z0 + v0zt+
gt2

2
, (1.19)

15

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî � ïðîñòðàíñòâî, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî ñîîò-

âåòñòâóåò îäíîìó è òîëüêî îäíîìó ñîñòîÿíèþ èç ìíîæåñòâà âñåõ âîç-

ìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Òî÷êà ïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñî-

ñòîÿíèþ ñèñòåìû, íàçûâàåòñÿ ¾èçîáðàæàþùåé¿ èëè ¾ïðåäñòàâëÿþùåé¿

äëÿ íåãî. Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèþ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, � ò.å. å¼ äèíà-

ìèêå � ìîæíî ñîïîñòàâèòü äâèæåíèå èçîáðàæàþùåé òî÷êè; òðàåêòîðèþ

ýòîé òî÷êè íàçûâàþò �àçîâîé òðàåêòîðèåé (ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îíà íå

òîæäåñòâåííà äåéñòâèòåëüíîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ), à ñêîðîñòü òàêîé

èçîáðàæàþùåé òî÷êè íàçûâàþò �àçîâîé ñêîðîñòüþ. Ôàçîâûé ïîðòðåò

èññëåäóåìîé ñèñòåìû � ýòî ñîâîêóïíîñòü �àçîâûõ òðàåêòîðèé äëÿ âñå-

âîçìîæíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
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vz(t) = v0z + gt. (1.20)

Âûðàæàÿ âðåìÿ èç óðàâíåíèÿ (1.20) è ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò

â óðàâíåíèå (1.19), ïîëó÷èì ÿâíóþ çàâèñèìîñòü z(vz)

z(vz) = z0 +
v2z − v20

2g
, (1.21)

êîòîðóþ óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé

ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè åäèíè÷íîé ìàññû

−gz +
v2z
2

= −gz0 +
v20
2

≡ E0. (1.22)

Ëþáîïûòíî, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äâà ïîñòîÿííûõ ïàðàìåò-

ðà õàðàêòåðèçóþò òðàåêòîðèþ ïîëåòà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â

�èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü êîìïëåêñ,

èìåþùèé ñìûñë ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè. Çíà÷åíèÿ ýòîãî åäèí-

ñòâåííîãî êîìïëåêñà äîñòàòî÷íî äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîé

òðàåêòîðèè, íî íå òåêóùåãî ïîëîæåíèÿ íà òðàåêòîðèè �àçî-

âîãî ïðîñòðàíñòâà.

Óðàâíåíèå (1.22) òàêæå íàçûâàåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì çà-

äà÷è. Îíî ñâÿçûâàåò èñêîìûå �óíêöèè è íå ñîäåðæèò íåçàâè-

ñèìîãî àðãóìåíòà. ×àñòî ïåðâûé èíòåãðàë ìîæíî ïîëó÷èòü

èíûì ñïîñîáîì, áåç àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïðî-

äåìîíñòðèðóåì ýòî íà òåêóùåì ïðèìåðå, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ

÷àñòíûì ñëó÷àåì âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà äëÿ ìàòåðèàëüíîé

òî÷êè. Äîìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå çàäà÷è íà v̇z, â ëåâîé ÷à-

ñòè çàìåíèì v̇z íà g ñîãëàñíî âòîðîìó óðàâíåíèþ è ó÷òåì, ÷òî

2vz v̇z = dv2z/dt. Òîãäà

g
dz

dt
=

1

2

dv2z
dt

. (1.23)

Â ðåçóëüòàòå îäíîêðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ïîëó-

÷àåòñÿ èñêîìûé ïåðâûé èíòåãðàë (1.22). Çíàê ¾�¿ â âûðàæå-

íèè äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, U = −gz, îòðàæàåò òîò �àêò,
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÷òî îñü z íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî âíèç, è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð-

ãèÿ äîëæíà óáûâàòü âäîëü íàïðàâëåíèÿ äåéñòâèÿ ñèëû òÿæå-

ñòè. Ïîñëåäíåå çàäàíî âåêòîðîì g.

Èç ïîëó÷åííîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ïà-

ðà ïàðàìåòðîâ (z0, v0z), îòâå÷àþùàÿ çàäàííîé ïîëíîé ýíåðãèè

E0 ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, âûäåëÿåò îäíó è òó æå òðàåêòîðèþ â

�àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé çàäà÷è. Íà ðèñóíêå 1.2 èçîá-

ðàæåíû òðàåêòîðèè â �àçîâîé ïëîñêîñòè (z; vz), îòâå÷àþùèå

âåðòèêàëüíîìó ïîëåòó ñíàðÿäà. Ïóíêòèðíûå ó÷àñòêè îáîçíà-

÷àþò ñîñòîÿíèÿ, ïðè êîòîðûõ ñíàðÿä íàõîäèëñÿ âûøå òî÷êè,

ïðèíÿòîé çà íà÷àëî îòñ÷åòà z = 0. Âäîëü êàæäîé òðàåêòîðèè

ìîæíî çàäàòü íàïðàâëåíèå, îòâå÷àþùåå ðîñòó âðåìåíè. Â äàí-

íîì ïðèìåðå äâèæåíèå âäîëü �àçîâûõ òðàåêòîðèé îñóùåñòâ-

ëÿåòñÿ â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè vz. Êàæäàÿ òðàåêòî-

ðèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì çíà÷åíèåì ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé

ýíåðãèè E0, êîòîðîå óâåëè÷èâàåòñÿ ñïðàâà íàëåâî îò 0 äî 0.1

Äæ.êã

−1
.
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-0.1 -0.05 0 0.05 0.1
z, m

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

v z, m
/s

�èñ. 1.2: Òðàåêòîðèè �àçîâîé ïëîñêîñòè äëÿ çàäà÷è î âåðòè-

êàëüíîì ïîëåòå ñíàðÿäà. Ñíàðÿä âûëåòàåò èç îäíîé è òîé æå

òî÷êè �èçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, z = 0, ñ ðàçíûìè íà÷àëü-

íûìè ñêîðîñòÿìè. Òîëüêî ïðè îòðèöàòåëüíîé íà÷àëüíîé ñêî-

ðîñòè (÷òî îòâå÷àåò ïîëåòó ¾ââåðõ¿) ñíàðÿä ìîæåò ïîäíÿòüñÿ

âûøå ñâîåãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ, z > 0. Ñîîòâåòñòâóþùèå

ó÷àñòêè òðàåêòîðèè îòìå÷åíû ïóíêòèðîì.

Ïîñòðîåíèå �àçîâîé ïëîñêîñòè â ïàêåòå ïðèêëàä-

íûõ âû÷èñëåíèé MatLab. Îïèøåì ïðîãðàììó ïîñòðîåíèÿ

�àçîâîé ïëîñêîñòè íà ïðèìåðå ðèñóíêà 1.2. Çà îñíîâó âîçüìåì

ïåðâûé èíòåãðàë çàäà÷è (1.21). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî

òðàåêòîðèè, êîòîðûå îòâå÷àþò âûñòðåëó ââåðõ èç íà÷àëà êî-

îðäèíàò

z|t=0 = z0 = 0, vz|t=0 = v0z < 0.

Ïðîãðàììà áóäåò ñòðîèòü òðàåêòîðèè, îòâå÷àþùèå èçìåíå-

íèþ v0z ñ ïîñòîÿííûì øàãîì 0.2 îò −1 äî 0. Äëÿ �îðìèðî-
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âàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàññèâà çíà÷åíèé â ïàêåòå MatLab

èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ êîìàíäà

vz0 = -1:0.2:0;

Äàëåå â öèêëå ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáèðàþòñÿ ýëåìåíòû ìàñ-

ñèâà v0z . Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà �îðìèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ìàññèâû êîîðäèíàò òî÷åê òðàåêòîðèè �àçîâîé ïëîñêîñòè

for j = 1: length(vz0)

vz = linspae (vz0(j), 1.5, 101) ;

z = z0+( vz.^2- vz0(j)^2) /(2*g);

plot (z, vz);

Êîãäà çàäà÷à íå ìîæåò áûòü ðåøåíà â êâàäðàòóðàõ, òðàåêòî-

ðèè �àçîâîé ïëîñêîñòè, îòâå÷àþùèå ðàçíûì íà÷àëüíûì äàí-

íûì, �îðìèðóþòñÿ â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ñîîò-

âåòñòâóþùèå àëãîðèòìû îïèñàíû â ñëåäóþùåé ãëàâå.

Êîìàíäà linspae ñîçäàåò âåêòîð çíà÷åíèé, ðàâíîìåðíî

ðàñïîëîæåííûõ íà îòðåçêå. Èíòåðâàë çàäàåòñÿ ïåðâûìè äâó-

ìÿ ïàðàìåòðàìè, ÷èñëî óçëîâ óêàçûâàåòñÿ òðåòüèì ïàðàìåò-

ðîì. Òî÷êà ïåðåä îïåðàòîðîì ¾∧¿ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü îçíà-
÷àåò, ÷òî îïåðàöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê êàæäîìó ýëåìåíòó âåêòîðà.

Ïîñëåäíÿÿ êîìàíäà plot ñòðîèò ãðà�èê â íîâîì îêíå. Â êà-

÷åñòâå âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ åé ïåðåäàþòñÿ âñå àáñöèññû è âñå

îðäèíàòû òî÷åê.

Ïî óìîë÷àíèþ îòðèñîâêà î÷åðåäíîãî ãðà�èêà óäàëÿåò

ïðåäûäóùèå ãðà�èêè. Äëÿ èçìåíåíèÿ ýòîé óñòàíîâêè ñëóæèò

êîìàíäà hold on. Äëÿ åå ïðèìåíåíèÿ íåîáõîäèìî çàðàíåå ñî-

çäàòü îêíî äëÿ îòîáðàæåíèÿ ãðà�èêîâ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçó-

åòñÿ êîìàíäà �gure. Çàòåì êîìàíäà hold on ïðèìåíÿåòñÿ ê òå-

êóùåìó àêòèâíîìó ãðà�è÷åñêîìó îêíó

figure (100)

hold on;

Àíàëîãè÷íî êîìàíäà plot äîáàâëÿåò ãðà�èê â ïîñëåäíåå àê-

òèâíîå îêíî. Èäåíòè�èêàòîðîì îêíà ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð êî-
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ìàíäû �gure, êîòîðûé ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîâòîðíîãî

îáðàùåíèÿ ê îêíó âïîñëåäñòâèè.

§ 1.5. Äâóõòî÷å÷íûå êðàåâûå çàäà÷è

Ïðèìåðû êðàåâûõ çàäà÷. Äëÿ ñèñòåìû äè��åðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà n ïîëíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñîäåð-

æèò n äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé (1.11). Åñëè n = 1, òî äîïîë-

íèòåëüíîå óñëîâèå åäèíñòâåííîå, à òî÷êó åãî çàäàíèÿ ìîæíî

ñ÷èòàòü íà÷àëüíîé. Åñëè æå n ≥ 2, òî äîïîëíèòåëüíûå óñëî-

âèÿ ìîãóò áûòü çàäàíû â ðàçíûõ òî÷êàõ. Åñëè òàêèõ òî÷åê

äâå, èõ ñ÷èòàþò ãðàíèöàìè îòðåçêà, à ñàìè çàäà÷è íàçûâàþò

êðàåâûìè.

Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ Êîøè àðãóìåíò ÷àñòî èíòåðïðåòè-

ðóåòñÿ êàê âðåìÿ, ïîýòîìó åãî ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ÷åðåç t. Â

êðàåâûõ çàäà÷àõ àðãóìåíò îáû÷íî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïðî-

ñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç x. Ïðè ýòîì

íåðåäêî áîëåå åñòåñòâåííîé îêàçûâàåòñÿ çàïèñü äè��åðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé íå êàê ñèñòåìû n óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿä-

êà, à êàê îäíîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà n. Ïðè ýòîì äëÿ ïðîèçâîä-

íûõ íàðÿäó ñ îáîçíà÷åíèÿìè du /dx, d2 u /dx2 èñïîëüçóþòñÿ

ðàâíîçíà÷íûå îáîçíà÷åíèÿ

ux, uxx è ò.ä. Ïðèâåäåì äâà ïðè-

ìåðà çàäà÷, êîòîðûå ïðèíÿòî íàçûâàòü êðàåâûìè, è îáñóäèì

èõ �óíäàìåíòàëüíûå îòëè÷èÿ.

Ñòðóíà. �îðèçîíòàëüíî íàòÿíóòàÿ ñòðóíà ïðîãèáàåòñÿ ïîä

äåéñòâèåì âíåøíèõ íàãðóçîê è ñîáñòâåííîãî âåñà. Èç êóðñà

ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè èçâåñòíî, ÷òî âåëè÷èíà ïðîãèáà u(x)

îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòî-

ðîãî ïîðÿäêà. Çàïèøåì îáùèé âèä òàêîãî óðàâíåíèÿ:

uxx + q(x)ux − r(x)u = f(x), a ≤ x ≤ b.

Ïóñòü êàæäûé êîíåö ñòðóíû çàêðåïëåí íà îïðåäåëåííîé âû-
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ñîòå. Òîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

u(a) = α, u(b) = β.

Òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íàçûâàþò óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà.

Ñóùåñòâóþò çàäà÷è ñ áîëåå ñëîæíûìè ïî �îðìå äîïîë-

íèòåëüíûìè óñëîâèÿìè. Òàê, óñëîâèÿ ìîãóò áûòü çàäàíû âî

âíóòðåííèõ òî÷êàõ îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ (äëÿ çàäà÷ áîëåå

âûñîêîãî ïîðÿäêà). Â çàäà÷àõ êâàíòîâîé ìåõàíèêè ÷àñòî âîç-

íèêàþò óñëîâèÿ íîðìèðîâêè, êîãäà äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå

âêëþ÷àåò çíà÷åíèÿ èñîìîé �óíêöèè íà âñåì îòðåçêå èíòåãðè-

ðîâàíèÿ.

Ïîïàäàíèå ñíàðÿäîì â öåëü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñíàðÿä âû-

ëåòàåò èç îðóäèÿ ñ èçâåñòíîé ïî ìîäóëþ ñêîðîñòüþ v0. Ñèñòå-

ìà êîîðäèíàò âûáðàíà òàê, êàê îïèñàíî â § 1.1. Òîãäà êîìïî-

íåíòû ñêîðîñòè õàðàêòåðèçóþòñÿ óãëîì α âûëåòà ñíàðÿäà ê

ãîðèçîíòó

v0x = v0 cosα, v0z = −v0 sinα, v0y = 0.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî óãîë α ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ïàðàìåòðîì,

êîòîðûì ìîæíî óïðàâëÿòü, ÷òîáû ñíàðÿä â èòîãå ïîïàë â íåêî-

òîðóþ óäàëåííóþ òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (X; 0). Ñëåäîâàòåëü-

íî, èñêîìàÿ òðàåêòîðèÿ äîëæíà ïðîõîäèòü ÷åðåç äâå òî÷êè,

íà÷àëüíóþ, (0; 0), è êîíå÷íóþ, (X; 0). Ìàòåìàòè÷åñêè ïîñëåä-

íåå óñëîâèå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

α∗ = argmin
α

(x(T, α) −X)2. (1.24)

Òî åñòü òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîé óãîë âûñòðåëà α = α∗,

÷òî �óíêöèîíàë â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.24) ïðè-

ìåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. Îäíàêî íåîáÿçàòåëüíî, ÷òî

ýòî çíà÷åíèå áóäåò ðàâíî íóëþ, è ÷òî íà÷àëüíîé êèíå-

òè÷åñêîé ýíåðãèè ñíàðÿäà îêàæåòñÿ äîñòàòî÷íî äëÿ òî-

ãî, ÷òîáû äîñòè÷ü öåëè. Àíàëèçèðóÿ àíàëèòè÷åñêîå ðåøå-

íèå (1.3), ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî âåëè÷èíà èñêîìîãî óãëà
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îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

sin 2α∗ =
Xg

(v0)2
.

Îäíàêî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ áîëüøå åäèíèöû ïðè óñëî-

âèè, ÷òî X > (v0)2/g. Ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåéñòâî àíàëèçèðóå-

ìûõ òðàåêòîðèé ìîæåò íå ñîäåðæàòü òàêèõ, ÷òî îíè ïðîõîäÿò

÷åðåç äâå âûáðàííûå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà îäíîâðåìåííî. Ïî-

ýòîìó íåêîòîðûå êðàåâûå çàäà÷è ìîãóò íå èìåòü ðåøåíèÿ â

ñòðîãîì åãî ïîíèìàíèè.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà âàæíîå �óíäàìåíòàëüíîå îòëè÷èå

äâóõ ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ êðàåâûõ çàäà÷. Ôèçèêà ïðîöåñ-

ñà, îïðåäåëÿþùåãî ñòàòè÷åñêèé ïðîãèá ñòðóíû, ïðåäïîëàãàåò

¾äâóõñòîðîííèé¿ õàðàêòåð íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Òî åñòü

ïðîãèá â êàæäîé êîíêðåòíîé òî÷êå îïðåäåëÿåòñÿ ïðîãèáîì âî

âñåé íåïîñðåäñòâåííîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè, êàê ñïðàâà,

òàê è ñëåâà. Òàêèå çàäà÷è, ÷àñòî, äîïóñêàþò îáîáùåíèå íà

äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå ñëó÷àè. Èõ ñâåäåíèå ê ñèñòåìå óðàâ-

íåíèé ïåðâîãî ïðÿäêà, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîä-

íîé, ÿâëÿåòñÿ èñêóñòâåííûì ïðèåìîì. ×àùå ýòè çàäà÷è ðåøà-

þòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì äðóãèõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè.

�ëàâíûì îáðàçîì îíè ñîñòîÿò èç ïîäõîäîâ êîíå÷íûõ îáúåìîâ,

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ è ïðî÷.

Íàîáîðîò, â çàäà÷å î ïîëåòå ñíàðÿäà âðåìÿ íîñèò ¾îäíî-

ñòîðîííèé¿ õàðàêòåð. Òåêóùåå ñîñòîÿíèå ïðîöåññà çàâèñèò

òîëüêî(!) îò åãî ïðåäûñòîðèè, è íå îïðåäåëÿåòñÿ åãî áóäóùèì.

Èìåííî òàêèå çàäà÷è áûëè íàçâàíû â íà÷àëå ãëàâû çàäà÷åé

Êîøè, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî �îðìàëüíî íà îñíîâå ñîîòâåòñòâó-

þùåãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ñîñòàâèòü êðàå-

âóþ çàäà÷ó. Â òàêîì ñëó÷àå ýòî ýêâèâàëåíòíî ïîñòàíîâêå âî-

ïðîñà ¾Ïî êàêîìó ïóòè äîëæíà ðàçâèâàòüñÿ ñèñòåìà, ÷òîáû

ïðèéòè â íåêîòîðîå íàïåðåä çàäàííîå ñîñòîÿíèå.¿ Îäíîâðå-

ìåííî äîëæåí áûòü íàéäåí îòâåò íà âîïðîñ ¾Ìîæåò ëè ñè-



34 �ëàâà 1. Òèïû çàäà÷ ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè

ñòåìà â ïðèíöèïå ïîïàñòü â äàííóþ òî÷êó.¿ Äëÿ êðàåâûõ çà-

äà÷ ýòîé êàòåãîðèè ïðåäëîæåí ý��åêòèâíûé ìåòîä ÷èñëåííî-

ãî ðåøåíèÿ, êîòîðûé áûë íàçâàí ¾ìåòîäîì ïðèñòðåëêè¿. Åãî

èäåÿ î÷åíü ïðîñòà. Åñëè áû â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè íàõîäè-

ëîñü íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ñíàðÿäîâ, òî ìîæíî áûëî áû âû-

ïîëíèòü ïðîöåäóðó ¾ïðèñòðåëêè¿, òî åñòü ñòðåëÿòü èç îðóäèÿ

â çàäàííîì íàïðàâëåíèè ïîä ðàçíûìè óãëàìè äî ïîïàäàíèÿ

â öåëü. �àçâèòèå ìåòîäà ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü îïòèìàëüíûé,

íàïðàâëåííûé ïåðåáîð çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ïðèñòðåëêè. Äëÿ

ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ õîðîøî ðàçâèòûé àïïàðàò ïîèñêà ìèíèìó-

ìà �óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

Ìåòîä ïðèñòðåëêè. Ïîÿñíèì èäåþ ìåòîäà íà ïðèìåðå

êðàåâîé çàäà÷è âòîðîãî ïîðÿäêà

u̇1 = f1(t, u1, u2), u1(0) = u01, (1.25)

u̇2 = f2(t, u1, u2), u2(T ) = uT2 . (1.26)

Çäåñü óñëîâèÿ íà êàæäóþ �óíêöèþ çàäàíû â ðàçíûõ êîíöàõ

îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ. Äîïóñòèì, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è

ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííîå çíà÷åíèå u2(0) = γ. Åñëè áû îíî áûëî èçâåñòíî çàðà-

íåå, òî âìåñòî êðàåâîé çàäà÷è ìîæíî áûëî áû ðåøàòü ýêâè-

âàëåíòíóþ çàäà÷ó Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u1(0) = u01,

u2(0) = γ. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, îíî áûëî áû òà-

êèì æå, êàê è ðåøåíèå èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (1.25)�(1.26).

Â ðàìêàõ ñ�îðìóëèðîâàííûõ äîïóùåíèé âåëè÷èíû γ è uT2
îïðåäåëÿþò äðóã äðóãà âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Ìåòîä ïðèñòðåë-

êè ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ýòîãî íåèçâåñòíîãî çíà÷åíèÿ γ íà

îñíîâå èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ïî-

ñòåïåííî óòî÷íÿåòñÿ, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòà ïðèåìëåìàÿ

íàïåðåä çàäàííàÿ òî÷íîñòü.
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Çíà÷åíèå γ äîëæíî áûòü îïðåäåëåíî òàê, ÷òîáû óäîâëåòâî-

ðèòü ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ â òî÷êå t = T . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

�óíêöèÿ u2 çàâèñèò îò γ êàê îò ïàðàìåòðà

u2 = u2(t, γ).

Òîãäà ïðè ïðàâèëüíî âûáðàííîì çíà÷åíèè γ íà ïðàâîì êîíöå

t = T îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

u2(T, γ) = uT2 . (1.27)

Ýòî óñëîâèå ìîæíî çàìåíèòü ýêâèâàëåíòíûì óñëîâèåì íàõîæ-

äåíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà ïî àíàëîãèè ñ êðàåâîé

çàäà÷åé äëÿ ïîëåòà ñíàðÿäà

γ∗ = argmin
γ

(u2(T, γ) − uT2 )
2. (1.28)

Â òàêîì ñëó÷àå ðåøàþòñÿ ñðàçó äâå ïðîáëåìû. Âî-ïåðâûõ, ìå-

òîäû ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèîíàëà îò îäíîé ïå-

ðåìåííîé äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàçâèòû, è ìîãóò áûòü èñïîëüçî-

âàíû ñòàíäàðòíûå áèáëèîòåêè. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå êðà-

åâîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ìíîãîêðàòíîìó âû÷èñëåíèþ çíà÷åíèÿ

u2(T, γ) äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé íåçàâèñèìîãî àðãóìåíòà γ. Âî-

âòîðûõ, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, êðàåâàÿ çàäà÷à ñ äîïîëíè-

òåëüíûì óñëîâèåì â âèäå ðàâåíñòâà (1.27) ìîæåò íå èìåòü

ðåøåíèÿ. Â òî æå âðåìÿ â ðåçóëüòàòå ìèíèìèçàöèè �óíêöè-

îíàëà (1.28) áóäåò íàéäåíà òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ áëèæå âñåãî

ïðîõîäèò ê çàäàííîé òî÷êå.

§ 1.6. Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî

âûïîëíåíèÿ

Äëÿ óñâîåíèÿ èçëîæåííîãî ìàòåðèàëà ê ðàññìîòðåíèþ

ïðåäëàãàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî

ïðîâåñòè òàêîå æå èññëåäîâàíèå, êàê è äëÿ ðàññìîòðåííîé çà-

äà÷è î ïîëåòå ñíàðÿäà.
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Äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïîä äåéñòâèåì ñè-

ëû òÿæåñòè è ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà. Ïîñòðîèòü

�àçîâûé ïîðòðåò äëÿ çàäà÷è î äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷-

êè, äâèæóùåéñÿ ïî âåðòèêàëüíîé òðàåêòîðèè ïîä äåéñòâèåì

äâóõ ñèë: ñèëû òÿæåñòè è ñèëû òðåíèÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ, ñèëà

òðåíèÿ íàïðàâëåíà ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëü-

íîé òî÷êè. �àññìîòðåòü ñëó÷àé ñîïðîòèâëåíèÿ, çàäàííîãî çà-

êîíîì Ñòîêñà. Äåéñòâèå ñèëû òðåíèÿ íà åäèíèöó ìàññû òåëà

âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé F = −kṙ. Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ

òàêîé ñèñòåìû ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä

r̈ = g − kṙ. (1.29)

Îòíîøåíèå V = g/k îïðåäåëÿåò õàðàêòåðíóþ ñêîðîñòü ïî-

ëåòà ñíàðÿäà. Â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ ýòà ñêîðîñòü

íàçûâàåòñÿ òåðìèíàëüíîé. Ñêîðîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê ýòîìó çíà÷åíèþ. Â ïðåäåëå

ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â íîëü,

ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë ðàâíà íóëþ, è òåëî äâèæåòñÿ áåç óñêî-

ðåíèÿ. Èññëåäîâàòü ïðåäåëüíûå ñèòóàöèè, êîãäà V → 0 èëè

V → ∞. Ïîëó÷èòü îáùåå ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ (1.29). Ñðàâíèòü òðàåêòîðèè ñ ðàññìîòðåííûì ñëó÷àåì

äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè áåç ó÷åòà ñèëû òðåíèÿ.

Çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.

Êîëåáàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà â ëèíåéíîì ïðèáëèæå-

íèè îïèñûâàþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïî-

ðÿäêà

ϕ̈+ ω2
0ϕ = 0,

ãäå ω0 � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìà-

ÿòíèêà. Îïðåäåëÿÿ íàðÿäó ñ óãëîì îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ϕ = 0, óãëîâóþ ñêîðîñòü ω = ϕ̇, óðàâ-

íåíèå ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé ïåðâî-
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ãî ïîðÿäêà, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé.

Ïîëó÷èòü ïåðâûé èíòåãðàë çàäà÷è, âûðàæàþùèé çàêîí ñî-

õðàíåíèÿ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè. Ïîñòðîèòü �àçîâûé

ïîðòðåò

16

.

Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.

Ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå â çàäà÷å î êîëåáàíèè ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî ìàÿòíèêà ñïðàâåäëèâî ïðè âåñüìà ìàëûõ óãëàõ îòêëîíåíèÿ

îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, |ϕ| < π/6. Äëÿ áîëüøèõ àìïëèòóä

íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü íåëèíåéíóþ ïîñòàíîâêó

ϕ̈+ ω2
0 sinϕ = 0.

Ïðîâåñòè òîò æå àíàëèç, ÷òî è â ïðåäûäóùåì çàäàíèè. Ïîëó-

÷èòü ïåðâûé èíòåãðàë. Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèå íåîáõîäèìî äî-

ìíîæèòü íà ϕ̇ è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî âðåìåíè

17

.

Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà

â ñðåäå ñ ñîïðîòèâëåíèåì. �àññìîòðåòü íåëèíåéíûå êîëå-

áàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà â ñðåäå ñî Ñòîêñîâûì ñîïðî-

òèâëåíèåì.

ϕ̈+ ω2
0 sinϕ+ kϕ̇ = 0.

Ïîëó÷èòü ïåðâûé èíòåãðàë çàäà÷è, ïîñòðîèòü �àçîâûé ïîðò-

ðåò.

16

https://ru.wikipedia.org/wiki/Ôàçîâîå_ïðîñòðàíñòâî

17

https://habr.om/ru/post/268507



�ëàâà 2

Ñåìåéñòâî ìåòîäîâ �óíãå-Êóòòû

§ 2.1. Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà

Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ áûëè ââåäåíû â íàóêó

Íüþòîíîì è Ëåéáíèöåì â XVII â. Ñíà÷àëà èçó÷àëèñü òå çàäà-

÷è, äëÿ êîòîðûõ óäàâàëîñü íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå (íàïðèìåð,

äâèæåíèå ïëàíåò âîêðóã Ñîëíöà). Ñåðüåçíîé ïîòðåáíîñòè â

÷èñëåííûõ ìåòîäàõ äîëãî íå âîçíèêàëî. Îäíàêî óæå â XVIII â.

Ë. Ýéëåð ïðåäëîæèë ïåðâûé ÷èñëåííûé ìåòîä. Îí ïîçâîëÿåò

íàéòè ïðèáëèæåííî çíà÷åíèÿ èñêîìîé �óíêöèè (èëè êîìïî-

íåíò âåêòîðà èñêîìûõ �óíêöèé) â äèñêðåòíîì íàáîðå óçëîâ

ñåòêè ïî âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî â âè-

äå òàáëèöû, ãäå êàæäàÿ ñòðîêà òàáëèöû ñîäåðæèò çíà÷åíèå

òåêóùåãî óçëà ñåòêè tj íåçàâèñèìîãî àðãóìåíòà è âû÷èñëåí-

íûå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ �óíêöèé

uj = u(tj). Ïðè ýòîì ïåðâàÿ

ñòðîêà òàáëèöû èçâåñòíà òî÷íî. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì

óñëîâèåì çàäà÷è (1.11).

Îáîçíà÷èì øàã ñåòêè ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè óçëàìè tj è

tj+1 ÷åðåç hj = tj+1− tj è ãðóáî àïïðîêñèìèðóåì ïðèðàùåíèå

�óíêöèè, ðàñêëàäûâàÿ åå â ðÿä Òýéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè

t = tj

u(tj+1) ≈ u(tj) + hj
du

dt

∣

∣

∣

t=tj
= u(tj) + hjf(tj ,uj). (2.1)

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ó÷òåíî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ (du /dt)|t=tj
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îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ çàäà÷è Êîøè (1.10)�(1.11). Ïîëó-

÷èòü áîëåå òî÷íûå çíà÷åíèÿ

u(tj+1) ìîæíî çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ

÷àñòîòû ðàñïîëîæåíèÿ óçëîâ, òî åñòü çà ñ÷åò ñãóùåíèÿ ñåòêè

hj → 01. Îäíàêî ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ ïðîâîäèòü áîëüøå âû-

÷èñëåíèé. Ôîðìóëó (2.1) íàçûâàþò ñõåìîé Ýéëåðà èëè ñõåìîé

ëîìàíûõ

2

. Òî÷íîñòü ñõåìû (2.1) íèçêà, òàê ÷òî íà ïðàêòèêå

åå íå èñïîëüçóþò.

Ñåðüåçíàÿ ïîòðåáíîñòü â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ âîçíèêëà â

ñåðåäèíå XIX â. Ñêîðîñòè ïóëü è ñíàðÿäîâ âîçðîñëè íàñòîëü-

êî, ÷òî ïîòðåáîâàëñÿ àêêóðàòíûé ðàñ÷åò èõ òðàåêòîðèé ñ ó÷å-

òîì ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà. Àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê Àäàìñ

ðàçðàáîòàë ñåìåéñòâî ñõåì âûñîêèõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè, ÿâëÿ-

þùååñÿ îáîáùåíèåì ñõåìû Ýéëåðà. Ñõåìû Àäàìñà (èõ íàçû-

âàþò òàêæå ñõåìàìè Àäàìñà�Áàø�îðòà) áûñòðî ñòàëè ïîïó-

ëÿðíûìè è øèðîêî èñïîëüçîâàëèñü äî ñåðåäèíû XX â.

Äîñòîèíñòâîì ñõåì Àäàìñà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íèõ ëåãêî

ñòðîÿòñÿ ñõåìû î÷åíü âûñîêèõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè p > 10. Îñ-

íîâíîé íåäîñòàòîê ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòî ìíîãîøàãîâûå ñõå-

ìû. ×òîáû âûïîëíèòü îäèí øàã îò ìîìåíòà tj ê ñëåäóþùåìó

äèñêðåòíîìó ìîìåíòó tj+1 íàäî çíàòü çíà÷åíèÿ â p ïîñëåäíèõ

òî÷êàõ tj , tj−1, ...tj−p+1. Â íà÷àëüíîé òî÷êå t0 ýòè çíà÷åíèÿ

íåèçâåñòíû, è ïðèõîäèòñÿ ðàçðàáàòûâàòü ñïåöèàëüíûå àëãî-

ðèòìû íà÷àëà ðàñ÷åòà (÷òî íåïðîñòî). Ñ ïîÿâëåíèåì êîìïüþ-

òåðîâ ýòè ñõåìû ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ âûòåñíèëèñü äðóãè-

ìè ìåòîäàìè.

Óêàçàííîãî íåäîñòàòêà ëèøåíî ïðèíöèïèàëüíî äðóãîå, îä-

íîøàãîâîå îáîáùåíèå ñõåìû Ýéëåðà. Ïåðâîé òàêîé ñõåìîé

1

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî �àêòà, ÷òî ïðèáëèæåííîå ðàâåí-

ñòâî (2.1) ñòàíîâèòñÿ òî÷íåå ñ óìåíüøåíèåì øàãà hj . Â äàííîì ñëó÷àå

îøèáêà àïïðîêñèìàöèè ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà o(hj).
2

Íà êàæäîì øàãå j èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ çàìåíÿåòñÿ ïðÿìîëèíåéíûì

çâåíîì, íàêëîí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ êàñàòåëüíîé ê èñêîìîé �óíêöèè â

òî÷êå tj . Îòñþäà ïðîèñõîäèò íàçâàíèå ìåòîäà.
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áûëà äâóõñòàäèéíàÿ ñõåìà �óíãå (1895). Çàòåì ïîÿâèëèñü

òðåõñòàäèéíûå ñõåìû è êëàññè÷åñêàÿ ÷åòûðåõñòàäèéíàÿ ñõå-

ìà Êóòòû (1901). Áóò÷åð ðàçðàáîòàë ñïåöèàëüíóþ òåõíèêó ïî-

ñòðîåíèÿ ñõåì òèïà �óíãå�Êóòòû. Ýòî ïîçâîëèëî íàéòè íåìà-

ëî ìíîãîñòàäèéíûõ ñõåì âûñîêèõ ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè. Âñå ýòè

ñõåìû îêàçàëèñü õîðîøî ïðèãîäíûìè äëÿ àâòîìàòèçèðîâàí-

íûõ êîìïüþòåðíûõ ðàñ÷åòîâ. Îíè ïîñòåïåííî âûòåñíèëè âñå

ïðî÷èå ìåòîäû äëÿ áîëüøîãî êëàññà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ (çà

èñêëþ÷åíèåì æåñòêèõ, íå ðàññìàòðèâàåìûõ â äàííîì êóðñå).

§ 2.2. Ñåòî÷íûå �óíêöèè

Â îñíîâå áîëüøèíñòâà ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ëåæèò ïîíÿòèå

ñåòî÷íûõ �óíêöèé.

×èñëåííîå ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñîñòî-

èò èç íàáîðà ÷èñåë, ïî êîòîðîìó ìîæíî (ñ íåêîòîðîé íàïå-

ðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ) âîññòàíîâèòü çàâèñèìîñòü èñêîìîé

�óíêöèè

u
îò íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t. Â ýòîì ñìûñëå ÷èñ-

ëåííûé ìåòîä ïîäîáåí ëàáîðàòîðíîìó ýêñïåðèìåíòó, ãäå ìû

èìååì âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå èçìåðÿåìîé âå-

ëè÷èíû â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ïî íàáîðó ïîêàçàíèé ïðè-

áîðîâ. Êàê è ýêñïåðèìåíòàòîð, ìàòåìàòèê äîëæåí ãðàìîòíî

âûáðàòü ¾ñåðèþ ýêñïåðèìåíòîâ¿, ÷òîáû ñ ìèíèìàëüíûìè çà-

òðàòàìè âðåìåíè ïîëó÷èòü íàèáîëåå ïîëíóþ èí�îðìàöèþ î

ðåøåíèè. È èññëåäîâàòåëè, ïðèìåíÿþùèå ÷èñëåííûé àíàëèç,

è ýêñïåðèìåíòàòîðû äîëæíû äîâîëüñòâîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì,

ñîñòîÿùèì èç êîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé, õîòÿ èõ êîëè÷åñòâî

ìîæíî, ïî êðàéíåé ìåðå, â ïðèíöèïå ñäåëàòü äîñòàòî÷íûì äëÿ

ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû õîòèì îïèñàòü èçìåíåíèå u íà íåêî-

òîðîì îòðåçêå [0;T ] ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìà

u = a0 + a1t+ a2t
2 + ...+ amtm (2.2)
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è èñïîëüçóåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé êîíå÷íîãî ÷èñëà êî-

ý��èöèåíòîâ a0, a1, a2, ..., am íåêîòîðûé ÷èñëåííûé ìåòîä.

Ýòî ïîçâîëèò ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèÿ u â ëþáîé òî÷êå t ïóòåì

ïîäñòàíîâêè çíà÷åíèÿ t è çíà÷åíèé aj â óðàâíåíèå (2.2). Îäíà-

êî åñëè êîíå÷íàÿ öåëü çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè çíà÷åíèé

u â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, ýòà ïðîöåäóðà íåñêîëüêî íåóäîáíà. Âî-

ïåðâûõ, ñàìè ïî ñåáå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ai íå ïðåäñòàâ-

ëÿþò îñîáîãî èíòåðåñà. Èõ �èçè÷åñêèé ñìûñë, êàê ïðàâèëî,

íåî÷åâèäåí. Âî-âòîðûõ, äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìûõ çíà÷åíèé

u íåîáõîäèìî âûïîëíèòü îïåðàöèþ ïîäñòàíîâêè è âû÷èñëå-

íèÿ çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà. Äëÿ ïîëèíîìîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ýòà

îïåðàöèÿ òðåáóåò äîñòàòî÷íî ìíîãî ìàøèííîãî âðåìåíè. Â-

òðåòüèõ, ÷èñëåííûé ìåòîä äîëæåí ïðåäëàãàòü ìåõàíèçì, ïîç-

âîëÿþùèé îïèñûâàòü ïîâåäåíèå u ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé

òî÷íîñòüþ.

O

u

t0 t1 t2 t3 t... tm

u2

u0

u1

�èñ. 2.1: �ðà�èê ñêàëÿðíîé ñåòî÷íîé �óíêöèè u(t). Çíà÷å-

íèÿ íà îñè àáñöèññ � óçëû ñåòêè ïî ïåðåìåííîé t. Îíè ìî-

ãóò ðàñïîëàãàòüñÿ ñ ïðîèçâîëüíûì øàãîì hj = tj+1 − tj ,

j = 0..m − 1. Ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíû çíà÷åíèÿ ñåòî÷íîé

�óíêöèè uj = u(tj), j = 0..m â ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàõ. Ìåæ-

äó óçëàìè ïðèìåíÿåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîå âîñïîëíåíèå.
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Äàííîå ðàññóæäåíèå íàâîäèò íà ñëåäóþùóþ ìûñëü: ïî÷å-

ìó áû íå ðàçðàáîòàòü ìåòîä, â êîòîðîì â êà÷åñòâå ïåðâè÷-

íûõ íåèçâåñòíûõ èñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ u â íåêîòîðûõ çà-

äàííûõ òî÷êàõ âìåñòî êîý��èöèåíòîâ ïîëèíîìà â óðàâíå-

íèè (2.2)? Äåéñòâèòåëüíî, áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèíàäëåæèò êàê ðàç

ê ýòîé êàòåãîðèè, è ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî òàêèìè ìå-

òîäàìè. Ìåòîäû ýòîãî ñåìåéñòâà îòëè÷àþòñÿ ëèøü ñïîñîáîì

ïîëó÷åíèÿ èñêîìûõ çíà÷åíèé, âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ,

ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè ê òî÷íîìó ðåøåíèþ, ãðàíèöàìè ïðèìå-

íèìîñòè è ïðî÷.

Èòàê, â êà÷åñòâå îñíîâíûõ íåèçâåñòíûõ â ÷èñëåííîì ìå-

òîäå ðàññìàòðèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé â êî-

íå÷íîì ÷èñëå òî÷åê (íàçûâàåìûõ ñåòî÷íûìè óçëàìè èëè óçëî-

âûìè òî÷êàìè) ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Íîâûå ïîíÿòèÿ ïðîèëëþ-

ñòðèðîâàíû íà ðèñóíêå 2.1. Ìåòîä âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîëó÷åíèå

ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ýòèõ íåèçâåñòíûõ è

àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé. Çàíóìåðóåì óçëû, â êî-

òîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ èñêîìàÿ (âåêòîð-)�óíêöèÿ

u
èíäåêñîì

j = 0, 1, 2..m â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ óçëîâ, ãäå m � ÷èñëî îò-

ðåçêîâ ðàçáèåíèÿ èñõîäíîãî îòðåçêà [0;T ]. Ñîîòâåòñòâóþùèå

ïàðû çíà÷åíèé íåçàâèñèìîãî àðãóìåíòà t è çàâèñèìûõ âåëè-

÷èí ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ïîñðåäñòâîì èíäåêñà, (tj ;uj). Çäåñü

uj = u(tj) � èñêîìîå çíà÷åíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííîãî ìåòîäà, à äëÿ óçëîâ ðàçáèåíèÿ tj
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 0 = t0 < t1 < t2 < ... < tm = T . Îïðåäå-

ëèì ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè óçëàìè, hj = tj+1− tj . Åñëè

óçëû ðàñïîëîæåíû ñ ïîñòîÿííûì øàãîì h = T/m, òî tj = jh.

Àíàëîãè÷íî âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé, âû÷èñëåííûõ â òî÷êå tj ,

ñîêðàùåííî çàïèñûâàåòñÿ êàê fj = f(tj,uj).

�àññìàòðèâàÿ çíà÷åíèÿ â óçëîâûõ òî÷êàõ, ìû çàìåíèëè

íåïðåðûâíîå �óíêöèîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå òî÷íîãî ðåøå-
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íèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ÷åòíûì íàáîðîì äèñ-

êðåòíûõ çíà÷åíèé. Òàêèì îáðàçîì, ìû äèñêðåòèçèðîâàëè èñ-

êîìóþ �óíêöèþ

u
.

Àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå íàçîâåì äèñêðåò-

íûì àíàëîãîì èñõîäíîãî (íåïðåðûâíîãî, äè��åðåíöèàëüíîãî)

óðàâíåíèÿ (èëè ñèñòåìû óðàâíåíèé), âêëþ÷àþùèå íåèçâåñò-

íûå çíà÷åíèÿ

uj â âûáðàííûõ óçëîâûõ òî÷êàõ, ïîëó÷àþòñÿ

èç äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî èçìåíåíèå

âåëè÷èíû

u
. Ïðè ïîëó÷åíèè ýòèõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìî èñ-

ïîëüçîâàòü íåêîòîðîå ïðåäïîëîæåíèå î õàðàêòåðå èçìåíåíèÿ

u
â èíòåðâàëå ìåæäó óçëîâûìè òî÷êàìè. ×àñòî áûâàåò óäîá-

íûì èñïîëüçîâàòü êóñî÷íûå ïðî�èëè, òàêèå, ÷òî äàííûé

ó÷àñòîê ïðî�èëÿ îïèñûâàåò èçìåíåíèå

u
òîëüêî â íåáîëüøîé

÷àñòè ýòîé îáëàñòè ÷åðåç çíà÷åíèÿ

u
â óçëîâûõ òî÷êàõ, íà-

õîäÿùèõñÿ âíóòðè è âîêðóã ýòîé ÷àñòè. Îñíîâíûå ñïîñîáû

ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ îáñóæäàþòñÿ äàëåå.

Ïðè ïðèìåíåíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ âàæíî ïîìíèòü, ÷òî

îíè ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü ëèøü ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ èñ-

êîìîé �óíêöèè. Ñèëà îïèñûâàåìîãî íèæå êëàññà ìåòîäîâ çà-

êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñòåïåíü òî÷íîñòè ìîæíî óâåëè÷èâàòü çà

ñ÷åò áîëåå ÷àñòîãî ðàñïîëîæåíèÿ óçëîâ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

íàñòðîéêè ìåòîäà èñïîëüçóåòñÿ ëèøü îäèí ïàðàìåòð.

§ 2.3. Ýêâèâàëåíòíàÿ èíòåãðàëüíàÿ

�îðìóëèðîâêà çàäà÷è Êîøè

Äëÿ ïîÿñíåíèÿ ¾�èçè÷åñêîãî¿ ñìûñëà ðàññìàòðèâàåìûõ

äàëåå ìåòîäîâ çàìåòèì, ÷òî àáñòðàêòíóþ çàäà÷ó Êîøè (1.8)�

(1.10) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå, �îðìàëüíî

ïðîèíòåãðèðîâàâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïî ïåðåìåííîé t

u(t) = u0 +

∫ t

0
f(τ,u(τ))dτ, (2.3)
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ãäå èíòåãðèðîâàíèå çàïèñûâàåòñÿ äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû îò-

äåëüíî.

�àññìîòðèì óïðîùåííóþ ñèòóàöèþ, êîãäà âåêòîð ïðàâûõ

÷àñòåé f = (f1, ...fn) íå çàâèñèò ÿâíî îò èñêîìûõ �óíêöèé

u(t) = u0 +

∫ t

0
f(τ)dτ. (2.4)

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâà-

íèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì êàæ-

äîå óðàâíåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî. Åñëè ïðàâàÿ

÷àñòü íå èìååò àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ, òî ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ÷èñëåííî, ñ ïðèâëå÷åíèåì

ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ �óíêöèé îäíîãî ïåðåìåí-

íîãî. Ñðåäè íèõ íàèáîëåå ïðîñòûìè è ÷àñòî óïîòðåáèìûìè

ÿâëÿþòñÿ ìåòîä ëåâûõ, ïðàâûõ è öåíòðàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíè-

êîâ, ìåòîä òðàïåöèé, ìåòîä Ñèìïñîíà, à òàêæå áîëåå ñëîæíûå,

ïðåäïîëàãàþùèå ñïåöèàëüíûì îáðàçîì çàäàíèå óçëîâ èíòå-

ãðèðîâàíèÿ. Ïîäðîáíî êâàäðàòóðíûå �îðìóëû îáñóæäàþòñÿ

â ðàìêàõ êóðñà ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, ïåðâûé øàã çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèå-

íèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íà äîñòàòî÷íî ìàëûå îòðåçêè [tj; tj+1]

äëèíû hj = tj+1− tj . Òîãäà óðàâíåíèå (2.4) ìîæíî çàïèñàòü â

ýêâèâàëåíòíîì âèäå

uj+1−uj =

∫ tj+1

tj

f(τ)dτ. (2.5)

Ïðè j = 0 ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå, âêëþ÷àþùåå íà÷àëüíóþ òî÷-

êó (t0;u0)

u1 −u0 =

∫ t1

t0

f(τ)dτ. (2.6)

Óðàâíåíèÿ (2.5) è (2.6) óñòàíàâëèâàþò ïðàâèëî èòåðàöè-

îííîãî (èíäóêöèîííîãî) ïåðåõîäà ìåæäó ñîñåäíèìè óçëàìè
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ðàçáèåíèÿ. Çäåñü óðàâíåíèå (2.5) ïðåäñòàâëåò ñîáîé øàã èí-

äóêöèè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî çíà÷åíèÿ âî âñåõ ïðåäûäóùèõ

óçëàõ èçâåñòíû, è òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü çíà÷åíèå â òî÷êå tj+1.

Óðàâíåíèå (2.6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾áàçó¿, òàê êàê çíà÷åíèå

â íà÷àëüíîì óçëå, j = 0, èçâåñòíî. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëü-

íûì óñëîâèåì çàäà÷è Êîøè. Ïðàâóþ ÷àñòü ìîæíî ïðèáëèæåí-

íî âû÷èñëÿòü ïî ñëåäóþùèì �îðìóëàì

1. ìåòîäà ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ

∫ tj+1

tj

f(τ)dτ = f(tj)hj +O(h2); (2.7)

2. ìåòîäà ïðàâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ

∫ tj+1

tj

f(τ)dτ = f(tj+1)hj +O(h2); (2.8)

3. ìåòîäà öåíòðàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ

∫ tj+1

tj

f(τ)dτ = f(tj+1/2)hj , tj+1/2 = tj +
hj
2

+O(h3); (2.9)

4. ìåòîäà òðàïåöèé

∫ tj+1

tj

f(τ)dτ =
hj
2
(f(tj) + f(tj+1)) +O(h3); (2.10)

5. ìåòîäà Ñèìïñîíà

∫ tj+1

tj

f(τ)dτ =
hj
6
(f(tj) + 4f(tj+1/2) + f(tj+1)) +O(h4). (2.11)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ çà-

äà÷è Êîøè, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîé íå çàâèñèò ÿâíî îò èñêîìûõ

�óíêöèé, ðåøåíà. Î÷åðåäíîå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå

uj+1 ÿâ-

ëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïðîèçâîäíûõ òî÷íîãî ðåøåíèÿ

â ðàçíûõ ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷êàõ îòðåçêà [tj ; tj+1]. Îñòàåòñÿ
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òîëüêî âûáðàòü îïòèìàëüíóþ êîìáèíàöèþ óçëîâ è âåñîâ äëÿ

àïïðîêñèìàöèè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.5). Êàê áóäåò âèä-

íî èç ñëåäóþùåãî ðàçäåëà, íàèáîëåå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå

ïðåäïîëàãàåò ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ñèìïñîíà.

Ñëó÷àé, êîãäà ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ÿâíî çàâèñèò îò

çíà÷åíèé èñêîìîé �óíêöèè, ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì. Ïðîáëå-

ìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ìåæäó ñîñåäíèìè óç-

ëàìè íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé (2.5) è ïðåäëîæåííûõ ñõåì (2.8)�

(2.11) ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ òåêóùàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðåøå-

íèÿ, f(t, u), íå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ÿâíî è äîëæíà áûòü àï-

ïðîêñèìèðîâàíà íà îñíîâå òåêóùåé èí�îðìàöèè. Â òàêîì ñëó-

÷àå âàæíî ïðåäëîæèòü òàêóþ àïïðîêñèìàöèþ èñêîìîé �óíê-

öèè, ÷òî ïðè åå ïîäñòàíîâêå â ïîäûíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ ïî-

ëó÷èòñÿ äîñòàòî÷íî òî÷íîå ïðèáëèæåíèå èñõîäíîé çàäà÷è, êî-

òîðîå ïðè ýòîì áóäåò äîñòàòî÷íî ïðîñòî ðåøèòü. Ýòî äîñòè-

ãàåòñÿ çà ñ÷åò êîìáèíèðîâàíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ (2.7)�

(2.11).

§ 2.4. Ìåòîäû �óíãå�Êóòòû

Íàèáîëåå ÷àñòî ïðè ðåøåíèè òèïîâûõ çàäà÷ Êîøè âûáèðà-

åòñÿ îäèí èç ìåòîäîâ ñåìåéñòâà ìåòîäîâ �óíãå�Êóòòû. Â ðàì-

êàõ ïîäõîäà �óíãå�Êóòòû âîçìîæíî ïîñòðîèòü ìåòîä ëþáîé

òðåáóåìîé òî÷íîñòè. Îäíàêî âìåñòî èçëîæåíèÿ îáùåãî ïîäõî-

äà, îãðàíè÷èìñÿ ëèøü íàèáîëåå ïîïóëÿðíûìè åãî ÷àñòíûìè

ñëó÷àÿìè ïåðâîãî, âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ.

Âñå ìåòîäû ñòðîÿòñÿ ïî èíäóêöèîííîé ñõåìå. Äîïóñòèì,

÷òî ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ �óíêöèé èçâåñòíû â

íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óçëîâ ðàçáèåíèÿ âïëîòü äî óç-

ëà j âêëþ÷èòåëüíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñïîëüçóÿ ýòè íàéäåí-

íûå çíà÷åíèÿ, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü çíà÷åíèå

uj+1 â òî÷êå

j + 1. Êëàññ ìåòîäîâ �óíãå�Êóòòû èñïîëüçóåò ëèøü îäíî,

ïðåäûäóùåå çíà÷åíèå. Â íàøåì ñëó÷àå îíî îòâå÷àåò óçëó j.
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Òàêèå ìåòîäû íàçûâàþòñÿ îäíîøàãîâûìè â îòëè÷èå îò ìåòî-

äîâ Àäàìñà, êîòîðûå èñïîëüçóþò çíà÷åíèÿ â áîëüøåì êîëè-

÷åñòâå óçëîâ ñåòêè. Îäíàêî îäíîøàãîâûå ìåòîäû ìîãóò áûòü

ìíîãîñòàäèéíûìè.

Ïðèâåäåííûå íèæå ñõåìû �óíãå�Êóòòû îáëàäàþò ðÿäîì

ñâîéñòâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ êîìïüþòåðíûõ ðàñ÷åòîâ. 1) Îíè îä-

íîøàãîâûå, òî åñòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ î÷åðåäíîãî çíà÷åíèÿ

uj+1

äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî îäíî çíà÷åíèå â ïðåäûäóùåì óçëå

uj , ïîýòîìó íå òðåáóþò ñïåöèàëüíûõ �îðìóë íà÷àëà ñ÷åòà;

êàæäûé øàã, âêëþ÷àÿ ïåðâûé, âûïîëíÿåòñÿ ïî îäèíàêîâûì

ñòàíäàðòíûì �îðìóëàì. 2) Îäíîøàãîâîñòü ïîçâîëÿåò ëåãêî

ìåíÿòü øàã ñåòêè ïðè ïåðåõîäå îò óçëà ê óçëó, òàê êàê âî

âñå ðàñ÷åòíûå �îðìóëû âõîäèò òîëüêî âåëè÷èíà hj ñ äàííîãî

øàãà. 3) Ìíîãîñòàäèéíûå ñõåìû èìåþò íå òîëüêî âûñîêèé ïî-

ðÿäîê òî÷íîñòè, íî è ìàëûé ÷èñëåííûé êîý��èöèåíò â îñòà-

òî÷íîì ÷ëåíå.

Ìåòîä ïåðâîãî ïîðÿäêà: ÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà. Ñà-

ìûé ïðîñòîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà-

÷è Êîøè íàçûâàåòñÿ ¾ÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà¿. Îí ÿâëÿåòñÿ èñ-

òîðè÷åñêè ïåðâûì ìåòîäîì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Ââèäó íåâûñîêîé òî÷íîñòè è âû÷èñëèòåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè

íà ïðàêòèêå îí ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî â êîìáèíàöèè ñ äðóãèìè

ìåòîäàìè. Ìåòîä íàõîäèò ïðèìåíåíèå â òåîðåòè÷åñêèõ èññëå-

äîâàíèÿõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, çàäà÷ âàðèàöèîííî-

ãî èñ÷èñëåíèÿ è ðÿäà äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì. Îí

ïîëó÷àåòñÿ íà îñíîâå ìåòîäà ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ (2.7),

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü çàäà÷è âû÷èñëÿåòñÿ ëèøü íà ëåâîì êîíöå

îòðåçêà ðàçáèåíèÿ. Çäåñü èñêîìîå çíà÷åíèå �óíêöèè

uj óæå

âû÷èñëåíî, è îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü

uj+1 = uj +

∫ tj+1

tj

f(τ,u(τ))dτ ≈ uj +f(tj,uj)hj . (2.12)
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Ýòîò ìåòîä ïëîõî àïïðîêñèìèðóåò èñõîäíóþ çàäà÷ó è áûñò-

ðî òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, ïåðåñêàêèâàÿ íà äðóãèå èíòåãðàëü-

íûå êðèâûå, îòâå÷àþùèå äðóãèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Äëÿ

åãî óñïåøíîãî ïðèìåíåíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ÷åðåñ÷óð

ìåëêèé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ìåòîä ïåðâîãî ïîðÿäêà: íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà.

Óñòîé÷èâîñòü ïðåäûäóùåãî ìåòîäà ìîæåò áûòü ïîâûøåíà, åñ-

ëè â åãî îñíîâó ïîëîæèòü ìåòîä ïðàâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ (2.8)

è äëÿ àïïðîêñèìàöèè êàñàòåëüíîé èñïîëüçîâàòü íàêëîí íà

ïðàâîì êîíöå îòðåçêà [tj ; tj+1]. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñëå-

äóþùåå íåëèíåéíîå èíäóêöèîííîå ñîîòíîøåíèå

uj+1 ≈ uj +f(tj+1,uj+1)hj . (2.13)

Îäíàêî îïðåäåëåíèå èñêîìîãî çíà÷åíèÿ

uj+1 ñâîäèòñÿ ê ðå-

øåíèþ íåëèíåéíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Òàêàÿ çàäà-

÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà òîëüêî èòåðàöèîííî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ

ñëîæíîé ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ïðîáëåìîé. Ïîýòîìó

íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà òàêæå ïðàêòè÷åñêè íå ïðèìåíÿåòñÿ íà

ïðàêòèêå.

Ìåòîä âòîðîãî ïîðÿäêà: ¾óëó÷øåííûé¿ ìåòîä Ýé-

ëåðà. Ñóùåñòâåííîãî ïîâûøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîé

ñõåìû è òî÷íîñòè ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ ïðè íåêîòîðîì ðîñòå

êîëè÷åñòâà âû÷èñëåíèé ïðàâîé ÷àñòè çàäà÷è óäàåòñÿ äîáèòü-

ñÿ, åñëè ïîëîæèòü â îñíîâó àëãîðèòìà ìåòîä öåíòðàëüíûõ ïðÿ-

ìîóãîëüíèêîâ (2.9)

uj+1 ≈ uj +f(tj+1/2,uj+1/2)hj . (2.14)

Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå

uj+1/2 â öåíòðàëü-

íîé òî÷êå îòðåçêà ðàçáèåíèÿ t = tj+1/2. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà
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ýòîé ñòàäèè äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà

uj+1/2 ≈ uj +
hj
2
f(tj,uj),

âûïîëíèâ ïåðåõîä ëèøü íà ïîëøàãà, hj/2. Òàêîé ïîäõîä îáåñ-

ïå÷èâàåò ñîãëàñîâàííûé óðîâåíü òî÷íîñòè.

Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå. Òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ óðàâíå-

íèÿ (2.14) ñ ó÷åòîì ïîãðåøíîñòè �îðìóëû öåíòðàëüíûõ ïðÿ-

ìîóãîëüíèêîâ èìååò ñëåäóþùèé âèä

uj+1 = uj +f(tj+1/2,uj+1/2)hj +O(h3j ). (2.15)

Íà îñíîâå ÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà çíà÷åíèå

uj+1/2 ïîëó÷àåòñÿ

ñî ñëåäóþùåé òî÷íîñòüþ

uj+1/2 = uj +
hj
2
f(tj ,uj) +O(h2j ). (2.16)

Ïîäñòàíîâêà (2.16) â (2.15) ýêâèâàëåíòíà îøèáêå ïîðÿäêà

O(h2j )

f(tj+1/2,uj+1/2) = f
(

tj+1/2,uj +
hj
2
f(tj,uj)

)

+O(h2j ).

Ñ ó÷åòîì ìíîæèòåëÿ hj ïðè f â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé (2.15)

îêîí÷àòåëüíî èìååì

uj+1 = uj +f
(

tj+1/2,uj +
hj
2
f(tj ,uj)

)

hj +O(h3j ). (2.17)

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå åñòü íè÷òî èíîå êàê êîìáèíàöèÿ äâóõ

ñòàäèé óëó÷øåííîãî ìåòîäà Ýéëåðà. Èç âûâîäà óðàâíåíèÿ ñëå-

äóåò, ÷òî ëîêàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ èñêîìîãî çíà÷å-

íèÿ

uj óáûâàåò ïðîïîðöèîíàëüíî h3j . Îäíàêî ëîêàëüíàÿ ïî-

ãðåøíîñòü íàêàïëèâàåòñÿ â ïðîöåññå ïåðåõîäà ìåæäó óçëàìè

è îáùàÿ òî÷íîñòü ìåòîäà ñîñòàâëÿåò O(h2j ).
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Òàêèì îáðàçîì, óëó÷øåííûé ìåòîä Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ äâóõ-

ñòàäèéíûì. Íà êàæäîì îòðåçêå ðàçáèåíèÿ òðåáóåòñÿ âûïîë-

íèòü äâà ðàñ÷åòà, îäíîãî âñïîìîãàòåëüíîãî çíà÷åíèÿ,

uj+1/2,

è îäíîãî èñêîìîãî çíà÷åíèÿ,

uj+1. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â

ýòîì ìåòîäå íåò íåîáõîäèìîñòè íà êàæäîì øàãå ðåøàòü ñè-

ñòåìó íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïîýòîìó ìåòîä

íàçûâàåòñÿ ÿâíûì, êàê è îðèãèíàëüíûé ìåòîä Ýéëåðà.

Ìåòîä ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. ¾Êëàññè÷åñêèé¿ ÿâíûé

ìåòîä �óíãå�Êóòòû. Èç âñåãî ñåìåéñòâà ìåòîäîâ �óíãå�

Êóòòû íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé ìåòîä ÷åòâåð-

òîãî ïîðÿäêà. Îí ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõñòàäèéíûì è îáåñïå÷èâà-

åò ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè. Äëÿ ïåðåõîäà ìåæäó ñîñåä-

íèìè óçëàìè ðàçáèåíèÿ tj è tj+1 íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü òðè

âñïîìîãàòåëüíûõ çíà÷åíèÿ â ðàçíûõ ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷êàõ

è èñêîìîå çíà÷åíèå

uj+1. Ñõåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìåòîäà

Ñèìïñîíà è ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

uj+1 ≈ uj +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4), (2.18)

ãäå

k1 = f(tj,uj), k2 = f(tj+1/2,uj +hjk1/2),

k3 = f(tj+1/2,uj +hjk2/2), k4 = f(tj+1,uj +hjk3).

Îïèñàííûé ìåòîä ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-

íûì ñ òî÷êè çðåíèÿ êîëè÷åñòâà âû÷èñëåíèé, òðåáóåìûõ äëÿ

îïðåäåëåíèÿ î÷åðåäíîãî çíà÷åíèÿ

uj , è òî÷íîñòè, ñ êîòîðîé

ýòè çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïðè çàäàííîì øàãå hj .

§ 2.5. Àâòîìàòè÷åñêèé âûáîð øàãà

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèìåíåíèå �îðìóë (2.12)�(2.18) íå îãðàíè-

÷èâàåòñÿ ðàâíîìåðíûì ðàçáèåíèåì îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ.
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Ëîêàëüíûé øàã â äàííîé òî÷êå tj ïðèíÿòî îïðåäåëÿòü äèíà-

ìè÷åñêè. Äëÿ ýòîãî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåäëîæåíû ðàçíûå

ïîäõîäû. Îäèí èç íèõ íàçûâàåòñÿ ¾ïðàâèëî �óíãå¿. Îïðåäå-

ëèì ïîíÿòèå ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà íà ïðèìåðå ñêà-

ëÿðíîé çàäà÷è Êîøè. ×èñëåííûé ìåòîä õàðàêòåðèçóåòñÿ ïî-

ãðåøíîñòüþ ïîðÿäêà p − 1 â òî÷êå t = tj+1, åñëè ðàçíîñòü

ìåæäó òî÷íûì çíà÷åíèåì u(tj+1) è ïðèáëèæåííûì u
(h)
j+1 ìîæ-

íî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå

u(tj+1)− u
(h)
j+1 = Chp + o(hp),

ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íåçàâèñÿùàÿ îò øàãà hj = h,

âåðõíèé èíäåêñ (h) ïîêàçûâàåò øàã, ñ êîòîðûì áûëî âûïîë-

íåíî èíòåãðèðîâàíèå íà îòðåçêå [tj; tj+1]. Åñëè âûïîëíèòü

äâàæäû àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ ñ øàãîì âäâîå ìåíüøèì,

hj = h/2, òî ñïðàâåäëèâûì îêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíî-

øåíèå

u(tj+1)− u
(h/2)
j+1 = 2C

hp

2p
+ o(hp). (2.19)

Âû÷èòàíèåì íàéäåì îöåíêó äëÿ íåèçâåñòíîé êîíñòàíòû C

C =
2p−1

hp
u
(h)
j − u

(h/2)
j

2p−1 − 1
+ o(1).

Ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò â ñîîòíîøåíèå (2.19), ïîëó÷èì îêîí÷à-

òåëüíî

u(tj+1)− u
(h/2)
j+1 = ε+ o(hp), ε =

u
(h)
j+1 − u

(h/2)
j+1

2p−1 − 1
. (2.20)

Òàêèì îáðàçîì, ïîãðåøíîñòü ε ìåòîäà â ãëàâíîì ÷ëåíå îöåíè-

âàåòñÿ ïî ïðîñòîé �îðìóëå (2.20). Îäíàêî äëÿ ýòîãî íåîáõî-

äèìî âûïîëíèòü òðè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âûáðàííîìó ìåòîäó,

÷òîáû äâàæäû ïåðåéòè èç òî÷êè t = tj â òî÷êó t = tj+1. Îäèí

ðàç ñ øàãîì hj = h è äâà ðàçà ñ øàãîì hj = h/2. Ïîëó÷åííûå
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çíà÷åíèÿ u
(h)
j+1 è u

(h/2)
j+1 èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíêè

ãëàâíîãî ÷ëåíà ðåàëüíîé ïîãðåøíîñòè ε. Åñëè àáñîëþòíàÿ âå-

ëè÷èíà ε ïðåâûøàåò íåêîòîðóþ çàðàíåå âûáðàííóþ âåëè÷èíó

ε0 > 0, òî øàã èíòåãðèðîâàíèÿ óìåíüøàåòñÿ. Íàïðèìåð, â êà-

÷åñòâå áàçîâîãî ìîæíî ïðèíÿòü hj = h/2. Òîãäà îäíî èíòåãðè-

ðîâàíèå óæå áûëî âûïîëíåíî. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü äâàæäû

÷èñëåííûé àëãîðèòì ñ øàãîì hj = h/4. Åñëè, íàïðîòèâ, ε

ñóùåñòâåííî ìåíüøå ε0, òî òåêóùåå çíà÷åíèå u
(h/2)
j+1 ïðèíèìà-

åòñÿ. Îäíîâðåìåííî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîïûòêà óâåëè÷èòü øàã

hj+1 äî ñëåäóþùåãî óçëà ðàçáèåíèÿ.

�àçóìååòñÿ, àëãîðèòìû âûáîðà øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ìî-

ãóò îñíîâûâàòüñÿ è íà èíûõ ïðèíöèïàõ. Íàïðèìåð, ìîæíî

âûáèðàòü øàã hj àäàïòèðóþùèìñÿ ê ðåøåíèþ: óìåíüøàòü

ïðè óâåëè÷åíèè àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ïðîèçâîäíîé è óâåëè-

÷èâàòü ïðè åå óìåíüøåíèè. Ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ýòèõ âî-

ïðîñîâ ìîæíî íàéòè â ñïåöèàëèçèðîâàííîé ëèòåðàòóðå.

§ 2.6. Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî

âûïîëíåíèÿ

Äëÿ óñâîåíèÿ èçëîæåííîãî ìàòåðèàëà ïðåäëàãàåòñÿ ðå-

øèòü çàäà÷è § 1.6 ÷èñëåííî, ïðèìåíÿÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû, èç-

ëîæåííûå â ýòîé ãëàâå. Ïîäðîáíî ïðîãðàììèðîâàíèå ýòèõ ìå-

òîäîâ ðàçîáðàíî íà ïðèìåðå çàäà÷è § 3.1.
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Ïðèìåðû ïðîöåññîâ ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè

ïàðàìåòðàìè

§ 3.1. Ïðèìåð ïëîõî îáóñëîâëåííîé çàäà÷è

Êîøè

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðèìåíèå ÷èñ-

ëåííûõ ìåòîäîâ íà ïðèìåðå ñëåäóþùåé ñèñòåìû îáûêíîâåí-

íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

u̇1 =
u1

2 + 2t
− 2tu2, (3.1)

u̇2 =
u2

2 + 2t
+ 2tu1. (3.2)

Åå ðåøåíèå ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

u1(0) = 1, u2(0) = 0 (3.3)

ìîæåò áûòü âûðàæåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì

u1 =
√
1 + t cos(t2), u2 =

√
1 + t sin(t2). (3.4)

Â êà÷åñòâå ïðîâåðêè ïîëåçíî âû÷èñëèòü, íàïðèìåð, ïðîèçâîä-

íóþ �óíêöèè u1, êîòîðàÿ ðàâíà

u̇1 =
cos(t2)

2
√
1 + t

− 2t
√
1 + t sin(t2). (3.5)
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé (3.4) â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-

íåíèÿ (3.1), ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäíåå ñòàíîâèòñÿ ýêâèâà-

ëåíòíî óðàâíåíèþ (3.5). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ è

óðàâíåíèå (3.2). Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèè (3.4) óäîâëåòâîðÿ-

þò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (3.3) è îáðàùàþò äè��åðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ (3.1)�(3.2) â òîæäåñòâî. Ýòî è ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëå-

íèåì ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

0 1 2 3 4 5
t

-3

-2

-1

0

1

2

3

u 1, u
2

u
1

u
2

�èñ. 3.1: �ðà�èê ðåøåíèÿ (3.4) çàäà÷è Êîøè (3.1)�(3.3). �îñò

àìïëèòóäû êîëåáàíèé ñâÿçàí ñ ìíîæèòåëåì

√
1 + t, à óâåëè÷å-

íèå ÷àñòîòû � ñ êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòüþ ïåðèîäè÷åñêèõ

�óíêöèé â ñòðóêòóðå ðåøåíèÿ îò àðãóìåíòà t.

Ïðåäëîæåííàÿ çàäà÷à (3.1)�(3.3) õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ èñ-

ñëåäîâàíèÿ îñíîâíûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ ñ ïðèâëå-

÷åíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Â ÷àñòíîñòè, çàäà÷à õàðàêòåðèçó-

åòñÿ âûðàæåííîé íåëèíåéíîñòüþ, è äëÿ íåå èçâåñòíî àíàëèòè-

÷åñêîå ðåøåíèå (3.5), êîòîðîå ìîæíî ñðàâíèâàòü ñ ÷èñëåííûì
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ðåøåíèåì. �ðà�èê ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1)�(3.3) â ÿâíîì âèäå

ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 3.1. Áëàãîäàðÿ ïåðèîäè÷åñêèì òðèãî-

íîìåòðè÷åñêèì �óíêöèÿì sin è cos â ñòðóêòóðå ðåøåíèÿ (3.5)

ñ êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòüþ îò íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t

÷àñòîòà îñöèëëÿöèé ðåøåíèÿ áûñòðî íàðàñòàåò ñ ðîñòîì àðãó-

ìåíòà.

-3 -2 -1 0 1 2 3
u

1

-3

-2

-1

0

1

2

3

u 2

�èñ. 3.2: �ðà�èê ðåøåíèÿ â ïëîñêîñòè (u1;u2). Àðãóìåíò t âû-

ñòóïàåò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà âäîëü òðàåêòîðèè, êîòîðàÿ ïî

ñïèðàëè ðàñõîäèòñÿ îò íà÷àëüíîé òî÷êè, îòìå÷åííîé ìàðêå-

ðîì. Èñõîäíàÿ çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíîé, ïîýòîìó �à-

çîâûé ïîðòðåò äîëæåí èçîáðàæàòüñÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå ñ êîîðäèíàòàìè (t;u1;u2).

Èíòåðåñíî ïðîàíàëèçèðîâàòü ðåøåíèå çàäà÷è â �àçîâîé

ïëîñêîñòè. Òàê êàê çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíîé, òî ãðà�èê

äîëæåí èçîáðàæàòüñÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå ïåðå-

ìåííàÿ t âûñòóïàåò â êà÷åñòâå îäíîé èç îñåé. Íà ðèñóíêå 3.2
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òðàåêòîðèÿ ïðåäñòàâëåíà â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü (u1, u2). Çà-

ìåòèì, ÷òî òðàåêòîðèÿ ðàñõîäèòñÿ ïî ñïèðàëè îò íà÷àëüíîé

òî÷êè. Îäíàêî ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè âèòêà-

ìè ñîêðàùàåòñÿ.

Çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ íåàâòîíîìíîé è ëèíåéíîé ïî èñêîìûì

�óíêöèÿì, ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè. Òåîðèÿ óñòîé-

÷èâîñòè (îáóñëîâëåííîñòè) òàêèõ çàäà÷ îñòàåòñÿ âíå êðó-

ãà âîïðîñîâ, îõâàòûâàåìûõ äàííûì ïîñîáèåì. Îäíàêî íåêî-

òîðîå èññëåäîâàíèå âîçìîæíî íà îñíîâå ïîäõîäà, èçëîæåí-

íîãî â § 1.3 äëÿ çàäà÷ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûå äàííûå âíåñåíà ïîãðåøíîñòü

ε0 = (ε01; ε
0
2), ÷òî îòâå÷àåò âîçìóùåííîìó ðåøåíèþ

u∗
. Çàïè-

øåì çàäà÷ó äëÿ ðàçíîñòè âîçìóùåííîãî è òî÷íîãî ðåøåíèÿ

ε̇ = Aε, ε(0) = ε0, ε(t) = u∗ −u,

A =

(

(2 + 2t)−1 −2t

2t (2 + 2t)−1

)

,

ãäå ìàòðèöà A� ìàòðèöà ßêîáè ïðàâîé ÷àñòè èññëåäóåìîé çà-

äà÷è Êîøè (3.1)�(3.3). Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýòîé ìàòðèöû êîì-

ïëåêñíûå è èìåþò âèä

λ =
1

2 + 2t
± i2t.

Çäåñü i � ìíèìàÿ åäèíèöà, êîðåíü êâàäðàòíûé èç −1. Äåé-

ñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü (2 + 2t)−1
êàæäîãî èç ýòèõ ÷èñåë îñòàåòñÿ

ïîëîæèòåëüíîé. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îíà óáûâàåò ñî âðåìåíåì,

ìíîæèòåëü c(t) â óðàâíåíèè (1.12) îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïîíåíòîé

îò èíòåãðàëà ñîáñòâåííîãî ÷èñëà è ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì äëè-

íû èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷è Êîøè. Ñëåäîâàòåëüíî,

÷èñëåííîå ðåøåíèå áóäåò âñå áîëüøå îòêëîíÿòüñÿ îò òî÷íî-

ãî ñ êàæäûì ñëåäóþùèì øàãîì èíòåãðèðîâàíèÿ hj . Ñêîðîñòü

íàêîïëåíèÿ îøèáêè îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íîñòüþ, ñ êîòîðîé ìåòîä
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ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü î÷åðåäíîå çíà÷åíèå

uj+1 è àïïðîêñèìè-

ðóåò ñêîðîñòü åãî èçìåíåíèÿ íà êàæäîì èíòåðâàëå [tj; tj+1]

ðàçáèåíèÿ.

Àíàëèç ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Äî ñèõ ïîð îòêðûòûì

îñòàâàëñÿ âîïðîñ, èç êàêèõ ñîîáðàæåíèé ïîäáèðàòü øàã hj ñåò-

êè ïî ïåðåìåííîé t, è êàê åãî çíà÷åíèå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò.

Äî íåêîòîðîé ñòåïåíè îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû ïîçâîëÿåò ÷èñ-

ëåííîå èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè. Äëÿ ýòîãî âûïîëíÿåòñÿ ðàñ-

÷åò çàäà÷è íà ðàçíûõ ñåòêàõ. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ñõîäèìîñòü

ÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ. Íà ðèñóí-

êå 3.3 ñïëîøíîé æèðíîé ëèíèåé èçîáðàæåí ãðà�èê òî÷íîãî

ðåøåíèÿ u2(t). Îñòàëüíûå êðèâûå îòâå÷àþò òîé æå �óíêöèè,

ïîñòðîåííîé ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà, § 2.4, ïðè ïîñòîÿííîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ h = 0.1,

0.01, 0.001. Àíàëîãè÷íî íà ðèñóíêå 3.4 ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåí-

íîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ óëó÷øåííûé ìåòîä Ýéëåðà, § 2.4.

Î÷åâèäíà òåíäåíöèÿ çàâûøåíèÿ àìïëèòóäû ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ òî÷íûì. Ýòà òåíäåíöèÿ ñîõðàíÿåòñÿ

íåçàâèñèìî îò øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðè èçìåëü÷åíèè øàãà

óäàåòñÿ ëèøü óâåëè÷èòü îêðåñòíîñòü íà÷àëüíîé òî÷êè, â êîòî-

ðîé ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äîñòàòî÷íî áëèçêî ê òî÷íîìó. Îá

ýòîì ñâèäåòåëüñòâóåò àíàëèç ðåøåíèÿ íà áîëüøèõ âðåìåíàõ.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàâèñèìîñòü u2 îò âðåìåíè äëÿ òî÷íîãî è

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 3.5.
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�èñ. 3.3: Ñõîäèìîñòü ÿâíîãî ìåòîäà Ýéëåðà ïåðâîãî ïîðÿäêà

òî÷íîñòè íà ïðèìåðå �óíêöèè u2(t). Òîëñòàÿ ñïëîøíàÿ ëè-

íèÿ îòâå÷àåò òî÷íîìó ðåøåíèþ. Òîíêèå ëèíèè îòâå÷àþò ïðè-

áëèæåííîìó ðåøåíèþ, ïîñòðîåííîìó ñ ïîñòîÿííûì øàãîì 0.1

(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), 0.01 (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è 0.001 (øòðèõ-

ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ). Ìåæäó óçëàìè ñåòêè èñïîëüçóåòñÿ ëè-

íåéíîå âîñïîëíåíèå. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ íåïëàâíûé õàðàêòåð

ñïëîøíîé òîíêîé ëèíèè, äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîòîðîé èñïîëüçîâà-

ëàñü ëèøü 51 òî÷êà (óçëû ñåòî÷íîé �óíêöèè).
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�èñ. 3.4: Ñõîäèìîñòü óëó÷øåííîãî ìåòîäà Ýéëåðà íà ïðèìå-

ðå �óíêöèè u2(t). Òîëñòàÿ ñïëîøíàÿ ëèíèÿ îòâå÷àåò òî÷íî-

ìó ðåøåíèþ. Òîíêèå ëèíèè îòâå÷àþò ïðèáëèæåííîìó ðåøå-

íèþ, ïîñòðîåííîìó ñ ïîñòîÿííûì øàãîì 0.1 (ñïëîøíàÿ ëè-

íèÿ), 0.01 (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è 0.001 (øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëè-

íèÿ). Ìåæäó óçëàìè ñåòêè èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíîå âîñïîëíå-

íèå. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ íåïëàâíûé õàðàêòåð ñïëîøíîé òîíêîé

ëèíèè, äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîòîðîé èñïîëüçîâàëàñü ëèøü 51 òî÷êà

(óçëû ñåòî÷íîé �óíêöèè). Íà âûáðàííîì îòðåçêå èíòåãðèðî-

âàíèÿ ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííûå ñ øàãîì 0.01 è 0.001, ïðàêòè÷å-

ñêè íåîòëè÷èìû îò òî÷íîãî. �åøåíèå, ïîñòðîåííîå ïðè øà-

ãå 0.1, ïðàêòè÷åñêè ïîâòîðÿåò ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïðè øàãå

0.01 ïî ìåòîäó Ýéëåðà ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè (ïóíêòèðíàÿ

ëèíèÿ íà ðèñóíêå 3.3).
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�èñ. 3.5: Ñõîäèìîñòü óëó÷øåííîãî ìåòîäà Ýéëåðà íà ïðèìå-

ðå �óíêöèè u2(t). Òîëñòàÿ ñïëîøíàÿ ëèíèÿ îòâå÷àåò òî÷íîìó

ðåøåíèþ. Òîíêèå ëèíèè îòâå÷àþò ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ,

ïîñòðîåííîìó ñ ïîñòîÿííûì øàãîì 0.01 (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ)

è 0.001 (øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ). Ìåæäó óçëàìè ñåòêè èñ-

ïîëüçóåòñÿ ëèíåéíîå âîñïîëíåíèå. ×èñëåííîå ðåøåíèå, èçîá-

ðàæåííîå ïóíêòèðíîé ëèíèåé, íåîòëè÷èìî îò òî÷íîãî ðåøå-

íèÿ íà ìàëûõ âðåìåíàõ. Îäíàêî ñ ðîñòîì t ïðîÿâëÿåòñÿ òåí-

äåíöèÿ ¾ðàçáàëòûâàíèÿ¿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Àíàëîãè÷-

íàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ è ïðè h = 0.001, íî ïðè çíà÷èòåëü-

íî áîëüøèõ âðåìåíàõ.
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�åøåíèå çàäà÷è â ïàêåòå ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì

MatLab. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è (3.1)�(3.3) è ñðàâ-

íåíèè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñ òî÷íûì ñîîòâåòñòâóþùóþ

ïðîãðàììó íà ÿçûêå MatLab ïðåäëàãàåòñÿ îðãàíèçîâàòü ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Âî-ïåðâûõ, â îòäåëüíîì �àéëå ðåàëèçóåì

�óíêöèþ, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò òî÷íîå çíà÷åíèå ðåøåíèÿ ïî

�îðìóëàì (3.4)

funtion [u1 , u2℄ = Analit(t)

u1 = os(t.^2) .* sqrt (1+t);

u2 = sin(t.^2) .* sqrt (1+t);

end

Ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íà âõîä îäèí àðãóìåíò � ìàññèâ t ìî-

ìåíòîâ âðåìåíè, äëÿ êîòîðûõ òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ

�óíêöèé u1 è u2. �åçóëüòàò âû÷èñëåíèé ñîõðàíÿåòñÿ â ñîîò-

âåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå�ìàññèâû, ðàçìåð êîòîðûõ ñîâïàäà-

åò ñ ðàçìåðîì ìàññèâà t. Ìàññèâû u1 è u2 ÿâëÿþòñÿ âûõîäíû-

ìè àðãóìåíòàìè �óíêöèè. Ïðèìåíåíèå îïåðàòîðîâ óìíîæå-

íèÿ è âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ñî çíàêîì ¾.¿ ïîçâîëÿåò ñèñòåìå

âåêòîðèçîâàòü âû÷èñëåíèå êàæäîãî ýëåìåíòà ìàññèâîâ u1 è

u2. Òî åñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê âåêòî-

ðó ïîýëåìåíòíî.

Ëþáàÿ ñõåìà ìåòîäîâ �óíãå�Êóòòû ïðåäïîëàãàåò ìíîãî-

êðàòíîå âû÷èñëåíèå ïðàâîé ÷àñòè çàäà÷è Êîøè. Ïîýòîìó äà-

ëåå â îòäåëüíîì �àéëå íàïèøåì �óíêöèþ, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò

ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

funtion dy = f(t, y)

dy = zeros(length(y), 1);

dy (1) = y(1) /(2+2*t) -2*t*y(2);

dy (2) = y(2) /(2+2*t)+2*t*y(1);

end
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Çäåñü ïðåäïèñàí ïîðÿäîê óðàâíåíèé è íåèçâåñòíûõ ñîãëàñíî

ïðèíÿòîé èíäåêñàöèè â óðàâíåíèÿõ (3.1)�(3.2).

Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî åå ïðà-

âàÿ ÷àñòü çàâèñèò îò äâóõ àðãóìåíòîâ: òåêóùåãî ìîìåíòà âðå-

ìåíè t, äëÿ êîòîðîãî âû÷èñëÿåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü, è ñîîòâåò-

ñòâóùèõ çíà÷åíèé èñêîìûõ �óíêöèé, îðãàíèçîâàííûõ â âè-

äå âåêòîðà y. Â äàííîì ïðèìåðå ïðàâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé âåêòîð èç äâóõ ýëåìåíòîâ. Âûçîâîì �óíêöèè zeros â

ïàìÿòè êîìïüþòåðà ðåçåðâèðóåòñÿ ìåñòî (è çàïîëíÿåòñÿ íó-

ëÿìè) ïîä âåêòîð-ñòîëáåö, ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êîòîðîì ðàâíî

÷èñëó ýëåìåíòîâ ìàññèâà y. Ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâûé ýëåìåíò

àðãóìåíòà-ìàññèâà y ïî ñâîåìó ñìûñëó åñòü çíà÷åíèå ïåðâîé

�óíêöèè, u1, îòâå÷àþùåå òåêóùåìó ìîìåíòó âðåìåíè t. Àíà-

ëîãè÷íî ðàñêðûâàåòñÿ ñìûñë âòîðîãî ýëåìåíòà ìàññèâà.

�åàëèçóåì îäèí øàã óëó÷øåííîãî ìåòîäà Ýéëåðà, êîòîðûé

â äàëüíåéøåì áóäåò ìíîãîêðàòíî âûçûâàòüñÿ èç îñíîâíîé ïðî-

ãàììû äëÿ ïåðåõîäà ìåæäó ñîñåäíèìè óçëàìè ñåòî÷íîãî ðåøå-

íèÿ. Íàçîâåì �óíêöèþ Euler2

funtion result = Euler2(t, y, h)

K1 = f(t+h/2, y);

result = y + h*f(t+h, y+h*K1);

end;

Çäåñü çíà÷åíèå ïåðâîãî àðãóìåíòà t è âòîðîãî àðãóìåíòà �

âåêòîðà-ñòîëáöà y � îòâå÷àþò óçëó j â �îðìóëå (2.14). Ñî-

îòâåòñòâåííî, òðåòèé àðãóìåíò �óíêöèè � øàã äî î÷åðåäíîãî

óçëà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Îñíîâíîé �àéë, êîòîðûé ÷àñòî íàçûâàþò èìåíåì main, ìî-

æåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

T = 10;

n = 1001;

h = T/(n -1);

u = zeros(2, n);

u(:, 1) = [1;0℄;
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t = linspae (0,T,n);

for k = 1:(n-1)

u(:, k+1) = Euler2(t(k), u(:, k), h);

end

figure

hold on

plot (t, u(2,:), 'k--')

[u1 , u2℄ = Analit(t);

plot (t, u2 , 'k-')

Çäåñü çàäàåòñÿ îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ [0;T ] è ÷èñëî n óç-

ëîâ ñåòî÷íîé �óíêöèè ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óçëà, â êîòîðîì

çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è Êîøè. Â òðåòüåé ñòðî÷êå

âû÷èñëÿåòñÿ øàã èíòåãðèðîâàíèÿ h. Â äàííîì ïðèìåðå îí ðà-

âåí 0.01. Çàòåì âûäåëÿåòñÿ ïàìÿòü äëÿ õðàíåíèÿ n âåêòîðîâ-

ñòîëáöîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ � çíà÷åíèå ñåòî÷íûõ �óíêöèé

(u1;u2) â ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò âðåìåíè. Ïåðâûé ñòîëáåö

çàïîëíÿåòñÿ ñîãëàñíî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Óçëû èíòåãðèðî-

âàíèÿ ãåíåðèðóþòñÿ �óíêöèåé linspae. Çàòåì â öèêëå äëÿ

êàæäîãî î÷åðåäíîãî óçëà k − 1 âûçûâàåòñÿ �óíêöèÿ Euler2

äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ â íîâîì óçëå k. Ïî-

ñëå âûïîëíåíèÿ ýòîãî öèêëà ïðèáëèæåííîå è òî÷íîå ðåøåíèå

äëÿ �óíêöèè u2 ñòðîÿòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì îêíå.

§ 3.2. �ðàâèòàöèîííûé ìàíåâð

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äâèæåíèÿ íåáåñíûõ òåë ïðèíÿòî

îïèñûâàòü îáûêíîâåííûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿ-

ìè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî òåëà, ó÷àñòâóþùèå â äâèæåíèè

ìîæíî ñ÷èòàòü ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè, èõ ðàçìåðû çíà÷è-

òåëüíî ìåíüøå õàðàêòåðíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáîâ ïå-

ðåìåùåíèÿ òåë. �àññìîòðèì çàäà÷ó î ãðàâèòàöèîííîì ìàíåâ-

ðå. �ðàâèòàöèîííûé ìàíåâð � öåëåíàïðàâëåííîå èçìåíåíèå

òðàåêòîðèè ïîëåòà êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà ïîä äåéñòâèåì ãðà-
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âèòàöèîííûõ ïîëåé íåáåñíûõ òåë. �ðàâèòàöèîííûé ìàí¼âð

îêîëî äâèæóùåãîñÿ ïî îðáèòå ìàññèâíîãî íåáåñíîãî òåëà �

ïëàíåòû èëè êðóïíîãî åñòåñòâåííîãî ñïóòíèêà ïëàíåòû � ïîç-

âîëÿåò èçìåíèòü êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ êîñìè÷åñêîãî àïïàðà-

òà è íàïðàâëåíèå åãî äâèæåíèÿ áåç çàòðàò òîïëèâà. Ôàêòè-

÷åñêè, ðå÷ü èä¼ò î ïåðåðàñïðåäåëåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

íåáåñíîãî òåëà è êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà. Íàñêîëüêî èçìåíÿåò-

ñÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ àïïàðàòà, íàñòîëüêî æå èçìåíÿåòñÿ â

îáðàòíóþ ñòîðîíó êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ íåáåñíîãî

òåëà ïî åãî îðáèòå. Ïîñêîëüêó ìàññà èñêóññòâåííîãî êîñìè-

÷åñêîãî àïïàðàòà èñ÷åçàþùå ìàëà â ñðàâíåíèè ñ ìàññîé ëþ-

áîãî ïðèãîäíîãî äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ìàí¼âðà íåáåñíîãî òåëà

(âêëþ÷àÿ ñïóòíèêè ïëàíåò), èçìåíåíèå îðáèòû ýòîãî òåëà îêà-

çûâàåòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëûì. Òàêèì îáðàçîì, ãðàâèòàöèîí-

íûé ìàí¼âð ÿâëÿåòñÿ ¾áåñïëàòíûì¿ è ý��åêòèâíûì ñïîñîáîì

ðàçãîíà, òîðìîæåíèÿ èëè èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ

êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ â öåëÿõ èññëåäîâàíèÿ âñåé Ñîëíå÷íîé

ñèñòåìû è âûõîäà çà å¼ ïðåäåëû ïðè ñóùåñòâóþùèõ ðàêåòíûõ

òåõíîëîãèÿõ.

Âïåðâûå ãðàâèòàöèîííûé ìàíåâð áûë óñïåøíî îñóùåñòâ-

ë¼í â 1959 ãîäó ñîâåòñêîé àâòîìàòè÷åñêîé ìåæïëàíåòíîé ñòàí-

öèåé (ÀÌÑ) Ëóíà-3. �ðàâèòàöèîííûé ìàíåâð ÷àñòî èñïîëüçó-

åòñÿ äëÿ ðàçãîíà àâòîìàòè÷åñêèõ ìåæïëàíåòíûõ ñòàíöèé, îò-

ïðàâëÿåìûõ ê îòäàë¼ííûì îáúåêòàì Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû è çà

å¼ ïðåäåëû, ñ öåëüþ ýêîíîìèè òîïëèâà è ñîêðàùåíèÿ âðåìå-

íè ïîë¼òà. Â òàêîì ïðèìåíåíèè èçâåñòåí òàêæå ïîä íàçâàíè-

åì ¾ãðàâèòàöèîííàÿ ïðàùà¿ (îò àíãë. gravitational slingshot).

Ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ è äëÿ çàìåäëåíèÿ êîñìè÷åñêîãî àïïà-

ðàòà, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íàèáîëåå âàæíîå çíà÷åíèå èìååò

èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ åãî äâèæåíèÿ. Íàèáîëåå ý��åêòèâíû

ãðàâèòàöèîííûå ìàí¼âðû ó ïëàíåò-ãèãàíòîâ, íî íåðåäêî èñ-

ïîëüçóþòñÿ ìàí¼âðû ó Âåíåðû, Çåìëè, Ìàðñà è äàæå Ëóíû.
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Ñåðèÿ ãðàâèòàöèîííûõ ìàíåâðîâ ïðèìåíÿëàñü, â ÷àñòíîñòè,

äëÿ óïðàâëåíèÿ òðàåêòîðèÿìè ïîëåòà äâóõ àìåðèêàíñêèõ êîñ-

ìè÷åñêèõ çîíäîâ, çàïóùåííûõ â 1977 ãîäó: ¾Âîÿäæåð�1¿ è

¾Âîÿäæåð�2¿.

Ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó, îïèñûâàþùóþ ãðàâèòàöèîííûé

ìàíåâð, ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ ñõåìà äâèæåíèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 3.6.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ íåêîòîðûé ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð

ìàññû M0, íàïðèìåð, Ñîëíöå, êîòîðûé ãåíåðèðóåò îñíîâíîå,

�îíîâîå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ñ ãðàâèòàöèîííûì ïîòåíöèàëîì

ϕ0(R0) = G
M0

R0
,

ãäå G = 6.674 × 10−11
ì

3
êã

−1
ñ

−2
� ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿí-

íàÿ, R0 � ðàññòîÿíèå îò ¾ïðîáíîãî òåëà¿ (ïëàíåòû èëè ëåòà-

òåëüíîãî àïïàðàòà) äî ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà. Ïðåíåáðåãàÿ

äâèæåíèåì ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà, ñâÿæåì ñ íèì ñèñòåìó

êîîðäèíàò, è áóäåì ñ÷èòàòü åå èíåðöèàëüíîé. Òîãäà ðàñïðåäå-

ëåíèå ïîòåíöèàëà ϕ0 ïîñòîÿííî âî âðåìåíè.

Äâèæåíèå ìàññèâíîãî òåëà, ïëàíåòû èëè åñòåñòâåííîãî

ñïóòíèêà, ìàññû M , îêîëî êîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ ãðàâè-

òàöèîííûé ìàíåâð, îïðåäåëÿåòñÿ ýòèì ïîòåíöèàëîì. Âîîáùå,

ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ýëëèïòè÷å-

ñêîé òðàåêòîðèåé. Îäíàêî ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû ìíîãèõ ïëà-

íåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû áëèçîê ê íóëþ. Òàêæå ó÷èòûâàÿ, ÷òî

îñíîâíîå âçàèìîäåéñòâèå ïëàíåòû è ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà

ïðîèñõîäèò íà ìàëûõ âðåìåíàõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðèîäîì îá-

ðàùåíèÿ ìàññèâíîãî òåëà, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òðàåêòîðèÿ �

îêðóæíîñòü ðàäèóñà R. Òîãäà âåêòîð ñêîðîñòè äâèæåíèÿ V

ìàññèâíîãî òåëà íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé ê òðàåêòîðèè è

ðàâåí ïî ìîäóëþ V = Rω, ãäå ω � ý��åêòèâíàÿ óãëîâàÿ ñêî-

ðîñòü äâèæåíèÿ ìàññèâíîãî òåëà âîêðóã Ñîëíöà íà ðàññìàò-

ðèâàåìîì ó÷àñòêå òðàåêòîðèè.
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Солнце

V

m

M

R

v

r

O

X

Y

�èñ. 3.6: Ñõåìà äâèæåíèÿ ìàññèâíîãî òåëà ìàññû M è êîñ-

ìè÷åñêîãî àïïàðàòà ìàññû m âîêðóã ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà

(Ñîëíöå) ìàññûM0. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ

êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � îêðóæíîñòü, ïî

êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ¾ý��åêòèâíîå¿ äâèæåíèå ìàññèâíî-

ãî òåëà.
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Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ

ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ìàññû m, êîòîðûé îñóùåñòâëÿåò

óïðàâëÿåìûé ãðàâèòàöèîííûé ìàíåâð, îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé

φ äâóõ ïîòåíöèàëîâ. Îäèí ñîçäàåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì öåí-

òðîì, âòîðîé � ðåçóëüòàò ïðèòÿæåíèÿ ïëàíåòû

φ = ϕ0(|R + r|) +G
M

r
,

ãäå r � ðàññòîÿíèå îò êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà äî ìàññèâíîãî

òåëà.

�àâíîäåéñòâóþùàÿ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà êîñìè÷åñêèé

çîíä, åñòü ãðàäèåíò ñóììàðíîãî ïîòåíöèàëà φ. Â ðåçóëüòàòå

âòîðîé çàêîí Íüþòîíà ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä

r̈ = −G

(

M0

|R+ r|3 (R+ r) +
M

r3
r

)

. (3.6)

Óïðîùåííàÿ ïîñòàíîâêà. Ïðîàíàëèçèðóåì âëèÿíèå

êàæäîãî èç ìàññèâíûõ òåë íà äâèæåíèå êîñìè÷åñêîãî àïïàðà-

òà â îêðåñòíîñòè ïëàíåòû. Âî-ïåðâûõ, ó÷òåì, ÷òî ðàññòîÿíèå

îò àïïàðàòà äî ïëàíåòû, r, çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì òàêîå

æå ðàññòîÿíèå äî Ñîëíöà, r ≪ R. Òîãäà àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ

ñëàãàåìûõ â ñêîáêàõ â óðàâíåíèè (3.6) ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû

åñòü

M0

R2
,

M

r2
.

�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñèñòåìó Ñîëíöå�Þïèòåð. Òî-

ãäà M0 ≍ 1030 êã, M ≍ 1027 êã, R ≍ 109 êì, è îáà ñëàãàåìûõ

¾óðàâíîâåøèâàþòñÿ¿ ïðè r = 0.03R ≍ 107 êì. Ñîîòâåòñòâåí-

íî, â íåïîñðåäñòâåííîé îêðåñòíîñòè ïëàíåòû ìîæíî âûäåëèòü

òðè çîíû

r <
1

3

√

M

M0
R ∼ 0.01R,
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1

3

√

M

M0
R < r < 3

√

M

M0
R ∼ 0.1R,

r > 3

√

M

M0
R.

Â ïåðâîé çîíå âëèÿíèå Ñîëíöà íà äâèæåíèå êîñìè÷åñêîãî àï-

ïàðàòà íåñóùåñòâåííî, è óðàâíåíèå (3.6) óïðîùàåòñÿ äî

r̈ = −G
M

r3
r. (3.7)

Âî âòîðîé çîíå âëèÿíèå îáîèõ ìàññèâíûõ òåë íà òðàåêòîðèþ

çîíäà ñîïîñòàâèìî, è íåîáõîäèìî ðåøàòü ïîëíîå óðàâíåíèå

ñ ó÷åòîì îáîèõ ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè. Â òðåòüåé çîíå,

íà äîñòàòî÷íîì óäàëåíèè îò ïëàíåòû, îïðåäåëÿþùåé îñòàåò-

ñÿ òîëüêî ãðàâèòàöèÿ Ñîëíöà.

Â êà÷åñòâå óïðîùåííîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è î ãðàâèòàöèîí-

íîì ìàíåâðå áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå (3.7). Äîïîëíè-

òåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàññà Ñîëíöà äîñòàòî÷íî ìàëà, ÷òî-

áû ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèå ñïðàâåäëèâî â îáëàñòè r < 0.1R.

Ïðè àíàëèçå äèíàìèêè ïîëåòà ïðèìåì, ÷òî òðàåêòîðèè äâè-

æåíèÿ ïëàíåòû è êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà ëåæàò â îäíîé ïëîñ-

êîñòè. Òîãäà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé. Ïóñòü X∗(t∗) è

Y ∗(t∗) � òåêóùèå êîîðäèíàòû ïëàíåòû â ñèñòåìå êîîðäèíàò,

ñâÿçàííîé ñ ïðèòÿãèâàþùèì öåíòðîì. Ïóñòü îñü OX ñèñòå-

ìû êîîðäèíàò ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ïëàíåòû.

Òîãäà X∗(0) = R, Y ∗(0) = 0, è ñ ó÷åòîì íàïðàâëåíèÿ åå äâè-

æåíèÿ

X∗(t∗) = R cos(ωt∗), Y ∗(t∗) = R sin(ωt∗).

Àíàëîãè÷íî, x∗(t∗), y∗(t∗) � òåêóùèå êîîðäèíàòû ëåòàòåëüíî-

ãî àïïàðàòà. Òîãäà ðàññòîÿíèå r ìåæäó ïëàíåòîé è ëåòàòåëü-

íûì àïïàðàòîì ñîñòàâèò

r = ((X∗ − x∗)2 + (Y ∗ − y∗)2)1/2,
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è âåêòîðíîå óðàâíåíèå (3.7) â êîîðäèíàòíîé �îðìå ìîæíî çà-

ïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

ẍ∗ = −GM
X∗ − x∗

r3
, (3.8)

ÿ∗ = −GM
Y ∗ − y∗

r3
. (3.9)

Ïðèâåäåì óðàâíåíèÿ (3.8)�(3.9) ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåð-

âîãî ïîðÿäêà. Îïðåäåëèì êîìïîíåíòû ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ëå-

òàòåëüíîãî àïïàðàòà â çàäàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îáîçíà-

÷èì èõ ñîîòâåòñòâåííî

ẋ∗ = v∗x, ẏ∗ = v∗y . (3.10)

Òîãäà èñõîäíûå óðàâíåíèÿ ïåðåïèøóòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

v̇∗x = −GM
X∗ − x∗

r3
, (3.11)

v̇∗y = −GM
Y ∗ − y∗

r3
. (3.12)

Çàìûêàÿ ïîñòàíîâêó çàäà÷è, îïðåäåëèì íà÷àëüíûå çíà÷å-

íèÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè è êîîðäèíàò x∗ è y∗. Ñ ó÷åòîì ãðàíèö

ïðèìåíèìîñòè óïðîùåííîãî óðàâíåíèÿ (3.7) ïðèìåì, ÷òî íà-

÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ðàñïðåäåëåíû ïî

îêðóæíîñòè ðàäèóñà 0.1R âîêðóã íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ïëà-

íåòû. Ïîëîæåíèÿ ïàðàìåòðèçîâàíû ¾óãëîì îáçîðà¿ α, êîòî-

ðûé îïðåäåëåí íà ðèñóíêå 3.7

x∗0 = R+ 0.1R cosα, y∗0 = 0.1R sinα. (3.13)

Òàêèì îáðàçîì, òðàåêòîðèÿ àïïàðàòà îòñëåæèâàåòñÿ ñ ìîìåí-

òà åãî ïîïàäàíèÿ â îáëàñòü íåïîñðåäñòâåííîãî âëèÿíèÿ òå-

ëà M . Íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü ìîäóëåì

v∗0 è ¾óãëîì àòàêè¿ β, êîòîðûé òàêæå îïðåäåëåí íà ðèñóíêå

v∗x0 = −v∗0 cos(α− β), v∗y0 = −v∗0 sin(α− β). (3.14)



70 �ëàâà 3. Ïðèìåðû ïðîöåññîâ ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè

O

Y

X
0.1R

R

α

β

�èñ. 3.7: Ïàðàìåòðû òðàåêòîðèè, õàðàêòåðèçóþùèå ïîäëåò ëå-

òàòåëüíîãî àïïàðàòà ê îáëàñòè ãðàâèòàöèîííîãî âëèÿíèÿ ìàñ-

ñèâíîãî òåëà (Þïèòåðà). Îáîçíà÷åíèÿ: α � óãîë îáçîðà, β �

óãîë àòàêè.

Áåçðàçìåðíàÿ ïîñòàíîâêà. Ïåðåéäåì ê íîâûì, áåçðàç-

ìåðíûì ïåðåìåííûì. Çà áåçðàçìåðíûìè ïåðåìåííûìè ñîõðà-

íèì ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ, îïóñêàÿ âåðõíèé èíäåêñ ¾*¿. Íîð-

ìèðóåì âñå êîîðäèíàòû è ðàññòîÿíèÿ íà R. Â êà÷åñòâå õàðàê-

òåðíîãî âðåìåíè ïðèìåì ω−1
, t = ωt∗. Ìàñøòàá ñêîðîñòè ïðè-

ìåì ðàâíûì v∗0 . Òîãäà çàäà÷à (3.10)�(3.14) ïðèìåò ñëåäóþùèé

ýêâèâàëåíòíûé âèä

ẋ = γvx, ẏ = γvy, γ =
v∗0
Rω

(3.15)

v̇x = −δ
X − x

r3
, v̇y = −δ

Y − y

r3
, δ =

GM

v∗0ωR
2
. (3.16)
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x0 = 1 + 0.1 cos α, y0 = 0.1 sinα. (3.17)

vx0 = − cos(α− β), vy0 = − sin(α+ β), (3.18)

ãäå X, Y è r âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì

X(t) = cos(t), Y (t) = sin(t),

r = ((X − x)2 + (Y − y)2)1/2. (3.19)

×èñëåííûé àíàëèç çàäà÷è î ãðàâèòàöèîííîì ìà-

íåâðå. �àññìîòðèì ãðàâèòàöèîííûé ìàíåâð îêîëî ìàññèâíî-

ãî òåëà ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ω = 10−9
ñ

−1
,

ωR = 1 êì/ñ, v∗0 = 10 êì/ñ, R = 109 êì. Òîãäà áåçðàçìåð-

íûå êðèòåðèè ïîäîáèÿ ïðèìóò çíà÷åíèÿ γ = 10, δ = 10−2
.

Ýòè óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò ìàíåâðó çîíäà ¾Âîÿäæåð�1¿ îêî-

ëî Þïèòåðà.

Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà â îêðåñò-

íîñòè ìàññèâíîãî òåëà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 3.8. Ñîîò-

âåòñòâóþùèå çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ ñêîðîñòè îò âðåìåíè, v =

(v2x + v2y)
1/2

, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 3.9. Óãëû îáçîðà âû-

áðàíû ñ øàãîì π/3. Çíà÷åíèå ïåðâîãî óãëà îáçîðà ñîñòàâëÿåò

11π/30. Â ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèÿõ óãîë îáçîðà α = 21π/30

îòâå÷àåò óñêîðåíèþ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ïî çàâåðøåíèè ìà-

íåâðà íà ∼ 10% îò ñâîåé ïåðâîíà÷àëüíîé ñêîðîñòè. ×òî õàðàê-

òåðíî, íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ àïïàðàòà èçìåíÿåòñÿ íà ïðàê-

òè÷åñêè ïðîòèâîïîëîæíîå â ðåçóëüòàòå òàêîãî ìàíåâðà. Àíà-

ëîãè÷íàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ ïðè óãëå îáçîðà α = 41π/30,

êîãäà àïïàðàò çìåäëÿåòñÿ íà ∼ 20% îò ñâîåé ïåðâîíà÷àëüíîé

ñêîðîñòè. Íà îñòàëüíûå òðàåêòîðèè ïîëåòà âçàèìîäåéñòâèå ñ

ìàññèâíûì òåëîì îêàçûâàåò ãîðàçäî ìåíüøåå âëèÿíèå. Êàê

âèäíî èç ðèñóíêà 3.9, ñëàáîå âëèÿíèå îêàçûâàåòñÿ è íà çàâè-

ñèìîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îò âðåìåíè.
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�èñ. 3.8: Òðàåêòîðèè êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà â îêðåñòíîñòè

Þïèòåðà ïðè ðàçíûõ óãëàõ îáçîðà. Óãîë àòàêè β = −π/70.

Ìàðêåðû � íà÷àëüíàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè. Ïóíêòèðíàÿ ëè-

íèÿ � îêðóæíîñòü áåçðàçìåðíîãî ðàäèóñà 0.1 â ïðèíÿòûõ ìàñ-

øòàáàõ � îêðåñòíîñòü Þïèòåðà, â êîòîðîé âëèÿíèå òÿãîòåíèÿ

Ñîëíöà ïðåíåáðåæèìî ìàëî. Æèðíàÿ ëèíèÿ � òðàåêòîðèÿ

ïðè óãëå îáçîðà α = 41π/30. Íà äàííîé òðàåêòîðèè àïïàðàò

òîðìîçèòñÿ íà ∼ 20% îò ñâîåé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Ïóíêòèð-

íàÿ ëíèÿ � òðàåêòîðèÿ àïïàðàòà ïðè óãëå îáçîðà α = 21π/30.

Íà äàííîé òðàåêòîðèè àïïàðàò óñêîðÿåòñÿ íà ∼ 10% îò ñâîåé

íà÷àëüíîé ñêîðîñòè.

Òàêîå ïîâåäåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñëåäóåò èç çàêîíà

ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû. Â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàå-

ìîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìàññèâíîãî òåëà

M îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Ñëåäîâàòåëüíî, íàáëþäàåìûå âñïëåñ-

êè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà îáúÿñíñþòñÿ

èçìåíåíèåì åãî ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè è ìàëîñòüþ ðàññòîÿ-



§ 3.2. �ðàâèòàöèîííûé ìàíåâð 73

0 0.005 0.01 0.015 0.02
t

0.8

1

1.2

1.4

1.6

v

�èñ. 3.9: Çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ ñêîðîñòè v(t) êîñìè÷åñêîãî àï-

ïàðàòà â îêðåñòíîñòè Þïèòåðà îò âðåìåíè t ïðè ðàçíûõ óã-

ëàõ îáçîðà. Óãîë àòàêè β = −π/70. Æèðíàÿ ëèíèÿ � çàâèñè-

ìîñòü ñêîðîñòè, îòâå÷àþùàÿ óãëó îáçîðà α = 41π/30. Ïóíê-

òèðíàÿ ëíèÿ � çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè, îòâå÷àþùàÿ óãëó îáçî-

ðà α = 21π/30.

íèÿ ìåæäó äâóìÿ âçàèìîäåéñòâóþùèìè êîñìè÷åñêèìè òåëà-

ìè. Çàâèñèìîñòè r(t), âû÷èñëåííûå ïî �îðìóëå (3.19), äåìîí-

ñòðèðóþòñÿ íà ðèñóíêå 3.10. Èç íèõ âèäíî, ÷òî íàèáîëüøåå

âîçäåéñòâèå íà òðàåêòîðèþ ïîëåòà àïïàðàòà íàáëþäàåòñÿ â

òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îí ïðîõîäèò íàèáîëåå áëèçêî ê ìàññèâíî-

ìó òåëó.

Èç ðèñóíêà 3.10 âèäíî òàêæå, ÷òî íàèáîëüøåå âëèÿíèå

íà òðàåêòîðèþ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà ïðîèñõîèò íà èñ÷åçà-

þùå ìàëîì èíòåðâàëå âðìåìåíè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ëþáîïûòíî

ïðîàíàëèçèðîâàòü çàâèñèìîñòü φ íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè äâè-
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�èñ. 3.10: Çàâèñèìîñòü â ëîãàðè�ìè÷åñêîé øêàëå ðàññòîÿíèÿ

r(t) ìåæäó êîñìè÷åñêèì àïïàðàòîì è Þïèòåðîì îò âðåìåíè

t ïðè ðàçíûõ óãëàõ îáçîðà. Óãîë àòàêè β = −π/70. Æèðíàÿ

ëèíèÿ îòâå÷àåò óãëó îáçîðà α = 41π/30. Ïóíêòèðíàÿ ëíèÿ îò-

âå÷àåò óãëó îáçîðà α = 21π/30. Íàèáîëüøàÿ ý��åêòèâíîñòü

ãðàâèòàöèîííîãî ìàíåâðà äîñòèãàåòñÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî äîïóñ-

êàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ñáëèæåíèå äâóõ òåë.

æåíèÿ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà îò âðåìåíè â âûáðàííîé ñèñòå-

ìå êîîðäèíàò. Ýòà çàâèñèìîñòü ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 3.11.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ æèðíîé è ïóíêòèðíîé ëèíèè, êîòîðûå îò-

âå÷àþò óãëó îáçîðà α = 41π/30 è α = 21π/30 ñîîòâåòñòâåííî,

íàïàðâëåíèå äâèæåíèÿ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà îñòàåòñÿ íåèç-

ìåííûì íà äâóõ ó÷àñòêàõ òðàåêòîðèè. Èçìåíåíèå íàïðàâëå-

íèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñêà÷êîì â ìàñøòàáàõ âñåãî ïîëåòà. Ïîýòî-

ìó ÷àñòî ïðè ðàññìîòðåíèè ãðàâèòàöèîííîãî ìàíåâðà àíàëè-

çèðóþò èìåííî ìîìåíòû âðåìåíè, óäàëåííûå îò ìãíîâåííîé
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ñìåíû íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿ óãëà

îò ïàðàìåòðîâ òðàåêòîðèè ìîæíî ïîëó÷èòü â ÿâíîì âèäå.
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�èñ. 3.11: Çàâèñèìîñòü φ(t) íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ

êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà îò âðåìåíè t â âûáðàííîé ñèñòåìå êî-

îðäèíàò ïðè ðàçíûõ óãëàõ îáçîðà. Óãîë àòàêè β = −π/70.

Æèðíàÿ ëèíèÿ îòâå÷àåò óãëó îáçîðà α = 41π/30. Ïóíêòèð-

íàÿ ëíèÿ îòâå÷àåò óãëó îáçîðà α = 21π/30. Â ìàñøòàáàõ âðå-

ìåíè âñåãî ïîëåòà êîñìè÷åñêãî àïïàðàòà èçìåíåíèå íàïðàâëå-

íèÿ åãî äâèæåíèÿ âñëåäñòâèå ãðàâèòàöèîííîãî ìàíåâðà ïðî-

èñõîäèò ñêà÷êîì, ìãíîâåííî.

�åøåíèå çàäà÷è â ïàêåòå ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì

MatLab. Çàäà÷ó î ãðàèâòàöèîííîì ìàíåâðå áóäåì ðåøàòü,

èñïîëüçóÿ âñòðîåííûå �óíêöèè MatLab. Îäíà èç òàêèõ �óíê-

öèé

[t,y℄ = ode45(odefun ,tspan ,y0 ,options )
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ðåàëèçóåò àëãîðèòì �óíãå�Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ àâòî-

ìàòè÷åñêèì ïîäáîðàì øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Çäåñü ïåðâûé àð-

ãóìåíò � óêàçàòåëü íà �óíêöèþ, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò âåêòîð

ïðàâîé ÷àñòè çàäà÷è Êîøè. Àðãóìåíò tspan � óçëû tj , â êîòî-

ðûõ òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ. Àðãóìåíò

y0 � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå çàäà÷è Êîøè. Ñòðóêòóðà options ïîç-

âîëÿåò ïåðåäàâàòü ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðû èíòåãðèðîâàíèÿ, òà-

êèå êàê, çíà÷åíèå àáñîëþòíîé è îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè èíòå-

ãðèðîâàíèÿ çàäà÷è, à òàêæå ñïåöèàëüíûå óñëîâèÿ îñòàíîâêè

ïðîöåññà èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè íàñòóïëåíèè íåêîòîðîãî ¾ñîáû-

òèÿ¿.

Â îòäåëüíîì �àéëå ðåàëèçóåì �óíêöèþ, âû÷èñëÿþùóþ

ïðàâóþ ÷àñòü çàäà÷è Êîøè, òàêæå êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðî-

øëîé çàäà÷å. Ïðèìåì ñëåäóþùóþ íóìåðàöèþ èñêîìûõ �óíê-

öèé

u = (x; y; vx; vy).

Òîãäà

funtion dy = myode(t,y, gamma , delta)

% y = [x,y,vx ,vy℄

X = os(t);

Y = sin(t);

r = sqrt ((X - y(1)).^2+(Y-y(2)).^2) ;

dy = zeros(size (y));

dy(1) = gamma*y(3);

dy(2) = gamma*y(4);

dy(3) = delta*(X-y(1))./(r.^(3));

dy(4) = delta*(Y-y(2))./(r.^(3));

end

Çäåñü âàæíî, ÷òî ïåðâûé ïàðàìåòð �óíêöèè � âðåìÿ, à âòî-

ðîé � ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ èñêîìûõ �óíêöèé. Îñòàëü-

íûå ïàðàìåòðû çàäà÷è, íàïðèìåð, êîý��èöèåíòû, âõîäÿùèå

â ïðàâóþ ÷àñòü, ìîãóò ïåðåäàâàòüñÿ â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ,

íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî. Òàê, â �óíêöèþ, âû÷èñëÿþùóþ ïðàâóþ
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÷àñòü çàäà÷è Êîøè (3.15)�(3.19), ïåðåäàþòñÿ çíà÷åíèÿ ïàðà-

ìåòðîâ γ è δ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòäåëüíîé òðàåêòîðèè îñíîâíîé �àéë ïðî-

ãðàììû îðãàíèçóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì

alpha = 11*pi /30;

beta = -pi /70;

gamma = 10;

delta = 0.01;

R = 0.1;

options = odeset('RelTol ',1e-8,'AbsTol ',1E-8);

x0 = 1 + R*os(alpha(i));

y0 = R*sin(alpha(i));

vx0 = -os(alpha(i)-beta );

vy0 = -sin(alpha(i)-beta );

IC = [x0 ,y0 ,vx0 ,vy0 ℄; % initial onditions

[t,y℄ = ode45(�(t,y) myode(t,y,gamma , delta),

[0 ,0.025℄ , IC , options );

figure (23)

hold on

plot (y(:,1), y(:,2), 'k')

Â äàííîé ïðîãðàììå ñîçäàåòñÿ óêàçàòåëü íà �óíêöèþ myode

�(t,y) myode(t,y,gamma , delta)

Ïðè÷åì ïåðâûå äâà àðãóìåíòà �óíêöèèè ñ èìåíàìè t è y îñòà-

þòñÿ ñâîáîäíûìè, à âìåñòî äâóõ ïîñëåäíèõ, gamma è delta,

ïîäñòàâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ, ïðèñâîåííûå èì ðàíåå â ïðîãðàììå.

Îáîáùåíèå òåêóùåé âåðñèè ïðîãðàììû ñ öåëüþ ïîñòðîåíèÿ ñå-

ðèè òðàåêòîðèé ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå îïåðàòîðà öèêëà

for è ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì.

Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íàñ íòåðåñîâàëè òîëüêî ðåøåíèÿ

íà �èêñèðîâàííîì îòðåçêå èçìåíåíèÿ íåçàâèñèìîãî àðãóìåí-

òà. Îäíàêî ÷àñòî òðåáóåòñÿ âåñòè ðàñ÷åòû âïëîòü äî íàñòóïëå-
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íèÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ. Ïðè ýòîì ìîìåíò t = te íàñòóïëåíèÿ

ñîáûòèÿ íåèçâåñòåí è ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü îòäåëüíûé èíòåðåñ.

Òàê, â çàäà÷å î ãðàâèòàöèîííîì ìàíåâðå íåò ñìûñëà âûïîë-

íÿòü ðàñ÷åòû, êîãäà ëåòàòåëüíûé àïïàðàò ïîêèíóë îáëàñòü

âëèÿíèÿ ìàññèâíîãî òåëà. �àçìåðû ýòîé îáëàñòè â ðàññìàò-

ðèâàåìûõ óñëîâèÿõ ñîñòàâëÿþò 0.1R è îïðåäåëÿþò ãðàíèöû

ïðèìåíèìîñòè ìîäåëè (3.10)�(3.14). Òàêèì îáðàçîì, â áåçðàç-

ìåíûõ ïåðåìåííûõ ñîáûòèå ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê âû-

ïîëíåíèå ðàâåíñòâà

S(t) ≡ ((X − x)2 + (Y − y)2)1/2 − 0.1 = 0.

Ïðè÷åì ñîáûòèå ìîæåò íàñòóïèòü êàê ïðè óâåëè÷åíèè S èç

îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé, òàê è ïðè óìåíüøåíèè S èç

îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàçëè÷àòü

ìîìåíòû ïîïàäàíèÿ êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà â îáëàñòü âëèÿ-

íèÿ (íà÷àëüíûé ìîìåíò èíòåãðèðîâàíèÿ) è ìîìåíòû, êîãäà

àïïàðàò ïîêèäàåò ýòó îáëàñòü. Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ìîæåò

áûòü ðåøåíà â ïàêåòå ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì MatLab. Äëÿ

ýòîãî îïðåäåëèì â îòäåëüíîì �àéëå �óíêöèþ myEvent ñëå-

äóþùèì îáðàçîì

funtion [pos ,isterm ,dir℄ = myEvent (t, y, R)

pos = (y(1)-os(t)).^2+(y(2)-sin(t)).^2 - R^2;

isterm = 1;

dir = 1;

end

Îíà âîçâðàùàåò òðè ïàðàìåòðà. Ïåðâûé, pos, îïðåäåëÿåò íà-

ñòóïëåíèå ñîáûòèÿ è õðàíèò çíà÷åíèå �óíêöèè S, êîòîðàÿ

äîëæíà ïðèíèìàòü íóëåâîå çíà÷åíèå â ìîìåíò t = te íà-

ñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ. Ïàðàìåòð isterm îïðåäåëÿåò ïðîäîëæåíèå

(isterm = 0) èëè ïðåêðàùåíèå (isterm = 1) èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè

íàñòóïëåíèè ñîáûòèÿ. Ïîñëåäíèé ïàðàìåòð, dir, ïîêàçûâàåò â

êàêîì íàïðàâëåíèè (S âîçðàñòàåò èëè óáûâàåò) ñîáûòèå äîëæ-
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íî îòñëåæèâàòüñÿ. Â äàííîì ñëó÷àå dir = 1 è ñîáûòèå ðåãè-

ñòðèðóåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè S. Äðóãèå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ: 0

è −1. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñîáûòèå ðåãèñòðèðóåòñÿ è ïðè óâåëè÷å-

íèè è ïðè óìåíüøåíèè S, âî âòîðîì � òîëüêî ïðè óìåíüøåíèè.

Äëÿ îòñëåæèâàíèÿ ñîáûòèé, îïèñàííûõ â âèäå �óíêöèè

S(t), íåîáõîäèìî ïåðåäàòü ¾ðåøàòåëþ¿ ode45 ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé óêàçàòåëü íà �óíêöèþ myEvent. Äëÿ ýòîãî â �óíêöèè

main èíèöèàëèçàöèÿ ïåðåìåííîé options çàìåíÿåòñÿ íà ñëåäó-

þùóþ êîìàíäó

options = odeset('RelTol ',1E-8,'AbsTol ',1E-8, 'Event ',

�(t,y)myEvent(t,y,R));

Çäåñü âíîâü ñîçäàåòñÿ óêàçàòåëü íà �óíêöèþ. �àñ÷åò ïðåêðà-

ùàåòñÿ ëèáî â ìîìåíò t = te íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ S(te) = 0,

ëèáî â êîíå÷íûé ìîìåíò t = T . Ïàêåò MatLab ïîçâîëÿåò îäíî-

âðåìåííî îòñëåæèâàòü íåñêîëüêî ñîáûòèé. Òîãäà âñå òðè ïà-

ðàìåòðà, pos, isterm, dir, ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûìè âåëè÷èíàìè.

Êàæäàÿ êîìïîíåíòà îòâå÷àåò ñâîåìó ñîáûòèþ Si(t).

§ 3.3. Ñâåðõêðèòè÷åñêàÿ �ëþèäíàÿ

ýêñòðàêöèÿ

Îïèñàíèå ïðîöåññà. Â êà÷åñòâå î÷åðåäíîé ïðèêëàä-

íîé çàäà÷è, àíàëèç êîòîðîé ìîæåò áûòü ñâåäåí ê ðåøå-

íèþ çàäà÷è Êîøè, ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü ìàòåìàòè÷åñêóþ

ìîäåëü ïðîöåññà ñâåðõêðèòè÷åñêîé �ëþèäíîé ýêñòðàêöèè

(ÑÊÔÝ) ìàñëà èç ïîëèäèñïåðñíîãî âûñîêîìàñëè÷íîãî ðàñòè-

òåëüíîãî ñûðüÿ. Ïðîöåññ ÑÊÔÝ âàæåí äëÿ �àðìàöåâòè÷å-

ñêîé, ïèùåâîé, õèìè÷åñêîé è äðóãèõ îòðàñëåé ìèðîâîé ïðî-

ìûøëåííîñòè. Ïðèìåíåíèå òåõíîëîãèè äëÿ èçâëå÷åíèÿ öåí-

íûõ �ðàêöèé ìàñëà, òðèãëèöåðèäîâ, èç âûñîêîìàñëè÷íîãî

ðàñòèòåëüíîãî ñûðüÿ òàêîãî, êàê ñåìåíà ðàïñà, ïîäñîëíå÷íè-

êà, òûêâû è äðóãèõ, ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü êà÷å-
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ñòâî êîíå÷íîãî ïðîäóêòà, åãî äîñòóïíîñòü. Ýêñòðàêöèÿ ðåàëè-

çóåòñÿ ïî ñõåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 3.12. Âíà÷àëå ñî-

áðàííûé ìàòåðèàë, ñîäåðæàùèé öåëåâûå ñîåäèíåíèÿ � ìàñëî,

èçìåëü÷àåòñÿ äî õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà, íå ïðåâûøàþùåãî 1�2

ìì (ñûðü¼ òîíêîãî ïîìîëà). Ñ�îðìèðîâàííûé òàêèì îáðàçîì

àíñàìáëü ÷àñòèö (íàâåñêà ñûðüÿ) çàñûïàåòñÿ â ýêñòðàêöèîí-

íóþ êîëîííó è îáðàçóåò ñòàöèîíàðíûé çåðíèñòûé ñëîé. Åãî

ñâîáîäíûé ïîðîâûé îáúåì çàïîëíÿåòñÿ ðàñòâîðèòåëåì, CO2,

ïðè òðåáóåìûõ óðîâíÿõ äàâëåíèÿ (p ∼ 25�80 ÌÏà) è òåìïå-

ðàòóðû (T ∼ 320 K), ïðåâûøàþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèå êðè-

òè÷åñêèå çíà÷åíèÿ äëÿ äàííîãî âåùåñòâà. Äèîêñèä óãëåðîäà

ïðîïèòûâàåò ñûðüå è ïðîíèêàåò â êëåòêè, â êîòîðûõ èçíà÷àëü-

íî çàïàñåíî ìàñëî. Îíî ðàñòâîðÿåòñÿ â ýêñòðàãåíòå, äè��óí-

äèðóåò ïî òðàíñïîðòíûì êàíàëàì ê ïîâåðõíîñòè ñûðüÿ è ïî-

ïàäàåò â ïîðîâîå ïðîñòðàíñòâî çåðíèñòîãî ñëîÿ. Îäíîâðåìåí-

íî ýêñòðàãåíò ïðîêà÷èâàåòñÿ (�èëüòðóåòñÿ) ÷åðåç çåðíèñòûé

ñëîé ñ èçâåñòíûì ðàñõîäîì âñëåäñòâèå ïðèëîæåííîãî ãðàäè-

åíòà äàâëåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ìåæ�àçíîãî ìàññîîáìåíà ýêñòðà-

ãèðîâàííûå ñîåäèíåíèÿ ïåðåõîäÿò èç ðàñòèòåëüíîãî ñûðüÿ â

�èëüòðóþùèéñÿ ïîòîê è âûíîñÿòñÿ èì ê âûõîäíîìó ñå÷åíèþ

àïïàðàòà. Ïîñëå ýêñòðàêöèîííîé êîëîííû, ïðîõîäÿ ÷åðåç ñå-

ðèþ ñåïàðàòîðîâ, ýêñòðàêò îòäåëÿåòñÿ îò ðàñòâîðèòåëÿ ïóòåì

ìíîãîñòóïåí÷àòîãî ñáðîñà äàâëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, â ðàçíûõ

ñåïàðàòîðàõ îêàçûâàþòñÿ ðàçíûå ãðóïïû ýêñòðàãèðóåìûõ ñî-

åäèíåíèé.

Â ðåçóëüòàòå èçìåëü÷åíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ÷àñòèöû íå òîëüêî

ðàçíûõ õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ, íî è ðàçíîé �îðìû. Òðàäè-

öèîííî ðàññìàòðèâàþòñÿ ïëîñêèå (ïëàñòèí÷àòûå) è ñ�åðè÷å-

ñêèå ÷àñòèöû. Ôîðìà ÷àñòèö õàðàêòåðèçóåò â ïåðâóþ î÷åðåäü

ñèììåòðèþ ïðîöåññîâ ìàññîïåðåíîñà íà óðîâíå èçìåëü÷åííîãî

ñûðüÿ. Ïëàñòèíêè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ïðè îïèñàíèè ÑÊÔÝ

èç ëèñòüåâ â ñèëó èõ àíèçîòðîïíîãî ñòðîåíèÿ. Ïðèáëèæåíèå
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�èñ. 3.12: Ñõåìà ïðîöåññà ñâåðõêðèòè÷åñêîé �ëþèäíîé ýêñ-

òðàêöèè íà óðîâíå àïïàðàòà. Êðóãè ïîêàçûâàþò ñ�åðè÷åñêèå

÷àñòèöû äâóõ ðàçìåðîâ. Âìåñòå îíè îáðàçóþò ñòàöèîíàðíûé

ïîëèäèñïåðñíûé çåðíèñòûé ñëîé âûñîòû L. Íà âõîä â àïïàðàò

ïîäàåòñÿ ðàñòâîðèòåëü � CO2 � â ñâåðõêðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè.

Îñü z íàïðàâëåíà âäîëü íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ðàñòâîðèòåëÿ.

Çíà÷åíèå z = 0 îòâå÷àåò âõîäíîìó ñå÷åíèþ àïïàðàòà.

ñ�åðè÷åñêèõ ÷àñòèö õàðàêòåðíî äëÿ èçìåëü÷åííûõ ñåìÿí. Îáå

�îðìû îïèñûâàþòñÿ îäíèì õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì a. Îí èìå-

åò ñìûñë ïîëóòîëùèíû äëÿ ïëîñêèõ ÷àñòèö è ðàäèóñà � äëÿ

ñ�åð.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ÑÊÔÝ àêòèâíî èññëåäóåòñÿ îòäåëüíû-

ìè íàó÷íûìè ãðóïïàìè ñ öåëüþ èäåíòè�èêàöèè îïòèìàëüíûõ

óñëîâèé ïðîèçâîäñòâà è âíåäðåíèÿ òåõíîëîãèè íà ïðîìûøëåí-
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íîì óðîâíå. Íàèáîëåå ïîëíàÿ èí�îðìàöèÿ î êèíåòèêå ïðîöåñ-

ñà, êîòîðàÿ äîñòóïíà â íàñòîÿùåå âðåìÿ, ñîäåðæèòñÿ â òàê

íàçûâàåìîé êðèâîé âûõîäà ìàñëà (ÊÂÌ). Îíà èçìåðÿåòñÿ â

ýêñïåðèìåíòå è ïîêàçûâàåò êîëè÷åñòâî ìàñëà, èçâëå÷åííîãî

èç àïïàðàòà (çåðíèñòîãî ñëîÿ) ê òåêóùåìó ìîìåíòó âðåìåíè.

Ïîëó÷åííûå äàííûå òðåáóþò òåîðåòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè.

Äëÿ ýòîãî ñòðîÿòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðîöåññà, êîòîðûå

àïðîáèðóþòñÿ íà ýòèõ äàííûõ. Ïîñëå àïðîáàöèè îíè ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ äèíàìèêè íàêîïëåíèÿ

ìàñëà â äðóãèõ óñëîâèÿõ ðåàëèçàöèè ïðîöåññà. Îäíà èç òàêèõ

ìîäåëåé, àïðîáèðîâàííàÿ íà ðàçëè÷íûõ âèäàõ âûñîêîìàñëè÷-

íîãî ñûðüÿ, îáñóæäàåòñÿ äàëåå â ýòîì ðàçäåëå.

Ôîðìóëèðîâêà ìîäåëè ñâåðõêðèòè÷åñêîé �ëþèä-

íîé ýêñòðàêöèè. Îáùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ ìîäåëåé �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, îñíîâàííûõ íà çàêîíàõ

ñîõðàíåíèÿ àääèòèâíûõ âåëè÷èí � ìàññû, èìïóëüñà è ýíåð-

ãèè, íàçûâàåòñÿ ïîäõîä ìåõàíèêè ñïëîøíûõ è ìíîãî�àçíûõ

ñðåä. Â ñëó÷àå ÑÊÔÝ àíñàìáëü ÷àñòèö çåðíèñòîãî ñëîÿ è åãî

ïîðîâîå ïðîñòðàíñòâî ý��åêòèâíî ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê äâå

âçàèìîïðîíèêàþùèå è âçàèìîäåéñòâóþùèå ñðåäû. Â ðåçóëü-

òàòå ïîëíàÿ ìîäåëü ñêëàäûâàåòñÿ èç ìàêðîìàñøòàáíîé, îïè-

ñûâàþùåé ïðîöåññû �èëüòðàöèè è ìåæ�àçíîãî ìàññîîáìåíà

â ìàñøòàáàõ çåðíèñòîãî ñëîÿ, è ìèêðîìàñøòàáíîé, õàðàêòå-

ðèçóþùåé äè��óçèþ è ðàñòâîðåíèå ìàñëà â îòäåëüíîé ÷à-

ñòèöå ñûðüÿ. Ýêñòðàêöèÿ èç âûñîêîìàñëè÷íîãî ñûðüÿ õîðîøî

îïèñûâàåòñÿ â ðàìêàõ ìèêðîìàñøòàáíîé ïîäìîäåëè ñæèìàþ-

ùåãîñÿ ÿäðà (SC � shrinking ore). Ïðè ýòîì ìàêðîìàñøòàá-

íàÿ êîíâåêòèâíàÿ �èëüòðàöèÿ ðàñòâîðèòåëÿ çàïèñûâàåòñÿ â

êâàçèñòàöèîíàðíîì ïðèáëèæåíèè áåç ó÷åòà ý��åêòà êîíâåê-

òèâíîé äè��óçèè (äèñïåðñèè). Ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòåìàòè÷å-

ñêèå �îðìóëèðîâêè äâóõ ïîäìîäåëåé ïðèâåäåíû íèæå ñ ó÷å-
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òîì ñëåäóþùèõ îáîçíà÷åíèé è äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæå-

íèé. Îáñóæäåíèå ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè ýòîé ìîäåëè âûõîäèò

çà ðàìêè äàííîãî ïîñîáèÿ.

Èçíà÷àëüíî öåëåâûå èçâëåêàåìûå ñîåäèíåíèÿ ëîêàëèçîâà-

íû â êëåòêàõ ñûðüÿ. Êëåòêè çàíèìàþò äî 90% îáúåìà ñûðüÿ,

ïîýòîìó ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî èçíà÷àëü-

íî ìàñëî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíî ïî âñåìó îáúåìó èíäèâè-

äóàëüíîé ÷àñòèöû. Ïëîòíîñòü çàïàñîâ íà åäèíèöó îáúåìà îáî-

çíà÷èì ÷åðåç θ0. Ïðè çàäàííîé òåìïåðàòóðå è äàâëåíèè ïðî-

öåññ ÑÊÔÝ õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðåäåëüíîé êîíöåíòðàöèåé θ∗ íà-

ñûùåíèÿ ðàñòâîðåííîãî ìàñëà â ýêñòðàãåíòå. Òàêèì îáðàçîì,

θ∗ � ýòî êîíñòàíòà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îöåíåíà â ðåçóëüòà-

òå àäàïòàöèè ìîäåëè ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. Ïðîíè-

öàåìîñòü êëåòî÷íûõ ìåìáðàí è ïðîâîäèìîñòü òðàíñïîðòíûõ

êàíàëîâ, îêðóæàþùèõ êëåòêè, êîíòðîëèðóþò èíòåíñèâíîñòü

ìèêðîìàñøòàáíîãî ìàññîïåðåíîñà ïðè ÑÊÔÝ. �àñòâîðèòåëü,

ïðîíèêàÿ â êëåòêè, ðàñòâîðÿåò ìàñëî äî êîíöåíòðàöèè íàñû-

ùåíèÿ θ∗. Äàëåå îíî äè��óíäèðóåò èç êëåòêè ÷åðåç êëåòî÷-

íóþ ìåìáðàíó è ïîïàäàåò â òðàíñïîðòíûå êàíàëû, ðîëü êîòî-

ðûõ èãðàþò ìåæêëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî è êëåòî÷íûå ñòåíêè.

Ïî íèì ðàñòâîðåííûå ñîåäèíåíèÿ äè��óíäèðóþò ê ïîâåðõíî-

ñòè ÷àñòèöû ïî çàêîíó Ôèêà ñ ý��åêòèâíûì êîý��èöèåíòîì

äè��óçèè Deff .

�ðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ìîäåëè SC îïðåäåëÿþòñÿ äâóìÿ

óñëîâèÿìè. Âî-ïåðâûõ, èñõîäíîå ñîäåðæàíèå ìàñëà äîëæíî

áûòü äîñòàòî÷íî âåëèêî, θ0 ≫ θ∗. Âî-âòîðûõ, ñîïðîòèâëåíèå

òðàíñïîðòíûõ êàíàëîâ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì �àêòîðîì, îãðàíè-

÷èâàþùèì âíóòðåííèé ìàññîïåðåíîñ, è ñîïðîòèâëåíèå êëåòî÷-

íûõ ìåìáðàí íåñóùåñòâåííî äëÿ îáùåé äèíàìèêè ìèêðîìàñ-

øòàáíîãî òðàíñïîðòà. Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ äîïóùåíèé â ÷à-

ñòèöå îáðàçóåòñÿ óçêèé äè��óçèîííûé �ðîíò, íà êîòîðîì ëî-

êàëüíûå çàïàñû ìàñëà ïàäàþò îò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ θ0
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R

a

1

2

�èñ. 3.13: Ñõåìà ìîäåëè ñæèìàþùåãîñÿ ÿäðà äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ

÷àñòèö: 1 � ìàñëîñîäåðæàùåå ÿäðî, 2 � âíåøíÿÿ òðàíñïîðòíàÿ

çîíà ñ ðàñòâîðåííûì âåùåñòâîì, äè��óíäèðóþùèì ê ïîâåðõ-

íîñòè ÷àñòèöû ïî çàêîíó Ôèêà, a � ðàäèóñ ÷àñòèöû, R � òå-

êóùåå ïîëîæåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà (ðàäèóñ ÿäðà). Âîëíèñòûå

ñòðåëêè ïîêàçûâàþò ïóòè äè��óçèè ðàñòâîðåííîãî ìàñëà, à

ïóíêòèðíûå êðóãè � ïðåäûäóùèå ïîëîæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäå-

ëà. Óìåíüøåíèå R ïîêàçàíî ñòðåëêîé.

äî êîíöåíòðàöèè íàñûùåíèÿ θ∗. Êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3.13,

�ðîíò îòäåëÿåò äâå çîíû âíóòðè ÷àñòèöû: âíóòðåííåå ìàñëî-

ñîäåðæàùåå ÿäðî (1) è âíåøíþþ òðàíñïîðòíóþ çîíó èñòîùå-

íèÿ (2). Êîíöåíòðàöèÿ ìàñëà â ÿäðå ðàâíà θ0. Â òðàíñïîðòíîé

çîíå ïðèñóòñòâóåò òîëüêî ðàñòâîðåííîå ìàñëî. Åãî ïëîòíîñòü

íå ïðåâûøàåò θ∗ è ìîíîòîííî óáûâàåò äî çíà÷åíèÿ íà ïîâåðõ-

íîñòè ÷àñòèöû, îòâå÷àþùåãî êîíöåíòðàöèè îìûâàþùåãî ïîòî-

êà. ßäðî ñæèìàåòñÿ ïî ìåðå òîãî, êàê ðàñòâîðåííîå âåùåñòâî

äè��óíäèðóåò îò �ðîíòà ê ïîâåðõíîñòè ÷àñòèöû. Â ðåçóëü-

òàòå ïî ìåðå èñòîùåíèÿ ÷àñòèöû ðàñòåò äè��óçèîííîå ñîïðî-

òèâëåíèå òðàíñïîðòíîé çîíû, è òåìïû ýêñòðàêöèè çàìåäëÿþò-
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ñÿ. ×àñòèöà ñ÷èòàåòñÿ ïîëíîñòüþ âûðàáîòàííîé, êîãäà �ðîíò

äîñòèãàåò åå öåíòðà. Ìàñëîì, îñòàâøèìñÿ â ÷àñòèöå â âèäå

ðàñòâîðà â CO2 ïðåíåáðåãàþò.

Â òàêîé ïîñòàíîâêå òåêóùåå ñîñòîÿíèå ïëîñêîé èëè ñ�åðè-

÷åñêîé ÷àñòèöû ïîëóòîëùèíû èëè ðàäèóñà a ñîîòâåòñòâåííî

â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t â çåðíèñòîì ñëîå õàðàêòåðèçóåòñÿ

ðàäèóñîì ÿäðà, 0 ≤ R(t) ≤ a. Èñòîùåíèå ÷àñòèöû îïðåäåëÿ-

åòñÿ óñëîâèåì R = 0. Ïðè çàïèñè óðàâíåíèé ìîäåëè óäîáíåå

ïîëüçîâàòüñÿ ýêâèâàëåíòíîé õàðàêòåðèñòèêîé

s = 1−
(

R

a

)m

, m = 1, 3.

Îíà ðàâíà îáúåìíîé äîëå ÷àñòèöû, çàíÿòîé òðàíñïîðòíîé çî-

íîé. Ïàðàìåòð m � èíäåêñ �îðìû ÷àñòèö. Îí ïðèíèìàåò çíà-

÷åíèÿ 1 è 3 äëÿ ïëîñêèõ è ñ�åðè÷åñêèõ ÷àñòèö ñîîòâåòñòâåí-

íî.

Äâèæóùåé ñèëîé ýêñòðàêöèè ÿâëÿåòñÿ ïåðåïàä êîíöåíòðà-

öèè â òðàíñïîðòíîé çîíå ÷àñòèöû. Çäåñü îíà èçìåíÿåòñÿ îò

ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ θ∗ íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ çîí äî

ìèíèìàëüíîãî, ðàâíîãî cθ∗, ãäå 0 < c < 1 � íîðìèðîâàííàÿ

êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðà, îìûâàþùåãî ÷àñòèöû. Òîãäà ñ ó÷å-

òîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ìèêðîìàñøòàáíàÿ ñõåìàòèçàöèÿ

ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

θ0
θ∗

∂s

∂t
=

m

a
qm, qm(t, z, a) =

2Deff

a
λm(s)(1− c), s|t=0 = 0.

(3.20)

λ1 =
1

2s
, λ3 =

0.5(1 − s)1/3

1− (1− s)1/3
. (3.21)

Çäåñü ïðîèçâåäåíèå θ∗qm � ìàññîâûé ïîòîê öåëåâûõ ñîåäèíå-

íèé ñ åäèíèöû ïîâåðõíîñòè ñûðüÿ â åäèíèöó âðåìåíè. Ôóíê-

öèÿ λm õàðàêòåðèçóåò �îðìó ÷àñòèö è äè��óçèîííîå ñîïðî-

òèâëåíèå òðàíñïîðòíîé çîíû ïî ìåðå âûðàáîòêè ìàñëà èç ÷à-
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�èñ. 3.14: Çàâèñèìîñòü (3.21) áåçðàçìåðíîé ïðîâîäèìîñòè

λm(s) âíåøíåé òðàíñïîðòíîé çîíû îò êîëè÷åñòâà èçâëå÷åí-

íîãî ìàñëà â ëîãàðè�ìè÷åñêîì ìàñøòàáå ïî îñíîâàíèþ 10.

Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ñ�åðè÷åñêèå ÷àñòèöû, m = 3, ïóíêòèð-

íàÿ ëèíèÿ � ïëîñêèå ÷àñòèöû, m = 1.

ñòèöû. Îíà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 3.14 äëÿ äâóõ ðàññìàòðèâà-

åìûõ �îðì ÷àñòèö. Îáå �óíêöèè, ïðè m = 3 è m = 1, èìåþò

èíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü â îêðåñòíîñòè s → 0. Ýòî ãîâîðèò

î òîì, ÷òî èçâëå÷åíèå ìàñëà èç ïðèïîâåðõíîñòíîé îáëàñòè ÷à-

ñòèöû íè÷åì íå ëèìèòèðîâàíî. Ïî ìåðå ïðîäâèæåíèÿ �ðîíòà

èñòîùåíèÿ âãëóáü è óâåëè÷åíèÿ òîëùèíû 1−R òðàíñïîðòíîé

çîíû, åå ïðîâîäèìîñòü ïàäàåò.

Çàäà÷à (3.20)�(3.21) âûðàæàåò òåêóùèé áàëàíñ ìàññû öå-

ëåâûõ èçâëåêàåìûõ ñîåäèíåíèé â ïðîáíîé ÷àñòèöå â ïåðåìåí-

íûõ (s; c). Îíà ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáùåãî óðàâ-

íåíèÿ áàëàíñà ìàññû îòäåëüíûõ êîìïîíåíò ðàñòâîðà, èçâåñò-
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íîãî èç êóðñà ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä. Ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à

ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåêóùåé ñòåïåíè èñòîùåíèÿ s(t, z, a)

÷àñòèöû ðàçìåðà a â ñå÷åíèå 0 < z < L àïïàðàòà â òåêóùèé

ìîìåíò âðåìåíè t, îìûâàåìîé ïîòîêîì ðàñòâîðèòåëÿ ïðè çà-

äàííîé êîíöåíòðàöèè ìàñëà c(t, z). Ïîñëåäíÿÿ îïðåäåëÿåòñÿ

èç ìàêðîìàñøòàáíîãî óðàâíåíèÿ �èëüòðàöèè ðàñòâîðèòåëÿ

v
∂c

∂z
= (1− e)

m

a
qm, c|z=0 = 0. (3.22)

Çäåñü v � ñêîðîñòü �èëüòðàöèè ðàñòâîðèòåëÿ, e � ïîðèñòîñòü

çåðíèñòîãî ñëîÿ.

Çàäà÷à (3.20)�(3.22) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó äâóõ äè�-

�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ è îïðåäåëÿåò äèíàìèêó ïðîöåññà ÑÊÔÝ â ïåðåìåííûõ

(s; c) â ìîíîäèñïåðñíîì ïðèáëèæåíèè �ðàêöèîííîãî ñîñòàâà

çåðíèñòîãî ñëîÿ. Ïîñëå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñîãëàñíî ñâîå-

ìó îïðåäåëåíèþ ÊÂÌ, íîðìèðîâàííàÿ íà íà÷àëüíûå çàïàñû

ìàñëà, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èíòåãðèðîâàíèåì êîíöåíòðàöèè

ðàñòâîðà ó âûõîäíîãî ñå÷åíèÿ àïïàðàòà, z = L

Y (t) =
θ∗
θ0

v

(1− e)L

∫ t

0
c(τ, L)dτ. (3.23)

Ñ�îðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à ðàñ÷åòà ÊÂÌ äîïóñêàåò äàëü-

íåéøåå óïðîùåíèå. Åå èññëåäîâàíèå ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê

ìíîãîêðàòíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðîâ, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå â ýòîì ðàçäåëå.

Áåçðàçìåðíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äàëüíåéøåå èññëå-

äîâàíèå çàäà÷è (3.20)�(3.23) óäîáíî ïðîâîäèòü â íîâûõ áåçðàç-

ìåðíûõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùèå

ìàñøòàáû ïðîöåññà äëÿ êîîðäèíàòû z âäîëü îñè àïïàðàòà, âðå-

ìåíè t è ðàçìåðà ÷àñòèö a

zsc = L, tsc =
θ0
θ∗

H(1− e)

v
, a2sc = 2mDeff

H(1− e)

v
. (3.24)
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Ñîîòâåòñòâåííî áåçðàçìåðíûå àíàëîãè ζ, τ è ξ îïðåäåëåíû

ñëåäóþùèì îáðàçîì

z = zscζ, t = tscτ, a = ascξ.

Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ, ãäå c(τ, ζ) ïî-ïðåæíåìó íîðìèðî-

âàíà íà θ∗, ìîäåëü ÑÊÔÝ çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∂c

∂ζ
=

∂s

∂t
, c|ζ=0 = 0. (3.25)

∂s

∂t
=

λm(s)

ξ2
(1− c), s|τ=0 = 0. (3.26)

Y (τ) =

∫ τ

0
c(ω, 1)dω. (3.27)

Áåçðàçìåðíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è (3.25)�(3.27) íå ñîäåðæèò

ÿâíûì îáðàçîì íè îäíîãî ïàðàìåòðà, îïðåäåëÿþùåãî ñûðüå

è óñëîâèÿ ïðîöåññà. Åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì çàäà÷è ÿâëÿ-

åòñÿ íîðìèðîâàííûé ðàçìåð ξ ÷àñòèö çåðíèñòîãî ñëîÿ. Äëÿ

ñîîòíåñåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â áåçðàçìåðíîé ïîñòàíîâêå ñ ðå-

àëüíûìè óñëîâèÿìè îïûòà íàðÿäó ñ a, L, v è e íåîáõîäèìî

çàäàíèå çíà÷åíèé âåëè÷èí θ0, θ∗ è Deff , êîòîðûå îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿþò õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû (3.24) è êîíêðåòèçèðóþò

ñûðüå â ðàìêàõ ïðèíÿòîé ñõåìàòèçàöèè. Âîîáùå, ïîñëåäíÿÿ

òðîéêà ïàðàìåòðîâ çàâèñèò è îò òåðìîäèíàìè÷åñêèõ óñëîâèé

ïðîöåññà. Èõ çíà÷åíèÿ, êàê ïðàâèëî, çàðàíåå íåèçâåñòíû è

äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ íà îñíîâå èäåíòè�èêàöèè ìîäåëè ïî

èìåþùèìñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷è (3.25)�(3.27) â òåðìèíàõ �óíêöèè Y (τ) ââåäåì

äîïîëíèòåëüíî áåçðàçìåðíóþ õàðàêòåðèñòèêó

y(τ, ζ) =

∫ τ

0
c(ω, ζ)dω. (3.28)
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Ïî îïðåäåëåíèþ, y åñòü íàêîïëåííîå ê ìîìåíòó âðåìåíè τ ìàñ-

ëî, èçâëå÷åííîå èç ÷àñòè çåðíèñòîãî ñëîÿ [0; ζ] è íîðìèðîâàí-

íîå íà åãî íà÷àëüíóþ ìàññó âî âñåì ðåàêòîðå, 0 ≤ y(τ, ζ) ≤ ζ.

Ñðàâíèâàÿ (3.27) è (3.28), ëåãêî âèäåòü, ÷òî Y (τ) = y(τ, 1).

Âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå âíóòðåííåé çàäà÷è (3.26), ïðåä-

ñòàâëÿþùåé ñîáîé çàäà÷ó Êîøè äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè îòíîñèòåëüíî

�óíêöèè s îò ïåðåìåííîé τ . �àçäåëÿÿ ïåðåìåííûå s è c, â

ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî τ ïîëó÷èì íåÿâíóþ àíàëèòè÷å-

ñêóþ çàâèñèìîñòü s îò τ , y è ξ

ϕm(s) = min

{

1,
τ − y

ξ2

}

, (3.29)

0 ≤ ϕm(s) =

∫ s

0

dω

λm(ω)
≤ 1.

Òàêèì îáðàçîì, y ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾ïàìÿòü¿ î ïðåäûäóùèõ

ñîñòîÿíèÿõ ÷àñòèöû.

Ôóíêöèÿ ϕm(s) îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå 0 ≤ s ≤ 1 è ìî-

íîòîííî âîçðàñòàåò íà íåì îò íóëÿ äî åäèíèöû

ϕm(s) =







s2, m = 1;

3
(

1− (1− s)2/3
)

− 2s, m = 3.
(3.30)

Ñîîòâåòñòâóþùèå çàâèñèìîñòè ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 3.15.

Îïåðàòîð âû÷èñëåíèÿ ìèíèìóìà èç äâóõ ÷èñåë â óðàâíå-

íèè (3.29) îòðàæàåò òîò �àêò, ÷òî ñ íàñòóïëåíèåì ïîëíîãî

èñòîùåíèÿ ÷àñòèöû, s = 1 è ϕm(1) = 1, åå ñîñòîÿíèå áîëüøå

íå èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Âûðàæåíèå (3.29) íåÿâíî îïðåäåëÿåò s êàê îáðàòíóþ �óíê-

öèþ ϕ−1
m íà èíòåðâàëå τ ≥ 0

s(τ, ζ, ξ) = ϕ−1
m

(

min

{

1,
τ − y(τ, ζ)

ξ2

})

. (3.31)
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�èñ. 3.15: Ôóíêöèè ϕm(s) ïðè m = 1, 3 (ñïëîøíûå ëèíèè).

Ïóíêòèðíûå ëèíèè � àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå s(ϕ3)

â îêðåñòíîñòè s → 0 è s → 1 ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (3.33) è

(3.34).

Äëÿ ïëîñêèõ ÷àñòèö âûðàæåíèå ìîæåò áûòü âûïèñàíî ÿâíî

m = 1 : s =

√

min

{

1,
τ − y

ξ2

}

.

Äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ ÷àñòèö ÿâíîé àíàëèòè÷åñêîé �îðìóëû íå

ñóùåñòâóåò. Îäíàêî ìîæíî ïîëó÷èòü äâà ïîëèíîìà, êîòîðûå

âåñüìà òî÷íî ïðèáëèæàþò èñêîìóþ �óíêöèþ, ïðèìåíÿÿ ìå-

òîä ðåãóëÿðíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé. Ïðîäåìîíñòðè-

ðóåì âîçìîæíîñòè ýòîãî ìåòîäà íà ïðèìåðå ðàññìàòðèâàåìîé

çàäà÷è. Ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè òî÷êè s = 0,

ϕ = 0. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.30)

äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ ÷àñòèö â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè èññëå-
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äóåìîé òî÷êè. Îïóñêàÿ äàëåå èíäåêñ m = 3, çàïèøåì

ϕ =
1

3
s2 +

4

27
s3 + o(s3), s → 0. (3.32)

Î÷åâèäíî, ÷òî â ãëàâíîì ÷ëåíå ñïðàâåäëèâî

s(ϕ) =
√

3ϕ+ o(ϕ1/2), ϕ → 0.

×òîáû ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ, âîñïîëüçóåìñÿ

áîëåå òî÷íûì ñòåïåííûì ïðåäñòàâëåíèåì �óíêöèè s

s(ϕ) =
√

3ϕ+ C1ϕ
α1 + o(ϕα1), ϕ → 0,

ãäå êîíñòàíòû C1 è α1 ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. Äëÿ ýòîãî ïîä-

ñòàâèì âûðàæåíèå â îáùåå ðàçëîæåíèå (3.32) è ðàçëîæèì

åãî â îêðåñòíîñòè ϕ → 0 ñ ñîõðàíåíèåì ñëàãàåìûõ ïîðÿäêà

O(ϕ1/2+α1)

ϕ =
1

3
(3ϕ+2C1

√
3ϕ1/2+α1+...)+

4

27
(
√
27(ϕ)3/2+...)+o(ϕ1/2+α1).

Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè ñòàðøèõ ñòåïåíÿõ, íàõîäèì,

÷òî α1 = 1, è àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ s(ϕ) â

îêðåñòíîñòè íóëÿ ïðèìåò âèä

s−(ϕ) =
√

3ϕ− 2

3
ϕ+ o(ϕ), ϕ → 0. (3.33)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæå-

íèå ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó 0 < 1− ϕ → 0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè

s → 1, ϕ → 1

s+(ϕ) = 1− 1√
27

(1− ϕ)3/2 − 1

8
(1− ϕ)2 + o

(

(1− ϕ)2
)

. (3.34)

Äëÿ ýòîãî îäíàêî ñòîèò ïåðåéòè ê íîâûì ïåðåìåííûì

s∗ = 1− s, ϕ∗ = 1− ϕ.
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Òîãäà óðàâíåíèå (3.30) ïðè m = 3 ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä

ϕ∗ = 3s
2/3
∗ + 2s∗. (3.35)

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ðåãóëÿðíûõ àñèìïòîòè÷å-

ñêèõ ðàçëîæåíèé ê óðàâíåíèþ (3.35) â îêðåñòíîñòè s∗ → 0

è ϕ∗ → 0 ïîñëå îáðàòíîãî ïåðåõîäà ê ïåðåìåííûì s è ϕ ïîëó-

÷àåòñÿ èñêîìîå ðàçëîæåíèå (3.34).

Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ (3.33) è (3.34) ïîçâîëÿþò ý��åê-

òèâíî îáðàùàòü íåëèíåéíîå àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå (3.30)

äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ ÷àñòèö, èñïîëüçóÿ ìåòîä Íüþòîíà. Íà÷àëü-

íîå ïðèáëèæåíèå äëÿ êàæäîãî òåêóùåãî ìîìåíòà âðåìåíè t

âû÷èñëÿåòñÿ êàê ìàêñèìóì èç äâóõ çíà÷åíèé, s− è s+. Äàëåå

âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè ϕ(s) ïî s è ïðèìåíÿåòñÿ

ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïîïðàâè ê òåêóùåìó ïðè-

áëèæåíèþ.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî �óíêöèÿ s(τ, ζ, ξ) = s((τ − y)/ξ2) íàì èçâåñò-

íà, âåðíåìñÿ ê àíàëèçó ìàêðîìàñøòàáíîé ìîäåëè (3.25). Îíà

òîæå äîïóñêàåò èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè τ . Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

∂y

∂ζ
= k(τ − y) ≡ s

(

τ − y

ξ2

)

, y|ζ=0 = 0. (3.36)

Çàäà÷à (3.29), (3.30) è (3.36) íå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíóþ ïî âðå-

ìåíè. Òàêèì îáðàçîì, τ ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì çàäà÷è, à óðàâ-

íåíèå (3.36) ïðèíèìàåò âèä îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè îòíîñèòåëü-

íî �óíêöèè y àðãóìåíòà ζ ïðè êàæäîì çíà÷åíèè τ . Òàêèì

îáðàçîì, ðàñ÷åò íàêîïëåííîé äîáû÷è ìàñëà Y (τ) ≡ y(τ, 1) ê

òåêóùåìó ìîìåíòó âðåìåíè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êî-

øè (3.36) íà îòðåçêå 0 < ζ < 1 ïðè âûáðàííîì �èêñèðîâàííîì

çíà÷åíèè τ . Ïðàâàÿ ÷àñòü çàäà÷è, �óíêöèÿ k(τ − y), âû÷èñëÿ-

åòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3.29).
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�åøåíèå çàäà÷è â ïàêåòå ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì

MatLab. Íàìåòèì ïðîöåäóðó ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðÿìîé çà-

äà÷è ðàñ÷åòà êðèâîé âûõîäà ìàñëà (ÊÂÌ) äëÿ ìîíîäèñïåðñ-

íîãî çåðíèñòîãî ñëîÿ íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêèõ �îðìóë, ïîëó-

÷åííûõ â ýòîì ðàçäåëå. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è

äëÿ ïëîñêèõ ÷àñòèö. Äëÿ ýòîãî â îòäåëüíîì �àéëå ðåàëèçóåì

�óíêöèþ, êîòîðàÿ âîçâðàùàåò òåêóùåå çíà÷åíèå s(y, τ, ξ) äëÿ

÷àñòèöû ðàçìåðà ξ â ìîìåíò âðåìåíè τ . Ïîëîæåíèå ÷àñòèöû

â àïïàðàòå õàðàêòåðèçóåòñÿ ïàðàìåòðîì y(τ, ζ)

funtion result = s1(y,tau ,xi)

result = sqrt (min (1,(tau -y)/(xi*xi)));

end

Íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíîé îêàçûâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ îáðàùå-

íèÿ �óíêöèè ϕ3(s) äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ ÷àñòèö, êîòîðàÿ ïðåäïî-

ëàãàåò âû÷èñëåíèå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ guess íà îñíîâå

ïîëó÷åííûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé è åãî óòî÷íåíèå ïî

ñõåìå Íüþòîíà

funtion result=s3(val)

if val >=1-1E-10

result = 1;

elseif val <=0

result = 0;

else

ass1 = sqrt (3* val) -2/3*val -1/(18* sqrt (3))*val

.^(3/2) -1/81* val .^2 -7/(648* sqrt (3))*val .^(5/2);

ass2 = 1 -(1/3) ^(3/2) *(1- val).^(3/2) -1/8*(1- val)

.^(4/2) - 7/(54* sqrt (3))*(1- val).^(5/2) ;

guess = min(ass1 , ass2 );

result = myfzero (�(x)phi3 (x, val), 1e-7, guess);

end

end

funtion [y, dy℄ = phi3 (s, val)
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y = 3*(1-(1-s)^(2/3)) -2*s - val;

if(nargout ==2)

dy = 2*((1 -s).^( -1/3) -1);

end

end

funtion x0 = myfzero (fun , tol , x0)

% seant method for solution of equation

% fun(x) == 0

f = true ;

while (f)

[y, dy℄ = fun(x0);

dx0 = - y/dy;

x0 = max(min(x0+dx0 ,1), 0);

f = (abs(y)>tol) && (abs(dx0)>tol);

end

end

Çäåñü âíà÷àëå âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðêà. Òåêóùåå çíà÷åíèå ϕ3(s),

äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå �óíê-

öèè èñòîùåíèÿ s, îáîçíà÷åíî ïàðàìåòðîì val è äîëæíî ëåæàòü

â èíòåðâàëå [0; 1]. Çíà÷åíèÿ áîëüøèå åäèíèöû, val > 1 îçíà-

÷àþò, ÷òî ÷àñòèöà ïîëíîñòüþ èñòîùåíà. Îòðèöàòåëüíûå çíà-

÷åíèÿ, val < 0, íå ìîãóò âîçíèêàòü â ðàìêàõ ëîãèêè ïðîãðàì-

ìû, íî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîâåðêà âñå ðàâíî ïðåäóñìîòðåíà.

Ôóíêöèÿ phi3 ðåàëèçóåò âû÷èñëåíèå ðàçíîñòè y = ϕ3(s)− val,

à òàêæå ïðîèçâîäíîé dy = dϕ3(s)/ds. Ôóíêöèÿ myfzero ðåàëçó-

åò èòåðàöèîííûé àëãîðèòì óòî÷íåíèÿ òåêóùåãî ïðèáëèæåíèÿ

guess èñêîìîãî óðîâíÿ èñòîùåíèÿ ÷àñòèöû ïî ñõåìå Íüþòîíà.

Òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü ïåðåäàåòñÿ âòîðûì ïàðàìåòðîì ïðè âû-

çîâå �óíêöèè myfzero.

Äàëåå ïðèâåäåì �óíêöèþ, âû÷èñëÿþùóþ çíà÷åíèå ïðàâîé

÷àñòè çàäà÷è Êîøè (3.36) ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé,

êîòîðóþ íåîáõîäèìî ðåøàòü â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè

funtion dy = myode(zeta , y, tau ,xi)

dy = s1(y,tau ,xi);
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end

Çäåñü, êàê òðåáóåò äîêóìåíòàöèÿ ñèñòåìû MatLab, ïåðâûå äâà

âõîäíûõ àðãóìåíòà � çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî íåçàâèñèìîãî

àðãóìåíòà è âåêòîðà èñêîìûõ �óíêöèé. Çàòåì ïåðåäàþòñÿ äî-

ïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû, à èìåííî òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè

è ïîëóòîëùèíà ïëîñêèõ ÷àñòèö. Çàäà÷à Êîøè ÿâëÿåòñÿ àâòî-

íîìíîé, òàê êàê åå ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò ÿâíî îò ζ. Ïåðå-

õîä ê ðàñ÷åòó çàäà÷è äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ ÷àñòèö îñóùåñòâëÿåòñÿ

ïðîñòîé çàìåíîé âûçîâà �óíêöèè s1 íà �óíêöèþ s3. Îïèñàí-

íàÿ ïðîãðàììà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â áîëåå óíèâåðñàëüíîì

âèäå ñ èñïîëüçîâàíèåì øàáëîíà ðàçðàáîòêè ¾ñòðàòåãèÿ¿. Äëÿ

ýòîãî �óíêöèÿ myode äîëæíà ïðèíèìàòü â êà÷åñòâå îäíîãî

èç âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ óêàçàòåëü íà �óíêöèþ äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ óðîâíÿ èñòîùåíèÿ s èíäèâèäóàëüíîé ÷àñòèöû. Ýòî ìîæåò

îêàçàòüñÿ âåñüìà ïîëåçíûì, åñëè òðåáóåòñÿ ðàññ÷èòûâàòü ýêñ-

òðàêöèþ è èç ÷àñòèö öèëèíäðè÷åñêîé �îðìû.

Îòäåëüíûì �àéëîì îïèøåì �óíêöèþ, êîòîðàÿ âû÷èñëÿ-

åò ÊÂÌ äëÿ çàäàííîãî ðàçìåðà ÷àñòèö â òðåáóåìûå ìîìåíòû

âðåìåíè

funtion [tau ,Y℄ = getOEC1 (tau , xi)

Y = zeros(size (tau));

opt=odeset('RelTol ', 1e-3, 'AbsTol ', 1e -5);

for i = 1: length(tau)

[~,z℄= ode45(�(t,y) myode(t,y, tau(i), xi), [0, 1℄, 0,

opt);

Y(i)=z(end);

end

Çäåñü èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ íà îòðåçêå [0; 1], ãäå ζ = 0 îòâå-

÷àåò âõîäíîìó ñå÷åíèþ àïïàðàòà, ζ = 1 � âûõîäíîìó ñå÷åíèþ.

Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå èñêîìîé �óíêöèè ðàâíî íóëþ. Èíòåãðè-

ðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè tau(i).

Â ãëàâíîì �àéëå ïðîãðàììû ïðîèñõîäèò âûçîâ �óíêöèè

getOEC1 äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ðàçìåðîâ ÷àñòèö. Äëÿ ïîëó÷å-
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�èñ. 3.16: �àññ÷èòàííûå êðèâûå âûõîäà ìàñëà äëÿ ìîíîäèñ-

ïåðñíîãî çåðíèñòîãî ñëîÿ ñ�åðè÷åñêèõ ÷àñòèö. Ñòðåëêà óêà-

çûâàåò íàïðàâëåíèå ðîñòà ðàçìåðà ξ îò 1 äî 5 ñ øàãîì 1.

íèÿ ïëàâíûõ ãðà�èêîâ ìàññèâ ìîìåíòîâ âðåìåíè ìîæíî èíè-

öèàëèçèðîâàòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì

tau = linspae (0 ,3 ,401);

Çäåñü, τ = 3 � ïîñëåäíèé ìîìåíò âðåìåíè ðàñ÷åòà ÊÂÌ. Â ðå-

çóëüòàòå âûïîëíåíèÿ îïèñàííîé ïðîãðàììû äëÿ ðàçíûõ ðàç-

ìåðîâ ξ ÷àñòèö ïîëó÷àåòñÿ íàáîð ÊÂÌ, ïðåäñòàâëåííûé íà

ðèñóíêå 3.16.

§ 3.4. Àâòîìîäåëüíàÿ çàäà÷à â òåîðèè

ñâåðõêðèòè÷åñêîé �ëþèäíîé

ýêñòðàêöèè

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ ìåõàíèêè
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ñïëîøíûõ ñðåä ÷àñòî âîçíèêàþò òàê íàçûâàåìûå àâòîìîäåëü-

íûå ðåæèìû. Êàê ïðàâèëî, òàêàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ äëÿ

çàäà÷ îòíîñèòåëüíî �óíêöèé äâóõ íåçàâèñèìûõ àðãóìåíòîâ.

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å òàêèìè àðãóìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ âðå-

ìÿ τ è ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà ζ. ßâëåíèå íàçûâàåòñÿ

àâòîìîäåëüíûì, åñëè ðàñïðåäåëåíèÿ åãî õàðàêòåðèñòèê ïîëó-

÷àþòñÿ îäíî èç äðóãîãî ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ. Àâòîìî-

äåëüíîñòü � îñîáàÿ ñèììåòðèÿ �èçè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿ-

ùàÿ â òîì, ÷òî èçìåíåíèå ìàñøòàáîâ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåí-

íûõ ìîæåò áûòü ñêîìïåíñèðîâàíî ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ

äðóãèõ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Àâòîìîäåëüíîñòü ïðèâî-

äèò ê ý��åêòèâíîìó ñîêðàùåíèþ ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ïåðå-

ìåííûõ.

Îïóñêàÿ ïîäðîáíîå îáúÿñíåíèå äàííîãî òåðìèíà, ïðèâå-

äåì �îðìàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå âûêëàäêè, îñíîâàííûå íà

ñîîòâåòñòâóþùåé ñèììåòðèè ÑÊÔÝ ïðè îïðåäåëåííûõ ðåæè-

ìàõ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïðèíÿòü ñëåäóþùèå îáîáùàþùèå

äîïóùåíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñêîðîñòü �èëüòðàöèè ðàñ-

òâîðèòåëÿ èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Áåçðàçìåðíóþ ñêîðîñòü

�èëüòðàöèè îáîçíà÷èì ω(τ). Çåðíèñòûé ñëîé ÿâëÿåòñÿ ïîëè-

äèñïåðñíûì è ñîñòîèò èç ïëîñêèõ ÷àñòèö. Ïîëèäèñïåðñíîñòü

ïðåäïîëàãàåò, ÷òî àíñàìáëü ÷àñòèö, �îðìèðóþùèõ ñëîé, õà-

ðàêòåðèçóåòñÿ ðàçíûìè õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè. Òàêàÿ ñè-

òóàöèÿ îïèñûâàåòñÿ �óíêöèåé 0 < F (ξ) < 1 îáúåìíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ðàçìåðàì. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, çíà÷åíèå

F (ξ0) ïîêàçûâàåò îáúåìíóþ äîëþ ÷àñòèö â àíñàìáëå, ðàçìåð

êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò ξ0. Òàêæå ïîòðåáóåì, ÷òîáû ÷àñòèöû

áûëè îòñîðòèðîâàíû ïåðåä èõ óïàêîâêîé â ýêñòðàêöèîííóþ

êîëîííó ïî óáûâàíèþ ðàçìåðà â íàïðàâëåíèè �èëüòðàöèè ðàñ-

òâîðèòåëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, â óðàâíåíèè (3.26) â ïðàâîé ÷àñòè

ξ ñòàíîâèòñÿ �óíêöèåé ζ, ξ = ξ(ζ). Ýòà çàâèñèìîñòü ïîëó÷à-

åòñÿ â õîäå îáðàùåíèÿ òîæäåñòâà F (ξ) = 1− ζ.
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Îêîí÷àòåëüíî ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàïèñü ìîäåëè ïðîöåññà

ÑÊÔÝ äëÿ ïëîñêèõ ÷àñòèö, m = 1, ïðè ïåðåìåííîé ñêîðî-

ñòè �èëüòðàöèè ðàñòâîðèòåëÿ è ñòðàòè�èöèðîâàííîé óïàêîâ-

êå ïîëèäèñïåðñíûõ ÷àñòèö â àïïàðàò ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä

ω(τ)
∂c

∂ζ
=

∂s

∂τ
, c|ζ=0 = 0, (3.37)

∂s2

∂τ
=

1− c

ξ2(ζ)
, F (ξ) = 1− ζ. (3.38)

Ëåãêî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ èçìåíåíèÿ s ó âõîäíîãî ñå÷å-

íèÿ àïïàðàòà, ãäå c ≡ 0

s =
√
τ/ξ(0). (3.39)

Çäåñü îïåðàòîð min îïóùåí, òàê êàê ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå

ðåæèìû ïðåäïîëàãàþò îäíîâðåìåííîå ïîëíîå èñòîùåíèå âñåõ

÷àñòèö çåðíèñòîãî ñëîÿ â ìîìåíò âðåìåíè τ = 1. Òî åñòü

âïëîòü äî îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà, τ < 1, íè îäíà ÷àñòèöà ïîëíî-

ñòüþ íå èñòîùèëàñü, s < 1. Ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïîëó÷èì îãðà-

íè÷åíèå íà äîïóñòèìûå ðàçìåðû ÷àñòèö â àïïàðàòå, 0 ≤ ξ ≤ 1.

Èçìåíèòñÿ è îïðåäåëåíèå ÊÂÌ ñ ó÷åòîì íåïîñòîÿíñòâà ðàñõî-

äà ðàñòâîðèòåëÿ ñî âðåìåíåì

Y (τ) =

∫ τ

0
ω(σ)c(σ, 1)dσ.

Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàåòñÿ ðàçíûìè �îð-

ìóëàìè â äâóõ îáëàñòÿõ àïïàðàòà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñõåìà

èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 3.17. Ïåðâàÿ îáëàñòü (A) íàçûâàåòñÿ

çîíîé ýêñòðàêöèè, ãäå êîíöåíòðàöèÿ c ìîíîòîííî èçìåíÿåòñÿ

îò 0 äî 1. Çäåñü ñûðüå ÷àñòè÷íî îáåäíåíî, s > 0. Ñ òå÷åíè-

åì âðåìåíè îáëàñòü A ðàñøèðÿåòñÿ îò âõîäíîãî ñå÷åíèÿ àï-

ïàðàòà â ñòîðîíó âûõîäíîãî è ïîñòåïåííî âûòåñíÿåò âòîðóþ

îáëàñòü (B) � çîíó íàñûùåíèÿ, ãäå c ≡ 1, è ÷àñòèöû åùå íå
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íà÷àëè âûðàáîòêó, s ≡ 0. Ýòè îáëàñòè ðàçäåëåíû ïîäâèæíîé

ãðàíèöåé, ζ = ζ0(τ). Âîîáùå âûäåëÿþò åùå è òðåòüþ îáëàñòü

ïîëíîãî èñòîùåíèÿ. Îäíàêî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ðåæèìîâ

îíà íå íàáëþäàåòñÿ âïëîòü äî ìîìåíòà âðåìåíè τ = 1, êîãäà

âñå ÷àñòèöû äîñòèãàþò èñòîùåíèÿ îäíîâðåìåííî.

c, s, ξ

ζ

1

ζ0( )τ

c
,

(
)

ζ
τ

s ,(
)ζ τ

s ,(0 )τ

1

A B

ξ( )ζ

�èñ. 3.17: �àñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè c è ñòåïåíè èñòîùå-

íèÿ ÷àñòèö s ïî äëèíå àïïàðàòà 0 ≤ ζ ≤ 1 â ïðîìåæóòî÷íûé

ìîìåíò âðåìåíè 0 < τ < 1. Âåðòèêàëüíàÿ ïóíêòèðíàÿ ëè-

íèÿ îòìå÷àåò ãðàíèöó ðàçäåëà äâóõ çîí â àïïàðàòå, ζ = ζ0(τ).

A � çîíà ýêñòðàêöèè, ãäå òåêóùàÿ êîíöåíòðàöèÿ èçìåíÿåòñÿ

îò 0 äî 1. B � çîíà íàñûùåíèÿ, ãäå c ≡ 1 è s ≡ 0. �îðèçîí-

òàëüíàÿ ñòðåëêà ïîêàçûâàåò íïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ãðàíèöû

ðàçäåëà ζ = ζ0(τ). Âåðòèêàëüíàÿ ñòðåëêà ïîêàçûâàåò ðîñò âû-

ðàáîòêè ÷àñòèö ó âûõîäíîãî ñå÷åíèÿ àïïàðàòà. Óáûâàþùàÿ

øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ � çàâèñèìîñòü ξ(ζ) ðàçìåðà ÷àñòèö

îò ïîëîæåíèÿ â àïïàðàòå. Îòòåíêîì ñåðîãî ïîêàçàíî èçìåíå-

íèå êîíöåíòðàöèè c ïî äëèíå àïïàðàòà.

Àâòîìîäåëüíîñòü ïðåäïîëàãàåò, ÷òî èñõîäíóþ çàäà-

÷ó (3.37), (3.38) ìîæíî çàïèñàòü îòíîñèòåëüíî íîâûõ íåèç-
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âåñòíûõ �óíêöèé c(̺) è S(̺) àâòîìîäåëüíîé ïåðåìåííîé ̺.

Ïîñëåäíþþ ïðåäñòàâèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

̺(ζ, τ) =
x(ζ)

x0(τ)
, x(ζ) =

∫ ζ

0

dζ

ξ(ζ)
, (3.40)

ãäå x0(τ) ≡ x(ζ0(τ)) � çíà÷åíèå �óíêöèè x íà ãðàíèöå ðàç-

äåëà äâóõ çîí â àïïàðàòå. Âûðàæåíèå äëÿ x0(τ) ïîäëåæèò

îïðåäåëåíèþ â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, çîíà âû-

ðàáîòêè, ãäå c(̺) ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò íóëÿ äî åäè-

íèöû, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïðîöåññà âçàèìíîîäíîçíà÷íî

îòîáðàæàåòñÿ íà îòðåçîê [0; 1] èçìåíåíèÿ àâòîìîäåëüíîé ïåðå-

ìåííîé ̺. Âàæíî, ÷òî óêàçàííîå îïðåäåëåíèå x èìååò ñìûñë

òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà c(τ, 1) ≡ 1 ïðè τ < 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

èç àïïàðàòà âñåãäà âûõîäèò íàñûùåííûé ðàñòâîð.

Áóäåì èñêàòü êîíöåíòðàöèþ c â âèäå �óíêöèè àâòîìîäåëü-

íîé ïåðåìåííîé ̺ â îáëàñòè âûðàáîòêè è îïðåäåëèì òàì æå

íîâóþ �óíêöèþ

S =
ξ(ζ)s(ζ, τ)√

τ
, S|ζ=0 = 1. (3.41)

Âûïèñàííîå äëÿ íåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïîëó÷àåòñÿ èç (3.39)

è, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî íà âõîä â

àïïàðàò âñå âðåìÿ ïîäàåòñÿ ÷èñòûé ðàñòâîðèåëü, c(τ, 0) ≡ 0.

Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèå (3.41) â óðàâíåíèÿ (3.37) è (3.38),

à òàêæå ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå (3.40) äëÿ ̺ = ̺(ζ, τ), îïóñêàÿ

ãîìîçäñêèå âûêëàäêè, ïîëó÷èì

S =
x0(τ)

2ω(τ)
√
τ

1− c(̺)

c′(̺)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè x0(τ) = 2λω(τ)
√
τ �óíêöèÿ S = S(̺), è

c′ = λ
1− c

S
. (3.42)
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Âûðàçèì äàëåå s èç ñîîòíîøåíèÿ (3.41) è ïîäñòàâèì â óðàâ-

íåíèå (3.38). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ˙̺ = −̺ẋ0/x0, è ñâÿçü ìåæäó x0
è ω, ïîëó÷åííóþ ðàíåå, íàéäåì, ÷òî èñêîìûé àâòîìîäåëüíûé

ðåæèì âîçìîæåí ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ

ðàâåíñòâ ïðè τ < 1

x0 = λ(2r + 1)τ r, ω = (r + 0.5)τ r−1/2.

Â ýòèõ óñëîâèÿõ ïîëó÷èì âòîðîå óðàâíåíèå çàäà÷è äëÿ îòûñ-

êàíèÿ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé c è S

S′ =
1

2r̺

(

S − 1− c

S

)

. (3.43)

Óñëîâèÿ â òî÷êå ̺ = 0 äëÿ óðàâíåíèé (3.42) è (3.43)

c(0) = 0, S(0) = 1 (3.44)

îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èñõîäíîé çàäà÷è (3.37)�

(3.39). Îòäåëüíî ïîä÷åðêíåì, ÷òî âòîðîå èç óñëîâèé (3.44) ÿâ-

ëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì áàëàíñîâûõ ñîîòíîøåíèé (3.37)�(3.38) è

ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ �óíêöèè c. Òàêèì îáðàçîì, â àâòîìî-

äåëüíîé çàäà÷å (3.42)�(3.44) òîëüêî îäíî èç íà÷àëüíûõ óñëî-

âèé ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì.

Â çàäà÷å òàêæå îñòàåòñÿ íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð λ, çíà÷å-

íèå êîòîðîãî äîëæíî îïðåäåëÿòüñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî ̺ = 1 ñîîò-

âåòñòâóåò ïîëîæåíèþ ãðàíèöû çîíû âûðàáîòêè. Èç íåïðåðûâ-

íîñòè êîíöåíòðàöèè c íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ çîí ïîëó÷èì,

÷òî

c(1) = 1. (3.45)

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (3.38) ïî âðåìåíè ïðè óñëîâèè

c ≡ 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ íåîáõîäèìîñòüþ êàê �óíêöèÿ s, òàê

è ïðèâåäåííàÿ �óíêöèÿ èñòîùåíèÿ S ÷àñòèö äîëæíû ïðèíè-

ìàòü íóëåâîå çíà÷åíèå íà ïðàâîì êîíöå îòðåçêà 0 < ̺ < 1
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èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷è

S(1) = 0. (3.46)

Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç àâòîìîäåëüíîé çàäà÷è (3.42)�(3.46)

ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è, ãäå îäíî

íåçàâèñèìîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå (3.45) ïîçâîëÿåò âûäå-

ëèòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ, îòâå÷àþùåå ðåøåíèþ ñ �èçè÷å-

ñêèì ñìûñëîì ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè r.

Ìåòîä ïðèñòðåëêè äëÿ ðåøåíèÿ àâòîìîäåëüíîé

êðàåâîé çàäà÷è. Ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó (3.42)�(3.46) ïðè íåèç-

âåñòíîé �óíêöèè λ(r) äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà r áó-

äåì ðåøàòü, èñïîëüçóÿ ìåòîä ïðèñòðåëêè. Îñíîâû ìåòîäà èç-

ëîæåíû â § 1.5. Ïðè ýòîì çàäàâàÿñü íåêîòîðûì ïðîáíûì çíà-

÷åíèåì λ áóäåì ðåøàòü ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷ó Êîøè, ñòàðòóÿ

èç îäíîãî êîíöà îòðåçêà. Ïðîáíîå çíà÷åíèå óòî÷íÿåòñÿ äî òåõ

ïîð, ïîêà ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ c íà äðóãîì êîíöå îòðåçêà

èíòåãðèðîâàíèÿ íå âûïîëíèòñÿ ñ òðåáóåìîé íàïåðåä çàäàííîé

òî÷íîñòüþ.

Îäíàêî ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðè-

ðîâàíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå çàòðóäíÿåòñÿ íàëè÷èåì

óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè íà îáîèõ êîíöàõ îòðåçêà èíòåãðèðî-

âàíèÿ, ïðè ̺ = 0 è 1. Äëÿ óñòðàíåíèÿ îñîáåííîñòè èñïîëüçó-

åòñÿ ïîäõîä ðåãóëÿðíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé, êîòî-

ðûé áûë ïðèìåíåí ïðè îáðàùåíèè àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

ϕ3(s) = const â § 3.3. Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïðèìåíèòü ýòîò

ìåòîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî âûðà-

æåíèÿ èñêîìûõ �óíêöèé â îêðåñòíîñòè êîíöà îòðåçêà èíòå-

ãðèðîâàíèÿ, â êîòîðîì èçâåñòíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ �óíêöèé.

�àññìîòðèì ïðàâûé êîíåö, ̺ = 1. Ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ

÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü

c = 1 + c1(1 − ̺) + o(1− ̺), (3.47)
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S = S1(1− ̺) + o(1− ̺), (3.48)

ãäå c1 è S1 � êîíñòàíòû, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî ðàçëîæåíèÿ (3.47), (3.48) äîïóñêàþò äè��åðåíöè-

ðîâàíèå ïî ̺

c′ = −c1 + o(1),

S′ = −S1 + o(1)

è ïîäñòàâèì èõ â äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (3.42), (3.43).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî S(̺) = o(1), ̺ → 1 ñ òîé æå òî÷íîñòüþ ïîëó÷èì

ðàâåíñòâà â îêðåñòíîñòè ̺ = 1

−c1 = −λ
c1
S1

, (3.49)

−S1 =
1

2r

c1
S1

. (3.50)

Îòñþäà S1 = λ, c1 = −2rλ2
. Âûïèñûâàÿ ðàçëîæåíèÿ (3.47),

(3.48) ñ ó÷åòîì ïîïðàâîê ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà, ïîäñòàâëÿÿ

èõ â óðàâíåíèÿ (3.42), (3.43) è ñîõðàíÿÿ ñëàãàåìûå ïîðÿäêà

o(1 − ̺) ïðèäåì ê ñëåäóþùèì �îðìóëàì ïðè ̺ → 1 è r > 0

S = λ(1− ̺) +
λ

8r
(2r − 1)(1 − ̺)2 +O

(

(1− ̺)3
)

,

c = 1− 2λ2r(1− ̺) +
λ2

4
(2r − 1)(1 − ̺)2 +O

(

(1− ̺)3
)

.

Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïîçâîëÿåò â êà÷åñòâå íà-

÷àëüíîé òî÷êè èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð,

̺ = 1− h. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ c è

S äîëæíû âû÷èñëÿòüñÿ ïî ïîëó÷åííûì ðàçëîæåíèÿì. Çíà-

÷åíèå h ≈ 10−10
, êàê ïðàâèëî, âïîëíå îòâå÷àþò òðåáóåìîé

òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ. Òàêàÿ ïðîöåäóðà, à òàêæå óñòîé÷èâîñòü

ðåøåíèÿ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé ãàðàí-

òèðóþò, ÷òî â ðàìêàõ òðåáóåìîé òî÷íîñòè íîâàÿ íà÷àëüíàÿ
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òî÷êà íàõîäèòñÿ íà òîé æå òðàåêòîðèè, ÷òî è îðèãèíàëüíîå

ãðàíè÷íîå óñëîâèå.

Â òî÷êå ̺ = 0 ïðàâàÿ ÷àñòü èññëåäóåìîé êðàåâîé çàäà÷è

òàêæå èìååò îñîáåííîñòü. Ïîýòîìó èíòåãðèðîâàíèå äîëæíî

áûòü îñòàíîâëåíî â åå íåïîñðåäñòâåííîé îêðåñòíîñòè ̺ > 0.

Îïðåäåëÿþùèì óñëîâèåì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ïåðâîå èç óðàâíå-

íèé (3.44). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ëèøü ðàçëîæåíèå

äëÿ �óíêöèè c â ýòîé îêðåñòíîñòè. Âíîâü èñïîëüçóÿ ïîäõîä

ðåãóëÿðíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé, ïîëó÷èì

c = λ̺+ o(̺), ̺ → 0. (3.51)

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå çàäà÷è Êîøè

äîëæíî áûòü îñòàíîâëåíî â òî÷êå ̺ = h, à çíà÷åíèå λ äîëæíî

áûòü ïîäîáðàíî òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü ðàâåíñòâó (3.51) â

ãëàâíîì ÷ëåíå. Ïðîöåäóðà ïîäáîðà λ ïðè çàäàííîì r ñâîäèòñÿ

â ñâîþ î÷åðåäü ê ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèîíàëà

λ∗ = argmin
λ

(c(h, r, λ) − λh)2, (3.52)

àíàëîãè÷íîãî ðàññìîòðåííîìó ðàíåå óðàâíåíèþ (1.18) äëÿ çà-

äà÷è î ïîëåòå ñíàðÿäà. Çäåñü çíà÷åíèå c(h, r, λ) ïîëó÷àåòñÿ â

õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé ̺ = 1− h.

�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà-

÷è (3.42)�(3.45) îïðåäåëÿþòñÿ çàâèñèìîñòü λ(r), èçîáðàæåí-

íàÿ íà ðèñóíêå 3.18, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîïàðàìåò-

ðè÷åñêîå ñåìåéñòâî �óíêöèé c(̺, r) è S(̺, r), èçîáðàæåííûõ

íà ðèñóíêå 3.19. Íàéäåíû äâà àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèÿ çàäà÷è,

ïðåäñòàâëåííûå òàì æå ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè è ñîîòâåòñòâó-

þùèå çíà÷åíèÿì (r;λ) = {(0; 2), (0.5; 1)}, êîòîðûå îòìå÷åíû

ìàðêåðàìè íà ðèñóíêå 3.18.

Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå çàäà÷è ïîäðàçóìåâàåò âîññòà-

íîâëåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ F (ξ), ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîñòðîåííî-
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0.5 1 2

0.5

1

1.5

2

r0

�èñ. 3.18: Çàâèñèìîñòü λ(r). Ìàðêåðû ñîîòâåòñòâóþò íàéäåí-

íûì àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèÿì.

ìó àâòîìîäåëüíîìó ðåøåíèþ (c, S). Â äàííîé çàäà÷å �óíê-

öèÿ F çàäàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè. Èç îïðåäåëåíèÿ (3.41) ïðè

τ = 1 è óñëîâèÿ ïîëíîãî èñòîùåíèÿ ñëîÿ, s(ζ, 1) ≡ 1, ê ìî-

ìåíòó τ = 1 èìååì çàâèñèìîñòü ξ îò ïàðàìåòðà ̺1 = ̺|τ=1 ≡
x(ζ)/x0(1) â âèäå

ξ = S (̺1) . (3.53)

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñòðàòè�èöèðîâàííûõ óïàêîâîê ðàç-

ìåð ξ ÷àñòèö â çàäàííîì ñå÷åíèè ζ àïïàðàòà îïðåäåëÿåòñÿ

óñëîâèåì F (ζ) = 1− ξ, òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (3.40) ïîëó÷èì

x(ξ) =

∫ ξmax

ξ

f(ξ)

ξ
dξ = ̺1x0(1), ξmin ≤ ξ ≤ ξmax.

Äè��åðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è ó÷èòûâàÿ (3.53), íàé-
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äåì

−f(ξ)dξ = x0(1)S(̺1)d̺1.

Èíòåãðèðîâàíèåì ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ

èñêîìàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F êàê �óíêöèÿ àâòîìîäåëü-

íîé ïåðåìåííîé

F (̺1) = 1−
∫ ξmax

ξ(̺1)
f(ξ)dξ = 1− λ(2r + 1)

∫ ̺1

0
S(̺)d̺. (3.54)

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (3.53)�(3.54) ïðè êàæäîì r ≥ 0

îïðåäåëÿþò íàâåñêó ïëîñêèõ ÷àñòèö, äëÿ êîòîðîé âîçìîæíà

ïîëíàÿ ýêñòðàêöèÿ öåëåâûõ ñîåäèíåíèé çà åäèíè÷íîå âðåìÿ â

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.25

0.5

0.75

1

c,
 S

�èñ. 3.19: Ñïëîøíûå ëèíèè: ñåìåéñòâî ðåøåíèé c(̺, r) è

S(̺, r). Ïóíêòèðíûå ëèíèè: c = ̺, c = 1− (1− ̺)2 è S = 1− ̺.

Ñòðåëêàìè (äëÿ ñïëîøíûõ ëèíèé) óêàçàíî íàïðàâëåíèå ðîñòà

r íà îòðåçêå [0.1; 0.5] ñ ïîñòîÿííûì øàãîì 0.1.
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0
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0.5

0.75

1

F

�èñ. 3.20: Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (ξ) ïëîñêèõ ÷àñòèö ïî

ðàçìåðàì. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ F (ξ) = ξ2 ñîîòâåòñòâóåò íàé-

äåííûì àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèÿì ïðè r = 0 è 0.5. Ñòðåëêà

(äëÿ ñïëîøíûõ ëèíèé) óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå ðîñòà r íà îò-

ðåçêå [0.1; 1] ñ ïîñòîÿííûì øàãîì 0.15.

àâòîìîäåëüíîì ðåæèìå ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé ñòåïåííîé çàâè-

ñèìîñòè ðàñõîäà ðàñòâîðèòåëÿ îò âðåìåíè, ω ∼ τ r−1/2
. Ôóíê-

öèè F , îòâå÷àþùèå çíà÷åíèÿì r = [0.1; 1], èçîáðàæåíû íà ðè-

ñóíêå 3.20.

�åøåíèå çàäà÷è â ïàêåòå ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì

MatLab. Êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé, â îñíîâå

ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷

1

ìåòîäîì ïðèñòðåëêè ëåæèò ìèíèìè-

çàöèÿ íåêîòîðîãî �óíêöèîíàëà, íàïðèìåð, çàäàííîãî óðàâíå-

1

Íåîäíîçíà÷íîñòü ïîíÿòèÿ ¾êðàåâàÿ çàäà÷à¿ îáñóæäàåòñÿ â § 1.5.
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íèåì (3.52) èëè (1.18). Îí õàðàòåðèçóåò îòêëîíåíèå òåêóùåé

èíòåãðàëüíîé êðèâîé îò èñêîìîé â îäíîé èç åå òî÷åê. Â ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ ýòî ãðàíèöà îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ,

ïðîòèâîïîëîæíàÿ ê íà÷àëüíîé òî÷êå. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ

îá óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è Êîøè ê âîçìóùåíèþ íà÷àëüíûõ äàí-

íûõ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ áëèçîñòü äâóõ èíòåãðàëüíûõ

êðèâûõ â îäíîé òî÷êå îçíà÷àåò èõ áëèçîñòü â òîé æå ìåòðè-

êå è ïðè âñåõ îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ íåçàâèñèìîãî àðãóìåíòà â

ïðåäåëàõ îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Íà ïðèìåðå àâòîìîäåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è (3.42)�(3.44)

îïðåäåëåíèå åå ðåøåíèÿ ñ íåêîòîðîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷-

íîñòüþ îçíà÷àåò îòûñêàíèå òàêîãî çíà÷åíèÿ λ∗, ïðè êîòîðîì

êâàäðàò ðàçíîñòè c(h, r, λ) − λh ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà-

÷åíèå, ñì. óðàâíåíèå (3.52). Â äàííîì ñëó÷àå îíî èçâåñòíî

è ðàâíî íóëþ. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðè çíà÷åíèè h = 10−10
. Îíî

îïðåäåëÿåò íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî ðå-

øåíèÿ. Ýòîò æå óðîâåíü òî÷íîñòè ïðèíèìàåòñÿ è ïðè âûçîâå

ñòàíäàðòíûõ àëãîðèòìîâ ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà, ðåàëè-

çîâàííûõ â ïàêåòå MatLab.

Ïðèâåäåì ðåàëèçàöèþ îñíîâíîé �óíêöèè

funtion [lambda ℄= Lambda(r)

h = 1e -10;

options = optimset ('TolFun ', 1E-10, 'TolX ', 1E -10);

[lambda , fval ℄ = fminbnd (�(x) J(x, r, h), 0.45, 2,

options );

end

funtion result = J(lambda , r, h)

t1 = 1-h;

t2 = h;

eps = 1e -6;

options = odeset( 'Events ', �MyEvents , ...

'RelTol ',eps , 'AbsTol ', eps);

A = lambda;
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B = 2*r*lambda ^2;

[~, Y℄ = ode45(�(t,y) rigid(t,y, r, lambda), ...

[t1 t2℄, [1-B*h A*h℄, options);

result = abs(Y(end ,1) - lambda*h);

end

funtion [value ,isterminal ,diretion ℄ = MyEvents (t,y)

value = y(1); % Detet height = 0

isterminal = 1; % Stop the integration

diretion = 0; % Negative diretion only

end

Îñíîâíàÿ �óíêöèÿ Lambda(r) âûïîëíÿåò ïðèñòðåëêó òðàåê-

òîðèè ïî ïàðàìåòðó λ ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè r. Äëÿ ýòîãî

âûçûâàåòñÿ âñòðîåííàÿ �óíêöèÿ fminbnd ïàêåòà MatLab. Îíà

íàõîäèò ìèíèìóì íåêîòîðîãî �óíêöèîíàëà. Ïðàâèëî åãî âû-

÷èñëåíèÿ äëÿ çàäàííîãî íàáîðà çíà÷åíèé x ïàðàìåòðîâ �óíê-

öèîíàëà ïåðåäàåòñÿ óêàçàòåëåì íà �óíêöèþ ïåðâûì àðãóìåí-

òîì

�(x) J(x, r, h)

Â äàííîì ñëó÷àå ýòî �óíêöèÿ J . Åå ïåðâûé (ñêàëÿðíûé) àðãó-

ìåíò ñîäåðæèò îäèí ýëåìåíò, êîòîðûé èìååò ñìûñë ïàðàìåòðà

λ. Â êà÷åñòâå äâóõ äðóãèõ âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ ïîäñòàâëÿþò-

ñÿ òåêóùèå çíà÷åíèÿ r è h. Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèîíàë, çà-

äàííûé ñâîèì óêàçàòåëåì, âû÷èñëÿåòñÿ ïðè �èêñèðîâàííûõ

çíà÷åíèÿõ r è h êàê �óíêöèÿ ñâîåãî ïåðâîãî àðãóìåíòà x. Ïî-

ñëåäíèé, â çàâèñèìîñòè îò ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, ìîæåò

áûòü âåêòîðîì.

Î÷åâèäíî, ÷òî âû÷èñëåíèå �óíêöèîíàëà ïðåäïîëàãàåò ðå-

øåíèå ñâÿçàííîé çàäà÷è Êîøè. Çäåñü èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ

ëèáî äî òî÷êè ̺ → 0, ëèáî äî ìîìåíòà íàñòóïëåíèÿ óñëîâèÿ

c = 0. Ïîñëåäíåå îïèñûâàåòñÿ �óíêöèåé-ñîáûòèåì MyEvents.

Êàê òîëüêî èñêîìàÿ ïàðà (r;λ) íàéäåíà, âîçìîæíî âû÷èñ-

ëåíèå íå òîëüêî ñîîòâåòñòâóþùèõ àâòîìîäåëüíûõ �óíêöèé
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c(̺) è S(̺), íî è îáúåìíîãî ðàñïðåäëååíèÿ ÷àñòèö ïî ðàçìå-

ðàì, F (ξ). Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäíåé îïèñàí â § 3.4.

Äàëåå ïðèâåäåí ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ åå âû÷èñëåíèÿ íà

ÿçûêå MatLab

F = 1 - umtrapz (rho , S)/trapz(rho , S);

figure (3)

plot (S, F, 'Color ', 'blak ')

Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ äâà íîâûõ îïåðàòîðà ÿçûêà MatLab.

Ôóíêöèÿ umtrapz âûïîëíÿåò ÷èñëåííîå èíòãðèðîâàíèå ñåòî÷-

íîé �óíêöèè S, çàäàííîé â ñâîèõ óçëàõ ðàçáèåíèÿ ̺. Çíà÷åíèå

íàêàïëèâàåòñÿ ïðè ïåðåìåùåíèè ìåæäó îòðåçêàìè ðàçáèåíèÿ,

è âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,

�óíêöèÿ âîçâðàùàåò ìàññèâ ÷èñåë òîé æå ðàçìåðíîñòè, ÷òî

è äâà åå àðãóìåíòà-ìàññèâà. Ôóíêöèÿ trapz ñîãëàñíî �èçè÷å-

ñêîìó ñìûñëó îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà âîçâðàùàåò ïëîùàäü

ïîä ãðà�èêîì ñåòî÷íîé �óíêöèè, îäíî ÷èñëî.
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