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Îñíîâíàÿ öåëü äîêëàäà � äàòü ïðîñòîé âûâîä ôîðìóëû, âûðàæàþùåé õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïðîèçâîëüíîãî ìàòðîèäà ÷åðåç ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ äâîéñòâåííûõ ìàòðîèäîâ è ðàññìîòðåòü åå ïðè-
ëîæåíèÿ. Â 1977 ãîäó Þ.Â. Ìàòèÿñåâè÷ ïðåäëîæèë ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ õðî-
ìàòè÷åñêèé ïîëèíîì ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïîòîêîâûõ
ìíîãî÷ëåíîâ ïîäãðàôîâ èñõîäíîãî ãðàôà. Ìû äîêàæåì, ÷òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (ëåãêî äîêàçûâàåìîãî) ïðåäñòàâëåíèÿ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî ïîëèíîìà ïðîèçâîëüíîãî ìàòðîèäà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ äâîéñòâåííûõ ìàòðîèäîâ. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèé ìû
ðàññìàòðèâàåì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ïîòîêîâîãî ìíîãî÷ëåíà ïîëíîãî ãðàôà è
ôîðìóëó äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ìàòðîèäà, äâîéñòâåííîãî ê ìàòðî-
èäó ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðîèäîì M = (E, r) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî E (ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé òîëüêî êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ) ñ ôóíêöèåé r ≡ rM , îïðåäå-
ëåííîé íà âñåõ ïîäìíîæåñòâàõ 2E ìíîæåñòâà E è ïðèíèìàþùåé íåîòðèöàòåëüíûå
öåëûå çíà÷åíèÿ N0, îáëàäàþùåé ñâîéñòâàìè:
(1) Åñëè A ⊆ E, òî 0 ≤ r(A) ≤ |A|.
(2) Åñëè A ⊆ B ⊆ E, òî r(A) ≤ r(B).
(3) Åñëè A ⊆ è B ⊆ E, òî r(A ∪B) + r(A ∩B) ≤ r(A) + r(B).

Äâîéñòâåííûé ìàòðîèä M∗ = (E, r∗) ê ìàòðîèäó M = (E, r) çàäàåòñÿ ðàíãî-
âîé ôóíêöèåé r∗, çàäàííîé ñîîòíîøåíèåì: r∗(A) = r(E−A)+|A|−r(E) äëÿ ëþáîãî
A ⊆ E. Ïóñòü C ⊆ E è B = E −C. Ñóæåíèåì ìàòðîèäà M = (E, r) ïîñðåäñòâîì
C íàçûâàåòñÿ ìàòðîèä M/C = (B, rB) ãäå rM/C(A) = rM (C ∪ A) − rM (C) äëÿ
ëþáîãî A ⊆ B. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χM ìàòðîèäà M = (E, r) îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê

χM (x) =
∑
A⊆E

(−1)|A|xr(E)−r(A).

Òåîðåìà 1. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

(1) χM∗(x) =
(−1)|E|

xr(E)

∑
A⊆E

(1− x)|A| χM/A(x).

Ïóñòü G = (V,E) � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è ìíî-
æåñòâîì ðåáåð E è x ∈ N. Êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê âåðøèí ãðàôà â x
öâåòîâ îïðåäåëÿåò õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôà PG(q). Ìíîãî÷ëåí PG(x) äå-
ëèòñÿ íà xc(G), ãäå c(G) � êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà G. Åãî íîðìè-
ðîâàííàÿ âåðñèÿ P ′G(x) = PG(x)/x

c(G) ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëå-
íàì òàê íàçûâàåìîãî ãðàôè÷åñêîãî ìàòðîèäà. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
äâîéñòâåííîãî ìàòðîèäà M∗G åñòü òàê íàçûâàåìûé ïîòîêîâûé ìíîãî÷ëåí FG.
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Â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ôîðìóëà (1) (òî÷íåå, íåáîëüøàÿ åå ìîäèôèêàöèÿ)
ñîäåðæèò ôîðìóëó Ìàòèÿñåâè÷à, âûðàæàþùóþ õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôà
÷åðåç ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïîòîêîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîäãðàôîâ. Äðóãîé ñëó÷àé
ôîðìóëû (1) ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ïîòîêîâûé ìíîãî÷ëåí ãðàôà ÷åðåç ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ õðîìàòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ôàêòîð-ãðàôîâ. Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå
äàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñëèòü ïîòîêîâûé ìíîãî÷ëåí ïîëíûõ ãðàôîâ äëÿ ðàçìåð-
íîñòåé íåäîñòóïíûõ ïðè òðàäèöèîííîì ïîäõîäå.

Ðàçáèåíèåì λ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñóì-
ìû íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ, ïðè ýòîì äâå ñóììû, îòëè÷àþùèåñÿ ïîðÿäêîì ñëà-
ãàåìûõ ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè. Äëÿ îáùåãî êîëè÷åñòâà ðàçáèåíèé p(n) èìååòñÿ
çíàìåíèòàÿ ôîðìóëà, óñòàíîâëåííàÿ Õàðäè è Ðàìàíóäæàíîì (óòî÷íåííàÿ Ðà-
äåìàõåðîì). Àñèìïòîòèêà äëÿ p(n) ñóáýêñïîíåíöèàëüíà è p(50), â ÷àñòíîñòè, ýòî
ëèøü 204 226. Â òî æå âðåìÿ ïîäñ÷åò íà êîìïüþòåðå FKn

(x) ïðè n = 50 ñòàíäàðò-
íûìè (íåñïåöèôèöèðîâàííûìè äëÿ ïîëíûõ ãðàôîâ) ñïîñîáàìè íåâîçìîæåí, ïî-
ñêîëüêó âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ðàñòåò áûñòðåå ÷åì exp(n). Ìû ñâåäåì ïîäñ÷åò FKn(x)
ê ñóììèðîâàíèþ p(n) ñëàãàåìûõ è ðåøèì çàäà÷ó ïîäñ÷åòà FKn(x) äëÿ n ∼ 50.

Íàïîìíèì òåïåðü, ÷òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà E ìàòðîèäà PG(n−1, q) îïðåäåëÿ-
þòñÿ êàê âñå òî÷êè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n−1 íàä êîíå÷íûì
ïîëåì Fq. Ðàíã ïîäìíîæåñòâà A ìíîæåñòâà E îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçìåðíîñòü ëè-

íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîðîæäåííîãî A. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî |E| = qn−1
q−1 =

(
n
1

)
q
,

ãäå q-áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò
(
n
k

)
q
, n, k ∈ N0, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå(

n

k

)
q

=
(qn − 1)(qn−1 − 1) · · · (qn−k+1 − 1)

(qk − 1)(qk−1 − 1) · · · (q − 1)
.

Ïðèìåíåíèå Òåîðåìû 1 â ýòîì ñëó÷àå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðîèäà, äâîéñòâåííîãî ê PG(n−
1, q), ìîæåò áûòü íàéäåí ïî ôîðìóëå

χPG(n−1,q)∗(x) =
(−1)

qn−1
q−1

xn

n∑
k=0

(
n

k

)
q

(1− x)
qk−1
q−1

n−k−1∏
i=0

(x− qi).

Ñòàðøèå åãî êîýôôèöèåòû òàê æå êàê è â ñëó÷àå FKn
(x) ñîâïàäàþò (ñ òî÷-

íîñòüþ äî àëüòåðíèðóþùèõ çíàêîâ) ñ íà÷àëîì ñòðîêè òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ.
Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðîèäà, äâîéñòâåííîãî ìàòðîèäó Ôàíî F7 = PG(2, 2), èìååì

χF∗
7
(x) = 1x4 − 7x3 + 21x2 − 28x+ 13.

Áîëåå ïîäðîáíûé âàðèàíò ñî âñåìè äîêàçàòåëüñòâàìè è ñ îáñóæäåíèåì ñâÿçè
ñ ïîëèíîìîì Òàòòà ïðåäñòàâëåí â ïðåïðèíòå [1].

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò
N 24-21-00158).
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