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И Н Т Е Г РА Л  К А К  О Б О Б Щ Е Н И Е  С У М М Ы  

Сумма – основное из арифметических действий, однако его можно 

применять только к конечному числу слагаемых. Если же слагаемых 

бесконечное число, желательно построить конструкцию, аналогичную 

сумме, с такими же свойствами. 

Как мы знаем, бесконечность бывает разного типа. Если элементы 

множества можно перенумеровать, то формальная сумма приобретает 

вид 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 + ⋯ Эту конструкцию называют не «сумма», а 

«ряд». Это формальная сумма элементов последовательности, то есть 

функции a(n). 

Другой вариант – несчетное количество элементов. Типичный при-

мер – «сумма» всех значений функции, 𝑓(𝑥), где x пробегает какое-то 

множество вещественных чисел, обычно отрезок [𝑎; 𝑏]. 
Как ни странно, второй случай оказывается на практике гораздо бо-

лее простым. С него мы и начнем. 
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О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  И Н Т Е Г РА Л А  ( П О С Т Р О Е Н И Е  П О  А Н А Л О Г И И )  

Прежде чем обобщать понятие суммы, немного преобразуем его. 

Например, как мы будем искать такую сумму: 

1 + 2 + 6 + 4 + 2 + 1 + 5 + 1 + 1 + 3 + 4 + 4 = 

= 1 ⋅ 4 + 2 ⋅ 2 + 3 ⋅ 1 + 4 ⋅ 3 + 5 ⋅ 1 + 6 ⋅ 1 = ∑ 𝑎𝑖𝑛𝑖 

Каждое значение умножается на количество повторений этого зна-

чения. 

1 этап. Рассмотрим функцию, за-

данную на отрезке, но принимающую 

конечное число значений (то есть сту-

пенчатую). Функция f(x) принимает зна-

чения 𝑦𝑖 на отрезках [𝑥𝑖−1; 𝑥𝑖].  По-

строим «сумму» ее значений. Для этого 

умножим каждое 𝑦𝑖 на длину отрезка 

[𝑥𝑖−1; 𝑥𝑖], то есть на число 𝛥𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1. Длина заменяет количество 

значений. Получим сумму ∑ 𝑦𝑖𝛥𝑥𝑖. 



6 

2 этап. Рассмотрим теперь произвольную функцию, заданную на от-

резке [𝑎; 𝑏]. Построим «похожую» на нее ступенчатую функцию.  

Выберем точки 𝜏 = {𝑥𝑖}, 𝑖 = 0, 1, … , 𝑛, 𝑎 = 𝑥0 ≤ 𝑥1 ≤ ⋯ ≤ 𝑥𝑛 = 𝑏. 

Назовем это множество разбиением отрезка.  

На каждом отрезке [𝑥𝑖−1; 𝑥𝑖] в каче-

стве высоты ступеньки возьмём одно из 

значений функции. Для этого выберем 

точки 𝜉𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1; 𝑥𝑖], тогда можно поло-

жить 𝑦𝑖 = 𝑓(𝜉𝑖). Иногда множество  

𝜎 = {𝜉𝑖}, 𝑖 = 1, … , 𝑛  
называют разметкой (данного разбие-

ния).   Теперь можно построить сумму  

𝑆𝜏,𝜎
𝑓

= ∑ 𝑓(𝜉𝑖)𝛥𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

Эта сумма называется интегральной суммой функции f для разбие-

ния 𝜏 и разметки 𝜎.  
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Для окончания построения нужно сделать разбиение «бесконечно 

мелким», чтобы ступенчатая функция практически совпала с исходной.  

 
Пусть 𝑑 = max Δ𝑥𝑖 – «мелкость» разбиения. Иногда ее называют 

ещё диаметром разбиения. Интегралом (определенным интегралом, 

интегралом Римана) от функции f по отрезку [𝑎; 𝑏] называется предел  

 lim
𝑑(𝜏)→0

𝑆𝜏,𝜎
𝑓

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 (1) 



8 

В данном случае нужно уточнить, в каком смысле понимается пре-

дел. Дело в том, что S является функцией от многих переменных, но не 

от d. Предел будем понимать следующим образом: 𝐼 = lim
𝑑(𝜏)→0

𝑆𝜏,𝜎
𝑓

, если 

 ∀휀 > 0 ∃𝛿 > 0, что ∀𝜏, 𝜎 при 𝑑(𝜏) < 𝛿 имеем |𝑆𝜏,𝜎
𝑓

− 𝐼| < 휀 (2) 

Таким образом, последнее неравенство должно выполняться при лю-

бой разметке достаточно мелкого разбиения. 

Контрольный вопрос. Знак интеграла – это вытянутая буква S. 

Откуда взялись остальные элементы обозначения? 

Цитата с одного форума: 
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Пример неинтегрируемой функции 

Рассмотрим на отрезке [𝑎; 𝑏] функцию Дирихле 𝜑(𝑥), равную 1 для 

рациональных значений x и 0 для иррациональных. Ясно, что для любого 

разбиения можно выбрать разметку 𝜎1, состоящую из иррациональных 

чисел, тогда 𝑆𝜏,𝜎1

𝑓
= ∑ 0 ⋅ 𝛥𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 = 0. Другая разметка, 𝜎2, состоит из ра-

циональных чисел, тогда 𝑆𝜏,𝜎2

𝑓
= ∑ 1 ⋅ 𝛥𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 = 𝑏 − 𝑎 > 0. Как мы ви-

дим, при любой мелкости разбиения существуют интегральные суммы 

равные как 0, так и 𝑏 − 𝑎, значит, набор сумм не имеет предела при 

𝑑(𝜏) → 0. 
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С В О Й С Т ВА  И Н Т Е Г РА Л А  

Необходимое условие интегрируемости 

Пусть функция f интегрируема на отрезке [𝑎; 𝑏]. Это значит, что су-

ществует предел (1), то есть выполняется утверждение (2).  

Утверждение. Интегрируемая на отрезке [𝑎; 𝑏] функция ограничена 

на нем. 

Доказательство. Предположим, что функция f не ограничена (для 

определенности – сверху). Это значит, что для любого разбиения 𝜏 она 

не ограничена на некотором отрезке [𝑥𝑖−1; 𝑥𝑖] ненулевой длины. Но то-

гда мы можем выбрать 𝜉𝑖 так, что 𝑓(𝜉𝑖) будет больше любого наперед 

заданного числа. Ясно, что тогда и интегральную сумму можно сделать 

сколь угодно большой. Достаточно выбрать 𝑓(𝜉𝑖) >
𝑁−∑ 𝑓(𝜉𝑗)𝛥𝑥𝑗𝑗≠𝑖

Δ𝑥𝑖
  

Контрольный вопрос. Проверьте, какому условию в этом случае 

удовлетворяет 𝑆𝜏,𝜎
𝑓

. 



12 

Линейность интеграла 

Теорема. Пусть функции f и g интегрируемы на отрезке [𝑎; 𝑏], С – 

произвольная константа. Тогда функции Cf и f + g также интегрируемы 

на [𝑎; 𝑏] и выполняются равенства 

∫ 𝐶𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= 𝐶 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

; ∫(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

Свойство, связанное с неравенством 

Теорема. Пусть функции f и g интегрируемы на отрезке [𝑎; 𝑏], при-

чем 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]. Тогда выполняется соотношение  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

Доказательство этого утверждения, а также линейности, сразу сле-

дует из определения интеграла через интегральные суммы. Проведите 

эти доказательства самостоятельно. 
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Теорема о среднем 

Из определения интеграла сразу следует (проверьте!), что  

∫ 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝑏 − 𝑎; ∫ 𝐶𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝐶(𝑏 − 𝑎) 

Пусть функция f интегрируема на [𝑎; 𝑏]. Тогда она ограничена, то 

есть 𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀, 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏] для некоторых m, M. Но тогда по свойству 

интеграла  

𝑚(𝑏 − 𝑎) = ∫ 𝑚𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤ ∫ 𝑀𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝑀(𝑏 − 𝑎) 

Если 𝑏 > 𝑎, то  

𝑚 ≤
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑏 − 𝑎
≤ 𝑀 

 Обозначим 𝜇 =
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏
𝑎

𝑏−𝑎
, это число оказывается между m и M. 

 Если 𝑏 = 𝑎, то ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 0, тогда мы можем в качестве 𝜇 выбрать 
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любое число между минимумом и максимумом функции. 

Итак, во всех случаях существует такое число 𝜇 ∈ [𝑚; 𝑀], что  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝜇(𝑏 − 𝑎) 

Число 𝜇 можно назвать средним значением функции f на [𝑎; 𝑏]. Оно 

аналогично среднему арифметическому: вместо суммы берется инте-

грал, а вместо n – длина отрезка.  

Если f непрерывна, то 𝜇 является значением этой функции в некото-

рой точке: 𝜇 = 𝑓(𝑐), 𝑐 ∈ [𝑎; 𝑏]. 
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П Р И М Е Р Ы  В Ы Ч И С Л Е Н И Я  И Н Т Е Г РА Л А  П О  О П Р Е Д Е Л Е Н И Ю  
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Пример 1. Рассмотрим функцию 𝑓(𝑥) = 𝑥, 1 ≤ 𝑥 ≤ 2.  

В качестве 𝜏 возьмём разбиение отрезка [1; 2] на n одинаковых ча-

стей. Тогда Δ𝑥𝑖 =
1

𝑛
, 𝑑(𝜏) =

1

𝑛
. 

𝑥0 = 1; 𝑥1 = 1 +
1

𝑛
; 𝑥2 = 1 +

2

𝑛
; … ; 𝑥𝑖 = 1 +

𝑖

𝑛
; … 

В качестве разметки можем взять правые концы промежутков, 𝜉𝑖 =
𝑥𝑖. Имеем 𝑓(𝜉𝑖) = 𝜉𝑖 = 𝑥𝑖.  

Интегральная сумма примет вид  

𝑆𝜏,𝜎
𝑓

= ∑ (1 +
𝑖

𝑛
) ⋅

1

𝑛
 

𝑛

𝑖=1

=
1

𝑛
(𝑛 ⋅ 1 +

1

𝑛
(1 + 2 + ⋯ + 𝑛)) = 

= 1 +
𝑛(𝑛 + 1)

2𝑛2
= 1 +

𝑛 + 1

2𝑛
→ 1 +

1

2
 при 𝑛 → +∞ 

Значит,  

∫ 𝑥𝑑𝑥
2

1

=
3

2
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Замечание. Мы нашли предел только для одной последовательности 

разбиений. По идее надо доказать, что все другие разбиения и разметки 

дадут такой же предел. Однако достаточно показать, что предел вообще 

существует (функция интегрируема), тогда в силу единственности пре-

дела, в общем случае он также будет равен 3/2. 

Можно также подсчитать для этого примера суммы Дарбу. На от-

резке [1 +
𝑖−1

𝑛
; 1 +

𝑖

𝑛
] функция 𝑓(𝑥) = 𝑥 принимает значения от 1 +

𝑖−1

𝑛
 

до 1 +
𝑖

𝑛
.  

Верхняя сумма Дарбу равна найденной ранее интегральной сумме: 

𝑆𝜏

𝑓
= ∑ (1 +

𝑖

𝑛
) ⋅

1

𝑛
 

𝑛

𝑖=1

= 1 +
𝑛 + 1

2𝑛
=

3

2
+

1

2𝑛
 

Нижняя сумма Дарбу равна 

𝑆𝜏
𝑓

= ∑ (1 +
𝑖 − 1

𝑛
) ⋅

1

𝑛
 

𝑛

𝑖=1

=
1

𝑛
(𝑛 ⋅ 1 +

1

𝑛
(0 + 1 + ⋯ + (𝑛 − 1))) = 
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= 1 +
(𝑛 − 1)𝑛

2𝑛2
= 1 +

𝑛 − 1

2𝑛
=

3

2
−

1

2𝑛
 

Оба выражения стремятся к 3/2. Впрочем, это рассуждение все-таки 

недостаточно общее, так как мы выбрали только один тип разбиения. 

Пример 2. Найдём ∫ sin 𝑥 𝑑𝑥
𝜋

0
. Здесь 𝑓(𝑥) = sin 𝑥, отрезок интегри-

рования [0; 𝜋]. Как и в первом примере, используем равномерное разби-

ение, Δ𝑥𝑖 =
𝜋

𝑛
, 𝑑(𝜏) =

𝜋

𝑛
; 𝑥𝑖 =

𝜋

𝑛
𝑖.  

𝑆𝜏,𝜎𝑛

𝑓
= ∑ sin (

𝜋

𝑛
𝑖) ⋅

π

𝑛
 

𝑛

𝑖=1

 

Сначала вычислим сумму синусов. Положим 
𝜋

𝑛
= 𝛼, нужно найти 

𝐴 = sin 𝛼 + sin 2𝛼 + ⋯ + sin 𝑛𝛼. Умножим это выражение на 2 sin
𝛼

2
 и 

применим формулу для произведения синусов. 

2 sin
𝛼

2
⋅ 𝐴 = 2 sin

𝛼

2
sin 𝛼 + 2 sin

𝛼

2
sin 2𝛼 + ⋯ + 2 sin

𝛼

2
sin 𝑛𝛼 = 
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= cos
𝛼

2
− cos

3𝛼

2
+ cos

3𝛼

2
− cos

5𝛼

2
+ ⋯ + cos (𝑛 −

1

2
) 𝛼 − cos (𝑛 +

1

2
) 𝛼

= cos
𝛼

2
− cos (𝑛 +

1

2
) 𝛼 = 2 sin

(𝑛 + 1)

2
𝛼 ⋅ sin

𝑛

2
𝛼 

Итак,  

sin 𝛼 + sin 2𝛼 + ⋯ + sin 𝑛𝛼 =
sin

(𝑛 + 1)
2

𝛼 ⋅ sin
𝑛
2

𝛼

sin
𝛼
2

 

Тогда интегральная сумма равна  

𝑆𝜏,𝜎𝑛

𝑓
=

π

𝑛
⋅

sin
(𝑛 + 1)

2𝑛
𝜋 ⋅ sin

𝑛𝜋
2𝑛

sin
𝜋

2𝑛

;  

∫ sin 𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

= lim
𝑛→+∞

𝑆𝜏,𝜎𝑛

𝑓
= lim

𝑛→+∞

π 𝑛⁄

sin
𝜋

2𝑛

⋅ sin
𝜋

2
⋅ sin

𝜋

2
= 2 
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И З М Е Л ЬЧ Е Н И Е  РА З Б И Е Н И Я  

В предыдущих разделах мы исследовали простейшие свойства инте-

гралов, прямо следующие из его определения. Изучим теперь подробнее 

поведение интегральных сумм. Назовём измельчением разбиения 𝜏 но-

вое разбиение, полученное добавлением в 𝜏 конечного числа точек де-

ления. 

Для начала добавим в разбиение одну точку. Пусть 𝑐 ∈
[𝑥𝑘−1; 𝑥𝑘], и 𝜏′ = 𝜏 ∪ {𝑐}. Разметку этого разбиения тоже 

придется изменить: вместо одной точки 𝜉𝑘 ввести две, 𝜉𝑘
′ ∈

[𝑥𝑘−1; 𝑐] и 𝜉𝑘
′′ ∈ [𝑐; 𝑥𝑘].   

На рисунке исходная «широкая» ступенька обведена зеленым цве-

том. Новые ступеньки отличаются от старой двумя оранжевыми прямо-

угольниками. При этом разница может быть и отрицательной, и положи-

тельной, то есть изменение площади может быть равно как сумме, так и 

разности оранжевых площадей. Но во всех случаях оно не больше их 

суммы. 

Запишем это рассуждение формально. 
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В интегральной сумме вместо слагаемого 𝑓(𝜉𝑘)Δ𝑥𝑘 у нас появится 

два слагаемых: 𝑓(𝜉𝑘
′ )Δ1 + 𝑓(𝜉𝑘

′′)Δ2, где Δ𝑥𝑘 = Δ1 + Δ2. Разница между 

суммами равна 

𝐴𝑘 = 𝑆𝜏′,𝜎′
𝑓

− 𝑆𝜏,𝜎
𝑓

= (𝑓(𝜉𝑘
′ )Δ1 + 𝑓(𝜉𝑘

′′)Δ2) − 𝑓(𝜉𝑘)Δ𝑥𝑘 = 

= 𝑓(𝜉𝑘
′ )Δ1 + 𝑓(𝜉𝑘

′′)Δ2 − 𝑓(𝜉𝑘)(Δ1 + Δ2) = 

= (𝑓(𝜉𝑘
′ ) − 𝑓(𝜉𝑘))Δ1 + (𝑓(𝜉𝑘

′′) − 𝑓(𝜉𝑘))Δ2 

В силу неравенства треугольника имеем 

|𝐴𝑘| ≤ |𝑓(𝜉𝑘
′ ) − 𝑓(𝜉𝑘)| ⋅ Δ1 + |𝑓(𝜉𝑘

′′) − 𝑓(𝜉𝑘)| ⋅ Δ2 ≤ 𝜔𝑘 ⋅ (Δ1 + Δ2) 

Здесь 𝜔𝑘 – супремум модуля разброса функции f на от-

резке разбиения, 𝜔𝑘 = sup
𝑥,𝑦∈[𝑥𝑘−1;𝑥𝑘]

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|, его назы-

вают также колебанием функции на отрезке. В силу огра-

ниченности функции f число 𝜔𝑘 конечно. Имеем Δ1 + Δ2 =
Δ𝑥𝑘 ≤ 𝑑, где d – мелкость разбиения 𝜏. Итак 

 |𝐴𝑘| ≤ 𝜔𝑘 ⋅ Δ𝑥𝑘 ≤ 𝜔𝑘 ⋅ 𝑑 (3) 
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Если мы добавим в разбиение несколько точек деления, то инте-

гральная сумма изменится на число  

 𝐴 = ∑ 𝐴𝑘𝑘 , |𝐴| ≤ 𝑑 ⋅ ∑ 𝜔𝑘𝑘  (4) 

Заметим, что колебание функции на отрезке [𝑐; 𝑑] можно записать 

также в виде 

𝜔0 = sup
𝑐≤𝑥,𝑦≤𝑑

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| = sup
𝑐≤𝑥≤𝑑

𝑓(𝑥) − inf
𝑐≤𝑥≤𝑑

𝑓(𝑥) 

Докажите это самостоятельно. 

Кроме того, колебание функции на каждом отрезке не превосходит 

ее колебания на всем [𝑎; 𝑏], 𝜔𝑘 ≤ 𝜔 = sup
𝑎≤𝑥≤𝑏

𝑓(𝑥) − inf
𝑎≤𝑥≤𝑏

𝑓(𝑥). 
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А Д Д И Т И В Н О С Т Ь  И Н Т Е Г РА Л А  

Теорема. Пусть f задана на [𝑎; 𝑏] и 𝑐 ∈ [𝑎; 𝑏]. Тогда  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑐

𝑎

+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑐

 

если все три интеграла существуют. 

Доказательство. Рассмотрим произвольное разбиение 𝜏 отрезка 

[𝑎; 𝑏] и его разметку 𝜎. Добавим точку c в разбиение, 𝜏′ = 𝜏 ∪ {𝑐}, соот-

ветственно изменим и разметку. При этом  

𝑆𝜏,𝜎
𝑓

= 𝑆
𝜏′,𝜎′
𝑓

− 𝐴𝑘 

Второе слагаемое по модулю не превосходит 𝜔𝑘 ⋅ 𝑑 ≤ 𝜔 ⋅ 𝑑, то есть 

стремится к 0 при 𝑑 → 0. Значит, интегральные суммы 𝑆𝜏,𝜎
𝑓

 и 𝑆
𝜏′,𝜎′
𝑓

 либо 

обе расходятся, либо сходятся к одному и тому же числу. Поэтому без 

ограничения общности мы можем считать, что разбиение содержит в 

себе точку c.  

Такое разбиение 𝜏′ можно представить как объединение разбиений 
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𝜏1 и 𝜏2 отрезков [𝑎; с] и [𝑐; 𝑏] соответственно.  

 
Имеем 

𝑆
𝜏′,𝜎′
𝑓

= 𝑆𝜏1,𝜎1

𝑓
+ 𝑆𝜏2,𝜎2

𝑓
 

Переходя в этом равенстве к пределу по 𝑑 → 0 получаем искомое ра-

венство для интегралов. 
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Интеграл второго рода 

Заметим, что свойство аддитивности позволяет нам обобщить поня-

тие интеграла на случай, когда 𝑎 ≥ 𝑏. Действительно, логично предпо-

ложить, что ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑎
= 0, так как все отрезки разбиения имеют нуле-

вую длину. Применяя формально свойство аддитивности, получим, что  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑏

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑎

= 0 

Это значит, что можно положить по определению, что  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑏

= − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

Вообще говоря, это вопрос соглашения. Можно было бы считать, что 

значение интеграла не зависит от того, в каком направлении пробегается 

отрезок. Такой интеграл называют интегралом первого рода. Определен-

ный интеграл зависит от направления, поэтому он является интегралом 

второго рода. При построении более сложных интегралов используются 

оба подхода. 
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Немного о строгости доказательств 

В условии теоремы об аддитивности мы требуем, чтобы все три ин-

теграла существовали. На самом деле, это требование излишнее. Доста-

точно потребовать, чтобы существовал интеграл в левой или оба инте-

грала в правой части равенства.  

Утверждение. Из существования интеграла на отрезке следует его 

существование на каждом вложенном в него отрезке. И наоборот, из ин-

тегрируемости функции на двух отрезках следует ее интегрируемость и 

на их объединении. 

Для доказательства этого и многих других фактов нужно изучить ин-

тегральные суммы достаточно глубоко. В нашем курсе мы примем не-

которые утверждения без доказательства (они достаточно подробно 

описаны в литературе). 

Однако некоторые сведения об интегральных суммах мы всё-таки 

изучим.  
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С У М М Ы  Д А Р БУ  

Конструкция интегральной суммы достаточно сложна: она зависит 

от двух систем точек. Желательно избавиться хотя бы от одной из них 

(от разметок). Для этого можно рассмотреть вместо значения 𝑓(𝜉𝑖) его 

инфимум и супремум на соответствующем отрезке разбиения.  

Положим 

𝑚𝑖 = inf
𝑥∈[𝑥𝑖−1;𝑥𝑖]

𝑓(𝑥) ; 𝑀𝑖 = sup
𝑥∈[𝑥𝑖−1;𝑥𝑖]

𝑓(𝑥) 

Заметим, что 𝑀𝑖 − 𝑚𝑖 = 𝜔𝑖. Ясно, что любая интегральная сумма по 

разбиению 𝜏 может быть заключена в следующие пределы: 

∑ 𝑚𝑖Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

≤ 𝑆𝜏,𝜎
𝑓

≤ ∑ 𝑀𝑖Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

Сумма слева называется нижней суммой Дарбу функции на разби-

ении 𝜏, а справа – верхней суммой Дарбу. Обозначим их через 𝑆𝜏
𝑓
 и 

𝑆𝜏

𝑓
соответственно.  
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Вообще говоря, суммы Дарбу не являются интегральными суммами, 

так как не всякая функция достигает своих инфимума и супремума. Од-

нако можно показать, что 𝑆𝜏
𝑓

= inf 𝑆𝜏,𝜎
𝑓

; 𝑆𝜏

𝑓
= sup 𝑆𝜏,𝜎

𝑓
 

В частности, множество нижних сумм Дарбу ограничено сверху (лю-

бой верхней суммой Дарбу) и, следовательно, имеет супремум. Назовем 

его нижним интегралом Дарбу функции f на отрезке [𝑎; 𝑏] 

𝐼 = sup 𝑆𝜏
𝑓
 

Аналогично вводится понятие верхнего интеграла Дарбу,  

𝐼 = inf 𝑆𝜏

𝑓
 

Заметим, что нижний и верхний интегралы Дарбу существуют для 

любой ограниченной на отрезке [𝑎; 𝑏] функции.  

Можно доказать, что нижний интеграл Дарбу является не только су-

премумом, но и пределом нижних сумм Дарбу: 𝐼 = lim
𝑑(𝜏)→0

𝑆𝜏
𝑓
. Анало-

гично 𝐼 = lim
𝑑(𝜏)→0

𝑆𝜏

𝑓
. 
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К Р И Т Е Р И Й  И Н Т Е Г Р И Р У Е М О С Т И  

Один из важных вопросов теории интегралов – существование инте-

грала от функции на отрезке. 

Приведем без доказательства несколько вариантов утверждений, ко-

торые равносильны интегрируемости функции f на отрезке [𝑎; 𝑏]. 
Теорема. Функция f интегрируема на отрезке [𝑎; 𝑏] тогда и только 

тогда, когда выполняется одно из условий: 

1. Верхний интеграл Дарбу равен нижнему, 𝐼 = 𝐼. 

2. Разницу между верхней и нижней суммами Дарбу можно сделать 

сколь угодно малой при достаточно мелком разбиении 𝜏. 

Разница между верхней и нижней суммами Дарбу равна  

𝑆𝜏

𝑓
− 𝑆𝜏

𝑓
= ∑ 𝜔𝑖Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

так что это условие можно переписать в виде 

 ∀휀 > 0 ∃𝛿 > 0, что ∀𝜏 при 𝑑(𝜏) < 𝛿 имеем |∑ 𝜔𝑖Δ𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 | < 휀 (5) 
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К Л АС С Ы  И Н Т Е Г Р И Р У Е М Ы Х  ФУ Н К Ц И Й  

Используем критерий интегрируемости: функ-

ция f интегрируема на отрезке [𝑎; 𝑏] тогда и только 

тогда, когда 

𝑆𝜏

𝑓
− 𝑆𝜏

𝑓
= ∑ 𝜔𝑖Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

→ 0 при 𝑑(𝜏) → 0 

где  

𝜔𝑖 = sup
𝑥,𝑦∈[𝑥𝑖−1;𝑥𝑖]

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| = sup
𝑥𝑖−1≤𝑥≤𝑥𝑖

𝑓(𝑥) − inf
𝑥𝑖−1≤𝑥≤𝑥𝑖

𝑓(𝑥) 

колебание функции на отрезке разбиения. 

На рисунке верхним суммам Дарбу соответствует оранжевая ступен-

чатая функция, нижним – зеленая. Разность между ними – это сумма 

площадей прямоугольников, внутри которых проходит график функции. 

Можно выделить два случая: когда 𝜔𝑖 малы (стремятся к 0) и когда 

сумма колебаний функции ограничена. 
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Интегрируемость непрерывных функций 

Теорема. Пусть функция f непрерывна на отрезке [𝑎; 𝑏], тогда она 

интегрируема на нем. 

Доказательство. Рассмотрим только случай 𝑎 < 𝑏. По теореме Кан-

тора непрерывная на отрезке функция равномерно непрерывна на нем. 

Это значит, что величину |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| можно сделать сколь угодно ма-

лой как только |𝑥 − 𝑦| < 𝛿. Выберем 𝛿 так, чтобы выполнялось 

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| <
𝜀

𝑏−𝑎
. Пусть мелкость разбиения 𝑑(𝜏) < 𝛿. Тогда  

𝜔𝑖 = sup
𝑥𝑖−1≤𝑥,𝑦≤𝑥𝑖

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤  
휀

𝑏 − 𝑎
 

Имеем  

|∑ 𝜔𝑖Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

| ≤
휀

𝑏 − 𝑎
∑ Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

=
휀

𝑏 − 𝑎
⋅ (𝑏 − 𝑎) = 휀 

что и требовалось доказать. 

Обобщение. Ограниченная функция, имеющая на отрезке конечное 

число точек разрыва, интегрируема на этом отрезке. Идея доказательства: 
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точки разрыва окружить малыми окрестностями, суммарная длина кото-

рых меньше 
𝜀

𝜔
, где 𝜔 – колебание функции f на всем отрезке [𝑎; 𝑏]. Для 

остальных отрезков применяем такое же рассуждение, как в теореме. 

Интегрируемость монотонных функций 

Теорема. Пусть функция f монотонна на отрезке [𝑎; 𝑏], тогда она ин-

тегрируема на нем. 

Доказательство. Если функция монотонна на отрезке, то ее значе-

ния лежат между 𝑓(𝑎) и 𝑓(𝑏), то есть она ограничена. Будем считать для 

определенности, что функция неубывающая и 𝑓(𝑏) > 𝑓(𝑎). Имеем  

𝜔𝑖 = sup
𝑥∈[𝑥𝑖−1;𝑥𝑖]

𝑓(𝑥) − inf
𝑥∈[𝑥𝑖−1;𝑥𝑖]

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥𝑖 − 0) − 𝑓(𝑥𝑖−1 + 0) 

Значит,  

∑ 𝜔𝑖Δ𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

≤ 𝑑 ⋅ ∑ 𝜔𝑖

𝑛

𝑖=1

≤ (𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)) ⋅ 𝑑 < 휀 

для любого разбиения с 𝑑(𝜏) <
𝜀

𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)
, ч.т.д. 
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Для непрерывной функции можно умень-

шить высоту прямоугольников за счёт рав-

номерной непрерывности 

 

 

 

 

Для монотонной функции можно уменьшить ширину прямоугольни-

ков за счёт мелкости разбиения 
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И Н Т Е Г Р И Р У Е М О С Т Ь  И  О П Е РА Ц И И  Н А Д  ФУ Н К Ц И Я М И  

К сожалению, практически не существует общих формул интегриро-

вания, связанных с арифметическими операциями. Можно только пока-

зать существование тех или иных интегралов. 

Теорема 1. Пусть функция f интегрируема на отрезке [𝑎; 𝑏], тогда и 

функция |𝑓| интегрируема на отрезке [𝑎; 𝑏]. 
Доказательство основано на том, что 

||𝑓(𝑥)| − |𝑓(𝑦)|| ≤ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| 
в силу неравенства треугольника.  

Вывод этого неравенства: 

|𝑓(𝑥)| = |𝑓(𝑦) + 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≤ |𝑓(𝑦)| + |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| 
|𝑓(𝑥)| − |𝑓(𝑦)| ≤ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| 

Аналогично 

|𝑓(𝑦)| − |𝑓(𝑥)| ≤ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| 
Значит и наибольшая из левых частей, то есть модуль разности, 

также не превосходит правой части. 
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Заменим правую часть ее супремумом 

||𝑓(𝑥)| − |𝑓(𝑦)|| ≤ sup(|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|) = 𝜔(𝑓) 

То есть колебание 𝜔(𝑓) является мажорантой для семейства чисел 

||𝑓(𝑥)| − |𝑓(𝑦)||. Но супремум множества не превосходит любой его ма-

жоранты. Следовательно, и колебание функции |𝑓| удовлетворяет усло-

вию, 𝜔(|𝑓|) ≤ 𝜔(𝑓) на том же промежутке. 

Закончите доказательство теоремы, используя критерий интегриру-

емости. 

Теорема 2. Пусть функции f и g интегрируемы на отрезке [𝑎; 𝑏], то-

гда и функция 𝑓𝑔 интегрируема на отрезке [𝑎; 𝑏]. 
Доказательство также основано на сравнении колебаний. Имеем  

|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑦)𝑔(𝑦)| ≤ |(𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦))𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑦)(𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦))| 
Используя неравенство треугольника, получаем, что  

|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑦)𝑔(𝑦)| ≤ |(𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦))𝑔(𝑥)| + |𝑓(𝑦)(𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦))| 

≤ 𝜔(𝑓) ⋅ max|𝑔(𝑥)| + 𝜔(𝑔) ⋅ max|𝑓(𝑥)| 
Следовательно, и 𝜔(𝑓𝑔) ≤ 𝜔(𝑓) ⋅ max|𝑔(𝑥)| + 𝜔(𝑔) ⋅ max|𝑓(𝑥)| на том 
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же промежутке. 

Закончите доказательство теоремы. 

Теорема 3. Пусть функции f и g интегрируемы на отрезке [𝑎; 𝑏] и 

функция 𝑓/𝑔 ограничена. Тогда она и интегрируема на отрезке [𝑎; 𝑏]. 
Без доказательства. 
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И Н Т Е Г РА Л  К А К  ФУ Н К Ц И Я  В Е РХ Н Е Г О  П Р Е Д Е Л А  

Мы уже видели, что вычисление интеграла по определению – трудо-

емкая и практически бесполезная операция. Обычно его сводят к вычис-

лению первообразной. Для этого будем менять пределы интегрирования 

(например, верхний предел). Пусть f интегрируема на отрезке [𝑎; 𝑏]. То-

гда она интегрируема и на любом вложенном в него отрезке [𝑎; 𝑥]. 

Введем функцию Φ(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
, 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏] и покажем, что она 

при определенных условиях является первообразной для функции f на 

отрезке [𝑎; 𝑏] (здесь Φ – прописная греческая буква «фи»). 

Приращение функции Φ равно  

Φ(𝑥 + Δ𝑥) − Φ(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+Δ𝑥

𝑎

− ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

= [
аддити
вность

] =

= ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+Δ𝑥

𝑥

= [
теорема о
среднем ] = 𝜇 ⋅ Δ𝑥 

Здесь 𝜇 – некоторое значение, заключенное между инфимумом и су-
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премумом функции f на промежутке [𝑥; 𝑥 + Δ𝑥]. В частности, если f не-

прерывна, то 𝜇 является значением f в некоторой точке 𝑐 ∈ [𝑥; 𝑥 + Δ𝑥]. 
Тогда 

Φ(𝑥 + Δ𝑥) − Φ(𝑥) = 𝑓(𝑐)Δ𝑥 
 

Итак, для непрерывной функции f 
Φ(𝑥 + Δ𝑥) − Φ(𝑥)

Δ𝑥
= 𝑓(𝑐) → 𝑓(𝑥) при Δ𝑥 → 0 

Мы доказали, что верна  

Теорема. Если функция f непрерывна на отрезке [𝑎; 𝑏], то функция 

Φ(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
, 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏] является её первообразной: для каждого 

𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏] она дифференцируема и Φ′(𝑥) = 𝑓(𝑥). 

Теоретическая задача. Пусть f интегрируема на отрезке [𝑎; 𝑏] и не-

прерывна в точке x. Докажите, что Φ(𝑥) дифференцируема в этой точке 

и Φ′(𝑥) = 𝑓(𝑥).  

Подумайте, чем этот случай отличается от предыдущей теоремы. 
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Ф О Р М УЛ А  Н Ь Ю Т О Н А - Л Е Й Б Н И Ц А  

Итак, для непрерывной функции ее интеграл с переменным верхним 

пределом является первообразной. Как мы знаем, у функции на отрезке 

существует множество первообразных, которые отличаются друг от 

друга только константой. 

Пусть 𝐹 – произвольная первообразная непрерывной функции f. То-

гда 𝐹(𝑥) = Φ(𝑥) + 𝐶 для всех 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]. Заметим, что Φ(𝑥) выделяется 

из всех первообразных тем, что Φ(𝑎) = 0. Подставим число a в соотно-

шение для первообразных, получим, что 𝐹(𝑎) = Φ(𝑎) + 𝐶 = 𝐶. Итак, 

Φ(𝑥) = 𝐹(𝑥) − 𝐶 = 𝐹(𝑥) − 𝐹(𝑎) 
В частности,  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) = 𝐹(𝑥)|𝑎
𝑏   

Последнее выражение называется подстановкой. Оно удобно для 

записи вычисления интеграла. 
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Примеры 

Проверим результаты, полученные ранее по определению интеграла. 

Мы выяснили, что  

∫ 𝑥𝑑𝑥
2

1

=
3

2
 

И действительно,  

∫ 𝑥𝑑𝑥
2

1

= (
𝑥2

2
)|

1

2

=
22

2
−

1

2
=

3

2
 

Ещё одно равенство 

∫ sin 𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

= 2 

Действительно,  

∫ sin 𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

= (− cos 𝑥)|0
𝜋 = − cos 𝜋 + cos 0 = 1 + 1 = 2 
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С П О С О Б Ы  В Ы Ч И С Л Е Н И Я  И Н Т Е Г РА Л О В  

С помощью формулы Ньютона-Лейбница можно перенести на инте-

грал свойства первообразных. Например, замену переменных и интегри-

рование по частям.  

Однако эти методы имеют свои особенности, связанные с наличием 

пределов интегрирования. Кроме того, при их применении нужно сле-

дить, чтобы выполнялись условия соответствующих теорем. 

Замена переменной в определенном интеграле 

Теорема. Пусть функция f непрерывна на отрезке [𝑎; 𝑏]. Кроме того, 

пусть функция 𝑥 = 𝜑(𝑡) задана и непрерывно дифференцируема на от-

резке [𝑐; 𝑑], причем ее значения принадлежат области определения 

функции f и 𝑥(𝑐) = 𝑎; 𝑥(𝑑) = 𝑏. Тогда  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑥(𝑡)) ⋅ 𝜑′(𝑡)𝑑𝑡
𝑑

𝑐

 

Доказательство следует из аналогичного свойства первообразных. 
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Условия теоремы обеспечивают непрерывность обеих подынтегральных 

функций и, следовательно, существование первообразной. 

Заметим, что эту формулу можно получить непосредственной под-

становкой 𝜑(𝑡) в f(x) и dx, а также заменой пределов интегрирования.  

Кроме того, после перехода к новой переменной t нет необходимо-

сти возвращаться к переменной x. 

Пример 1. Найдем интеграл  

∫
𝑑𝑥

1 + √1 − 𝑥

1

0

 

Решение. Естественно взять за новую переменную 𝑡 = √1 − 𝑥. 

∫
𝑑𝑥

1 + √1 − 𝑥

1

−3

= [𝑡 = √1 − 𝑥 𝑑𝑥 = −2𝑡𝑑𝑡
𝑥 = 1 − 𝑡2 𝑡(−3) = 2; 𝑡(1) = 0

] = ∫
−2𝑡𝑑𝑡

1 + 𝑡

0

2

= 

= 2 ∫
𝑡𝑑𝑡

1 + 𝑡

2

0

= 2 ∫ (1 −
1

1 + 𝑡
) 𝑑𝑡

2

0

= 2(𝑡 − ln(1 + 𝑡))|0
2 = 2(2 − ln 3) 

Как мы видим, в процессе вычисления интеграл «забывает», что пер-

воначально переменной интегрирования была x.  
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Пример 2. Упростим интеграл  

∫ 𝑥𝑓(sin 𝑥)
𝜋

0

𝑑𝑥 

где f – функция, непрерывная на отрезке [0; 1].  
Решение. Заметим, что график синуса расположен симметрично на 

отрезке [0; 𝜋]. То есть sin(𝜋 − 𝑥) = sin 𝑥. Сделаем соответствующую за-

мену переменных. 

𝐼 = ∫ 𝑥 f(sin 𝑥)𝑑𝑥
𝜋

0

= [
𝑥 = 𝜋 − 𝑡 sin(𝜋 − 𝑡) = sin 𝑡
𝑑𝑥 = −𝑑𝑡 𝑡(0) = 𝜋; 𝑡(𝜋) = 0

] = 

= − ∫ (𝜋 − 𝑡)𝑓(sin 𝑡)𝑑𝑡
0

𝜋

= ∫ 𝜋𝑓(sin 𝑡)𝑑𝑡
𝜋

0

− ∫ 𝑡𝑓(sin 𝑡)𝑑𝑡
𝜋

0

= 

= 𝜋 ∫ 𝑓(sin 𝑡)𝑑𝑡
𝜋

0

− 𝐼 

Заметим, что интеграл является числом и не зависит от обозначения 

переменной интегрирования, поэтому ∫ 𝑡𝑓(sin 𝑡)𝑑𝑡
𝜋

0
 также равен I. 

Окончательно получаем, что 
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𝐼 = 𝜋 ∫ 𝑓(sin 𝑡)𝑑𝑡
𝜋

0

− 𝐼;   𝐼 =
𝜋

2
∫ 𝑓(sin 𝑡)𝑑𝑡

𝜋

0

 

Например, ∫ 𝑥 sin 𝑥
𝜋

0
𝑑𝑥 =

𝜋

2
∫ sin 𝑡 𝑑𝑡

𝜋

0
=

𝜋

2
⋅ 2 = 𝜋 

Как мы видим, формула Ньютона-Лейбница – не единственный спо-

соб отыскания интегралов: существуют методы, существенно использу-

ющие пределы интегрирования. 

Пример с бесконечными пределами интегрирования. Упростим 

интеграл вида 𝐼 = ∫
𝑑𝑥

1+𝑥3

+∞

0
. 

Решение. Имеем  

∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥3

+∞

0

= [
𝑥 = 1 𝑡⁄ 𝑡(0) = +∞

𝑑𝑥 = − 𝑑𝑡 𝑡2⁄ 𝑡(+∞) = 0
] = − ∫

𝑑𝑡

𝑡2(1 + 1 𝑡3⁄ )

0

+∞

= 

= ∫
𝑡𝑑𝑡

𝑡3 + 1

+∞

0

= ∫
𝑥𝑑𝑥

𝑥3 + 1

+∞

0

 

Последнее равенство следует из того, что интеграл не зависит от 
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обозначения переменной интегрирования. Сложим последнее выраже-

ние с исходным. Получим 

2𝐼 = ∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥3

+∞

0

+ ∫
𝑥𝑑𝑥

𝑥3 + 1

+∞

0

= ∫
(1 + 𝑥)𝑑𝑥

𝑥3 + 1

+∞

0

= ∫
𝑑𝑥

𝑥2 − 𝑥 + 1

+∞

0

 

Получили интеграл от простейшей дроби 3 типа. Досчитайте его 

сами. 

Может возникнуть возражение, что интеграл с бесконечными преде-

лами не существует, так что наши преобразования не обоснованы. Од-

нако это не так: в дальнейшем мы введем такие интегралы строго.  

Такие интегралы могут возникнуть при преобразовании самых 

обычных интегралов: 

∫
𝑑𝑥

cos2 𝑥 + 1

𝜋
2

0

= ∫
𝑑𝑥

cos2 𝑥 (1 +
1

cos2 𝑥
)

𝜋
2

0

= ∫
𝑑𝑡𝑔𝑥

1 + 1 + 𝑡𝑔2 𝑥

𝜋
2

0

= 

= ∫
𝑑𝑡

2 + 𝑡2

+∞

0

=
1

√2
arctg 

𝑡

√2
|

0

+∞

=  
1

√2
(

𝜋

2
− 0) =

𝜋

2√2
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Тот же результат можно получить, если делать замену только в не-

определенном интеграле и в конце вернуться к переменной x. 

Задача 2261 (Демидович, изменено). В интеграле ∫ 𝑓(𝑥) cos 𝑥 𝑑𝑥
𝜋

0
 

выполнить замену sin 𝑥 = 𝑡. 

Решение. Если сделать замену формально, получим  

∫ 𝑓(𝑥) cos 𝑥 𝑑𝑥
𝜋

0

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑(sin 𝑥)
𝜋

0

= ∫ 𝑓(arcsin 𝑡)𝑑𝑡
0

0

= 0 

Но это рассуждение неверно, так как функция arcsin не переводит 

«отрезок» [0; 0] в отрезок [0; 𝜋].  
Для правильной замены разобьем промежуток интегрирования на 

части, в которых синус монотонен, то есть [0;
𝜋

2
], [

𝜋

2
; 𝜋]. Имеем 

∫ 𝑓(𝑥) cos 𝑥 𝑑𝑥
𝜋

0

= ∫ 𝑓(𝑥) cos 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

+ ∫ 𝑓(𝑥) cos 𝑥 𝑑𝑥
𝜋

𝜋
2

 

В первом интеграле переменная 𝑡 = sin 𝑥 меняется от 0 до 1, во вто-

ром – от 1 до 0.  
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В первом можно положить 𝑥 = arcsin 𝑡, во втором – 𝑥 = 𝜋 − arcsin 𝑡.  

∫ 𝑓(𝑥) cos 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
2

0

= [
𝑥 = arcsin 𝑡 cos 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡

𝑡 = sin 𝑥 𝑡(0) = 0; 𝑡 (
𝜋

2
) = 1] = ∫ 𝑓(arcsin 𝑡)𝑑𝑡

1

0

 

Можно записать ещё и так: 0 = 𝑥(0);
𝜋

2
= 𝑥(1). 

∫ 𝑓(𝑥) cos 𝑥 𝑑𝑥
𝜋

𝜋
2

= [
𝑥 = π − arcsin 𝑡 cos 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡

𝑡 = sin 𝑥 𝑡 (
𝜋

2
) = 1; 𝑡(𝜋) = 0] = 

= − ∫ 𝑓(𝜋 − arcsin 𝑡)𝑑𝑡
0

1

= ∫ 𝑓(𝜋 − arcsin 𝑡)𝑑𝑡
1

0

 

Окончательно получим 

∫ 𝑓(𝑥) cos 𝑥 𝑑𝑥
𝜋

0

= ∫ (𝑓(arcsin 𝑡) + 𝑓(𝜋 − arcsin 𝑡))𝑑𝑡
1

0

 

Упражнение (Задача 2251, Демидович). Объяснить, почему фор-

мальная замена 𝑥 = 𝜑(𝑡) приводит к неверным результатам: 

а) ∫ 𝑑𝑥
1

−1
, где 𝑡 = 𝑥2/3; б) ∫

𝑑𝑥

1+𝑥2

1

−1
, где 𝑥 =

1

𝑡
; в) ∫

𝑑𝑥

1+sin2 𝑥

𝜋

0
, где 𝑡 = 𝑡𝑔 𝑥. 
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Интегрирование по частям в определенном интеграле 

Теорема. Пусть функции u и v  непрерывно дифференцируемы на 

отрезке [𝑎; 𝑏]. Тогда  

∫ 𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)|𝑎
𝑏 − ∫ 𝑣(𝑥)𝑢′(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

Доказательство следует из аналогичного свойства первообразных. 

Условия теоремы обеспечивают непрерывность обеих подынтегральных 

функций и, следовательно, существование первообразных. 

Правило интегрирования по частям можно записать и в дифферен-

циалах: 

∫ 𝑢𝑑𝑣
𝑏

𝑎

= 𝑢𝑣|𝑥=𝑎
𝑏 − ∫ 𝑣𝑑𝑢

𝑏

𝑎

 

Пример.  

𝐼 = ∫ 𝑒𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥
𝜋

0

= ∫ 𝑒𝑥𝑑 sin 𝑥
𝜋

0

= 𝑒𝑥 sin 𝑥|0
𝜋 − ∫ sin 𝑥 𝑑𝑒𝑥

𝜋

0

= 
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= 0 − ∫ 𝑒𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥
𝜋

0

= ∫ 𝑒𝑥𝑑(cos 𝑥)
𝜋

0

= 

= 𝑒𝑥 cos 𝑥|0
𝜋 − ∫ cos 𝑥 𝑑𝑒𝑥

𝜋

0

= −𝑒𝜋 − 1 − ∫ cos 𝑥 𝑒𝑥𝑑𝑥
𝜋

0

 

𝐼 = −𝑒𝜋 − 1 − 𝐼;   𝐼 = −
𝑒𝜋 + 1

2
 

Замечание. Не забывайте делать подстановку пределов в первообраз-

ную, так как ответ не должен зависеть от x. Кроме того, не надо «таскать 

за собой» член вида 𝑢𝑣|𝑥=𝑎
𝑏 . Например, в этом примере он равен 0 (в пер-

вом интегрировании). 

 



51 

 


